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Zbirka nalog vsebuje uc¢no snov in naloge le na osnovni zahtevnostni ravni gimnazijske matematike in je namenjena ponavljanju

in utrjevanju uéne snovi in nalog v vseh letnikih gimnazije kot:

e priprava na pisna in ustna preverjanja znanj,

* priprava na popravne izpite,

e priprava na osnovno raven splosne mature in

* osnovno gradivo za sluSatelje maturitetnega tecaja.

Temelj vsebine zbirke je ucni nacrt za matematiko v gimnaziji in maturitetni izpitni katalog za splosSno maturo. Zato je, podobno kot
v predmetnem izpitnem katalogu za matematiko, u¢na snov razdeljena na 29 poglavij in zapisana tako, da se posamezna poglavja
nadgrajujejo. V vsakem poglavju je teoreti¢ni del razloZen v skladu s katalogom znanj, od laZje snovi k tezji, razumevanje snovi pa je
olajsano zaradi primerno izbranih zgledov. Po vsakem sklopu teoreti¢nega dela je resenih nekaj tipskih zgledov, ki so izbrani tako,

da skorajda v celoti pokrijejo vse minimalne cilje znanj danega poglavja. Za pridobitev minimalnega znanja snovi je Ze lahko dovolj,
¢e za posamezno poglavje bralec pozna celotno teorijo in zna samostojno resiti zglede. Dijaki, ki imajo ve¢ vrzeli v znanju, ki Zelijo
pridobiti ve¢ znanj in seveda boljSo oceno, bodo resevali naloge, ki sledijo na koncu vsakega poglavja. Te si sledijo od lazjih k tezjim
oz. od enostavnih k sestavljenim. Na koncu so dodane reSitve nalog.

Da bi bil uspeh dijakov na splo$ni maturi boljsi, bi jih rad opozoril na nekaj temeljnih pravil reSevanja nalog. Ker pri ve€ini maturitet-
nih nalog nacin reSevanja ni predpisan, lahko resujemo po katerem koli matemati¢no pravilnem postopku. Pomembno je, da je pot
do rezultata jasno in korektno predstavljena, z vmesnimi racuni in sklepi. Ce je naloga postavljena kot vprasanje, odgovorimo (rezultat
zapiSemo) s celim stavkom. Ce smo nalogo resili grafiéno, pravilnost resitve praviloma potrdimo tudi radunsko. Pri rezultatih nalog
pazimo predvsem na to, da so zapisani vidno in v skladu z zahtevami iz besedila naloge.

Pri reSevanju nalog moramo paziti, da navodilo »Rezultat naj bo zapisan v natancni obliki« ali »Natan¢no izrac¢unajte ...« pomenti,

da moramo zapisati le cela Stevila, okrajsane ulomke, korene, konstante (npr. i, e) in krajSe izraze, v katerih lahko nastopajo preproste
funkcije. Pri tem morajo biti rezultati nalog primerno poenostavljeni (npr. okrajsani, delno korenjeni ...). Ce je v besedilu naloge
predpisana natanc¢nost, rezultat primerno zaokrozimo in ga zapisemo v decimalni obliki, pri tem bodimo pozorni na razliko med
navodiloma »Na tri mesta natanc¢no ...« in »Na tri decimalke natan¢no ...«. Vmesne rezultate vedno racunamo natancneje, sicer bo
konéni rezultat premalo natanéen. Ce so podatki izraZeni v merskih enotah, moramo tudi konéne rezultate nalog zapisati z merskimi
enotami v skladu z navodilom naloge.

Pri nalogah, ki zahtevajo »IzraCunajte presecisce ...«, »ZapiSite oglisca ...«, »ZapiSite teme funkcije ...«, rezultate zapisujemo kot tocke -
z obema koordinatama 7'(x, ).

Kote v geometrijskih nalogah praviloma izrazimo v stopinjah in minutah ali v stopinjah in stotinkah stopinje, vrednosti kotnih funkcij
pa natancno ali pa na §tiri decimalna mesta, glede na navodilo naloge. Pri resevanju trigonometricnih enacb praviloma izrazimo kote

v radianih v natanéni obliki.

Pri reSevanju geometrijskih nalog si vedno pomagamo s skico, tudi ¢e to v besedilu naloge ni zahtevano. Skica mora ustrezati glavnim
lastnostim geometrijskega objekta, ki ga predstavlja. Na njej morajo biti oznacene vse pomembnejse tocke (oglisca, krajisca vseh narisa-
nih geometrijskih objektov) ter vse koliCine, ki v nalogi nastopajo kot podatki ali kot delni in kon¢ni rezultati.

Posebno pomembna je skica pri konstrukcijskih nalogah. Te naloge reSujemo s Sestilom (za risanje kroznic in kroznih lokov, prenaSanje
razdalj) in z ravnilom (za risanje premic ali daljic skozi dve dani ali prej konstruirani tocki). Pri konstrukcijskih nalogah moramo
poiskati vse neskladne reSitve.

Pri reSevanju enacb moramo poiskati vse reSitve v dani Stevilski mnozici. Pri tem smo pazljivejsi pri postopkih, ki dane enacbe ne preve-
dejo v ekvivalentno obliko (kvadriranje, korenjenje, absolutna vrednost, antilogaritmiranje ...), saj lahko pridobimo napacno resitev ali
pa nekaj resitev izgubimo. Zato naredimo preizkus. Podobno velja za reSevanje neenacb.

Ce neenacbo resujemo z grafom ustrezne funkcije, je dovolj natanéno narisati graf le v bliZini nicel, tako da so lepo razvidna obmogcja
pozitivnosti in negativnosti. Druge dele grafa, ki so za reSevanje neenacbe manj pomembni, lahko nariSemo tudi bolj priblizno.

Za risanje grafov funkcij in krivulj je koordinatni sistem ponavadi zZe dan, pazimo le, da krivuljo oz. graf funkcije nariSemo v obmocju,
ki je oznafeno na koordinatnem sistemu. Pri risanju grafov funkcij in krivulj moramo natan¢no narisati preseci§¢a z obema osema,
¢rtkano vodoravne in navpicne asimptote (obvezno za eksponentno in logaritemsko funkcijo, kotni funkciji tangens in kotangens in
racionalne funkcije), maksimume in minimume (obvezno pri funkcijah sinus in kosinus), temena (pri kvadratni funkciji) ... Navedene
znacilnosti ponavadi predhodno izra¢unamo. Pri tem ni€le in pole piSemo kot Stevila - samo s koordinato x (pri polinomih in racional-
nih funkcijah zapisemo tudi stopnjo niéle oz. pola), teme kvadratne funkcije pa kot tocke - z obema koordinatama. Ce znamo krivulje
in grafe funkcij narisati natanc¢no s primerno izvedenimi premiki in raztegi, omenjeni racuni niso potrebni, razen ¢e naloga to izrecno
zahteva, vendar pa ob nalogi priporo¢am kratek komentar.

Definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcij, obmocja narascanja in padanja funkcije praviloma zapiSemo z intervali, lahko pa tudi
uporabimo znake <, >, =, <, >, #.

Na koncu bi se rad vsem delavcem in sodelavcem zaloZbe Modrijan zahvalil za razumevanje, vzpodbudo, nasvete, pomoc in kvalitetno
izvedeno delo ter domacim za izredno dolgo potrpezZljivost.
Vsem dijakom, profesorjem in inStruktorjem, ki boste kot pomo¢ pri matematiki uporabili to knjigo, pa Zelim veliko uspeha.

Dusan Kavka



i 1. OSNOVE LOGIKE

Poved v matematiki imenujemo izjava, ¢e zanjo velja natanko ena od mozZnosti: ali je pravilna (pripiSemo
logi¢no vrednost 1 oz. p) ali pa nepravilna (0 oz. n). Izjave oznacujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami: 4, B, C itd.

Z uporabo izjavnih povezav (spoznali bomo negacijo, konjunkcijo, disjunkcijo, implikacijo in ekvivalenco)
iz izjav lahko gradimo sestavljene izjave.

V matematicni teoriji poimenujemo vrste izjav na naslednji nacin:

¢ aksiomi so osnovne izjave, ki so izhodiS¢e posamezne teorije,

* definicije so izjave, s katerimi vpeljemo nove pojme,

 izreki ali trditve so izjave, ki jih dokaZzemo z uporabo aksiomov in Ze prej dokazanih izrekov.

Izjavo, ki je pravilna pri vseh razliénih naborih osnovnih izjav, iz katerih je sestavljena, imenujemo tavtologija.

Izjavne povezave

1. Negacija

Vsaki izjavi 4 lahko priredimo nasprotno izjavo ali negacijo izjave 4. Oznac¢imo jo z —A4
ter preberemo: ni res, da velja 4.

Ce je izjava A pravilna, potem je izjava —A4 nepravilna. Ce pa je izjava A nepravilna, potem p
je izjava —A pravilna. To lahko prikazemo s pravilnostno tabelo: n

Wy

Izjavama zapiSite nasprotni izjavi ter za vse ugotovite logi¢no vrednost.
A: Stevilo 6 ima natanko §tiri delitelje.
B: Stevilo 7 je sestavljeno stevilo.

ZapiSemo:
A: Stevilo 6 ima natanko §tiri delitelje. (p)
—A: Ni res, da ima Stevilo 6 natanko Stiri delitelje. (n)

B: Stevilo 7 je sestavljeno $tevilo. (n)
—B: Ni res, da je Stevilo 7 sestavljeno Stevilo. (p)

2. Konjunkcija

Izjavi A4 in izjavi B lahko priredimo novo izjavo 4 in B. Oznac¢imo jozA A B
ter preberemo: veljata izjava 4 in izjava B.

Za konjunkcijo velja pravilnostna tabela:

S|
S|lo Blo |
S5 B8 l0 >
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3. Disjunkcija

Dvema izjavama A4, B priredimo novo izjavo A4 ali B, jo oznacimo zA v B A B | AvB
ter preberemo: velja izjava 4 ali izjava B (lahko veljata obe izjavi hkrati).
Za disjunkcijo velja pravilnostna tabela: p p P

p n p

n p p

n n n

ZapiSite konjunkcijo in disjunkcijo danih izjav ter za vse ugotovite njihove logi¢ne vrednosti.

n A: Produkt dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo.
B: Vsota dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo.

Najprej preverimo pravilnost osnovnih izjav, nato po pravilnostni tabeli Se pravilnost sestavljenih izjav.
Zapisemo:

A: Produkt dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo. (p)

B: Vsota dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo. (n)

A A B: Produkt dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo in vsota dveh zaporednih celih Stevil
je sodo Stevilo. (n)

A v B: Produkt dveh zaporednih celih Stevil je sodo Stevilo ali vsota dveh zaporednih celih Stevil
je sodo stevilo. (p)

B3 ¢ Stevilo 234 je sodo stevilo.
D: Stevilo 234 je deljivo z 9.
ZapiSemo:
C: Stevilo 234 je sodo stevilo. (p)
D: Stevilo 234 je deljivo z 9. (p)
C A D: Stevilo 234 je sodo §tevilo in stevilo 234 je deljivo z 9. (p)
C v D: Stevilo 234 je sodo stevilo ali stevilo 234 je deljivo z 9. (p)

4. Implikacija

Izjavama 4 in B priredimo izjavo iz 4 sledi B, jo ozna¢imo z A = B ter beremo kot:
Ce velja A, potem velja B.

Za implikacijo velja pravilnostna tabela:

S|B9 |
S|l Blo |
CHECHE-NECHN|)




8  MATEMATIKA V GIMNAZIJI

Zapisite implikacijo danih izjav ter ugotovite njeno logi¢no vrednost.

n A: Naravno Stevilo n je deljivo z 10.
B: Naravno Stevilo 7 je deljivo s 5.

Zapisemo implikacijo 4 = B: Ce je naravno stevilo n deljivo z 10, potem je n deljivo s 5. (p)
E C: Naravno Stevilo n je prastevilo.
D: Naravno §tevilo z ni sodo Stevilo.

Zapisemo C = D: Ce je naravno §tevilo n prastevilo, potem 7 ni sodo §tevilo. Izjava ima vrednost (n),
saj je Stevilo 2 sodo prastevilo.

5. Ekvivalenca

Izjavama A4 in B priredimo izjavo iz A4 sledi B in iz B sledi A in jo oznac¢imo A B |l 4B
z A < B. Izjavo lahko beremo tudi kot: 4 velja natanko tedaj, ko velja B.
Recemo tudi: Izjavi 4 in B sta ekvivalentni (enakovredni) natanko takrat, ko p p p
iz A sledi B in iz B sledi A. p n n
Za ekvivalenco velja pravilnostna tabela: n p n

n n p

[y

ZapiSite ekvivalenco danih izjav ter ugotovite ali sta dani izjavi enakovredni.

EW 4: Stevilo n je deljivo s 15.
B: Stevilo 7 je deljivo s 3 in deljivo s 5.

Zapisemo ekvivalenco A < B: Stevilo 7 je deljivo s 15 natanko takrat, ko je §tevilo » deljivo s 3
in deljivo s 5. (p)

Izjavi sta enakovredni.

B2 C: Stevilo n je veckratnik stevila 24.
D: Stevilo n je deljivo s 4 in deljivo s 6.

Zapisemo C < D: Stevilo n je veckratnik $tevila 24 natanko takrat, ko je stevilo n deljivo s 4
in deljivo s 6. (n)

Izjavi nista enakovredni, saj je npr. Stevilo 12 deljivo s 4 in s 6, ni pa veckratnik Stevila 24.

Pri ugotavljanju logi¢ne vrednosti (izvedbi) sestavljene izjave poleg oklepajev upostevamo tudi prioriteto
izjavnih povezav. Najvi§jo prioriteto ima negacija (jo izvedemo najprej), nato sledijo konjunkcija, disjunkcija,
implikacija in ekvivalenca (jo izvedemo zadnjo). Pri izvedbi ve¢ zaporednih enakih izjavnih povezav velja
pravilo zdruzevanja od leve proti desni.



OSNOVE LOGIKE 9

[y

E Z oklepaji nakaZite vrstni red operacij v sestavljeni izjavi 4 v B v —B in s pravilnostno tabelo
ugotovite njeno logi¢no vrednost. Ali je dana sestavljena izjava tavtologija? Odgovor utemeljite.

Velja (4 v B) v (=B).
A B | AvB | =B (Av B)v(—B)
p p p n p
p n p p p
n p p n p
n n n p p

Izjava je tavtologija, saj je pravilna pri vseh razliénih naborih vrednosti osnovnih izjav 4 in B.

E Sestavljeno izjavo zapisite s simboli: Stirikotnik je kvadrat natanko takrat, ko ima skladne stranice
in skladne notranje kote.

Izjava A: Stirikotnik je kvadrat.
Izjava B: Stirikotnik ima skladne stranice.
Izjava C: Stirikotnik ima skladne notranje kote.

Sestavljena izjava je: 4 < (B A C).

mrE——

1. Ugotovite pravilnost izjave: Vsako Stevilo iz mno- 5. Z oklepaji nakazite vrstni red operacij in s pravil-
zice {3, 4,6, 8,9, 12, 15, 16, 18} je deljivo s 3 ali nostno tabelo ugotovite logi¢no vrednost izjave.
pa je deljivo s 4. a) A= -BAA

b)A=>B& - B= -4

2. Zapisite ekvivalenco izjav ter ugotovite, ali sta

izjavi enakovredni. 6. Sestavljeno izjavo zapisite s simboli: Stevilo
A: Stevilo # liho §tevilo. je deljivo z 2 natanko takrat, ko Stevilo n + 1
B: Stevilo n* je liho Stevilo. ni deljivo z 2.
3. Izracunajte logi¢no vrednost sestavljene izjave 7. Dane so osnovne izjave o Stirikotnikih:
(A = B) v A pri vseh vrednostih enostavnih izjav A: Stirikotnik je paralelogram.
A in B. Ali je dana izjava tavtologija? Odgovor B: Diagonali se razpolavljata.
utemeljite. C: Diagonali se sekata pod pravim kotom.
D: Paralelogram je romb.

4. Izracunajte logi¢no vrednost sestavljene izjave Z uporabo danih izjav in z implikacijo ter ekviva-
(A = B) & (=B v A) pri vseh vrednostih eno- lenco gradimo sestavljene izjave, tako da vedno
stavnih izjav 4 in B. Ali je dana izjava tavtologija? uporabimo le eno izjavno povezavo in dve raz-
Odgovor utemeljite. liéni osnovni izjavi. S simboli zapiSite le tiste

smiselne sestavljene izjave, ki so pravilne.



B 2. MNOZICE

Mnozico lahko podamo tako,

* da njene elemente nastejemo, npr. A = {2, 4, 6, 8, 10},

¢ da njene elemente s kako skupno lastnostjo enolicno dolo¢imo, npr.
A={2mneN,n<5},

¢ da mnozico grafi¢no predstavimo. (ReCemo, da nariSemo
Vennov diagram.)

Mo¢ mnozice A s konéno mnogo elementi je enaka Stevilu elementov » mnozZice A: m(A) = n.

MnozZico vseh elementov, ki nas v danem primeru podrobneje zanimajo, imenujemo univerzalna mnozica U.
Prazna mnozica J je mnozica, ki nima nobenega elementa.

Operacije z mnozicami
MnoZica A je podmnoZica mnoZice B, Ce je vsak element mnozice A tudi element mnozice B.
Oznaka: A c B

Mnozici A in B sta enaki natanko takrat, ko je mnozica A podmnoZica mnoZice B in mnoZica B podmnoZica
mnozice A: A=B< (AcCcB)A(BcA).

Presek mnozic A in B je mnoZica vseh tistih elementov, ki so v mnozZici A in v mnoZici B:
ANB={e(ec A)A(ec B)}.

Mnozici A in B sta disjunktni (tuji), Ce je njun presek prazna mnoZica.

(09 O

Presek mnozic Disjunktni mnoZici

Unija mnozic A in B je mnozica vseh tistih elementov, ki so v mnozici A ali v mnoZici B:
AUB={e (e A)v(ee B)}.

Mo¢ unije dveh netujih konénih mnozic ‘A in B dobimo tako, da seStejemo moci obeh mnoZic in odstejemo
moc preseka, saj smo elemente preseka pri seStevanju Steli dvakrat: m(A U B) =m(A) + m(B) — m(A N B).

Mo¢ unije treh konénih mnozic:
mAUBUC)=m(A)+m(B)+m(C)—mANB) —m(BNC)—m(ANC)+ m( AN BN C)

Razlika mnozic A \ B je mnoZica vseh tistih elementov, ki so v mnozici A in niso v mnoZici B:
A\B={e;(ec A) A (e g B)}.

Unija mnozic Razlika mnozic



n Podani sta mnozici A = {n € N; 10 <n <20} in B = {n € N; 9 <n < 15}. Na dva razlicna nacina zapi-
§imo mnozice A "B, AU B, A\Bin B\ A.

ZapiSemo:

AnNB={11,12,13,14, 15} ={n e N; 11 <n < 15}
AUB={9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19} ={n e N; 9<n <19}
A\B={16,17,18,19} ={n e N; 16 <n< 19}

B\A={9,10} ={neN;9<n<10}

E MnoZica A je mnozica naravnih Stevil, ki delijo Stevilo 20, mnozica B je mnoZica naravnih Stevil, manjSih
od 20, ki so deljiva s 4. Na dva razlicna nacina zapiSimo mnozice A, B, A U B in A N B.
Zapisemo:
A=1{1,2,4,5,10,20} = {n € N; n|20}
B={4,8,12,16}={neN; (n< 20)/\(4|n)}
AUB=1{1,2,4,58,10,12, 16,20} = {n € N; (n]20) v (n < 20 A 4|n)}
ANB={4}={neN;(1n|20) A (n<20A4|n)}

B MnoZica A je mnoZica vseh naravnih Stevil, ki so manjsa ali enaka 100 in deljiva s 5, mnoZzica B je mno-
zica vseh naravnih Stevil, ki so manjsa ali enaka 100 in deljiva s 4.

a) ZapiSimo elemente mnoZice A N B.

b) Izracunajmo, kolik§ne so mo¢i mnozic A, B in A U B.

Ker so v A m B naravna Stevila manjsa ali enaka 100, ki so deljiva s 5 in deljiva s 4, so torej deljiva s
5 -4 =20. ZapiSemo A N B = {20, 40, 60, 80, 100}.

Ker je 100 : 5=20in 100 : 4 = 25, je mo¢ mnoZice A enaka m(A) =20 in mo¢ mnoZice B enaka
m(B) = 25. Izracunamo §e m(A U B)=m(A) + m(B) —m(A NB)=20+25-5=40.

Naj bo mnozica A podmnoZica univerzalne mnozZice ‘U. Komplement U
mnoZice A glede na univerzalno mnozico ‘U je mnoZica elementov, ki
so v mnoZici ‘U in niso v mnozici A: A= {e; (e € U) A (e ¢ A)}.

[y

cA

Na sliki je dana univerzalna mnoZzica ‘U in njeni podmnozici

A in B. ZapiSimo elemente mnozic U, A, B, A nB, A U B, il
A\B, B\ A, Ain B". . 2

Iz diagrama preberemo in zapiSemo:

U=1{3,6,9,12,15,18,21,24,27} A\B=1{6,24}

A =1{6, 12, 18, 24} B\A = {15}

B = {12, 15, 18} A°=1{3,9,15,21,27} 9 27
ANB={12,18} B°={3,6,9,21, 24,27}

AU B=1{6,12,15, 18, 24}
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Kartezicni produkt nepraznih mnozic A in B je mnoZica vseh urejenih parov (a, b), kjer je prvi element para
iz mnoZice A in drugi element para iz mnoZice B: A x B = {(a, b); (a € A) A (b € B)}.

Ce ima mnoZica A m elementov in mnoZica B n elementov, potem ima kartezi¢ni produkt A x B
mn elementov.

Kartezi¢ni produkt lahko graficno predstavimo s Sahovnico ali tockami mreZe.

[Vy

Za mnozici A = {1, 2, 3} in B = {a, e} zapiS§imo kartezi¢na produkta A x B in B x A ter ju graficno
predstavimo.

Zapisimo A x B ={(1, a), (1, e), (2, a), (2,e), (3,a), (3,e)} in
B xA={(a,l),(a2),(a 3),(e 1), (e 2), (e 3)} in ju graficno predstavimo.

5
e
2
a
1
1 2 3

1. Na sliki so graficno predstavljene univerzalna 3. ZapiSite elemente mnoZic:
mnoZica ‘U in njeni podmnozici A in B. Zapisite a) A={neN;5n-1=9}
njihove elemente in elemente mnoZic A N B, b) B={ne 7, n’ = 25}

A UB,Ain B c) C={neZ;n+7>1}

€) D={neN;-3<n<3}
d) E={5k-3;keN,0<k<4}

4. Mnozica A je mnozica vseh celih Stevil, katerih
kvadrat je manjsi od 4. ZapiSite elemente mnozic
Ain A x A.

5. Dani sta mnoZici A = {-4,-2,0, 2, 4} in
B=1{0,1,2,3,4,5}.
a) ZapiSite A N B.

2. Naj bo A mnozica prvih deset ¢rk slovenske b) Mnozica C je mnozica z najmanjso mocjo, za
abecede in B mnoZica samoglasnikov slovenske kate.rv(? sta mnozici A H}'B njeni podmnozici.
abecede. Zapisite elemente mnozic A in B in ele- Zapls{te elerpentei mnozice C. .
mente mnozic A "B, A U B, A\Bin B\ A. ¢) Mnozica D je najmoc¢nejSa podmnoZica mno-

Zice C, ki je disjunktna z mnozZico B. ZapiSite
elemente mnozice D.



6.NajboU={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
univerzalna mnozica ter A = {0, 2, 4, 6, 8} in
B ={n € N; n< 6} njeni podmnozici. Zapisite
elemente spodnjih mnozic in njihove mo¢i.
a) B c) AUuB
b) AnB ¢) A\B

7. Naj bo U = N univerzalna mnoZzica in mnoZzica
A mnozica tistih naravnih Stevil, ki so manjsa
od 10. Mnozici A in komplement mnoZice A
zapiSite na dva razlicna nacina.

8. Dani sta mnozici A = {1,2} in B={1, 3,5, 7}.
ZapiSite elemente mnozic A N B, A U B,
A\B,B\A, A xBin
C=(AUB)\(ANB).

9. Mnozica A je mnoZica vseh sodih naravnih
Stevil. Ugotovite, ali velja:
a) Jc A
b) {2,4,10,40} c A
) Acd
¢) Ac{2,46,8,10..}
10. Dani sta mnozici A = {-1, 0, 1, 2}
inB={-1,1}.
a) Izracunajte m(A x B) in m(B x B).

b) ZapisSite kartezi¢ne produkte A x B in B x B.

c) Alije(1,-1)=(-1,1)?
Kajpa {-1,1} ={1,-1}?

¢) Alivelja B x Bc A x B?

11. Najbo U = {n € N; n < 16} univerzalna mno-

Zica. Mnozica A je mnoZica Stevil iz ‘U, ki so

veckratniki Stevila 4, mnoZica B je mnoZica Stevil

iz ‘U, ki delijo §tevilo 12. ZapiSite elemente

mnozZic A, B, A nBin B\ A.

12. Elementi mnozice A so tista naravna Stevila,

ki so delitelji Stevila 48, elementi mnozice B pa

so tista prasStevila, ki nastopajo v prastevilskem

razcepu Stevila 48.

a) Na dva razli¢na nacina zapiSite mnozico A.

b) Zapisite elemente mnozice B.

c) Alije Bc A?

¢) Zapisite B x {a, b} in ga predstavite s Sahov-
nico ali toCkami mreZe.

d) Alije (a,2) € B x {a, b}?

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

mNnozice 13

Mnozica A je mnozica naravnih Stevil, ki delijo
Stevilo 60, mnoZzica B pa je podanaz B = {n € Z;
25<n’ <81 }. Zapisite elemente mnozZic A in B.
Ali sta mnozici A in B disjunktni?

Najbo U = {n € N; n <15} univerzalna mnozica
ter A in B njeni podmnozici. ZapiSite elemente

mnozZic A, B, A N Bin A\ B, ¢e je mnoZica A
mnozica tistih Stevil iz ‘U, ki so veckratniki Stevila
5, mnozica B pa mnozica tistih Stevil iz ‘U, ki so
deljiva z vsaj enim od Stevil 2 ali 3.

Dana je univerzalna mnozica U = {k € Z;
-5<k<5}.
a) Zapisite elemente mnozic A = {2k + 1; k € Z;
—3<k<2}inB={3k-2,keZ,0<k<2}.
b) ZapiSite Se elemente mnoZic A N B
in (A N B)".

Dane so mnozice celih Stevil

A={xx -2x-3=0}, B={x; 1+)§‘ = (%)}
C = {x;x’ +x" — 4x = 4}. Zapisite njihove
elemente in elemente mnoZzic A w (B L C)
in(AnNnB)ynC.

ZapiSite mnoZice:

a) A vseh sodih celih Stevil,

b) B vseh lihih celih §tevil,

c) C vseh veckratnikov Stevila 6,

¢) D vseh celih Stevil, ki dajo pri deljenju s 6
ostanek 1.

Mnozica A je mnozica vseh naravnih Stevil,

ki so manjsa od 50 in deljiva s 3, mnozica B

je mnozica vseh naravnih Stevil, ki so manjsa

od 50 in deljiva z 2.

a) Zapisimo elemente mnoZice A N B.

b) Izracunajmo, kolik§ne so mo¢i mnozic A, B
in AU B.

Koliko je vseh naravnih Stevil, ki so manjsa
ali enaka 1000 in so:

a) deljivas 5,

b) deljiva s 7,

¢) deljiva z vsaj enim od Stevil 5 ali 7?
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20. Naj bo univerzalna mnozica ‘I mnozica vseh
trimestnih naravnih Stevil. Izracunajte, koliko
elementov imajo mnozice:

a) A={ne U 16|n},
b) B ={n e U; 24|n},
c) AuB.

21. Naj bo mnoZica naravnih Stevil univerzalna mno-

Zica. ZapiSite elemente naslednjih mnoZic in zapi-

§ite moc¢i mnozic s konéno mnogo elementi.

a) A = {veckratniki Stevila 5}

b) B = {delitelji Stevila 50}

c) AnB

&) AuUB

22.Najbosta A ={(x,y); x,ye R,x+y=1}

inB={(x,y);x,yeR, ¥ +y2 = 1} podmnozici

ravnine.

a) Ugotovite, katere od danih tock 7(1, 1),
P(-1, 1), 0(0, 1) in R( % %) pripadajo
mnozici A in katere mnozici B.

b) V mnozici A poiscite tiste tocke, ki lezijo
na abscisni osi.

¢) V mnozici B poiscite tiste tocke, ki lezijo
na ordinatni osi.

¢) Zapisite presek mnozic A in B.

23. V restavraciji s hitro prehrano ponujajo pet vrst
hrane in tri vrste brezalkoholnih pijac: ¢evapcice

(¢), raznjiCe (r), hrenovke (/4), mini pice (p),

vegetarijanske omlete (o), kokakolo (k), sok (s)

in vodo (v).

a) Na koliko razli¢nih nacinov se lahko prehra-
njujemo v dani restavraciji, ¢e vedno najprej
izberemo eno jed in nato eno pijaco?

b) ZapiSite vse razlicne izbire.

24. Janez je opravil anketo med 65 dijaki neke Sole.
Izvedel je, da jih 30 obiskuje filmski abonma,

38 dramski abonma, 14 pa nobenega od njiju.
Koliko dijakov obiskuje vsaj en abonma in koliko
dijakov oba abonmaja?

25. Ob vpisu v 1. letnik jih je 58 od 126 dijakov
navedlo, da se redno ukvarjajo vsaj s Sportom,

34 dijakov pa vsaj z glasbo. IzraCunajte, koliko
dijakov se ne ukvarja z nobeno od teh dveh dejav-
nosti, ¢e se jih z obema dejavnostma ukvarja 11.

26.

27.

28.

29.

30.

Na turisti¢ni agenciji so zeleli predvideti, koliko
ljudi bi med poletnimi pocitnicami potovalo

po Sloveniji ali v tujino. S telefonsko anketo

so izvedeli, da 237 ljudi nacrtuje potovanje vsaj
po Sloveniji, 379 ljudi nacrtuje potovanje vsaj

v tujino, 41 ljudi bo potovalo tako po Sloveniji
kot tudi v tujino. Vendar 108 ljudi ne bo potovalo
nikamor. Koliko ljudi so izprasali v telefonski
anketi?

V 1. letniku gimnazije je bilo ob koncu Solskega
leta 85 deklet in 42 fantov. Razred je izdelalo
119 dijakov, od tega 79 deklet. Koliko fantov
ni izdelalo razreda?

Ob spremljanju prehranjevalnih navad prebival-
cev nekega kraja so ugotavljali njihovo maso

in koli¢ino holesterola v krvi. Ugotovili so, da ima
131 ljudi zmerno maso, 91 ljudi pa je predebelih.
Ob tem so tudi ugotovili, da ima kar 112 ljudi
prekomerno koli¢ino holesterola v krvi, od tega
45 ljudi z zmerno maso. Koliko ljudi s preko-
merno maso nima poviSanega holesterola v krvi?

V oddelku 1. a je 30 dijakov, ki se ukvarjajo
z vsaj enim $Sportom. Sedem se jih ukvarja samo
s koSarko, Sest samo z nogometom, Stirje samo
z odbojko, trije samo s koSarko in nogometom,
pet samo s koSarko in odbojko ter eden samo
z odbojko in nogometom.
a) Koliko dijakov se ukvarja z vsemi tremi
Sporti?
b) Koliko se jih ukvarja z vsaj dvema Sportoma?
¢) Koliko se jih ukvarja s koSarko?
¢) Koliko se jih ukvarja z nogometom, ne pa
z odbojko?

Koliko je vseh naravnih Stevil, ki so manjsa ali
enaka 1000 in so:

a) deljivas 3

b) deljiva s 4

c) deljivas 5

¢) deljiva z vsaj enim od Stevil 3 ali 4

d) deljiva z vsaj enim od Stevil 3, 4 ali 5



3. NARAVNA STEVILA B

Naravna Stevila so Stevila, s katerimi Stejemo. MnoZico naravnih §tevil oznacimo s ¢rko N: N = {1, 2, 3, 4 ...}.

Stevilo 1 je naravno §tevilo. Vsako naravno stevilo #» ima svojega naslednika n + 1. Zato ni najvecjega narav-
nega Stevila in je naravnih Stevil neskonéno mnogo.

Naravna Stevila si predstavimo na (vodoravni) premici. 0 E

Na njej si izberemo dve razli¢ni toc¢ki. Levo to¢ko oznacimo 1 1 t t . . .
z O, kar predstavlja Stevilo 0, desno pa z E, kar predstavlja 0 1 2 3 4 5
Stevilo 1.

Nato daljico (enoto) od O do E nanasamo od E desno in postopoma dobivamo tocke, ki predstavljajo Stevila
2, 3, 4 ... Taki premici pravimo S$tevilska premica. Tocka O je izhodiSce Stevilske premice.

Vsa naravna Stevila leZijo na poltraku z izhodi§¢em v tocki O, ki ga imenujemo pozitivni poltrak Stevilske
premice.

Osnovni racunski operaciji v mnoZici naravnih Stevil sta seStevanje in mnoZenje.
1. Sestevanje: Poljubnima naravnima Steviloma a in b priredimo vsoto a + b.
2. Mnozenje: Poljubnima naravnima Steviloma « in b priredimo produkt a - b.

Za poljubna naravna Stevila a, b in ¢ veljajo naslednje lastnosti osnovnih rac¢unskih operacij:

l.a+b=b+a komutativnost sestevanja ali zakon o zamenjavi

2. (a+b)+c=a+(b+c) asociativnost seStevanja ali zakon o zdruZevanju
3.a-b=b-a komutativnost mnoZenja ali zakon o zamenjavi

4. (a-b)-c=a-(b-c) asociativnost mnozenja ali zakon o zdruZevanju
5.a-(b+c)=a-b+a-c distributivnostni ali raz€lenitveni zakon

6. 1-a=a-1 1 je nevtralni element za mnoZenje

Ce imamo v stevilskih izrazih ve¢ ¢lenov, potem pri izraéunu vrednosti izraza ob upostevanju zgornjih
racunskih zakonov pazimo na vrstni red operacij: najprej odpravimo oklepaje, nato mnozimo in nazadnje

seStevamo.

ﬂ Izracunajmo 37 - 43 + 37 - 57 na dva razlicna nacina.

Lahko izra¢unamo 37 - 43 + 37 - 57 = 1591 + 2109 = 3700 ali pa izpostavimo 37 in zapiSemo
37-43+37-57=37-(43 +57)=37-100 = 3700.

E Izracunajmo (2 +3-4)-(7-3+10)+12-(6 +4 - (21 + 37)).

Pri izraCunu vrednosti izraza pazimo na vrstni red operacij:
24+43-4)-(7-3+10)+12-(6+4-(21+37))=
=2+12)(21+10) + 12(6 + 4 - 58) =
=14-31+12-238=

=434 + 2856 = 3290
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Potence z naravnimi eksponenti

Naj bo a poljubno §tevilo in # naravno Stevilo.

Produkt n enakih §tevila - a - a - ... - a krajse zapisemo kot a”.
Izrazad"=a-a-a ... - aimenujemo potenca Stevila a.
| —
n

Stevilo a je osnova, Stevilo n pa eksponent potence.

[y

n Z uporabo definicije potence pisno izraCunajmo 6> +2°+1°.

62 +2°+1P=6-6+2-2-2-2-2 2+ 1 NNIE56006AE EE

E ZapiSimo kot potence in z uporabo kalkulatorja izraCunajmo 2-3-3-3+3-3-3-3+4-4-4 .4,
2:3-3.3+3.3:3-3+4-.4.4.4=2 .3 134t OROTEERIME56="39 |

E} 1zracunajmo 3'-5+5-4°+3° - 2+ 3+ 4).
35454432 4 (3+4)=3-5+5-64+27-16+7"=15+320+432+49=816

n ZapiSimo kot potencea-a-a+a-a-a-a-a-a+5-a-a+4-a-a+a-a-a.

3 5 2 2 3 5 3 2
a-a-ata-a-a-a-a-a+5-a-a+4-a-a+a-a-a=a +a +5 +4a +a =a +2a +9a

Ce sta a in b poljubni §tevili, m in n pa naravni $tevili, za racunanje s potencami z naravnimi eksponenti veljajo
naslednja pravila:

m+n

Potenci z enako osnovo zmnozimo tako, da osnovo ohranimo, eksponenta
pa seStejemo.

l. d"-d"=a

2. (a-b)"=a"-b" Produkt stevil potenciramo tako, da potenciramo posamezna faktorja in ju
potem zmnoZimo.

3. @)'=d"" Potenco potenciramo tako, da osnovo ohranimo, eksponenta pa zmnoZimo.

[VWy

ﬂ IzraGunajmo a-a+ (a2)3.

2+4 -3

5 A 2.3 2 6, 6 6
a-a+@)y=a +a =a +a =2a

E Poenostavimo x° - x - x° + ()" + (x + »)(x + 1) (x +)".
X ox- X+ + N+ G+’ =+ )’

H Poenostavimo 2° + 2" + 2°.

427 428=22.2042.2842°=25. 2’ +2+1)=7-2¢
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2 i o1 L . = o1s
n Izraz 9 - 72” zapisimo v obliki 2" - 3", pri Cemer sta m in n naravni Stevili.

Zapigimo 9 - 72°=3>-(9-8)’=3"-(3*-2°)*=32.3*. 26=2°. 3°.

E Zmnozimo 6a'b’ - 8ab"*.
6a’'h’ - 8ab' =6 -84 "'’ =4840

I Zmnozimo 24’ - (24%)".

2a3 : (2a2)4 _ 2a3 . 24a2-4 — 21+4 . a3+8 — 25a11 — 32a11

Poenostavimo (2a2b3)3 . (3ab2)2.
(2a2b3)3 ) (3ab2)2 =232 333 32 22 2 2 8450 942t = 724"

E Izraz 10 - 8’ + 3 - 4° zapisimo v obliki potence z osnovo 2.

10-8°+3-4=10-2)’+3-(2)°’=10-2°+3-2"=10-2°+3-2-2°=16-2°=2*.2°=2"

n Brez uporabe kalkulatorja izracunajmo (2 - 102)3 -(5- 103)4.
(2-10%°-(5-10)*=2°-10°-5*-10"=5-5".2°.10"*°=5.(2-5)-10%=5-10’- 10"* =5 - 10"

BT 1zpostavimo skupni faktor 2" "> + 3 - 2" 4 2",
224320 40" =" 22 43.2". 242" =2"2+3-2+1)=11.2"
Vsako naravno Stevilo « lahko na en sam nacin zapiSemo v Stevilskem sestavu z osnovo 10 (desetiski sestav):
a=a,10"+a, 110"+ .+ 4,10 + a,.
Zapis Stevila a skrajSamo v obliko a = a,a,._; ... a,a,.

Tu so g, Stevke, ki jih izbiramo med 0, 1, 2, ..., 9, in je a, # 0. Ta zapis Stevila @ imenujemo desetiSki zapis.
Za Stevilo a pravimo, da ima natanéno n + 1 mest.

[y

Stevilo 1957 je sestavljeno iz 1 tiso€ice, 9 stotic, 5 desetic in 7 enic in ga lahko zapisemo

1957=1-10°+9-10°+5-10+7.
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Deljivost naravnih stevil

Stevila b, 2b, 3b, 4b ... so veckratniki naravnega stevila b. Vsak veckratnik naravnega Stevila b lahko zapisemo
v obliki k - b, pri Cemer je k naravno Stevilo.

Vg

n Stevila 5, 10, 15, 20, 25 ... so veckratniki Stevila 5. Mnozica vseh veckratnikov Stevila 5 je {5k; k € N}.

B3 Soda naravna stevila so veckratniki Stevila 2: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 ...

Mnozico sodih naravnih stevil lahko zapiSemo v obliki {2k; k € N}.

B Liha naravna Stevila so naravna Stevila, ki niso veckratniki Stevila 2: 1, 3,5, 7,9, 13 ...
Mnozico lihih naravnih stevil lahko zapisemo v obliki {2k — 1; k € N}.

2013 2014 2015
+27 7 +2

ﬂ Ugotovimo, ali je Stevilo 2 veckratnik Stevila 7.

Ker je QI3 | 2014 | H2I5 _ 52013 (1+2+ 22) =7- 22013, je dano Stevilo res veckratnik Stevila 7.

Naravno Stevilo b deli naravno Stevilo a (v znakih b | a) natanko takrat, ko je Stevilo a veckratnik Stevila b.

Torej b | a natanko takrat, ko obstaja tako naravno Stevilo k, dajea=k - b.
Veljatudi:a:b=k<a=k-b.

Z.a deljivosti naravnih Stevil a, b in ¢ veljajo naslednje osnovne lastnosti:

1. ala refleksivnost
2. Cea | bin b|a, potem je a=b. antisimetriCnost
3. Cealbinb|c, potem a|c. tranzitivnost

Poleg teh osnovnih lastnosti velja se: Ce a | bina|c, potem a | (b+ o).

[y

n ZapiSimo vse delitelje Stevila 66.
1z zapisa 66 = 2 - 3 - 11 lahko zapiSemo vse delitelje Stevila 66: 1, 2, 3, 6, 11, 22, 33, 66.

E Dane so mnozice A ={n e N; 1 <n<6}, B={2m;ne NAn<6}inC={n e N;n|16}. Zapisimo
elemente mnozic A, B, C, A N Bin (A N B)\ C tako, da nastejemo njihove elemente.

Zapisemo A ={2,3,4,5,6},B={2,4,6,8,10},C={1,2,4,8, 16}, AnB={2,4,6},
(AnNnB)\C = {6}.
E Ugotovimo, ali za poljubno naravno stevilo n velja 25| (3" ">+ 5 - 3" + 3").
Kerje 3" "2 +5.3""1+3"=3"(3"+ 5.3+ 1) =25 - 3", stevilo 25 deli dani izraz.
Osnovni izrek o deljenju: Za poljubni naravni tevili @ in b (a > b) obstajata natanko doloceni Stevili £ € N
inre Nu {0},takodajea=k-b+r0<r<b.
Stevilo k£ imenujemo koli¢nik, §tevilo » pa ostanek pri deljenju $tevila a (deljenec) s stevilom b (delitelj).

Ce je ostanek pri deljenju stevila a s $tevilom b enak 0 (r = 0), potem §tevilo b deli stevilo a.
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[y

n Pri deljenju Stevila 39 s Stevilom 7 dobimo koli¢nik 5 in ostanek 4. To zapiSemo v obliki 39 =5 - 7 + 4.

E Pri deljenju Stevila a s 15 dobimo kolicnik 13 in ostanek 6. Z osnovnim izrekom o deljenju pois¢imo Stevilo a.

ZapiSemoa=13-15+6=201.

E Pri deljenju Stevila a s Stevilom 24 dobimo ostanek 19. Izracunajmo, kolikSen je ostanek pri deljenju
Stevila a s Stevilom 8.

ZapiSimoa=k-24+19=k-3-8+2-8+3=(3k+2) -8+ 3. Ostanek pri deljenju Stevila a
s Stevilom 8 je 3.

ﬂ Za slavnostno prireditev so v mestni dvorani razporedili 423 stolov v 16 enako Stevil¢nih vrst.
Koliko stolov je v vsaki vrsti in koliko stolov je preostalo za dodatno sedemnajsto vrsto?

Ker je 423 =26 - 16 + 7, je v vsaki vrsti 26 stolov, v sedemnajsti vrsti pa 7 stolov.

E Zapisimo mnozico A vseh celih Stevil, ki so deljiva s 4, in mnozZico B vseh celih Stevil, ki dajo pri deljenju
s 4 ostanek 3.

Uporabimo osnovni izrek o deljenju in zapisSemo A = {4k; k € Z}in B={4k+ 3,k € Z}.

Kriteriji za deljivost:

1. Stevilo je deljivo z 10 natanko takrat, ko je enica 0.

2. Stevilo je deljivo z 2 (5) natanko takrat, ko je enica deljiva z 2 (5).

3. Stevilo je deljivo s 3 (9) natanko takrat, ko je vsota Stevk tega stevila deljiva s 3 (9).

4. Stevilo je deljivo s 6 natanko takrat, ko je deljivo z 2 in s 3.

5. Stevilo je deljivo s 4 (25) natanko takrat, ko je 4 (25) deljivo dvomestno §tevilo, ki ga tvorita v istem
vrstnem redu zadnji dve Stevki prvotnega Stevila.

6. Stevilo je deljivo z 8 natanko takrat, ko je z 8 deljivo trimestno §tevilo, ki ga v istem vrstnem redu tvorijo
zadnje tri Stevke prvotnega Stevila.

[y

n S katerimi od zgornjih Stevil je deljivo Stevilo 762 553 561 2967

Dano stevilo je deljivo z 2, ker so njegove enice deljive z 2, deljivo s 3, ker je vsota njegovih Stevk
T+6+2+54+5+3+5+6+1+2+9+6=57deljiva s 3, in deljivo s 4, ker je Stevilo 96 deljivo s 4.
E Za katero Stevko a bo Stevilo 358 1a deljivo s 3 in za katero Stevko a bo deljivo s 67
Po kriteriju deljivosti s 3 mora biti za Stevilo 358 1a vsota Stevk 3 +5+ 8 + 1 + a =17 + a deljiva s 3.
Od tod je a lahko 1 ali 4 ali 7. Stevilo 3581a bo za a = 4 deljivo s 6.
B Za katero Stevko b bo Stevilo 135752 deljivo s 4?

Po kriteriju za deljivost s 4 bo Stevilo 135752 deljivo s 4 natanko takrat, ko bo s 4 deljivo Stevilo b2.
V tem primeru pa je b lahko ena izmed Stevk 1, 3, 5, 7 ali 9.
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Naravna Stevila, ki so veja od 1 in so deljiva le s Stevilom 1 in s samim seboj, imenujemo prastevila.
Naravna $tevila, ki imajo ve¢ kot dva delitelja, imenujemo sestavljena stevila. Stevilo 1 ni ne prastevilo
ne sestavljeno Stevilo. Vsako sestavljeno Stevilo ¢ se da na en sam nacin zapisati kot produkt prastevil
(prafaktorjev), Ce vrstnega reda ¢lenov v produktu ne upostevamo:

ki k k ~ . - .
a=p;'py’..p," (P, Pa» ... P, SO prastevila, ki, ks, ..., k, so naravna Stevila).

Vg

n Stevili 72 in 495 zapi§imo kot produkt prastevil.

72=2-36=2-2-18=2-2-2-9=2-2-2-3.3=2".3’
495=3-165=3-3-55=3-3-5-11=3*-5-11

E Pois¢imo, s katerimi potencami Stevila 2 in s katerimi potencami Stevila 3 je deljivo Stevilo 288.
Kerje288=2-144=2-2-72=2-2-2-36=2-2-2-2-18=2-2-2-2-2-9=
=2.2.2-2-2-3.3=2".3%
je stevilo 288 deljivoz2,2°=4,2'=8,2"=16,2"=32ters 3in 3° = 9.
Najvecji skupni delitelj D(a, b) Stevil a in b je najvecje od Stevil, ki delijo Stevili ¢ in b.
Ce je najvecji skupni delitelj dveh stevil 1, sta Stevili tuji.

Najvecji skupni delitelj Stevil a in b lahko izraGunamo kot produkt skupnih prafaktorjev iz razcepa Stevil a in b.
Za eksponent posameznega prafaktorja vzamemo iz danega razcepa manjsSega od eksponentov tega prastevila.

Najmanjsi skupni veckratnik v(a, b) Stevil a in b je najmanjSe od Stevil, ki so deljiva s Steviloma a in b.

Najmanjsi skupni veckratnik Stevil ¢ in b dobimo kot produkt vseh prafaktorjev iz razcepa Stevil ¢ in b.
Za eksponent pri posameznem prastevilu vzamemo iz danega razcepa vecjega od eksponentov tega prastevila.

Zveza med najvecjim skupnim deliteljem in najmanjSim skupnim veckratnikom Stevil a in b:
D(a, b) -v(a,b)=a - b.

Vg

E Pois¢imo najvecji skupni delitelj in najmanjsi skupni veckratnik Stevil 216 in 180.

Najprej Stevili zapiSimo kot produkt prastevil.
o = 2 =D DB =7 - F
180=2-90=2-2-45=22.3.15=22.3.3.5=22.32.5

Od tod je D(216, 180) =27 - 3> =36 in »(216, 180) =2’ - 3° - 5 = 1080.

E Pois¢imo najvecji skupni delitelj in najmanjsi skupni veckratnik Stevil 60, 198 in 252.
Najprej stevili zapiSimo kot produkt prastevil.
60=2-30=2-2-15=2>-3-5
198=2-99=2-3-33=2-3-3-11=2-3"-11
252=2-126=2-2-63=2".3.21=2"-3.3.7=2".3*.7

Od tod je D(60, 198, 252) =2 - 3 =6 in »(60, 198, 252) =2 - 3”57 - 11 = 13 860.
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B Dvorisce pravokotne oblike z merami 700 cm in 455 cm bi radi stikoma tlakovali s kvadratnimi beton-
skimi plos¢ami. Kolik$na je najvecja mogoca mera betonskih plosS¢, da jih ne bi bilo treba rezati?

Zapis§imo 700=2-350=2-2-175=2-2-5-35=2-2-5-5.7=2-5".7,455=5-91=5-7-13.
Da plos¢ ne bi bilo treba rezati, mora biti mera stranice kvadratnih ploS¢ delitelj obeh Stevil 700 in 455.

Mera najvecje kvadratne ploSce je potem enaka najvecjemu skupnemu delitelju Stevil 700 in 455, to je
5o 7 =35 @,

n Na vzdrzljivostnem teku najboljsi tekmovalec porabi za en krog 40 minut, najslabsi tekmovalec pa
72 minut. Po kolikih krogih najboljSega tekmovalca bosta oba tekmovalca prvi¢ hkrati zakljucila krog,
Ce oba tekmovalca teCeta enakomerno? Koliko krogov je v tem Casu opravil slabsi tekmovalec?

KERENPE 2°.3%in 40 =2’ 5, bosta oba tekmovalca zopet prvi¢ hkrati zakljucila krog po
2*.3%. 5=360 minutah (najmanjsi skupni veckratnik). V tem Casu je najboljsi tekmovalec opravil
360 : 40 = 9 krogov, najslabsi pa 360 : 72 = 5 krogov.

e

1. Izracunajte. 6. Diagram prikazuje Stevilo Zivorojenih otrok
a) 6-3+7-3-2+5-(10+8-15)+5-4+6-9 v Republiki Sloveniji v obdobju od leta 1999
b)) 2+3-(4-2+2-5+3-(12+8-2)) do 2004 (vir: Statisticni urad RS).
a) IzraCunajte, koliko otrok vec je bilo rojenih
2. Katero Stevilo dobimo, ¢e Stevilu 18 priStejemo v letu 2004 kot v letu 2003.
13, dobljeno vsoto pomnozZimo s 7 in produktu b) Zapisite, v katerem letu je bilo najve¢ zivoro-
priStejemo trikratnik Stevila 18? jenih otrok in v katerem letu najmanj. Koliko
je znaSala ta razlika?
3. Petkratniku Stevila 39 priStejemo dvakratnik ¢) Izracunajte, koliko je bilo v tem obdobju vseh
Stevila 57 in dobljeno vsoto mnozimo z 9. Zivorojenih otrok.
Katero Stevilo dobimo?
£ 18400
.. . . . . L. > 18200 18180
4. Priizdelavi zunanjega ometa hiSe so najprej Stirje /\ 17961
) . . S 18000
delavci delali sedem dni po 9 ur na dan, nato 2 17800 /
so se jim pridruzili e trije delavci in skupaj so 5 17600 J/ AN 17501 /
v naslednjih petih dneh koncali delo, saj so delali g 17400417533 17T \//
po 10 ur na dan. Koliko delovnih ur so potrebo- '>§ 17200 17321
vali za izdelavo zunanjega ometa hise? = 17000
5% 16800

1999 2000 2001 2002 2003 2004 leto
5. Marko in Tine varcujeta Ze §tiri leta. Marko je

prvo leto privarc¢eval 220 EUR in varcuje tako, 7. Ziva je priprave na smucarsko sezono zacela

da vsako leto privarCuje dvakrat toliko denarja s tekom. V ponedeljek je pretekla 2 km, v torek
kot prejsSnje leto. Tine je prvo leto privarceval 300 metrov ve€ kot v ponedeljek, v sredo

430 EUR in varcuje tako, da vsako leto privarcuje 200 metrov veC kot v torek, v Cetrtek dvakrat
300 EUR vec kot prejsnje leto. Kdo je privarceval toliko kot v torek, v petek trikrat toliko kot

veC denarja? Kdo pa bo privarceval ve¢ denarja, v ponedeljek, v soboto in nedeljo pa skupaj 100 m
Ce varcujeta Se eno leto? veé kot v sredo. Koliko metrov je Ziva pretekla

v celem tednu?
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8. Pri obisku kmetijske zadruge so nam povedali,
da se ukvarjajo z intenzivno pridelavo jabolk.
Jabolka so v sadovnjaku posajena v 25 vrstah,
ki so dolge 140 m. Drevesa so posajena 2 m
narazen in vsako drevo v povprecju na leto
obrodi 13 kg jabolk. Izracunajte, koliko ton
jabolk pridelajo na leto?

9. IzraCunajte.
a) 3-2Y+2-3+3.2°+3+2)
b)3-2°+4-(5-7+3-7"+5-(3+1°-2%)

10. Poenostavite.
a) XX 3+ 2 X x XXX
b) Xoxttxox +6x
¢) (2a°) - (3a’) + (a))'
¢) ¥oxoxt+x -x4+(2x3)4+(2+x)7
d)y 2> 2'+22. 2+ (2H*
11. IzraCunajte.
a) (2x°)'- (2" X"
b) (@’b’)’ - (ab’y’
) 3’ (')’
&) 3(ab’)’ - (3a°b’)
d) (84°b) - (24°b)’
e) (9x'y) - (2x°y")’ - (6xy)
12. Dana izraza zapiSite v obliki 2" - 3", pri emer sta
m in n naravni Stevili.
a) 3-8.24°
b) 4-48- 18’
13. Brez uporabe kalkulatorja pisno izraCunajte
(5-10°)- (4 - 109 20.

Izraz (4x°y")* - (2x°)’ - (2x’y) zapisite v obliki
28 x™" pri Gemer so k, m in n naravna Stevila.

14.

Izraz 5 -8’ + 6 - 16>+ 3 - 4 zapisite v obliki k - 2",
pri ¢emer sta k in # naravni Stevili.

15.

Pokazite, da je Stevilo 3% 42.3743" deljivo
s 100.

16.

n+2

17. Izpostavite skupni faktor 3" "> +5-3""'+2. 3"

18. S katerimi izmed Stevil 2, 3,4, 5,6,9, 10in 25

je deljivo Stevilo 203 082 000 564?

19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

28.

. Za katere Stevke a je naravno Stevilo 3431a
deljivo:
a) z2 ¢) s5
b) s 3 d) sé6
c) s4 e) z9
Za katere Stevke a je naravno Stevilo 41243
deljivo:
a) s3 c) s6
b) z9

Najbo U ={n € N; n <30} univerzalna mnoZica
in A ={neN;3|n}ter B={neN;n|30}
njeni podmnoZzici. ZapiSite elemente mnozic
A,B, AN Bin B\ A.

Dane so mnozice A = {n € N; n <8},
fB={2n—1;neN,n<5}inC={neN;n‘15}.
ZapiSite elemente mnozic A, B,C, AN B
in(AnNB)\C.

Najbo U = {n € N; n <20} univerzalna mnozica
inA={neN,; 3\n} ter

B={neN; (2 \ n)v (5 ’n)} njeni podmnoZzici.
ZapiSite elemente mnozic A, B, A N B

in A\ B.

Mnozica A je mnoZzica vecCkratnikov Stevila 4,

mnoZica B pa je mnozZica veckratnikov Stevila 6.

a) Vsaj na dva razlicna nacina zapiSite mnozici
A in B.

b) Zapisite mnozici A N B in A U B ter ju
opisite s povedjo.

Najbo A ={2n;n e N} in B={3n;n e N}.
a) Zapisite A U B.
b) Na ve¢ nacinov zapiSite A N B.

Ugotovite, ali za vsako naravno Stevilo n velja:
a) 13[(7"+4-7"" 47"
b) 15/(6" 72 +6""'+3.6"

. Naj bo 7 poljubno liho naravno Stevilo.
a) Pokazite, da je kvadrat Stevila » tudi liho
Stevilo.
b) KolikSen je ostanek pri deljenju Stevila n’s 47

Pokazite, da velja: Ce je naravno §tevilo b
veckratnik Stevila 12 in Stevilo 8 deli Stevilo c,
potem je Stevilo 2b + 3¢ veckratnik Stevila 24.
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39.

29.V garazi pravokotne oblike s §irino 435 cm smo

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

na tla stikoma polozili 1131 kerami¢nih plos¢ic
kvadratne oblike s stranico 15 cm. Kolik$na je
dolzina garaze, ¢e ploS¢ ni bilo treba rezati?

ZapiSite mnozico vseh:

a) sodih naravnih Stevil

b) lihih naravnih Stevil

¢) veckratnikov Stevila 9

¢) naravnih Stevil, ki dajo pri deljenju z 9
ostanek 5

Ce stevilo n delimo z 9, dobimo koli¢nik 10
in ostanek 6. Ob pomoc¢i osnovnega izreka

o deljenju izracunajte Stevilo n. KolikSen je
ostanek pri deljenju Stevila s 23?

Katero je najmanjse in katero najvec¢je naravno
Stevilo, ki dasta pri deljenju z 8 koli¢nik 12?

Ce stevilo @ delimo s 36, dobimo ostanek 25.
Z racunom ugotovite, kolikSen je ostanek
pri deljenju Stevila a z 9.

Profesor Zeli dijake nekega oddelka razdeliti

v skupine po pet dijakov. Naredi pet skupin,

a mu Stirje dijaki ostanejo.

a) Koliko dijakov je v razredu?

b) Koliko bi bilo skupin, ¢e bi dijake razdelil
v skupine po sedem, in koliko dijakov bi mu
pri tej razdelitvi ostalo?

Ce obrtnik dnevno proizvodnjo srajc pakira

po 20 srajc v zavitek, mu 7 srajc ostane, ¢e pa jih
pakira po 15 srajc v zavitek, naredi 5 zavitkov ve¢
in mu ostaneta le 2 srajci. Kolik$na je obrtnikova
dnevna proizvodnja srajc?

V dvomestnem Stevilu so desetice za 4 vecje

od enic. Ce stevilo delite z vsoto njegovih §tevk,
dobite koli¢nik 6 in ostanek 11. IzraCunajte to
Stevilo.

Spodnja Stevila zapiSite kot produkt prastevil.

a) 90 ¢) 528
b) 184 d) 1575
c) 432

Stevilo 135 zapisite kot produkt prastevil. S kate-
rimi veckratniki Stevila 5 je deljivo Stevilo 135?

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Stevilo 448 zapisite kot produkt prastevil. S kate-
rimi potencami Stevila 2 je deljivo Stevilo 448?

Elementi mnoZice A so tista praStevila, ki nasto-
pajo v prastevilskem razcepu Stevila 120, elementi
mnozice B so vsa naravna Stevila, ki delijo Stevilo
120, elementi mnoZice C so tista prastevila, ki
nastopajo v razcepu Stevila 75, elementi mnoZice
D pa so vsa naravna Stevila, ki so delitelji

Stevila 75.

a) ZapiSite elemente mnozic A, B, C in D.

b) Alije C < A? Alije D c B?

Poiscite najvecji skupni delitelj D in najmanjsi
skupni veCkratnik v danih Stevil.

a) 108, 144 ¢) 3150, 1620
b) 88, 105 d) 120, 360, 84
c) 616, 560 e) 180, 195, 285

ZapiSite najvecje Stiri skupne delitelje Stevil 576
in 1296.

Mnozica A je mnozica tistih naravnih Stevil,
s katerimi je deljivo Stevilo 48, mnoZica B je
mnozZica tistih naravnih Stevil, za katera je Stevilo
24 njihov vec¢kratnik, mnozica C pa je mnozZica
naravnih Stevil n, za kateraje n - k=54, k ¢ N.
a) ZapiSite elemente mnozic A, B in C
inAnNBnNC.
b) ZapiSite najvecji element mnoZice
A N B N C in ga poimenujte.

PoiscCite naravni Stevili a in b, za kateri je
D(a,b)=Tina+ b=128.

Poiscite naravni Stevili a in b, za kateri je
D(a, b) =3 in ab = 54.

Katero Stevilo dobite, ¢e produkt Stevil 432
in 1056 delite z njunim najmanjSim skupnim
veCkratnikom?

Produkt stevil 1012 in 588 delite z njunim najvec-
jim skupnim deliteljem, dobljeni koli¢nik pa
potem delite Se z najmanjSim skupnim veckrat-
nikom Stevil 1012 in 588. Katero Stevilo dobite?

Produkt dveh naravnih Stevil @ in b je 1734, njun
najmanjsi skupni veckratnik pa 102. Pois¢ite Ste-
vili a in b.
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49. Obhodni ¢as Merkurja okoli Sonca je 88 dni,
obhodni ¢as Venere pa 224 dni. Po kolikih dneh
bosta Merkur in Venera zopet prvi¢ v istem
polozaju?

50. Med krajema 4 in B vozi direktni potniski vlak, ki
za eno krozno voznjo iz kraja 4 v kraj B in nazaj
potrebuje 2 uri in pol. Med krajema 4 in B vozi
tudi avtobus, ki za eno krozno voznjo iz kraja A
v kraj B in nazaj potrebuje 3 L ure. Iz postaje
v kraju A sta vlak in avtobus hkrati odpeljala
ob 4.40. Ob kateri uri bosta zopet hkrati odpeljala
iz postaje kraja A?

51. Torto z maso 936 g in pladenj kremnih rezin
z maso 216 dag bi radi razrezali na kose z ena-
kimi masami. KolikSna je lahko najvecja masa
posameznega kosa?

52.V zivalskem vrtu bodo prostor v obliki enako-
krakega trapeza z dolZzinami osnovnic 144 dm
in 108 dm ter dolzino krakov 96 dm ogradili
z Zi¢no ograjo, ki jo prodajajo v plo§¢ah razli¢nih
dolzin. Kolik§na mora biti najdaljSa dolzina
plosce, da ploS¢ ne bo treba rezati?



4. CELA STEVILA [

Mnozico celih stevil dobimo tako, da mnoZico naravnih Stevil razsirimo s Stevilom 0 (ni¢) in negativnimi celimi
stevili —1, -2, —3, —4 ... MinoZico celih stevil oznac¢imo s ¢rko Z = {... -3, -2,-1,0, 1, 2, 3 ...}.

Mnozica naravnih Stevil je podmnozica mnozice celih stevil: N < Z.

Stevilo —» imenujemo nasprotno stevilo k naravnemu stevilu n. Ce tocko na stevilski premici, ki predstavlja
Stevilo n, prezrcalimo ez izhodiS¢e, dobljena toCka predstavlja Stevilo —n. Mnozico celih Stevil lahko
predstavimo na Stevilski premici.

Racunske operacije v mnozici celih Stevil:

1. Sestevanje: Poljubnima celima Steviloma a in b priredimo vsoto a + b.

2. Odstevanje: Za poljubni celi Stevili @ in b priredimo razliko Stevil a — b = a + (-b).
3. Mnozenje: Poljubnima celima Steviloma a in b priredimo produkt a - b.

Za raCunanje s celimi Stevili a, b in ¢ veljajo naslednje lastnosti:

l.a+b=b+a komutativnost seStevanja ali zakon o zamenjavi

2. (a+b)+c=a+(b+c) asociativnost seStevanja ali zakon o zdruZevanju
3.a+0=a 0 je nevtralni element za seStevanje

4. Vsako celo Stevilo ¢ ima natanko eno nasprotno celo Stevilo —a, tako da je a + (—a) = 0.

5.a-b=b-a komutativnost mnoZenja ali zakon o zamenjavi
6. (a-b)-c=a-(b-c) asociativnost mnozenja ali zakon o zdruZevanju
7. a-(b+c¢)=a-b+a-c distributivnostni ali raz¢lenitveni zakon
8. 1-a=a-1 1 je nevtralni element za mnozZenje

Ce imamo v stevilskih izrazih ve¢ ¢lenov, potem pri izraéunu vrednosti izraza ob upostevanju zgornjih
racunskih zakonov pazimo na vrstni red operacij. Najprej odpravimo oklepaje, nato mnozimo in zatem

seStevamo in odstevamo. Ko odpravljamo oklepaje, pazimo na predznake, saj minus pred oklepajem pri
odpravljanju oklepajev spremeni predznake vsem Clenom v oklepaju.

[V

n Izracunajmo.
a) 21 BEISE2)IHCINGY) A R B CONR C =
=21-9+2-(-20+12-24)-27=14-(-32)-27=
=14+32-27=19
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b) (-8)'=3-(3-(-4)-(-6) +6 - (-1)’- (24 -4-(-2)) =
=64-3-(3:24+6-(-1)-(24—4-(-8)) =
=64-3-(72-6-(24+32))=64-3-(72—-6-56) =
=64—-3-(72-336)=64—-3-(-264)=64+792 =856

E V izrazu (—23)4 ~16° + (—42)3 — (—82)2 odpravimo oklepaje in rezultat zapiSimo kot potenco Stevila 2.
(_23)4 N (_42)3 . (—82)2 —212_16°_45_g*=
= 212 - (24)3 _ (22)6 _ (23)4 — 212 _ 212 _ 212 . 212 — _2 . 212 - _213

B Poenostavimo (—a)3 . (—abz)z.

(_a)3 : (_ab2)2 _ _a3 . a2b4 — _a5b4

n Izraz (—3x2y3)3 . (—9x2)2(—x2y)3 zapiSimo v obliki 3kx"ym, pri Cemer so k, n in m naravna Stevila.
(-3x"y")" - (-9x")(—x"y)’ =
il _33x6y9 . 92x4 . (_x6y3) _ 33x6y9 . (32)2x4 ) x6y3 _

7.6, 2
3xy

Deljivost celih stevil: Celo stevilo b (b # 0) deli Stevilo a (v znakih b | a) natanko takrat, ko obstaja tako celo
§tevilok,dajea=k-b.Torejb|a<:>a=k-boz.a:b=k<:>a=k-b;a,b,k, eZ,b+0.

Pazimo: s Stevilom 0 ne moremo deliti.
Stevilo 0 je deljivo z vsakim od 0 razli¢nim celim $tevilom.

Za poljubna od ni€ razli¢na cela Stevila a, b in c veljajo enake lastnosti deljivosti, kot smo jih zapisali pri
deljivosti naravnih Stevil.

[y

Brez uporabe kalkulatorja ugotovimo, ali velja: 10 | (3- SCRVARES 510).

Kerje3-5°+4-5-5"=5%3+4.5-5)=-2.5"=-2.5.5"=-10- 5, stevilo 10 deli dano stevilo.

Urejenost celih stevil

Naravnim Stevilom pravimo tudi pozitivna cela Stevila. Pozitivno Stevilo a zapiSemo: a > 0.

Negativna cela Stevila so Stevila oblike —n, pri Cemer je n \

naravno S$tevilo. Negativno stevilo a zapisemo: a < 0. | pozitivna cela Stevila
Vsako od 0 razli¢no celo §tevilo je bodisi pozitivno bodisi . : : : : : :
negativno. Stevilo 0 ni ne pozitivno ne negativno. Na §te- -3 2 -1 9 1 2 3
vilski premici leZijo tocke, ki predstavljajo pozitivna cela negativna cela Stevila :

Stevila, desno od 0, tocCke, ki predstavljajo negativna cela
Stevila, pa levo od 0.

Stevilo « je nenegativno (v znakih a > 0), ée je vecje ali enako O.

Stevilo a je vecje od Stevila b (v znakih a > b) natanko takrat, ko je a — b pozitivno stevilo:
a>bsa-b>0.
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Na stevilski premici lezi tocka, ki predstavlja Stevilo a, : : : :
ki je vecje od b, desno glede na tocko, ki predstavlja Stevilo b. 0 1 b a

Prav tako je Stevilo a vecje ali enako Stevilu b (v znakih a > b) natanko takrat, ko je a — b nenegativno Stevilo:
azbsa-b20.

Zapisa a > b in b < a sta enakovredna, prav tako tudi zapisaa > bin b < a.

[y

ﬂ Na §tevilski premici predstavimo mnozici A ={n € Z; -2<n<4}inB={ne N;n<7}
ter zapiSimo elemente mnozic A N B, A U B, A\Bin B\ A.
AnNB={l,23}
AUB={-2,-1,0,1,2,3,4,56,7}
A\B={-2,-1,0}
B\A={4,5067}

A Stevila (-1)°, 2%, (=2)%, 4%, 2°, 3%, (7). 6%, 2 - (-2)” in 3(=5) uredimo po velikosti od najman;jsega
do najvecjega.
Ko izracunamo —1, —16, 16, 16, 8, 9, —343, 216, —16 in —15, lahko zapiSemo
-7’ <2- (-2 =-2"<3(-5) < (-1’ <2’ <3< 4=
=(-2)'<6’.

lzrazi

Algebrski izraz (krajse izraz) je zapis, ki je smiselno sestavljen iz Stevil, spremenljivk, znakov za racunske
operacije in oklepajev. Z izrazi raCunamo tako, da najprej izvedemo operacije v oklepajih oz. postopoma
odpravljamo oklepaje. Pri tem upostevamo vrstni red operacij (najprej mnozimo in delimo, nato seStevamo
in odStevamo) in pazimo na predznake posameznih ¢lenov, saj pri odpravljanju oklepaja minus pred oklepa-
jem spremeni predznak ¢lenom v oklepaju.

Pri razSirjanju izrazov (odpravljanju oklepajev) in racunanju vrednosti izrazov si pomagamo s pravili za
racunanje s celimi Stevili in nekaterimi formulami.

[y

E Odpravimo oklepaje.
a) 2x+3)(x+1D)=2x"+2x+3x+3=2x"+5x+ 3
b) 3a—4)(2a+5)=64d"+ 15a — 8a — 20 = 64" + Ta — 20
) (W —-Dr-4)=4"-16"-y+4
&) Qa)Y+4a(@-2)+d-a’+2%=84a"+4a’ - 8a+d + 16a=a"+ 124’ + 8a

E Zax=-3,y=15inz= -2 izraCunajmo vrednost izraza (x — 2y)(y — 3z) — 7.
Spremenljivke nadomestimo z njihovimi danimi vrednostmi in izracunamo
(-3-2-5)(5-3-(-2)-(-2)'=
=(-13)-11+8=-143+8 =-135.
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B Izpostavimo skupni faktor.
a) 3%+ 6xy = 3x(x2 +2y)
b) 4a +4a’ - 8a’ = 4a(1 + a — 2a°)
¢) 27a°h — 184*b’ — 3a’b = 3a°b(9a" — 6a°p* - 1)
&) a(b+1)=b(b+1)=(b+ 1)(a—b)
d) x(3x = 2y) +y(2y — 3x) =x(3x — 2y) —y(3x = 2y) = 3x — 2y)(x — »)
e) a +3a°+4a+12=d*(a+3)+4(a+3)=(a+3)d +4)
N X-xX+x—l=x(x-D+x—1=(x-D*+1)

I. Kvadrat vsote (¢ + b)’ = a’ + 2ab + b in kvadrat razlike (¢ — b)’ = @’ — 2ab + b".

[V

n Izracunajmo.
a) (a+6)=a"+2-6a+6 =a +12a+ 36
b) (x+2y)2=x2+2-x-2y+(2y)2=x2+4xy—i-4y2
¢) 2x—=5y)"=(2x)" =2 2x- 5+ (5p) = 4x" — 20xy + 255"
&) B3+ab)y=3"+2-3-ab+(ab) =9+ 6ab+a’b’
d) -1 =0G) -2 1+1°=x"'-2x"+1
e) (@ =5b)Y =)’ =2-a - 5b+(5b) =a' — 10a°b + 255

E Zapisimo kot kvadrat.
a) @ +10a+25=(a+5)
b) X' — 8xy + 16)° = (x — 4y)’
c) 9x” + 12xy + 4y2 =(3x+ 2y)2
&) ' — 1427 + 49 = (F - 7)

IL. Kub vsote (a + b)’ = a’ + 3a’h + 3ab’ + b’ in kub razlike (a — b)’ = a’ — 3a’b + 3ab” — b’.

[V

Potencirajmo.

a) (a+4’=a+3-a"-4+3-a-4+4=a"+ 124" + 48a + 64

b) (a—1)3=a3—3-a2-1+3a- ’-1’=d-3a"+3a-1

¢) (@+2b)Y =a’+3-a*-2b+3-a-(2b) +(2b)’ =d’ + 64°b + 12ab” + 8b’

©)) (3F¢ —y)3 = (3x)3 -3. (3x)2y+ 3. 3x -y2 —y3 =27x — 27x2y+ 9xy2 —y3

d) 2x=3y)’ =(2x)" =3 (2%) - 3y+3-2x- (3y)" = (3y)’ = 8x’ — 12x°y + 54xy” — 27y’
e) (1+4n")’' =1 +3- 1" 40" +3-1-(4n") + (4n°)’ =1+ 121" + 48n" + 64n°
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[11. Razstavljanje razlike kvadratov o’ — b° = (a — b)(a + b).

[y

E Zmnozimo.
a) (x—=5)(x+5)=x"-5=x"-25
b) (3a —7b)(3a + 7b) = (3a)’ — (71b)’ = 94" — 49b
¢) (1-9a)(1+9a)=1"-9a)’ =1-81d
&) (4u—5)(4u+ 5% = (4u)’ — (5" = 14u” — 25"

E Razstavimo.
a) @ —9=(a-3)a+3)
b) X" = 25" = (x = 5y)(x + 5)
¢) 1-494" = (1 -7a)(1 + 7a)
&) a' = 816" = (a> = 9b°)(&@" + 9b°) = (a — 3b)(a + 3b)(d" + 9b°)

IV. Razstavljanje nekaterih triclenikov — Viétovo pravilo @’ + (m + n)ab + mnb” = (a + mb)(a + nb).

[y

annoiimo.
a) (a+3)a+2)=a"+2a+3a+2-3=a"+5a+6
b) (a-2)a-3)=d"—-3a—-2a+(-2)(-3)=d"—5a+6
¢) (a-3)a+2)=a"+2a-3a+(=3)-2=a"-a—6
&) (a—1)(a-6)=d"—6a—la+ (-1)(-6)=da"—Ta+6

E Razstavimo po Viétovem pravilu.
a) a’+7a+12=a"+(3+4)a+3 -4=(a+3)a+4)
b) X+ 10x+9=x"+(1+9Nx+1-9=(x+ D(x+9)
o)a+a-6=a+B-2)a+3-(-2)=(a+3)a-2)
&) X —Tx+10=(x—-2)(x-5)
d) a’ — 4ab— 12b° = (a + 2b)(a — 6b)
e) a’ —ab—6b"=(a+2b)a-3b)
f) 8a—15—a"=—(a"—8a+15)=—(a—3)(a—15)

V. Razstavljanje vsote kubov @’ + b° = (a + b)(a’ — ab + b°) in razlike kubov &’ — b’ = (a — b)(a’ + ab + b").

[Wy

n Razstavimo.
a) a—8=a -2 =(a-2)a +2a+4)
b) 64+x =4 +x=(4+x)(16 — 4x +x)
) X —1=x"-P=(x-D*+x+1)
&) 8x’ =27y = (2x)’ = (3y)’ = (2x — 3y)(4x" + 6xy + 9)
d) 1254° + 64b° = (5a)’ + (4b)’ = (5a + 4b)(254° + 20ab + 16b%)
e) a’b’ —27=(ab)’ — 3’ =(ab-3)(a’h’ + 3ab+9)
e) 4x+ 8x* + 16x° + 32x* = 4x°(x° + 2% + 4x + 8) = 4’ (x*(x + 2) + 4(x + 2)) = 4x’(x + 2)(xX* + 4)
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E Izpostavite skupni faktor in razstavite.
a) 9a° — 8la=9a(a’ - 9) =9a(a - 3)(a + 3)
b) 3a* + 304’ + 724> = 3a’(a” + 10a + 24) = 3a’ (a + 4)(a + 6)
c) 2x3y + 6x2y2 — 36xy3 = 2xy(x2 + 3xy — 18y2) =2xy(x — 3y)(x + 6)
&) 4x* — 108x = 4x(x’ = 27) = 4x(x - 3)(x* + 3x + 9)
d) 27046’ + 80ab’ = 10ab’ (274’ + 8b°) = 10ab’(3a + 2b)(9a” — 6ab + 4b%)
e) 4x+ 8x  +16x" + 32x7 = 4x°(x° + 2x* + 4x + 8) = 4’ (X’ (x + 2) + 4(x + 2)) = 4x°(x + 2)(x* + 4)

ZapiSimo vse delitelje izraza n —5n° + 4n.

Izraz razstavimo n’ — 5n° + 4n = n(n2 —5n+4)=n(n—-1)(n—4) in zapiSemo njegove delitelje:
Ln,n—1,n—4,n(n—1),n(n—4),(n—1)(n—4), n(n—1)(n—4).

Pokazimo, da za a # 3 velja (a — 3) ‘ (a4 +2a - 15a2).

Kerjea' +2a’ — 15a° = a*(a* + 2a — 15) =a’(a — 3)(a + 5), a — 3 deli dani izraz.

E Pois¢imo najvecji skupni delitelj D in najmanjsi skupni veckratnik v izrazov a—9ina’ —6a+9.

Iza"-9=(a-3)a+3)ina’ —6a+9=(a—3)a—23)=(a—3) zapiSemo D=a—3terv=(a—3)(a+3)~

ﬂ Odpravimo oklepaje in razstavimo.
a) (x= 2+ (x=3)x+3)—(x)=x"—4x+4+x-9—x"=x"—4x-5=(x-5)(x+1)
b) (x=5) - 5(x—4)(x—1)+145=x" — 15x" + T5x — 125 = 5(x’ = 5x + 4) + 145 =
=x" — 15x” + 75x — 125 = 5x° + 25x — 20 + 145 = x° — 20x” + 100x = x(x" — 20x + 100) = x(x — 10)’

Danjeizraz 1+ (n—3)(n+4) — (n— 4)2.

a) Poenostavimo dani izraz.
1+(n=3)n+4)—(n—-4=1+n"+4n-3n—12-(n"-8n+16)=1+n"+n—12-n"+8n—16 =
=9n-27=9(n-3)

b) Pokazimo, da je za poljubno liho celo Stevilo vrednost izraza deljiva z 18.

Zapisimo n =2k — 1; k € Z in vstavimo v dani izraz 9(n — 3) =92k —1-3) =92k — 4) = 18(k — 2).

e

1. IzraCunajte. 3. K produktu Stevila 7 in razlike Stevil 237 in 323

a) 2 (-3-7-(4) = (-2~ (-3) - (-2)) - 42

b) (=3)(=6) +(~2)- (3-5~5-(-2)-
(4=T-(=3)) ~ (-19)

€) 3-(2-(-5+2-3)—-(-2)*"-11-2+
+(=3) (1)’

&) 11-(5-(-2)-2-(-3"+2-5)-
— (D' (=3) - 4

. Katero Stevilo dobimo, ¢e od trikratnika Stevila

81 odstejemo petkratnik Stevila 17, dobljeno raz-
liko mnoZimo s 6 in produktu priStejemo 113?

priStejemo dvakratnik Stevila =97 in od vsote
odStejemo nasprotno Stevilo Stevila 256.
Katero Stevilo dobimo?

4. Sedemkratniku Stevila 19 priStejemo dvakratnik
Stevila 73, vsoto mnoZimo s 5 in od produkta
odstejemo desetkratnik Stevila 139. Dobljeno
Stevilo je osnova potence z eksponentom 4.
Koliks$na je vrednost potence?
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5. Koliko dobimo, ¢e produktu Stevil 13 in 31 priste- 17.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

zraz 3’2 -

jemo trikratnik Stevila 85 in od vsote odStejemo
666, dobljena razlika pa je osnova potence
z eksponentom 3?

. Stevilski izraz 6 - 16 +5 - (=8)’ + 3 - (-4)°

zapiSite v obliki potence z osnovo 2.

3" 2"~ 6’ zapisite v obliki & - 6",
pri Cemer je k celo Stevilo in # naravno Stevilo.

. Brez uporabe kalkulatorja ugotovite, ali

7|3 (=9)°+5- (27 + (=81)°).

. Poenostavite izraz ((—x)*)’ - (=x)* - (—x) in izra-

¢unajte njegovo vrednost za x = 2.

IzraCunajte.

a) a'(-a)’ + (=a’)’ + (~(-a)")’
b) (—=a*b)* - (=24°b%)’

) 3w’ (=2xy)’

&) (=2)* - (@’b)’ - (-3ab’)’

Izraz (2xy°)" - (X)) - (=3x’y)’ zapisite v obliki
2K 3™ X"y, pri Cemer so k, m, n in ¢ naravna
Stevila.

Ali je zapisani racun

(-2)- (-2) - (-2)"- (-2)"" ' =

— 22 . (_23) . 2n . (_2n+1) — 22+3+n+n+1 — 26+2n
pravilen? Ce ni, odpravite napake.

Izpostavite skupni faktor.
a) 374537 2.3 neN
b) 5"—4.5"""' 5" peN

Ugotovite, ali za vsako naravno Stevilo n > 2 velja:

a) 6[(7"+4-7"" 1+ 7",
b) 5[(6" 2 +6" ' +3-6".

Na Stevilski premici predstavite mnoZici
A={meZ;-4<m<6}in

B={m e Z; m>-5} ter zapisite elemente
mnozic A "B, AU B, A\Bin B\ A.

Dana so stevila 3', -2, 33,0, 1,99, 10, (=9)’,
(—4)(—2)3. Izracunajte vrednosti potenc, k vsem
Stevilom zapiSite nasprotna Stevila in dobljena
Stevila uredite od vecCjega k manjSemu.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Stevila (-3)%, (=1)°, (<2)°, =2*, =3 (=6)",
(—10)3 in (—3)3 uredite po velikosti od najmanj-
Sega do najvecjega.

Odpravite oklepaje.

a) (x+3)(3x+2)

b) (2a —4)(3a—15)

¢) (u’ = 4)(u-9)

&) x(=x)’(=x)” + (=2x)’ = 3x(x* = 1) = (=)’

Izpostavite skupni faktor.

a) 4y’ —x’ d) a(a —b) + 2b(b — a)
b) 6a’ +da* — 6a e) YA +x+1

¢) 2d*b+6a’b*—4a’p ) o’ —4d’ +4a— 16
&) x(x—2)+3(x—2)

Potencirajte.

a) (x+ 1) e) (2x + 5
b) (a-3) f) (1-2ab)’
) (2-b) g) (a’ - 4by’

&) Gx+) h) (a+ 3b%)°
d) (x-2y)°

Zapisite kot kvadrat dvoclenika.

a) @’ +8a+ 16 ¢) 22— 10z +25

b) x* = 2x+ 1 &) 1+ 6xy+9x)°
Potencirajte.

a) (x+1)° e) (4x—y)’

b) (x+3y)’ f) (2x-3y)’

¢) (u—2v) g) (5x+yz’y’

&) (1+4a) h) (3a - 2b%)’°

d) (5a + 2b)’

Dan je izraz (5x —y)3.

a) Vizrazu odpravite oklepaje.

b) Za x = -2 in y = -3 izraCunajte vrednost
izraza.

Razstavite.

a) X’ — 4 &) 4x’ — 49)°
b)a’—1 d) (@+b)Y’ -9
) b —36¢° e) 25— (x—y)
Razstavite.

a) X" +3x+2 e) 20—a—d’
b) @’ — 10a + 24 f) 16— 15x—x°

c) Y-x-2
2

¢) a —2a-24
d) 1—12b+ 205

g) ¥ - 4xy — 21y2
h) x* — 16xy + 15)°
i) x'+3x’ -4
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Dan je izraz a* —ab— 12b".
a) Razstavite izraz.
b) Za a=-51in b = 3 izraCunajte vrednost izraza.

Razstavite.

a) a —27 &) 27x° — 64y’
b) X +1 d)1-a'b’

) @ +8b° e) 125x +
Izpostavite skupni faktor in razstavite.

a) 4x' — 64x ¢) a*+ 124’ + 324°
b) 5a - 1254° &) b —13b> + 30b
Razstavite.

a) x4y + 5x3y2 — 6x2y3

b) 2x°)" — 10x%)° + 12x"
o) 12X + 11Ky = Xy
¢) 3x4y -2 1x3y2 + 36x2y3
d) x'—13x"+ 36

e) X' +5x° — 36

) a'b—27ab’

g) 164" + 128ab’

h) 4a°b — 256a°b"

i) 125ab° + 274"

i) a+a -94-9a

k) 4" - 4x2y2 +x - y2

Razstavite Stiriclenike.
a) 2a+ 2b+ ax + bx
b) ax—bx—ay + by
c) X —x- xXy+y

) ax—ay+x—y

d)a—-1-ab+b

e) & —xd+a—x

f) @' +3da"+3a+9

g) @ = 54" —4a+20
h) x3—2x2y+4xy2— 8y3
) x’ -2 —x+2

i) 6x' + 3x2y — 2x3y — xy2
K) @b’ +a'b*—9a’h* — 94’

Pokazite, ali velja.

a) (a—T7)|(a" - 2a’ - 35d");a#7
b) (n—6)|(n’ — 190" — 42n); n # 6
¢) (x+ 1)](25x" = 25" = x* +)%)

Poiscite najvecji skupni delitelj D in najmanjsi
skupni veckratnik v danih izrazov:

a) ' —16ina’ +3a—28

b) @’ +8a+16ina’ + 64

33.

34.

35.

36.

37.

38

39.

40.

41

c) 4’ — 4ain 84’ — 84’
&) 16x" — 16x in 4x* + 4x

Dana sta izraza 4 = 3x° + 12x — 96 in
B =1000 — x. Izraza razstavite v mnozici celih
Stevil in za x = 10 izracunajte njuno vrednost.

Izraz 16n° + 8n + 25; n € Z zapisite v obliki

(an + b)2 + ¢, pri Cemer so a, b in ¢ pozitivna cela
Stevila. Kolik$na je lahko najmanjsa vrednost
danega izraza?

Poenostavite izraze in rezultate razstavite.

a) Qx— 1) +(1=x)(1+x)—x(2x—1)

b) 2x—1+(2—-x) = (x+ 1) +x(x—3)(x - 5)
¢) (x+3 —(x= 1) +x(x+ 1(x-2)—4(3x+7)

Dan je izraz

(n+3)(n—4)—(n—4)2—(1 —n)(1+n)+11.
a) Poenostavite izraz in rezultat razstavite.

b) Izracunajte vrednost izraza za n = 5.

c) Za katera cela Stevila bo vrednost izraza 0?

Pokazite, da se da izraz (x + 5)3 - 10° - x(x — 5)2
zapisati kot kvadrat.

.a) Dani izraz (—2a)’ + (2a - 3b)’ — (-3b)’

poenostavite.
b) Za a = 3 in b = —4 izracunajte vrednost
zgornjega izraza.

Pokazite, da je za poljubni celi Stevili a in b
vrednost izraza (4a + b)2 +(b—- 3a)2 + b(8a—b)
nenegativno celo Stevilo.

Dan je izraz (n + 4)’ — n’(n — 4) + (=4)",

pri ¢emer je n poljubno naravno Stevilo.

a) Skrcite izraz in razstavite.

b) Ali je za poljubno naravno §tevilo n vrednost
izraza sestavljeno Stevilo ali prastevilo?

¢) KoliksSen je ostanek pri deljenju vrednosti
izraza pri poljubnem # s Stevilom 16?

.Danjeizraz (4n+3)(n—-2)—(n— 3)2 — 13n.

a) Skrcite izraz in razstavite.
b) Pokazite, da je za poljubno liho Stevilo n
vrednost danega izraza veckratnik Stevila 12.



5. RACIONALNA STEVILA

Ulomek je izraz oblike ’;" (je rezultat deljenja 1 : n), pri Cemer sta m (Stevec ulomka) in n (imenovalec ulomka)
celi stevili in je imenovalec razlicen od 0 (2 # 0).

Ulomka % in f} sta enaka natanko takrat, ko je m - ¢ =n - p.

[y
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15 _ 209

: : .. 2 3
n Ali veljata naslednji enakosti £ =54

_ 4
5—611’1

Kerje 3-6=181in 4 - 5 =20, prva enakost ne velja.
Kerje 1524 =360in 18 - 20 = 360, druga enakost velja.

E Za kateri x bosta ulomka = 3¢ in g—g enaka?

Iz x - 32 = 56 - 28 zapisemo x = (56 - 28) : 32 = 49.

Stevec in imenovalec ulomka smemo pomnoZiti z istim od ni¢ razliénim $tevilom (re¢emo, da smo ulomek
razsirili); dobimo ulomek, ki je enak prvotnemu ulomku: ’;” = %’1’ ik #0.

Stevec in imenovalec ulomka smemo deliti z istim od ni¢ razliénim $tevilom (re¢emo, da smo ulomek krajsali);

dobimo ulomek, ki je enak prvotnemu ulomku: %’l’ = ';” s k#0.

Ulomek % je okrajsan, Ce sta Stevec in imenovalec tuji Stevili: D(m, n) = 1.
Vsak ulomek zapiSemo tako, da je imenovalec naravno §tevilo.

T m-mel.
Nasprotni ulomek k ulomku % je —';” . To zapiSemo: _7 =-2

Z. ulomkom lahko zapiSemo poljubno celo Stevilo: 7 =

[V

ﬂ Ulomke ‘3—1, % 2, -3 razsirimo na ulomke z imenovalcem 100.

10
S L o] 9= 2:100 _ 200
4 4.25 100 100 100
1 _ 120 _ 20 _3 __3.100 __ 30
5 5-20 100 10 10 - 10 100
E Ulomke —— _2 ;‘i; 3, L raz§irimo na ulomke z imenovalcem x° — 4 = (x+2)(x—2).
PO (ki) _x(x+2) 3=3x2—4
TR () (D) x’—4
el _ (e DE@=2) _ (@ Die=2) 2_ 2 = A 2)  _ A 2)
x+2 7 (x+2)(x-2) g4 2-x  —(x-2) (x-2)(xt+2) X’ -4
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48 72 216, 44
B Okrajsajmo ulomke =, 96 Tos il 39 -

48 _ 16383 216 _ 2108 _ 2 _»
64 16 -4 4 108 108 1
;_% = —}ﬁﬁ‘s‘ =§ Ulomek ‘313 § %31’ je ze okrajsan.

nOkrajsa]moulomke 4°p" ¥ —1  x+2 22X +6x  x+4
8a°h® ¥ —2x+1 ¥ +8 2x +4x—6 Xxt8

400" __Jim x+2 _ x+2 ~ ]
o ©+8  (x+2)(x*-2x+4) x -2x+4
£-1 _(x=—DE+1) _x+1 2 +6x  _ _ 2x(x+3) _ _x

X -2x+1 (x=1)° x—1 2 +4x—-6  2(x+3)(x-1)  x-1

Ulomek x Je Ze okrajsan.

Na stevilski premici dobimo tocko, ki predstavlja ulomek ’;” tako, da enoto razdelimo na » enakih delov
in potem m takih delov nanesemo desno od 0, ¢e je m > 0, oz. levo od 0, ¢e je m < 0.

[y

Na Stevilski premici poiscite tocki, ki predstavljata stev111 < in —1—51— 3
i 2
5 2 | 0 5 ! 2
v
2
5
S
10

A\

Ulomek % (m e Z, n € N) je pozitiven (’;” > 0), Ce je

. . m . pozitivna Stevila
m > 0, in negativen (; <0),cejem<0.Vsak od 0

\
1

razlicen ulomek je bodisi pozitiven bodisi negativen. O 1

Tocke, ki predstavljajo pozitivne ulomke, leZijo na Stevil- }

ski premici desno od 0, tocke, ki predstavljajo negativne !

negativna Stevila

ulomke, pa leZijo na Stevilski premici levo od 0.

Vsota in produkt pozitivnih ulomkov sta pozitivna ulomka.

Ulomek ’;” je nenegativen (v znakih ’;” > 0), Ce je Stevilo m vecje ali enako O.
Ulomek 2 " je vecji od ulomka 2 (v znaklh > g ) natanko takrat, ko je ’f - 5 pozitiven ulomek:

ﬂ>12<:>——2>0.
n " q noq

Na Stevilski premici lezi tocka, ki predstavlja ulomek ’% , ki je ve¢ji od ulomka g , desno glede na tocko,
ki predstavlja ulomek ll; )

Prav tako je ulomek ’ﬁ vecji ali enak ulomku 5 (v znakih ’f > 3 ) natanko takrat, ko je ’;” - f; nenegativen

ulomek >E <:>— —3 >0.
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Zapisa 2 <2 in 2 < S Jahko zdruzimo v zapis 2 <2 < 3 oz. iz zapisov 2 <2 in 2 <3 zapisemo 2 <2 <3,
n q q t n q t n q q t n q t

n Primerjajmo ulomka % in % ter njuna nasprotna ulomka.

3

5 _56-25 _ 21 7
=== >0,_]65>8.

8 40 T 40
o Tsy— T s 5y__5
ZapiSimo nasprotna ulomka _(5 )= —z in —(§ E -3

Kerjeg

T _(S5y—_7 5 _=56+25 _ 21 imo—21 <2
1z 5 (8) 513 0 40<0dob1mo 5<%

11 1 _1°5
EUlomke4,3, 37305

[eIRN]

, —% uredimo po velikosti od najmanjSega do najvecjega.

ooy i i i24-: 6 8 128 20 21 _ 9
Najprej ulomke po vrsti zapiSimo kot ulomke z imenovalci 24: 24 % 34> 34 54 540 34

11
77§ <73<4<3<§<%

nato lahko zapiSemo —

Racunanje z ulomki

Z ulomki lahko racunamo.

1. SeStevamo in odstevamo tako, da ulomke razsirimo na skupni imenovalec in potem Stevca seStejemo

oz. odstejemo: 2 + 2 = MmaLnp
n q nq

[y

n Izracunajmo.
3 W
a) 3 Z + § 46 =

4
b) 5= EIES@ OIS = L St A SIS C I VR R S DT I

_20-42 _ 22 _ 41
15 15 15

E Poenostavimo.

a) BEY X 9 —x+3 _ _x 9 =(x+3)(x—3)—x2+9=x2—9—x2+9= 0 =0
5 x-3  Y’_3yx X x=3  x(x-3) x(x—3) x(x—3) x(x—3)
b) | I R ) | A X - (x—D(x+2)—x =x2-!-2x—x—2—x2 - x=2 _
B o wE=2) (E=2)(rr2) x(x=2)(x+2) x(x=2)(x+2) x(x=2)(x+2)
s 1
I EEE0))
0) X +x+1= X + gl i zesrll _ l=(EEsEll) 5%
=p 2=x HAmE=2)  Hwx=2) x=2 x=2 x=2 x=2
) 1 25a—-15 _ 1 + 25a—15 _ 1+5a+a(25a—-15) _ 1+5a+254°—15a _
a—5a2 1-2542 a(l-5a) (1-35a)(l+35a) a(l-5a)(1+5a) a(l-5a)(1+5a)
_ _1-10a+25¢> _ _ (1-5a)® _ _1-5a

" a(l-5a)(1+5a)  a(l-5a)(1+5a)  a(l+5a)
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II. Mnozimo tako, da zmnoZimo imenovalca in stevca med seboj: % . g =nr

Wy

n Izracunajmo.

4 2 3
a) 1—§ IZ
4

=T —2

E Poenostavimo.

(v x=Dx+1) x=2 _
2) 2 & 2)_(x—2)(x+1) T el
X - _ S5x_ _2(2x=2) _ 5x—2(2x=2) _ Sx—4x+4 _x+t4 _
1) 3 x+4 (2% =2)5 x+4 T x+4 x+4 x+4 x+4  x+4 =
c) (& atd _ ) a =(a(a+4)—2(a—2))_ a =a2+4a—2a+4‘ a =
a-2 a— a(a—2) (a-2)(a*+2a+4) a(a—2) (a-2)(d"—2a+4)
=a2+2a+4' a _ a

a-2 (a-2)(@*+2a+4) (a-2)

III. Za vsak od ni¢ razli¢ni ulomek ’;” (m#0)je % tudi ulomek in je ’;” . ’% = 1. Ulomek % imenujemo

obratni (inverzni) ulomek ulomka % in zapisemo % = (’;” ).

Ulomek 7 delimo z ulomkom Q (p # 0) tako, da ulomek 2 "' pomnozimo z obratno vrednostjo ulomka g

m.p_m eyl=-m,
n’ q n (q) n q’
n K ulomkom = %, % in 3 zapiSimo obratne ulomke.

Zapisemo (3)" =3, (-2)"=-%,(})"'=2in3"' =1

E Izracunajmo.

24 1 _14 . 20 2.
a)4§.2 —21 39 1¢

5
bl SRICEDEICES B DRE DI (=2
SRS ORC R B - =G ) = (P ()=

_ﬁ.gz
= 14

Nj—

_.
S
Sl
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a Poenostavimo.

a) x +4x . X __x(xt+4) . x = x(x+4)  (x=Hx+3) _, .3
X-16 P-x-12 @-Hxt4)  (x-4x+3) (x-4)(x+4) x
— . 2_ p—
Y NIRRT 1V VSRS S P S
_a=2 2o _ 1

2a (q-2)* a-2

¢) ( a a 3 ): 2a 3 = a )- @ —3a _ (127(a73)2 ca(a=3) _
20 Pr3a” ° P=% (a—3)(a+3) a(a+3) 2a—-3  a(a-3)a+3) 2a-3
_ =gt +6a—9 il de=3y . 0REE

(a+3) 2a-3 a+3 2a-3 a+3

Enaki ulomki so razli¢ni zapisi za isto racionalno Stevilo. MnozZica racionalnih Stevil je mnoZica vseh okrajsanih
ulomkov: @ = {%; meZ,neN,D(m,n)=1}.

Zveze med Stevilskimi mnozicami: N « Z < Q.

Med poljubnima racionalnima Steviloma obstaja vsaj Se eno racionalno Stevilo. Zato recemo, da je mnozica

racionalnih Stevil gosta na Stevilski premici.

Racionalna Stevila lahko sestevamo, odstevamo, mnoZimo in delimo (z od 0 razli¢nim racionalnim §tevilom),

rezultat je vedno racionalno Stevilo. Za racunanje z racionalnimi Stevili veljajo enake lastnosti racunskih

operacij kot za racunanje s celimi Stevili. Poleg tega za poljubna racionalna Stevila velja Se:

1. K vsakemu od 0 razliGnemu racionalnemu stevilu a obstaja obratno stevilo ¢ ' € @, takodajea-a ' = 1.

2. Racionalno Stevilo a delimo z od 0 razli¢nim racionalnim Stevilom b tako, da Stevilo « pomnozimo z obratnim
§tevilomb_1:a:b=% =abia, b e @,b;tO.Torejje% =a:b=c<a=bc

3. V sorazmerju racionalnih §tevil je produkt zunanjih ¢lenov enak produktu notranjih ¢lenov.
a:b=c:d < ad=bc;b,d+0

n Primerjajmo ulomka 7 ter njuna inverzna ulomka.
.7 5 _ 55 75 7S
Ker_]eg o S 4O>0_]e >z
isi L S @Oyt = 8 3 _8_25-56 __ 5.8
ZapiSimo obratna ulomka (5) =3 in (8) =3 1z 55 35 35 < 0 dobimo 5<s-

E Iz sorazmerja 3 : 28 = x : 7 poiS¢imo racionalno Stevilo x.

ZapiSimo 21 = 28x in od tod izraCunajmo x = % = % ]

Potence s celimi eksponenti

Naj bo a nenicelno racionalno Stevilo, # pa poljubno naravno Stevilo. Definicijo potence s celimi eksponenti
dobimo tako, da:

definicijo potence z naravnim eksponentoma” =a-a- ...-a
| —
n

e . « 0
razSirimo Se za eksponent 0: ¢ = 1
. . —n 1
in negativne cele eksponente: a = =.

n
a
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n Izracunajmo.
=8 1«2 _ 1 2

1 —
g 16=2

B) ($)'+@2-9 -3 =1+G -1)"=1+(5)"=1+81=82

E V vsakdanjem Zzivljenju velikokrat uporabljamo potence Stevila 10.

Potenca §t. 10 Ime | Oznaka Potenca §t. 10 Ime | Oznaka
10" tera T 107" deci d
10° giga G 107 centi c
10° mega M 107 mili m
10° kilo k 107 mikro | m
107 hekto h 107 nano n
10 deka da 107" piko p

Ce sta a in b poljubni neniéelni racionalni stevili, 7 in n pa celi Stevili, za racunanje s potencami s celimi
eksponenti veljajo pravila:

l.d"-d"=a""" 4. (a-b)"=d"-b"
2.4d":d"=a""" 5. ( )" Za—m
3. (am)nzam n

ﬂ Stevilski izraz (2 ) - 47" (3 )3 zapiSimo kot produkt potenc z osnovama 2 in 3.

R NN e AT (G = e

E Izracunajmo.
2) (3~ =INC=G =G~ —) Q2-9=G-2):E3)=-8 . -D=3
by 23 Q) e P Al s Al g
I=(5)
E Poenostavimo.
a) (8x%"): (Y = P = 4wy
b) 274x72y73 . 25x72y4 _ 274+5x7272y73 A 2x74y
) (37ab ) : (3%ah) =37 " Pp7 " =370
6) (x—ly)—3 : (x2y73)4 _ x3y—3x8y—12 — x3 + 8y—3 +(-12) ik xl ly—lS
d) (x—ly)z - (xzyfz)fz X (xfly)73 _ x72y2 . x74y4 . x3y73 _ x72+(74)7 3y2+47(73) _ x79y9

e) (%x—4y—3)2 . (:_;;) _ (4 x 4y 3)2 (x 4l 2) 3 - 4—2x—8y—6 .x9 ) 43y6 =4



RACIONALNA STEVILA 39

ﬂ Izraz (3_2a3b_3) : (92a_3b_4) zapiSimo v obliki 3", pri cemer so k, n in m cela Stevila.

Zapisemo (372a’67) : (9%a b =37 (3)a b H =37 3 =
372 4a3 = (—3)b—3 -4 _ 3—6a6b

Decimalna stevila

Decimalno Stevilo a,a, _, ... a\ay, cc; ... ¢,,, pri Cemer so a;, ¢; Stevke izmed 0, 1, 2, ..., 9, je okrajSava za zapis
-1 —1 -2 — & . . e

a,10" +a, 10" + ... +a;10 +ay+ ;10" + 10" + ... + ¢,,10™". Stevke, ki so za decimalno vejico,

so decimalke.

Vsako racionalno stevilo (ulomek) lahko zapiSemo bodisi kot kon¢no decimalno Stevilo bodisi kot neskon¢no
(za decimalni zapis potrebujemo neskonéno mest) periodicno decimalno Stevilo.

Ulomke, ki jih lahko zapiSemo z ulomki, katerih imenovalec je potenca Stevila 10, imenujemo desetiski ulomki.
Decimalni zapis desetiSkega ulomka je kon¢no decimalno Stevilo, decimalni zapis nedesetiSkega ulomka pa je
periodi¢no decimalno Stevilo.

n S kalkulatorjem poiS¢imo decimalni zapis ulomkov é—% in 1—12- .

Izraéunamo é—g =065 in 11—2 — §'8333333 =SB

E Decimalna Stevila 0°2, —0°25, 3°125 in 0°3 zapi§imo z ulomkom.

Prva tri decimalna Stevila zapiSemo z desetiSkimi ulomki:

=2 -1 _g95=--25 __1 3-1205=3125 _31
02=35=2,-025=—5% =—7,3125=315 =33.

Pri zapisu periodi¢nega decimalnega stevila 0°3 uporabimo naslednji postopek:
zapisimo x = 0°3 in nato enakost na obeh straneh mnoZimo z 10,
10x = 3°3, od zgornje enakosti odstejemo spodnjo,
9x = 3, delimo z 9 obe strani enakosti in okrajSamo,
3 1

X=§=§.

E} Zapisimo z ulomkom 0°27.

x=0727 /-100
100x =2727
99x =27

DR 31

2T 66 T
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ﬂ Na stevilski premici poiéimo toéko, ki predstavlja stevilo 0" 16.

Najprej pois¢emo ulomek, katerega decimalni zapis je 0" 16.

x=016 /-10

10x=16 /-10 0 i |
100x =166 == |

Ker je 0°16 = =, lahko nari§emo.

E ZapiSimo z ulomki in izracunajmo.

0.5—12 - 4—1 . 0255 _ (% )—12 . (22)—1 . (i )5 _ (2—1)—12 ) 2—2 (2—2)5 _ 212 R 2—2 ] 2—10 o 20 =l

ﬂ Zapisimo izraz 18 - (=0'75) - 02 + 0'27": 9 z ulomki in izracunajmo.

Najprej zapisemo 0°2 z ulomkom.
x=02 [-10
850 = 79
Oe=2
2

x:§

[zracunamo

18-(=0'75)-02+02":9= 11—8 (=

EEN O8]

R R TC S AP N P QR S QS G X S

Resevanje enacb

Enacba je vsak zapis oblike /(x) = J(x), pri Cemer sta I(x), J(x) poljubna izraza, x pa neznanka (v¢asih neznanko
oznac¢imo tudi s ¢rkami ¢, z ...). ReSitev enacbe je mnozZzica tistih Stevil, za katera je vrednost izraza na levi strani
enaka vrednosti izraza na desni. Enacbi sta enakovredni (ekvivalentni), ce imata isto mnozico resitev.

Pri reSevanju enacb si pomagamo z naslednjimi pravili:

1. Ce enacbi na obeh straneh pristejemo (odstejemo) isto Stevilo (izraz), dobimo enakovredno enacbo:
a=b & a+c=b+c

2. Ce enacbo na obeh straneh mnozimo (delimo) z od 0 razli¢nim stevilom (izrazom), dobimo enakovredno
enacbo:a=b < ac=bc,c#0.

3. Enacbe, v katerih ima neznanka vsaj v enem ¢lenu eksponent vecji od 1 in se dajo razstaviti (razcepiti) na
faktorje, imenujemo razcepne enacbe. Za njihovo reSevanje uporabimo naslednjo lastnost racionalnih Stevil:
Produkt racionalnih stevil je enak 0 natanko takrat, ko je vsaj en faktor v produktu enak 0:
a-ay .. a,=0 < (a;=0)v(a;=0)v..Vv(a,=0).
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E Resimo enacbi.

a) (x—3) - (x+1) =3(x-1) R e R Y
X¥-6x+9-(x*+2x+1)=3x-3 22x-1)-5=6+3(x-1)
X—bx+9-x"-2x-1=3x-3 4x—2-5=6+3x—3
—6x—2x—3x=-3-9+1 4x—-3x=6—-3+2+5
~1lx=-11 x=10
e

E Resimo racionalno enacbo.
di NN

5 B In=2

5 _ 9
e A6 )
Nato enacbo resimo po opisanih postopkih.

4-2-(x—1)+5-2=9

Najprej razstavimo imenovalce ulomkov % in izlo¢imo reSitve enacbe: x # 0, x # 1.

8x -8+ 10=9x
8x—-9x=8-10
—x =2

B=2

B Resimo razcepno enacbo.

(x=5) +13=1-(x-5)(x+5)
X —10x+25+13=1-(x"-25)
X —10x+38=1-x"+25

22X’ —10x+12=0

2’ =5x+6)=0
20x-2)(x—-3)=0

be =, 5= 3

ﬂ Manjse trgovsko podjetje ima v mestu tri prodajalne. V prejSnjem mesecu je prva prodajalna k skupnemu
dobicku prispevala % skupnega dobicka, druga 1400 EUR manj kot prva, tretja pa }‘ skupnega dobicka.
Izracunajmo, koliko dobicka je prispevala posamezna prodajalna.

Oznacimo z x skupni dobicek, prva prodajalna je prispevala 2?" dobicka, druga 2?" — 140000 in tretja ﬁ :

ZapiSemo enacbo %x + z?x — 1400 + %f = x in jo resimo.
8x + 8x — 28000 + 5x = 20x
21x —20x =28 000

x=28000 EUR

Prva prodajalna je k skupnemu dobicku prispevala % -28000=11200 EUR,
druga 11200 — 1400 = 9800 EUR in tretja }‘ -28 000 = 7000 EUR.
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Sistemi linearnih enach

Ce imamo dve enacbi z dvema neznankama ax + by = ¢ in dx + ey = f, reGemo, da imamo sistem dveh linearnih
enach z dvema neznankama. Pri tem sta x in y neznanki, realna Stevila a, b, ¢, d, e in f pa koeficienti sistema
enach. Resitev sistema enacb je mnozica vseh urejenih parov realnih Stevil (x, y), ki zado§¢ajo obema enacbama.

Nacini reSevanja sistema dveh enacb z dvema neznankama:

Zamenjalni nacin Nacin nasprotnih koeficientov Grafic¢ni nacin

Iz ene enacbe izrazimo eno od Eno ali obe enacbi pomnozimo Ta nacin reSevanja sistemov dveh

neznank in jo nadomestimo s takima Steviloma, da dobimo enacb z dvema neznankama

v drugi enacbi. Tako dobimo pri eni od neznank nasprotna in geometrijski pomen sistemov

linearno enacbo z eno neznanko, | koeficienta. Nato enacbi seStejemo | dveh enacb z dvema neznankama

ki jo Ze znamo resiti. in dobimo linearno enacbo z eno | sta razloZena v poglavju Linearna
neznanko, ki jo Ze znamo reSiti. funkcija.

Vg

E Resimo sistem enacb x + 2y = 6 in 2x — y = 2 na dva nacina.
a) Zamenjalni nac¢in
1z prve enacbe izrazimo npr. x: x = =2y + 6 in vstavimo v drugo enacbo 2(—2y + 6) —y = 2.
Od tod je y = 2.
Ce to vrednost vstavimo v eno od enacb, dobimo e x = 2.

b) Nacin nasprotnih koeficientov
Prvo enacbo pomnoZzimo z —2 in dobimo —2x — 4y = —12.

ZapiSemo sistem —2x—4y=-12
2x— y= 2,
seStejemo in dobimo =5y =-10.

Od tod je y = 2. Ce to vrednost vstavimo v eno od enacb, dobimo §e x = 2.

E Sistem enacb x — 2y = 4 in 3x + y = 5 reSimo z zamenjalnim nacinom.
Iz prve enacbe izrazimo x = 2y + 4 in vstavimo v drugo enacbo 3(2y + 4) + y = 5 ter izraCunamo y.
6y+12+y=>5
= y=-1
Nato Se izracunamo x =2y + 4 =2(-1) + 4 =2.

E Sistem enacb 3x + 2y = 12 in 6x — 5y = —3 reSimo z uporabo metode nasprotnih koeficientov.

Prvo enacbo mnozimo z —2, —6x — 4y = —24,
drugo prepiSemo 6x —S5y=-3

in ju seStejemo —9y=-27

ter dobimo y=3.
Nadomestimo y s 3 v prvi enacbi in izraCunamo x.
o2 03=12

dr=6 w=2
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ﬂ Vsota dveh Stevil je 14, dvakratnik prvega Stevila je za 4 vecji od drugega Stevila. IzraCunajmo iskani Stevili.
Oznacimo prvo Stevilo z x in drugo z y ter zapiSimo enacbi x + y= 14 in 2x — y = 4.
Ce enacbi sestejemo, dobimo 3x = 18 in od tod x = 6.
Vstavimo x = 6 v prvo enacbo 6 + y = 14 ter izraCunamo y = 14 — 6 = 8.
Iskani Stevili sta 6 in 8.

Tri enacbe s tremi neznankami ax + by + ¢z =d, ex + fy + gz = h in kx + ly + pz = r tvorijo sistem treh linearnih
enach s tremi neznankami. ReSitev takega sistema je mnozica vseh urejenih trojic realnih Stevil (x, y, z),
ki zadoS¢ajo vsem trem enacbam.

[y

Z zamenjalnim nacinom reSimo sistem treh enacb s tremi neznankami.

x—y+z=1
x+y+z=-1
2x—2y—z=5
1z prve enacbe izrazimo z = 1 — x + y in ta zapis uporabimo pri drugih dveh enacbah.
x+y+1-x+y=-1
2x—=2y—(l—=x+y)=5
Dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama. 2y=-2
3x—3y= 6
Iz prve enacbe dobimo y = —1, vstavimo to vrednost v drugo enacbo 3x — 3(—1) = 6 in dobimo x = 1.
Izz=1-x+ydobimoz=1-1-1=-1.

Razmerja, delezi, odstotki

Koli¢ini x in y sta:
1. premo sorazmerni, e pri dvakratnem, trikratnem, Stirikratnem ... povecanju koli€ine x sledi dvakratno,
trikratno, Stirikratno povecanje koliCine y. Torej:
koli¢ini y in x sta premo sorazmerni, ¢e je njun kvocient ﬁ vseskozi enak konstanti k: % =k oz.y=kx.
2. obratno sorazmerni, Ce pri dvakratnem, trikratnem, Stirikratnem ... povecanju koli€ine x sledi zmanjSanje
koli¢ine y na polovico, tretjino, etrtino ... prejSnje vrednosti. Torej:
koli¢ini y in x sta obratno sorazmerni, Ce je njun produkt y - x vseskozi enak konstanti k: yx =k 0z. y = ])—g .
n Avtomobil porabi za 240 prevozenih kilometrov 204 litra goriva. Koliko porabi pri 310 prevozenih
kilometrih?

V tej nalogi sta dani koli¢ini premo sorazmerni, saj pri vecji prevozeni razdalji avto porabi veC goriva.
240 km ... 20°4 litra

310 km ... x litrov

x-240=310-204

_310-204 _ . .
e e 26°35 litra

Avtomobil za 310 prevozenih kilometrov porabi 2635 litra goriva.
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E Gradbeno podjetje lahko pri gradnji avtoceste opravi neko delo s 5 tovornjaki v 12 urah. V kolikSnem
casu lahko isto delo opravi z 9 tovornjaki?

V tej nalogi sta dani koli¢ini obratno sorazmerni, saj vecje Stevilo tovornjakov hitreje opravi isto delo.
5 tovornjakov ... 12 ur

9 tovornjakov ... x ur

5-12=9-x

5100
9

Z 9 tovornjaki lahko podjetje isto delo opravi v 6 urah in 40 minutah.

e 6% ure = 6 ur 40 minut

Pri primerjanju nastopajo¢ih koli¢in si veckrat pomagamo z razmerjem (kvocientom) teh stevil. Stevilo, s kate-
rim primerjamo druga Stevila, imenujemo osnova in ga ozna¢imo z o, del te osnove ali pa drugo Stevilo pa delez
in ga oznacimo z d.

Relativni delez » je kvocient med deleZem in osnovo: r = f‘f

Relativni delez lahko zapiSemo z ulomkom:

r= T%ﬁ , ki ga preberemo: r je p odstotkov (procentov) in oznac¢imo p %. Torej velja:d=0-r=o0 - TI(%G .

r= ﬁ , ki ga preberemo: r je ¢ promilov in ozna¢imo g %.. Torej velja:d=0-r=0

[Vy

E Cena minute pogovora z mobilnim telefonom je stala 0°25 EUR, nato se je povecala za 4 %.
Za koliko evrov se je povecala cena ene minute pogovora in koliko evrov stane zdaj?

L9
1000 °

0=0'25 EUR
p=4%
d=o0-p=025--2 =001 EUR

100
Cena minute pogovora se je povecala za 0°01 evra, tako po novem stane 026 EUR.

E Cena 1 litra kurilnega olja se je zmanjsala z 0°78 EUR na 0°75 EUR. Za koliko odstotkov se je pocenilo
kurilno olje?

0=0"78 EUR

d=0"78 EUR-0"75 EUR=003 EUR

_d-100 _ 0,03-100 _ 2-g< o
p="" =" —385%

Kurilno olje se je pocenilo za 385 %.

B Cena izdelka skupaj z 20-odstotnim davkom na dodano vrednost znaSa 102 evra. Koliko evrov znasa cena
izdelka brez davka na dodano vrednost?

d =102 EUR
p=100%+20%=120%

d-100 _ 102-100 _
> = 120 =85 EUR

Cena izdelka brez davka na dodano vrednost znasa 85 evrov.

0=
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ﬂ Pri nakupu blaga so nam priznali 8-odstotni popust. Tako smo za blago placali 68 08 evra. Koliko evrov
je znasSala cena blaga brez popusta?

d=6808 EUR
p=100%—8%=92%

d-100 _ 68,08-100 _ 74 EUR
2 92

Cena blaga brez popusta je znaSala 74 evrov.

0=

E Avtomobilsko gorivo se je najprej podrazilo za 6 %, nato pa Se za 5 %. Za koliko odstotkov se je podrazilo
avtomobilsko gorivo?

p1=100%+6%=106%
p>=100%+5%=105%

p= % =1113%=100%+ 11°3%
Avtomobilsko gorivo se je podrazilo za 11°3 %.

E Cena grama zlata se je najprej zmanjSala za 4 %, nato pa Se za 7 %. Za koliko odstotkov se je skupno
zmanjSala cena zlata?
p1=100% —4% =96 %
p,=100%—7%=93%

= 961_633 =8928%=100%—10"72%

Cena grama zlata se je skupno zmanjsala za 10°72 %.

V 60 litrov 75-odstotnega alkohola vlijemo 30 litrov 90-odstotnega alkohola. Koliko odstotkov alkohola
je v dobljeni raztopini?

V 60 litrih 75-odstotnega alkohola je 6%5 5 — 45 litrov Gistega alkohola.

V 30 litrih 90-odstotnega alkohola je 3%3 0 =27 litrov Cistega alkohola.

Skupaj je d =451+ 27 1= 721 ¢istega alkohola vo = 601+ 30 1= 90 I raztopine.

_ @0 - e
p="0" =5 =80%

V raztopini je 80 % alkohola.

_

1. Na stevilski premici poiscite tocke, ki predstav- 3. Ulomke —g, —%, 1 % — %, %, —% , %, 1 %
ljajo Stevila % , % , —g in 0°6. uredite po velikosti od najmanjsSega do
najvecjega.
2. Primerjajte dane pare ulomkov, nato zapiSite
nasprotne in obratne ulomke ter jih primerjajte. 4. Zaa=1 % inh= % izracunajte.
OB ) 33 a) 2a—b ) a:bh

b) 2,-1 b) ab &) 3a:(1+b)
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5. Pokazite, da med poljubnima racionalnima Stevi-

10.

loma a in b (a < b) obstaja vsaj e eno racionalno
Stevilo.

. Pisno izraCunajte.

1 1 2 1
a) 254‘1—3 +16

3 1 5 3
b) 13 -5 -5 - -(-1)

1 3 2 1 1 1 1 1
©23-7 - U5:3;-6-G=35)23)
. [ B N |
) ((g) _Z)
d)(3l-‘—‘+1%:11):(11)_1+(—4):5
e) 2:(3-1H-13-G-8:2)+45"

9
1 2 3.4 -1 i 2
f)1-22-3:4-5 +%—4-(—§)
. Pri igri na sreco smo dobili 12 540 EUR. Odlo-

¢ili smo se, da bomo tega zneska namenili
v dobrodelne namene, od preostanka pa moramo
placati % davka. Koliko denarja nam Se ostane

po placilu davka?

. Sestnajst velikih plastenk barve prelijemo v manj-

Se plocevinke, ki drzijo po 2 Jitra. Koliko ploce-
vink lahko napolnimo z barvo, Ce velike plastenke
drzijo po 4% litra?

. Za sodelovanje na kvizu so podelili zlato, srebrno

in bronasto priznanje. Vsem dobitnikom priznanj
so razdelili denarne nagrade: % celotnega zneska
so v enakem znesku namenili 12 dobitnikom bro-
nastih priznanj, % celotnega zneska so v enakem
znesku namenili 8 dobitnikom srebrnega prizna-
nja, preostanek denarja pa so v enakem znesku
razdeli Stirim dobitnikom zlatih priznanj. Koliko
je bilo dobitnikov priznanj in kolikSen del denarja
je vsak dobil?

Zemljisce je sestavlieno iz dveh pravokotnih par-

cel v obliki ¢rke T. Sirina pokonéne parcele je

20% m, viSina pa 28 % m. Sirina leZece parcele
je 25 % m, viSina pa 13 % m. IzraCunajte povr-
§ino in obseg zemljisca.

11. Iz fizikalnih formul izrazite izbrano koli¢ino.

12.

13.

14.

15.

a) v=v,+at;t
b) hl _p15p2

2
c) s=vt + 7’“

&) v =v, +2gh; h
v); v

d) my = ml(Vl -

OkrajSajte dane ulomke.
a) a —ab > _ab e) x3z—9xz
ab—b* x5y727x2y
) a—l f) 2x3gz—2ng3
1-d° 4x*+ 4x3y7 8xzy2
82 3x°y—9xy +27y
) 5 i g) X : 9x 7
a’ —4a xXy+27y
o 4d —8a—12 h o1
©) 24° —18 ) ¥oxtox+1
¥ Z
d) 72
X -y
Poenostavite.
_at3 ) 4x 2x+1 2x—1
3a-9 457 -1 3-6x 4x+2
b a—l __a d 2x+4 2
) a—2a a4 ) ¥ 1 x3+x2+x
c) 0272 _ 2a2 e) x* _ )6279 + 3 .
a —a l-a x -9 3x—x
@ +3a_ _ 2a-4 _ 3(a-1)
a+5a+6 4-a 2a—4
g) a—2 1
@ +2a>+4a+8 a*+6a+8

Pokazite, da je vrednost izraza
X2 + VZ B x2 xy2 _ 2}/3
2 3 2 2
Xy xXy—y X7 =3x"y+2xy

neodvisna od vrednosti spremenljivk x in y.

Poenostavite.

a) xp- (x-y ' =30 (X))

d) (L -2 @+2)"

e) @ —4a  .d"+8a
4 4a+d® " L-8
f) =1 X 4x+3

¥ 3x2 - 9x+27

P 6x+9
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~1,22 —3,-2 —1;,\-3 ..
g) (;Lz _,_xfl) : (x2 +3x-1) 23. Izraz'(‘2ak b )m -n(4a‘bv ) " :(2a b) ‘ zapisite
vobliki 2" - a b, pri Cemer so k, n in m
h) ( 2+—16+x+2) L (x+5) - (x+3)" cela stevila.
X X
. _ s .. bl =2 2,413, 2p 22
i) T Tt 24. Poenostavite izraz (m) -k(a b): (F)
i x;z C1=2x in rezultat zapisite v obliki 2°a"p"; k, n,m € Z.
+1 7 1
k) u (G Iyl )_1 25. Dane izraze zapiSite z ulomkom in razstavite
R BT T na produkt.
D = 7 xl 2x -1 -l N P R )
IR T a) ab —a b b) b"=2a b —3a

) Vi +30y) " —12x7 &) a’-b"

16. Skrcite izraz (1020 | 12 S . . . .
( ¥ +8 X -2x+4 ) 5 26. Preverite, ali za vsako naravno Stevilo m > 1 velja

3|(5m—1 -3. 5m—2_5m+1).

17. Poenostavite izraz ("2;4 Fx-(x+ 1) =2
¥ -l e 27. Zapisite z ulomkom
in za x = —3 izraCunajte njegovo vrednost. a) 175 &) 064
b) 0°02 d) 3702
18. Izracunajte. ) 32
a) (6-4-(3))”
o 28. V danih Stevilskih izrazih vsa Stevila zapiSite kot
D) B3-(5) " +4):((3) +3) potence z osnovo 2 ali 5 in pisno izraunajte.
S a) (1) -057.25°
19. Kolikojea'b” +a”b " zaa=% inb=—3? U
b) 004 -1257:02
Stavila 41 (LY A3 (A3 (1230 (132
20. Stev1_1;a 4 ( 2) 2. - ( '2) ’ (. 13) "V(4) ’ 29. ZapiSite z ulomki in pisno izracunajte.
(=3) " uredite po velikosti od najmanjSega a) 20072+ (—0°75) + 025 : 0"125

do najvecjega. b) 125 - (% )71 —03-3.09"

21. Izradunajte. ¢) (025-03-15": (0'25 - 1) + 0-5*1 .37
a) (a°b")-(a'b") 073437 -083-F +3"
b) (9-27*-a'"): (18a7°p)
) (3xy7): (X
&) (Fa'b): (25 - D)

d)3-013+4.3".5° -(5) —(—%)2

2,3 0 -4
2 25 +2
30. IzraCunajte §) 25 %2

d) (27ab™) - (fa7b)" 047~ (H
e) (<a )+ () = (=a )’ 31.Izraz —0'5 - (a°b)’ - (<0°375)'a’b™" zapisite
f) (3a_2b)2 (9a 3b_3)_2 - Gab™)? v obliki 2° - 3'- a"b", pri Gemer so k, [, n in m cela
2.3 18x Stevila.
g) ( = ) ( )
h) 4x ; 4x+2 +3.4°! 32.Zaa=-025inb= % pisno izraCunajte vrednost
izraza (3940 )’ _ 947" L
. 37077 () ¢ ’
22. Stevilski izraz ————>— zapisite kot potence 23 s
(37) 49 33. Koliksna je vrednost izraza 3" el (b-10)
z osnovama 3 in 7 ter izraCunajte njegovo zaa=3-10 inb=4-10%

vrednost.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

-2 -2

. . -1 — .
Poenostavite izraz (a — b) - % Z — inza
a -+

a=2"inb= (—2)3 izracunajte njegovo vrednost.

Resite enacbe.

a) (x+3)3x—1)—(x+2)(2x—1)=(x+
b) (5x—1)" = (3x— 1)" = (4x — 3)(4x + 3)
¢) (x+ 1)y —x(x+3)=7

&) (x+2) - (x-1)’=x(x+5)

d) (x=2) = (x+2) =(1-3%)(1 + 4x)

Resite razcepne enacbe.

a) (x=2)+(x-D(x+4)=x

b) (x—6)(x+6)—(1-x)’=x(2-x)—12
¢) (x+2) —x(x*+12) = 8(1 — 3x)

O X —(x-1’+9=2x(x+2)

d) x'—x(x-2) =5x"(x—2) + 16x

e) 2+(1+2x)° = (2x) 705 =9y

Resite enacbe.

a) X -3 M
o) x— B oo
0 3G -9 -§2+30=0

Resite enacbe.

D 3% T "6
b) Jﬁ _;C%g =x2—16§c+8

©) 2Lx +2x1—1 =4;2bi1
R
d) )%;)36 tis _x2+1)Z—6 =0
&) T+ xzz_x =53

Pokazite, da je Stevilo x = 15 reSitev enacbe

x+S5 _ _x-=5 _ x+25
¥~ 5x 2x* — 10x 2x2 50
Pokazite, da enacba X3 4+ L — x*3_
X —6x 06X  3xr_9x
resitve.

2)°

nima

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47

48.

Dane so mnozice celih Stevil

A={xe R;x2+2x= 15},
B={xeR;3-%=2-8y

C={x e R;x’—x"=9x—9}. Zapisite njihove
elemente in elemente mnoZic A U B U C
inANBnNC.

Ce stevilo n pomnozimo s 14 in od produkta
odstejemo 9, razliko delimo s 3 in od koli¢nika
odstejemo 7, dobimo Stirikratnik Stevila 7.
Izracunajte Stevilo n.

Stevec ulomka je za 5 manjsi od imenovalca.
Ce Stevec in imenovalec povecamo za 4, dobimo
ulomek z vrednostjo % . Kateri ulomek je to?

Janez se je odlocil, da bo 5 dni zaporedoma vsak
dan tekel. Prvi dan je pretekel 2000 m, vsak
naslednji dan pa x metrov ve¢ kot prejsSnji dan.
Koliko metrov je pretekel peti dan, Ce je skupaj
pretekel 14 kilometrov?

Iz dveh krajev, ki sta drug od drugega oddaljena
132 km, sta hkrati krenila drug proti drugemu dva
avtomobila s povprecnima hitrostma 75 km/h

in 90 km/h. Po kolik§nem casu se bosta srecala?

Bratje Janez, Miha in Andrej so zbirali avtomo-
bilcke. Janez je zbral polovico vseh avtomobilov,
Miha eno Sestino, Andrej pa 12 avtomobilov
manj kot Janez. Koliko avtomobilov je zbral vsak?

. Organizator teniSkega turnirja se je odlocil,

da bodo med najboljse Stiri tekmovalce razdelili
denarne nagrade. Sredstva za nagrade je zbral

v posebnem denarnem skladu. Prvi tekmovalec
bo dobil % drugi %,tretji 23’—4 vseh sredstev
sklada, Cetrti pa iz sklada dobi 200 EUR.
Izracunajte, koliko evrov nagrade dobi vsak od
prvih treh tekmovalcev in koliko sredstev je bilo
zbranih v denarnem skladu.

Trgovec je kupil 50 kg jagod. Od tega je 30 kg
jagod prodal po }l vi§ji ceni od nakupne, preosta-
lih 20 kg pa po 1°20 evra visji ceni za kilogram
od nakupne. Kolik$na je bila nakupna cena

za kilogram jagod, Ce je imel pri tem 69 evrov
dobicka?
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49. 58.

50.
51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Organizator izletov v turistiCni agenciji se je

odlo¢il, da bo za 28 EUR po osebi organiziral

izlet v zabavi$éni park. Pri dolo€itvi cene za eno

osebo je uposteval, da stroski najema avtobusa

za 54 oseb in organizacije izleta skupaj znasajo

320 EUR, vstopnica v zabavi$éni park pa

20 EUR po osebi.

a) Najmanj koliko oseb se mora udeleZitei izleta,
da bo imela agencija pokrite stroSke izleta?

b) Koliksen bo dobicek agencije pri polni zasede-
nosti avtobusa?

Petra bo Cez pet let trikrat starejSa, kot je bila
pred petimi leti. Koliko je stara sedaj?

Koliko sta stari Jana in Tina, ¢e je starost Tine
% starosti Jane in je vsota njunih starosti 30?

Dolzina igriS¢a ima obliko pravokotnika, v kate-
rem je dolZina za 8 m daljsa od §irine. Ce dolZino
povecamo za 2 m, Sirino pa za 1 m, se povrSina
igriS¢a poveca za 46 m”. Kolik§ne so mere
igriscéa?

Resite sistem enacb.

a) x+2y—-1=0,2x—y=-3

b) 3x+2y=-2,4x+5y=-12

¢) 2x+y=17,-4x—-2y=>5

<\ X _ X .,

) 3-~=435-y=2
_Sy 1 x 3y _

Dx-F=53.5+% =3

Za kateri racionalni Stevili 4 in B je:
x+2 _ A4 B
a) s—— =3+t

2
+

x"—2x S ox X =
1 _ A B
®) FH3x+2  x+tl o x+2
Izracunajte Stevili, katerih vsota je 122, razlika
pa 86.

Ce od stevila a odstejemo dvakratnik stevila b,
dobimo 4. Vsota Stevila b in dvakratnika Stevila a
pa je 58. ZapiSite enacbi in izracunajte Stevili
ain b.

Dvomestno §tevilo #» ima desetice za 2 vecje od
enic. Ce to stevilo delite z vsoto njegovih stevk,
dobite koli¢nik 6 in ostanek 1. Z uporabo osnov-
nega izreka o deljenju izraCunajte n.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Vsota dveh stevil je 531. Ce veéje stevilo delimo
z manjS$im Stevilom, dobimo kvocient 6 in osta-
nek 20. Izracunajte iskani Stevili.

. Imenovalec ulomka je za 700 vecji od Stevca.

Ko ulomek okrajsamo, dobimo 3 S katerim
Stevilom smo krajsali ulomek?

. Stevilo osebnih vozil in §tevilo preostalih vozil,

ki se dnevno vozijo po avtocestah je v razmerju
15 : 4.V nekem casovnem obdobju smo na avto-
cesti nasteli 88 vozil, ki niso osebna. Koliko oseb-
nih vozil se je v tem ¢asu vozilo po avtocesti?

En zvitek Zice je daljsi od drugega za 54 m. Ce od
obeh zvitkov Zice odrezemo po 12 m, je daljsi
zvitek Zice Stirikrat daljsi od krajSega zvitka.
Koliko merijo zvitki Zice?

Na dveh policah je skupaj 72 knjig. Ce bi iz prve
police prestavili 6 knjig na drugo polico, bi na
prvi polici bilo dvakrat ve¢ knjig kot na drugi.
Koliko knjig je na posamezni polici?

V tovarni imajo dva razli¢na stroja za mletje
moke. Ce delata oba stroja neprekinjeno, v enem
delovnem dnevu (16 urah) skupaj zmeljeta

3360 kg moke. V véerajSnjem delovnem dnevu
sta oba stroja skupaj zmlela le 3090 kg moke,

saj drugi stroj zaradi okvare ni deloval 3 ure.
Koliko kilogramov moke zmelje posamezni stroj
na uro?

Miha je kupil 7 oken in 5 balkonskih vrat ter
placal 3030 EUR. Marko je v isti trgovini kupil
9 oken in 4 balkonska vrata in placal 3240 EUR.
IzraCunajte ceno posameznega okna in ceno
balkonskih vrat.

Pri plovbi z ladjo v smeri recnega toka smo

za razdaljo med krajema 4 in B potrebovali 6 ur,
pri plovbi proti recnemu toku pa smo potrebovali
9 ur. Kolik$na je hitrost re¢nega toka, ¢e je hitrost
ladje v mirni vodi 18 km/h?

Resite sistem enacb.

a) x+y+z=L,x—-y+2z=4,2x-3y—-z=4
b) 2x+2y+z=2,x+2y+z=1,3x-3y—-2z=2
¢) 3x—3y+z=2,2x+y—-2z=T,x=2y+z=-1
) dx+y—-2z=2,3x—2y+z=3,x+2y—z=5
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67.

68.
69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Trije bratje imajo skupaj 58 let. Koliko let ima
vsak, Ce je % let najmlajSega enako % let sred-
njega oz. enako % let najstarejSega?

Za 25 kg banan smo placali 4°50 EUR. Koliko bi
placali za 2 kg banan?

Dobra strojepiska v 5 minutah natipka 140 besed.
V kolik§nem casu natipka 630 besed?

Razdalja med krajema A in B, ki je v naravi
100 km, je na zemljevidu 25 cm. Kolik$na je
razdalja med krajema 4 in C na zemljevidu,
Ce je v naravi razdalja med njima 40 km?

Avto, ki ima v rezervoarju 35 litrov goriva, porabi
9°8 litra na 100 km mestne voznje in 6°8 litra

na 100 km pa avtocesti. Koliko kilometrov Se
lahko prevozimo z avtomobilom po avtocesti,

¢e smo najprej naredili 120 km po mestu?

Z 8'5 litra goriva lahko z avtomobilom prevo-
zimo 100 kilometrov. Koliko kilometrov lahko
prevozimo z avtomobilom z enako koli¢ino
goriva, Ce se je zaradi preobremenjenosti avtomo-
bila povprecna poraba avtomobila na 100 prevo-
Zenih kilometrov povecala za 1 liter?

S susenjem orehov izgubimo }1 njihove mase.
1z kolikSne mase svezih orehov smo po suSenju
dobili 3 kg suhih orehov?

Energijska vrednost 1 dl znane gazirane pijace
znasa 45 kJ (kilo joulov). Kolik§no energijsko
vrednost smo pridobili, ¢e smo popili celo
ploc¢evinko te pijace, ki drzi 0°33 litra?

Energijska vrednost 100 g mle¢ne ¢okolade je

2408 kJ.

a) Kolik$na je energijska vrednost vrstice take
¢okolade, ki ima maso 15 gramov?

b) Odraslo dekle, ki opravlja dnevno le umska
in laZja fizi€na dela, porabi dnevno priblizno
8000 kJ. Koliksen odstotek potrebne dnevne
energijske vrednosti pridobi z zauZitjem
10 dag mle¢ne ¢okolade?

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

V tovarno je pripeljal tovornjak s polno cisterno
kurilnega olja, ki ima prostornino 14 000 litrov.
Kurilno olje bodo precrpali v tovarniski
rezervoar.
a) Na minuto natanéno izracunajte ¢as praz-
njenja cisterne, Ce je zmogljivost ¢rpalke
180 litrov na minuto.
b) Ker je praznjenje cisterne potekalo prepocasi,
so ez pol ure zaceli prazniti cisterno Se
z dodatno enako zmogljivo ¢rpalko. Za koliko
minut so skrajSali praznjenje cisterne?

V tkalnici blaga opravi neko delo 6 strojev
v 16 urah. V kolik§nem ¢asu bi isto delo
opravilo 8 strojev?

Sest delavcev, ki dela po 8 ur na dan, neko delo
opravi v 15 dneh. Koliko ur na dan mora delati
8 delavceyv, da bi bilo isto delo opravljeno

v 10 dneh, ¢e vsi delavci delajo enakomerno?

Pet obiralcev sadja obere 15 dreves v 8 urah.
V kolikSnem casu obere 6 obiralcev sadja
12 dreves?

Marko bi sam tlakoval dvoris¢e v 10 urah, Vinko
pa sam v 6 urah. V kolikSnem ¢asu bo delo oprav-
ljeno, ¢e bosta delala oba skupaj?

Prvi delavec opravi neko delo v 8 urah, drugi dela-
vec pa isto delo v 4 urah. IzraCunajte, ob kateri
uri bo delo opravljeno, ¢e zaéne prvi delavec
delati ob 8.00, drugi pa ob 10.00.

Trije gozdarji ocistijo % gozda v 40 urah.

a) V kolik§nem casu bi isto delo opravilo
5 gozdarjev?

b) V kolik§Snem ¢asu bi celoten gozd ocistilo
5 gozdarjev?

V trgovini smo nabrali blago v vrednosti 286 EUR.
Nato so nam priznali 4-odstotni gotovinski
popust. Koliko evrov smo placali pri blagajni?

Cena vozne karte se je podrazila s 35 EUR na
37°38 EUR. Koliko odstotna je bila podrazitev?

Na posezonskem zniZanju tkanin se je cena pulo-
verja zniZala z 68 EUR na 62°90 EUR. Koliko
odstotna je bila pocenitev?
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90. Cena para Cevljev po 12-odstotni podrazitvi je
89°60 EUR. Koliks$na je bila cena para Cevljev
pred podrazitvijo?

86. Spodnji grafikon prikazuje rezultate volitev
(Stevilo prejetih glasov posameznega kandidata)
za predsednika Solske dijaSke skupnosti. ZapiSite
ime zmagovalca in izracunajte, kolikSen odstotek
vseh glasov je dobil.

91. Po dveh podrazitvah po 20 % stane pulover

93°60 evrov. Koliko je stal pulover pred obema

140 s podrazitvama?
2120 10
2 100 . . L
2 8015 ) 7 66 92. Cena moske srajce po 15-odstotni podrazitvi je
g 60] o ) 46 EUR
=401 33 36 = i
S zojiﬂ 7ﬂ7 . ?T 10 a) Koliks$na je bila cena srajce pred podrazitvijo?
T O VE : e b) Koliko odstotna bi la biti it
Joze Tanja Miha Eva  Pia Janez Samo Tea neveljavne ) OliKO odstotna b1 morala bitt pocenitev

glasovnice moske srajce, da bi bila cena enaka kot pred

podrazitvijo?
87.V Casopisu so objavili naslednji grafikon, pod
katerim je pisalo: Velika rast cene sod¢ka nafte.

93. Cena para ¢evljev po 22-odstotni pocenitvi je

62°40 EUR. Koliks$na je bila cena tega para

545,2 Cevljev pred pocenitvijo?
5: 53,5 —
2 — 94. Ob kulturnem prazniku je knjigarna ceno leksi-
= - kona znizala za 10 %. ZniZana cena leksikona je
§ 51,5 - 100 EUR. Janez je izracunal, da cena leksikona
g 505;* n brez popusta znasa 110 EUR. Ugotovite, ali je
® ol - Janez izracunal pravilno.

49,5

Junij
Izracunajte, za koliko odstotkov je cena sodcka
nafte resni¢no porasla.

julij
e 95. Cena izdelka po 30-odstotni podrazitvi znasa
455 EUR. Izracunajte prvotno ceno izdelka.
Za koliko evrov je ta cena vi§ja od cene, ki bi jo
88. S spodnjim frekvenénim kola¢em so prikazani dobili, ¢e bi prvotno ceno povecali le za 25 %?
delezi odgovorov dijakov na vprasanje, kam

si zelijo na maturantsko strokovno ekskurzijo.

96. Cena avtomobila z 8 5-odstotni davkom na

89.

Izracunajte Stevilo posameznih odgovorov,
Ce je odgovor Hrvaska izbralo 16 dijakov.
Koliko je bilo vseh anketirancev?

Grcija  30%

Spanija 20 %
Italija 10 %
Hrvaska 7,62 %
Korzika 32,38 % \

A

Cena izdelka je 200 EUR. Najprej so jo znizali
za 5 %. IzraCunajte ceno izdelka. Nato so na raz-
prodaji ceno izdelka znizali za Cetrtino. KolikSna
je bila cena izdelka po tej pocenitvi? Nato so
ceno zvisali za 10 %. Kolik$na je cena izdelka

po zadnji podrazitvi? Kolik$no je skupno zniza-
nje cene izdelka v evrih? Za koliko odstotkov se
je po vseh spremembah zmanjSala prvotna cena?

97.

98

dodano vrednost je bila 39 602 EUR. Koliksna
je cena tega avtomobila danes, ko je davek na
dodano vrednost 20 %?

Sportna majica se je v maju podrazila za 15 %,

nato pa Se v juniju za 8 %. Tako je po obeh

podrazitvah stala 74°52 EUR.

a) Koliko je stala majica pred obema
podrazitvama?

b) Koliko odstotna bi morala biti pocenitev,
da bi majica stala toliko kot pred
podrazitvama?

. Tovarna avtomobilov proizvede letno 20 %
enoprostorcev, od tega jih je 40 % sive barve.
Kolik$en odstotek vseh letno proizvedenih avto-
mobilov te tovarne je enoprostorcev sive barve?
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99.

100

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Na sestanku upokojenskega Sportnega drustva
so ugotovili, da 65 % ¢lanov redno samo balina,
45 % igra samo pikado, 4 ¢lani pa igrajo pikado
in balinajo. Koliko ¢lanov je v Sportnem dru-
Stvu? Koliko ¢lanov drustva igra samo pikado in
koliko jih samo balina?

. Blago se je podrazilo dvakrat zaporedoma po

20 %. Koliko odstotna je bila skupna podrazitev?

Blago se je pocenilo dvakrat zaporedoma po
25 %. Koliko odstotna je bila skupna pocenitev?

Izdelek je stal x evrov. Trgovec ga je najprej
pocenil za 20 %, nato pa dvakrat zaporedoma
podrazil za 10 %. Za koliko odstotkov je kon¢na
cena niZja od prvotne cene?

Ales je posodil Bostjanu 1250 EUR, ob tem
sta se dogovorila za 6-odstotne obresti. Koliko
evrov mora BosStjan vrniti Alesu?

Jure je v zaCetku leta vlozil v banko 2000 evrov.
Banka obrestuje vloge po 3-odstotni letni obrest-
ni meri z letnim pripisom obresti. Izracunajte,
koliko denarja bo imel Jure po enem letu
varcevanja in koliko po Stirih letih varéevanja.

V razredu s 30 ucenci je 80 % ucencev opravilo
anglesko bralno znacko, 60 % nemsko bralno
znacko, 4 pa nobene bralne znacke. Izracunajte,
koliko ucencev je opravilo obe bralni znacki.

V podjetju je 10 % zaposlenih mlajsih od 25 let,
polovica je starih med 25 in 40 let, tretjina med
40 in 50 let, 10 zaposlenih pa je starejSih od

50 let. Izracunajte, koliko ljudi je zaposlenih

v podjetju.

Najboljsi trije na Sahovskem turnirju dobijo
denarne nagrade. Drugi dobi 25 % manj od
prvega, tretji pa dve tretjini drugega. Koliko
denarja dobi vsak, ¢e skupaj dobijo 1350 evrov?

Sosolci Jure, Zan in Nejc so za sodelovanje

v kvizu pridobili nagrado 210 evrov. Dogovorili
so se, da Zan dobi 35 % celotne nagrade, osta-
nek pa si Jure in Nejc razdelita v razmerju 2 : 3.
Izracunajte zneske, ki jih dobi vsak od soSolcev.

109.

110

111.

112.

113.

114.

V letu 2002 sta tovarni orodja 4 in B izdelali
enako Stevilo izdelkov, in sicer vsaka po
1 000 000. Potem je tovarna A vsako leto
povecala proizvodnjo za 12 %, tovarna B
pa za 120000 izdelkov.
a) Koliko izdelkov bosta v letih 2003, 2004
in 2005 izdelali posamezni tovarni in koliko
skupaj? Rezultate vpiSite v spodnjo tabelo.

tovarna A tovarna B

leto 2002
leto 2003
leto 2004
leto 2005

skupaj

b) Za koliko odstotkov je bila v letu 2005 proi-
zvodnja tovarne A vecja od proizvodnje
tovarne B?

¢) Za koliko odstotkov je bila v letih od 2002
do 2005 skupna proizvodnja tovarne 4 vecja
od proizvodnje tovarne B?

. Prva zlitina ima 40 % bakra, druga pa 32 %.

S koliko kilogrami prve zlitine je treba zmesati
5 kg druge zlitine, da bi dobili 35-odstotno
zlitino bakra?

Ce pomesamo vroco vodo s temperaturo 76 °C
in hladno vodo s temperaturo 12 °C, dobimo
96 litrov vode s temperaturo 40 °C. Koliko litrov
vro¢e vode smo vzeli?

V morski vodi je 4°5 % soli. Koliko sladke vode
je treba priliti v 40 litrov morske vode, da bi
dobili 2-odstotno raztopino soli?

Ena vrsta dusikove kisline ima 30-odstotno
koncentracijo, druga 55-odstotno. Koliko litrov
posamezne Kkisline je treba zmeSati, da dobimo
25 litrov 50-odstotne kisline?

Stevili @ in b sta vrazmerjua : b =5 : 7. Ce §te-
vilo a zveCamo za 25 %, Stevilo b pa zmanjSamo
za 25, je dobljeno prvo Stevilo za 16 vecje od
dobljenega drugega Stevila. Izracunajte Stevili a
in b.



6. REALNA STEVILA B

Stevila, katerih decimalni zapis ima neskonéno decimalk, imenujemo neskonéna decimalna $tevila. Mednje
lahko $tejemo tudi $tevila, katerih zapis je koncen (saj jim lahko na koncu dodamo neskonéno nicel). Ceprav
je mnozica racionalnih Stevil na Stevilski premici gosta, saj je med dvema racionalnima Steviloma neskon¢no
racionalnih Stevil, pa so na Stevilski premici tudi tocke, ki ne predstavljajo racionalnih Stevil. Ker vsako
racionalno Stevilo (ulomek) zapiSemo bodisi kot konéno decimalno Stevilo bodisi kot neskonéno periodiéno
decimalno Stevilo, tocke na Stevilski premici, ki ne predstavljajo racionalnih Stevil, predstavljajo tista Stevila,
katerih zapis je neskonéen in neperiodien. Stevila, katerih decimalni zapis je neskoncen neperiodicen,
imenujemo iracionalna Stevila.

Zato definiramo: mnozica realnih Stevil R je mnozica vseh neskon¢énih decimalnih stevil. Mnozica realnih Stevil
R je mnozica vseh racionalnih in iracionalnih stevil.

[y

Zapisimo nekaj iracionalnih stevil: w, /2, ./3,e...

Zveze med Stevilskimi mnozicami: N c Z c Q = R

Mnozico realnih Stevil ponazorimo na Stevilski premici. To je premica, opremljena s koordinatnim sistemom,
ki jo imenujemo tudi realna os. Vsaki toc¢ki 4 na Stevilski premici pripada natanko eno realno Stevilo x,

ki ga imenujemo koordinata tocke 4, in to zapiSemo A(x). Velja tudi obratno. Vsakemu realnemu stevilu x
pripada natanko ena tocka na Stevilski premici, katere koordinata je ravno to Stevilo.

V mnozici realnih Stevil so sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje tako definirane raCunske operacije,
da se na racionalnih Stevilih ujemajo z znanimi operacijami.

Za raCunanje z realnimi Stevili a, b in ¢ veljajo naslednje lastnosti:

1. a+b=b+a (komutativnost seStevanja ali zakon o zamenjavi)

2. (a+b)+c=a+(b+c) (asociativnost sestevanja ali zakon o zdruZevanju)

3. a+0=a (0 je nevtralni element za seStevanje)

4. K vsakemu realnemu Stevilu a obstaja natanko eno nasprotno celo Stevilo —a, tako da je a + (—a) = 0.

5S5.a-b=b-a (komutativnost mnoZenja ali zakon o zamenjavi)
6. (a-b)-c=a-(b-c) (asociativnost mnozZenja ali zakon o zdruZevanju)
7. a-(b+c)=a-b+a-c (distributivnostni ali raz¢lenitveni zakon)

8. 1-a=a (1 je nevtralni element za mnoZenje)
K vsakemu nenicelnemu realnemu Stevilu a obstaja obratno Stevilo a ' e R, tako da jea- a'= 1;a#0.
Z nenicelnim realnim Stevilom delimo tako, da pomnoZimo z njegovim obratnim Stevilom:

a:b:%:a-b_l;a,beR,b;ﬁO.

V praksi velikokrat raunamo s pribliznimi vrednostmi (priblizki), saj bodisi to¢nih vrednosti ne poznamo
bodisi Zepna racunala raCunajo z natan¢nostjo le na doloceno $tevilo decimalnih mest. Zato decimalna Stevila
pogosto zaokrozZujemo in pri tem upostevamo: Ce je prva opuscena Stevka 0, 1, 2, 3 ali 4, ostanejo Stevke,

ki smo jih obdrzali, nespremenjene, sicer pa zadnji Stevki, ki smo jo obdrzali, pristejemo 1.
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Stevilo 2°503571 zaokroZeno na:

Sest mest je 2°50357
pet mest je 2°5036
Stiri mesta je 2°504
tri mesta je 2°50

dve mesti je 2°5

in na eno mesto je 3.

Urejenost v mnozici realnih stevil

Mnozico realnih Stevil lahko zapiSemo kot unijo treh paroma disjunktnih podmnozic: mnoZzice pozitivnih realnih
stevil R, mnozice negativnih realnih stevil R in Stevila 0: R =R U {0} U R".

Tocka na Stevilski premici predstavlja pozitivno realno
stevilo (¢ > 0) natanko takrat, ko leZi na Stevilski premici
desno od 0, in negativno realno Stevilo (¢ < 0) natanko f
takrat, ko lezi na Stevilski premici levo od 0. 9 1
|
|

|
| pozitivna realna Stevila
|

G . . . . - negativna realna Stevila
Stevilo a je nenegativno (v znakih a > 0), ¢e je veCje £

ali enako 0.

Stevilo a je vecje od stevila b (a > b) natanko takrat, ko je @ — b pozitivno stevilo: a > b < a — b > 0.

Na Stevilski premici leZi tocka, ki predstavlja Stevilo a, = = =
ki je vecje od b, desno glede na tocko, ki predstavlja Stevilo b. 0 1 b a

Prav tako je Stevilo a veéje ali enako Stevilu b (a > b) natanko takrat, ko je @ — b nenegativno Stevilo:
a>bsa-b>0.

Vsota in produkt pozitivnih realnih stevil sta pozitivni realni stevili. Ce je stevilo a pozitivno, potem je obratno
Stevilo @ ' tudi pozitivno.

Zapisa a > b in b < a sta enakovredna, prav tako tudi zapisa a > b in b < a. Zapisa a < b in b < ¢ lahko zdruzimo
v zapis a < b < c oz. iz zapisova < bin b < ¢ zapiSemo a < b < c.

Cejea<binc<d,potemjea+c<b+d lza<bsledia+c<b+ec.

Cejea<binc>0, potem je ac < bc, e paje a < bin ¢ <0, potem je ac > bc.

[Vy

ZaSteviliain b velja: 3<a<5in2 < b < 4. Ocenimoa + bina - b.

Neenakosti po straneh seStejemo 3 + 2 <a + b <5 + 4 in dobimo oceno za vsoto 5 <a + b < 9.
Ker so vsa Stevila pozitivna, lahko zapiSemo 3 - 2 <a - b <5 - 4 in dobimo oceno za produkt 6 < a - b < 20.
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Intervali

Intervali so podmnozice realnih stevil.
Odprti interval od a do b je mnozica realnih Stevil med a in b: (a, b) = {x € R; a <x < b}.

Odprti interval ponazorimo z daljico ab brez krajisc. a b

Zaprti interval od a do b je mnoZica realnih Stevil
med a in b, vkljuéno z a in b: [a, b] = {x € R; a <x < b}.

Zaprti interval ponazorimo z daljico ab, a b
vklju¢no s krajiS¢ema.

Podobno definiramo §e intervale:

[a,b)={x e R;a<x<b} 0 1 2 ‘ll)
(a,b]={x e Rya<x<b} O 1 c'zA Z:)
in intervale — poltrake:

(a,0)={x e R; x>a} O 1 c:z:
[a,©)={x € R;x>a} O 1 2
(—o,a)={x e Ryx<a} O 1 :‘:1
(—o,al={x e R;x<a} O 1 2

Mnozico realnih stevil lahko zapiSemo kot interval: R = (—co, o0).

[y

E Mnozico pozitivnih realnih Stevil in mnozico negativnih realnih Stevil zapiSemo z intervaloma:
R = (0, 0) in R™ = (-0, 0).

E Na Stevilski premici nariSimo mnozici Stevil, ki predstavljata intervala [—1, 3] in (1, 5) in z intervalom
zapisimo [—1, 3] U (1, 5) ter [-1, 3] n (1, 5).

Narisemo sliko " | : ~ : = 7 2 : o :
-4 =3 =) -1 0 1 2 3 4 5 6

in zapiSemo [—1, 3] U (1, 5) =[-1, 5) ter [-1, 3] n (1, 5) = (1, 3].

E Na Stevilski premici nariSimo mnoZici Stevil, ki predstavljata intervala [-3, 4] in (0, ) in z intervalom
zapiSimo [-3, 4] U (0, ), [-3, 4] N (0, ) ter (0, o) — [-3, 4].

NariSemo sliko ; ® : : —2 : :
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6

in zapisemo [-3, 4] U (0, ) =[-3, ), [-3, 4] N (0, o) = (0, 4] ter (0, ©) — [-3, 4] = (4, ).
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Odprti interval (¢ — & a + €); € € R imenujemo & — okolica to¢ke @ in ga oznacimo 0. (a):
O.(a)=(a-ga+e)={xeRa-ec<x<a+¢&} O,(a)

[y

Kot primer zapisimo O, (2) in ga predstavimo na Stevilski premici.
2

—
et

o A

0 1 aL a a+é

0,2)= xe[R,2—l<x<2+l = erR,§<x<§ =
%() { 2 2} { 2 2} (

[\S]1V8)
NI
~—

oo
|

Resevanje neenach

Neenacba je vsak zapis oblike /(x) < J(x), pri ¢emer sta /(x), J(x) poljubna izraza in x neznanka (v¢asih tudi
t, z ...). ReSitev neenache je mnozica tistih Stevil, za katere je vrednost izraza na levi strani manj$a od vrednosti
izraza na desni.

Neenacbhi sta enakovredni (ekvivalentni), Ce imata isto mnoZico resitev.

Pri reSevanju neenach si pomagamo z naslednjimi pravili:

1. Ce neenacbi na obeh straneh pristejemo (odstejemo) isto stevilo (izraz), dobimo enakovredno neenaébo:
a<b&sa+ce<b+e

2. a) Ce neenacbo na obeh straneh mnozimo (delimo) s pozitivnim $tevilom (izrazom), dobimo enakovredno

neenacbo:
a<b;c>0< ac<be.

b) Ce neenacbo na obeh straneh mnozimo (delimo) z negativnim stevilom (izrazom), moramo znak neenakosti
obrniti, da dobimo enakovredno neenacbo:
a<b,c<0< ac> be.

3. Cejea<binc<d potemjea+c<b+d.

[y

n Resimo neenacbi in reSitvi zapiSimo z intervalom ter ju predstavimo na Stevilski premici.
a) (x—2)—x(x—-7)<x+8
X —dx+4-x+Tx<x+8
—4x+Tx—x<8—-4
2x<4 [ :2
KL
Resitev zapiSemo z intervalom x € (—0, 2) ter jo predstavimo na Stevilski premici.

R S TR T
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b) § -E23 <3452 /6
3x—2(2x—3)< 18 + 5x
3x—4x+6 <18 + 5x
3x—4x—-5x<18-6
—-6x<12 | : (-6)
x2-2

Resitev zapiSemo z intervalom x € [-2, o) ter jo predstavimo na Stevilski premici.

S S T ST
A Resimo sistem neenacb 1 + 3 <x-1<S5.

L

2

Iz1+ ’2—‘ < x — 1 dobimo —’5‘ < —2 in od tod dobimo resitev x > 4 oz. interval (4, ).

Iz x — 1 < 5 dobimo resitev x < 6 oz. interval (—oo, 6).

Najprej zapisSimo neenacbi 1 + 2 <x—11in x — 1 < 5 ter ju reSimo.

Resitev sistema je mnozica realnih Stevil, ki zadoS¢a obema neenacbama, to je presek danih intervalov.
Resitev sistema neenacb je 4 < x < 6 oz. interval x € (4, 6).

Absolutna vrednost

a,a>0

Absolutna vrednost realnega Stevila a je definirana kot |a\ =z a<0

Geometrijski pomen absolutne vrednosti: Na Stevilski premici je ]a\ oddaljenost tocke, ki predstavlja Stevilo a,
od izhodisc¢a koordinatnega sistema, |a — b\ pa razdalja med tockama, ki predstavljata Stevili « in b.

E¥ 1zracunajmo absolutne vrednosti stevil 3, -3, —0°1, /2 in—./3 .
S3=3, 101 =01, | 2]= V2, -B]= 3.
E Izracunajmo razdalje med tockami, ki predstavljajo Stevila 2 in 7, 3 in —4 ter —7 in —5.

3—(-4)|=3+4=7in|-7-(=5)|=|-7+35|=|-2]=2.

ZapiSemo |3| =3,

Izracunamo |2 = 7| = |—5\ =3,

Lastnosti absolutne vrednosti realnega Stevila:

1. |a\ 20 Absolutna vrednost je vedno nenegativno realno stevilo.

2. |a\ =0<a=0  Absolutna vrednost je enaka 0 natanko takrat, ko je a = 0.

3. |a : b| = |a\ : \b\ Absolutna vrednost produkta je enaka produktu absolutnih vrednosti.
4. |a + b| < \a| + |b| Absolutna vrednost vsote je manjSa ali enaka vsoti absolutnih vrednosti

(trikotniSka neenakost).
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BN 1zracunajmo |-4| - 6| - |-2°5] + |3 - 8 — 1| - |2 = |-5].
4| —l6|-|-2°5/+[3-8-1|-[2-|-5||=4-6-25+|24—1|-[2-5|=4-15+|23| - |-3| =
=4-15+23-3=9.

E Poenostavimo izraz a + 2 + ]a = 2|.

V skladu z definicijo absolutne vrednosti realnega Stevila sta mozni dve resitvi.

1. Za a > 2 je vrednost izraza a — 2 nenegativno Stevilo in je |a — 2| = a — 2 ter zato:
a+2+|a—2’=a+2+a—2=2a.

2. Zaa < 2 je vrednost izraza a — 2 negativno Stevilo in je |a — 2| =—(a — 2) =—a + 2 ter zato:
a+2+|a-2=a+2-a+2=4

B Resimo enacbo \x 1 3‘ = 3.
I. nacin: Z odpravljanjem absolutne vrednosti (obravnavanjem) pridobimo dve enacbi.
1. x+ 3 =15 zresitvijo x = 2
2. x+ 3 =-5 z resitvijo x = -8

II. nacin: S pomocjo geometrijskega pomena absolutne vrednosti realnega Stevila enacbo preoblikujemo
v enacbo |x - (—3)| = 5 ter na Stevilski premici poiS¢emo tocki, ki sta za 5 oddaljeni od —3.

7§ 1 1 1 1 7|3 1 1 1 1 g 1 1
' 0 1

T T A4 T T

ﬂ Z uporabo geometrijskega pomena absolutne vrednosti resite neenacbo |x — 4| < 1.

S pomocjo geometrijskega pomena absolutne vrednosti realnega Stevila je resitev neenacbe |x - 4| <1
mnozica vseh realnih Stevil, katerih tocke na Stevilski premici so manj kot za 1 oddaljene od 4.

! ! ! ! - ! ! |
T T T T T T T

—1 O 1 2 3 4 5 6 Resitev neenacbe: x € (3, 5).

Priblizki in napake

Zaokrozanje

Ce je prva spuscena stevka 0, 1, 2, 3 ali 4, potem ostanejo Stevke, ki smo jih obdrzali, nespremenjene, sicer pa
zadnji Stevki, ki smo jo obdrzali, priStejemo 1.

[y

Stevilo 2°603471 zaokrozimo na pet mest, §tiri mesta, tri mesta, dve mesti in eno mesto.

Zaokrozitev Stevila 2°603471 na:
pet mest je 26035,

Stiri mesta je 2°603,

tri mesta je 2760,

dve mesti je 276,

na eno mesto je 3.
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Absolutna in relativna napaka

Ce oznaéimo z A priblizek za toéno vrednost a, potem je |4 — a| absolutna napaka priblizka 4 (véasih to

zapiSemo v obliki @ = A4 * ¢, pri Cemer je € absolutna napaka priblizka) in » = "|;|A relativna napaka

priblizka A.

1. Absolutna napaka vsote (razlike) je manjsa ali enaka vsoti absolutnih napak seStevancev.
[(A+B)—(a+b)| <|A—a| + |B-b|

2. Ocena relativne napake produkta je manjsa ali enaka vsoti ocen relativnih napak faktorjev.

B —ab| . |A-d| , |B-b]
< +
|ab] lal 0]

[y

Dani sta §tevilia=3"1+01inbh=25+0"1.

Izracunajmo relativni napaki priblizkov.

Izracunajmo tudi produkt ab in zapiSimo oceni za absolutno napako produkta in relativno napako
produkta.

Relativni napaki priblizkov sta 31 = 0'032 0z. 3'2 % in 31 =0°04 0z. 4 %.

Produkt srednjih vrednosti Stevil @ in b je 3°1 - 2°5 =775, najveC vrednost lahko doseze 3'2 - 2°6 = 8732,
najmanjSo pa 3'0-2'4="7"2.

Kerje832—-775=057in7"75—-"7"2=0"55, je absolutna napaka produkta najve¢ 0°57 in velja
ado=T"15 =057,

Iz zgornje formule zapiSimo Se oceno za relativno napako produkta: 32 % +4 % =72 %.

Koreni

Definicija korenov poljubne stopnje:

I. Ce je n (korenski eksponent) sodo naravno stevilo in « nenegativno realno stevilo, potem je '1/21 (n-ti koren
Stevila a) tisto nenegativno realno Stevilo, za katerega je (’1/21 )" = a, 0z. nenegativno resitev enacbe x" = a
oznaéimo z x = 1/a .

I1. Ce je n (korenski eksponent) liho naravno stevilo in a poljubno realno stevilo, potem je 7/a (n-ti koren
Stevila a) tisto realno Stevilo, za katerega je (rg/a )" = a, oz. resitev enacbe x”" = @ ozna¢imo z x = rg/a .

Za lihe korenske eksponente n je 1/~a =—1/a.

Dogovor: 2/a = .Ja, \Ja =a.

Ker v praksi najveckrat uporabljamo kvadratni in kubi¢ni koren, posebej zapiS§imo njuni definiciji.
Za poljubno nenegativno realno stevilo a je ./a tako nenegativno realno stevilo x, da je ¥ =a.
Torej: Ja =x < x’ =a;a, x> 0.

Za poljubno realno Stevilo «a je 1/21 tako realno Stevilo x, da je Y =a.

Torej: 3fa =x = x’ =a;a,x € R.
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IzraGunajmo naslednje korene.
1. /64 =8, ker je 8" = 64.
2. 3/27 =3,kerje 3’ =27.
3. 4/16 =2, ker je 2* = 16.
4
5

/=25 ni realno $tevilo.

. J=5)7% = 25 =5

( jTS )2 ni realno Stevilo, saj J—_S ni realno Stevilo.
1 =—1,kerje (1)’ =-1.

© 0 = o

. J0 =0, kerje 0" =0.
. 38 =2, kerje (2)’ = -

Za poljubna naravna Stevila n, m in r veljajo naslednja pravila za racunanje s koreni:
1. ’k/:l -nfb =nfa-b 3. "r/amrz'i/aim
2. J; b#0 4 nfnfa =mfa

Opomba. Pri sodih korenskih eksponentih morata biti a, b > 0.

nDelno korenimo /8 in 3/16.
B=A2=2p
WG =22 =7
Elzraéunajmo J12 + /48 — . [75.
J12 + /48 — [75 = [4-3 + [163 — /25093 =2 [BEray SRS S 8

EX 1zracunajmo (/3 — /2)" + (/2 = B2 + J3) - J(—4) .

(3= 2P+ (2 -2+ B)- J(-4) =
=(BY-2B 2 +(2V+(2Y-(BY-J16=3-2/6+2+2-3-4=-2/6

2=
ﬂRacwnahzuajmo imenovalca e in CE A

_3.J6 _3/6_.6 22 _ Q-2 _4-4 42 _206-20) 3 5 [
“ o6 6 2 272 Qr. - 72) 4-2 73

E Za a 2 0 delno korenimo Ja—3 :
Ja' = Ja*-a=Jd" - Ja=afa

ﬂlzraz A/a—3 + }/? delno korenimo in zapiSimo produkt.
Jaj +3/a’ =a.Ja +aifa =a( Ja + 3fa)

Izraéunajmo J3 - 427.
B4 =423 =43 =437 3=43" 43 =3.4/3
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[y

KX 1zracunajmo /2 - 3 1afh - 2.

Rl =42 27 02722 =¢27 P 2 = pT g2t =327 =944

B} Za pozitivno stevilo a lahko izraz .fa - 3/a - 3/.Ja poenostavimo.
Ja - ifa -y Ja=8/a a-a=¢a’=a

m Naj bo a, b > 0. Poenostavimo.

a) 24° b
3./2 b 22 %p 2b

b) Jab - 3/a’h : i/ab2 . 1/a b’ = 1%/a(’b6 -a'b’ 12A/a4b8 -a’b’ = lzd/alob8 ca'b" = 1%/a3b_3 = ‘,‘\/ab_1

Enacbe s koreni

Enacbe s koreni so enacbe, v katerih nastopa vsaj en ¢len s korenom poljubne stopnje. ReSitev enacbe je
mnoZica tistih realnih §tevil, za katere je vrednost izraza na levi strani enacbe enaka vrednosti izraza na desni.
Te enacbe resujemo tako, da najprej prenesemo ¢lene s koreni na svojo stran, nato pa vsako stran enacbe
posebej potenciramo z istim eksponentom. Z veckratno ponovitvijo tega postopka dobimo enacbo brez
korenov, ki jo z Ze znanimi postopki re§imo. Vendar enacba brez korenov ni enakovredna prvotni enacbi,

saj smo s potenciranjem kaksno resitev pridobili. Zato na koncu vedno napravimo preizkus.

n Ugotovimo, ali sta enacbi x* = 25 in x = /25 enakovredni.
Iz x* = 25 lahko zapiSemo x* — 25 = 0 in razstavimo (x = 5)(x+ 5) =0 ter zapiSemo reSitvi
x;=5inx,=-5.
Iz x = ,/25 pa dobimo reSitev x = 5.
Ker enacbi nimata iste mnozice resitev, nista enakovredni.

X Resimo enacbo ,/3x—5 +1=x-2.

Clen s korenom vedno pustimo samega na eni strani enacbe m — e
posamezno stran enacbe kvadriramo 3x — 5 = x*—6x+09,

vse Clene prenesemo na eno stran X —9x+14=0,

enacbo razstavimo (x —2)(x—7) =0

in zapiSemo resitvi x; =2 in x, = 7.

Obvezno napravimo preizkus:

I. Ker je leva stran enacbe ,/3-2—5 +1=,/1 + 1=1+1=2indesna stran 2 — 2 =0, stevilo x = 2
ni resitev dane enacbe.

II. Ker je leva stran enacbe ,/3-7-5 + 1= JT6 +1=4+1=>5indesna stran 7 — 2 = 5, je Stevilo
x =7 reSitev dane enacbe.
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B Resimo enacbo 3/2x” +8 —x =0.
Enacbo preoblikujemo v 3/2x° +8 =x / °
2% +8=x"

Lo=e=g

Ker je eksponent liho Stevilo, lahko zapiSemo reSitev enacbe x = 3/—8 = -2.

Potence z racionalnimi eksponenti

Za poljubno pozitivno realno Stevilo a, naravno §tevilo n in celo Stevilo m definiramo potenco z racionalnim
m

eksponentom: a" =njam.

1 1 3
4

£ 2 3.
n ZapiSimo s korenom a”, a” in a .

1

1 1 3
9 2 3 . 4 3
Zapisemo a” = Ja,a’ =3/aina’ =4/a’.

1
2

2 _
E Izracunajmo 8" in (%) .

> Bt
Pisemo 8’ =3/8" =3/6d =4in b ' = &) = 9 =3.

Ce sta a in b poljubni pozitivni realni Stevili, m in p celi §tevili ter # in g naravni $tevili, za racunanje
s potencami z racionalnimi eksponenti veljajo Ze znana pravila:

m yZ m.,p m m m
l.a" -a'"=a" "* 4. (a-b)" =a" - b"

SRS e
2.a":a’=a" 1 5.(9) =“—%

mg m.p b
3. (a") =a"*

3
. <. . - . 2
n Na dva razli¢na nacina izracunajmo 4~ .

3 3 o E
42 =2/4% = 64 =8in4* =(2%)° =2 2=2=3
32 23
E Za a > 0 poenostavimo (a °) - (a°) .
I N OO
(a3 (@) =a> @ =a’3>=a-=1
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2z 3
B Zaa > 0 poenostavimo (a ° - a*) :4fa”.
3
4

2 3 9 3
5 AN =N 2 | b
(a’-a”) :4a =a -a a =a =a =a

4 1
SeEd o e . - . . 4 3 )
ﬂ Vsa Stevila zapiSimo kot potence z osnovo 2 in natan¢no izracunajmo 8~ + 0°25

> ! b N

4 1 . . 1l
8 +025° =2+ =2 T+ (2 =2"+2 =16+2'=18
1 ,
B} Pisno izracunajmo 16 > — 0°25"°.
el 3 4(_1) 5.3
- o 2 2 o2 I L
16 © - (2) =l =2 -2 VL = = =
5 1 Z
ﬂ Pisno izracunajmo (8 - 3)° - (2 - 3) :(3% - 2%).
5 111 S SUNY ST DT R N S S R
8-3)°-(2-3)*:(3-25=2%3) - (2:3)°:(3*-2%=2 °.3°.2°.3°:(3°.2%=
§ 1 7 511 15-2-7 5-2-3
22236.3632:2 6 3 6 221'3022
1
Pisno izracunajmo 108 ° -9
: M
108 % 2 % 1 43 ’% ’%’( 3 1+3
= - o = = b =
W (4- 27) - (3%) (4)—(2 3) .3’ (2) -37-37:2 2 3
=2°.3"=9
E Naj bo a > 0. Poenostavimo dani izraz.
S I ‘1
151 —‘% =& -l 20 -6 ° —(1-2a)=6"'-1+2a=5+2a
6 * e &
1. Dano Stevilo 1'5654798 zaokrozite na: 4. Zasteviliain bvelja: -2 <a< 6in-3< b < 4.
a) 4 mesta, Ocenite a +b,a—bina - b.
b) 2 mesti.
5. Dane mnoZice zapiSite z intervali.
2. Dano Stevilo 237354792 zaokroZite na: a) A={xeR;-2<x<3}
a) 4 decimalna mesta, b) B={xeR;1<x<4}
b) 3 decimalna mesta. c) C={xeR-1<x<2}
¢) D={xe R x<5}
3.Zaa=4'378in b =093 izraCunajte a + b, a — b, d) E={xeR;2<x}

a - bin a: b ter rezultate zaokrozite na tri mesta.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

. Za katere vrednosti x je neenakost 3x +

ZapiSite presek in unijo danih intervalov.

a) (-2,1)in(-1,4) ¢) (-2,o)in[-5, 5]
b) [-4,—-1]in[-3,2] d) (-oo, 4]in (2, 6)
¢) [1,2]in (-1, 1)

. Dana sta intervala (-3, 3) in [-1, 5]. Z intervali

zapiSite naslednje mnozice.
a) A=(-3,3)n[-1,5]
b) B=(-3,3)uU|[-1,5]
c) C=[-1,5]-(-3,3)

&) D=R"—[-1, 5]
d) F=R-(-3,3)
e) F=DNE

. Resite neenacbe ter reSitve predstavite na Stevil-

ski premici in jih zapiSite z intervalom.

2) x< - 214
_1-x _ 3+5x
b) 2 = <¥5—

c) Bx—1Y’<1-3-(2-3x)

359
. 2 - 2
pravilna?

Resite neenacbe ter resitve zapiSite z intervalom.

a) 3x—)%13%—2x
. 4x -2 3x
b) 0°3 - <1

X _ 232 x 4 1\2 1
9 (G-35)V-(G+3)=213

&) (x-2) - (x+2) <201 = 2x)(1 + 3x)

Mnozica A je mnoZica reSitev neenacbe

10 — 4x > 3(1 — x), mnoZica B je mnoZica reSitev
neenacbe 3°5 + j—{ < 2x. Resite neenacbi, zapiSite
mnoZici A in B ter A N B.

Resite sisteme neenacb.
a) 6-2x>3(x—3)in 05 —’2—‘ <X

4x-3 _ o X o 4-x _x
b) z 01>21n 7 >3

2-—x Sx—=2 . 3x-2 . X
—_ e = = = = = __ < -
C) X 3 > mn 02x<L2 3

Resite sistem neenacb 3 — x < ’2—‘ +3<

% - 2x.

Dana je enacba 2(x — a) = 3(1 — x), pri Cemer je x

neznanka in a poljubno realno Stevilo.

a) Resite enacbo.

b) Za katera realna Stevila a bodo resitve enacbe
veCje od 57

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

. Dana je neenacba —% X — %

neznanka in m poljubno realno §tevilo.

> ST’" , pri cemer je x

a) Resite neenacbo.
b) Za katero realno §tevilo m bo x < 1 reSitev
neenacbe?

Pisno izracunajte
[=1] = -8l +[2 - (=6)] + |5 -1}

1

Zaa=—2

inb= % izracunajte vrednost izraza

ala—bl—bla+b

Izracunajte vrednost izraza S=— — FE
a) a=-1linb=-3

—_linp=_2
b) a= 21nb— 3

Zax=1- /2 izracunajte vrednost izraza
ol = 1]

Pisno izracunajte.

a) [(=3)’ +|-15| + 12 - /3|

b) [2=[7-9]+[-2./6[+[3 - /o[ +[/6 -3
o) |2/ =[5 -8 -3%+2-./3]-|/3 -3

Izracunajte razdaljo med tockama, ki ju predstav-
ljata dani Stevili.

a) 7,4

b) -1,5

c) -3,-12

Poenostavimo izraz a + ’a - 3\.

Glede na predznak realnega Stevila a # 0 poeno-
stavimo izraz % K;T Ly lﬂla;l .

Resite enacbe.
a) x|=5 f) [x+2/=x-2|
b) |[-2x|= 6 g) [2x—1|=x
¢) |3x/=-9 h) x—|x+1]=0
&) k—1/-2=0 i) |5 —2x/=3x+2|
d) 3-x=1 HERE

x-3 2

e) [3x+2/=1
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25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Resite neenacbe in reSitev zapiSite z intervalom.
a) x—3/<4 c) 2x—1]>3
b) [x+2/<3 &) [3-x>1

Na Stevilski premici narisite mnoZico tock A,
ki so od toCke s koordinato 2 oddaljene manj
kot za 3, in dano mnoZico opiSite z neenacbo
in intervalom.

Na Stevilski premici nariite mnoZico tock B,
ki so za vec kot za 3 oddaljene od tocke s koor-
dinato —1, in dano mnozico opiSite z neenacbo
in intervali.

Naj bo mnozica /A mnoZica realnih Stevil, ki so

vecja od —4 in manjSa ali enaka 2, mnozica B

pa mnozica realnih Stevil, ki so vecja ali enaka —2

in manjsSa od 5, in mnozica C mnozica realnih

Stevil, ki so od Stevila 1 oddaljena kveCjemu za 3.

a) Dane mnozice opiSite z neenacbami in inter-
vali ter jih predstavite na Stevilski premici.

b) Zapisite presek in unijo mnozZic A in B.

¢c) AlijeCc A inalije C < B?

Pri toc¢enju goriva na bencinski ¢rpalki je najvecja
dovoljena relativna napaka 0°5 %. Na koncu toce-
nja goriva nam je merilnik pokazal 534 litra.
Koliko manj goriva, kot nam kaze merilnik, smo
lahko natocili? Za koliko evrov bi lahko bili
oskodovani, Ce liter goriva stane 1°433 EUR?

ZapiSite oceno za vsoto Stevil 10°25 £0°02 in
5768 £ 0°02. Koliksna je absolutna napaka vsote
in kolik§na ocena za relativno napako vsote?

Pri meritvi parcele pravokotne oblike je geometer
dobil naslednje rezultate: 23’17 m+ 1 cm in
32'25 m £ 1 cm. IzraCunajte povrSino parcele.
Rezultat smiselno zaokrozite in zapiSite oceno
absolutne in relativne napake povrSine parcele
(produkta).

IzraCunajte.
a) J72-18 + ./45-5

b) 3/25-36-240

Na §tevilski premici s konstrukcijo poisc€ite tocki,
ki predstavljata Stevili ,/10 in ,/15.

34. Delno korenite.
a) 2./98 - /50
b) /125 + /180 —5,/20
©) /27 +2" J192 -1 108
&) 3/81 —3/24 +3/192

35. V mnozici realnih Stevil razstavite dane izraze.

a) X’ =9 &) x*— 18

b) x* -2 d) X +x"-3x-3

c) X +3 e) X 4+ 2x = 5x— 10
36. Resite enacbi.

a) X =5=0 b) X’ —x"+2=2x

37. Natanc¢no izracunajte vrednosti izrazov.
a) (/15 - /6)(J/10 +2)
b) (3 +./6) - ./32
¢) /200 - (/T0 +./5)
¢) /864 —(3./2 +2./3)’
d) 3/18 - /96
e) (3716) +(3/~5) - 355
f) 3/640
3/2700 - 107

Natanc¢no izracunajte vrednost izraza
2 5\1 -1 1
—-((z) +5):25.
[ (@52

38.

39. IzraCunajte.

a) 2,56-107 +2-3/0,008
b) 3/0,09-300 +5- ./0,16

Izraz (2 — /3 )’ zapisite v obliki m + n /3 ,
pri cemer sta m in n celi Stevili.

40.

41. Ugotovite, ali je vrednost izraza

(JT+.BY+(S - 2B+ 2)- .34

celo Stevilo.

42. Racionalizirajte imenovalce.
2 < 7
a) NG ¢) e
4 5-./3
b) [g d) 3
0) /3 e) 2./5-3.2
2./3-3 2.5+3.2
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

__2 _ .22
2+1 2

Ugotovite, ali velja L2

1
N

Izracunajte B : A4 i 1n

B=°2L.

* Gejed = J2 in

Delno korenite, racionalizirajte imenovalec
in natan¢no izraCunajte.

-l =, 3
a)J2_7—2-JT2+J4T2§+3-3J%+ﬁ
b) 8+ 3242, 2+3‘1~JF3

Racionalizirajte imenovalec in izraCunajte

(1= 3~ %

Poiscite natan¢no vrednost izraza

7-3ﬁ%—(2—ﬁ)2+ J32.

- % , pri Gemer je a poljubno

Dan je izraz %
od 0 razli¢no realno Stevilo.

a) Poenostavite dani izraz.
b) Zaa=4"

Resite enacbe.

a) Jx+2=x

b) x—1=/x+1

c) 8-2.2x+3 =6

¢) JIx+1=2/x+4

d) S2x+1 - J1-4x" =0
e) J5x—6- /5x+6 =38

f) J6+x-,/6—x=x

Poiscite vsa realna Stevila x, ki zadoscajo enacbi

fE-s-4

Resite enacbe.

a) 3/3x—101 =5
b) x—3x —x-2=0
c) m =1
&) 35+ P+ 5 =2

izraCunajte vrednost danega izraza.

52.

53.

54

55.

56.

57.

ZapiSite elemente mnozic A, B, Cin D ter BN D.
b) B={xeR; <2}

) C={xeRix"-2=0}

) D={xeR; J4Ax—-3 —x=0}

IzraCunajte.

a) J2-32-42 A JA2-i4 2

b) 3/25 - 4/125 - 12/5 &) 3/3-4/27 - 4/3-3/9
o5 4B2-48 0 i Baga L

¢) 4/3-13

. Za nenegativni realni Stevili  in b natan¢no pisno

izraCunajte.

a) Ja -3fa-4/a

b) $h/e 44

c) 3A/“_A/a_9 : ?/;/;9

¢) 4a’ - Ja 3/ Ja

d) i/2a_1b -‘i/4azb_2

e) 3A/ab2 . A/a_lb : i/a_zﬁ

f) Zbijz_zé’ - 122a7'h
a
g) Na ~’g[ab2 - J8 3 Za

326% 2a

Zaa= /3 inb= /2 natanéno izradunajte

vrednost izraza [-4-2 (ab)’
o [

-1
Poenostavite izraz 232 4040 in 74 4 — 196
“Al(flb3

in b = 7 izraCunajte njegovo vrednost.

Natanc¢no pisno izraCunajte.
1
0 9.2 541
a) 5 ~ ) +(3)
b) 0,25 ° +(—3)‘2+:«;‘3 H!

c) 237 +4"(-2)" - (3)" +<81>

&) O (5 + JB -0,027_5

1 2 1
d) 0,04 > +8° — 416" —13°

2 ,
o) ()7 08
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58. Poenostavite.
414
a) (a”) -(a)

1 2 -2

b) (aii . ag)i a-3fa
-0'8

3
o) (a*:3fa?)  (ayfa)

59. Natan¢no izracunajte vrednost izrazov, tako da
vsa Stevila zapiSete kot potence z osnovama 2 in 3
in racionalnim eksponentom.

—0°75
a) 16

2
24°.3/9
b) 307125
3
48 *.4/27

60. Pokazite, da je
1 2
(=3)"\2 . 42 75 0T00R 3 —
=-) 7+2—ﬁ+2 07008 ° =0.

4

1
61. Poenostavite izraz <3-23a./b: f@ b o oblike
9. (a*b %)
354" - b", pri Cemer so k, m in n racionalna
Stevila.

5%}

2 -3 3
62. Dan je izraz (a_gbg) ' : (ab)z.
a) Poenostavite izraz v obliko ’b", pri Cemer sta
p in r racionalni Stevili.
b) Zaa= 1l6 in b = 2 izraCunajte vrednost izraza.

63. PoiScite tako realno Stevilo x, da bo
1 3
4% (=3)7! 2
Ml_ﬂ_ —x-100 2.
(-8)°

G EA

64. Poenostavite izraz ———— inzax=9
L3
vy (- y)
ter y = 2 izraCunajte njegovo vrednost.

2

65. Pokarite, da velja —%— - (1 -3¢ ) =a ™",

5 2
3 3
a —3a




Jll 7. KOMPLEKSNA STEVILA

Mnozica kompleksnih Stevil je mnozZica vseh §tevil oblike z = a + bi, pri Cemer sta « in b realni Stevili in 7 imagi-
.2 . 02
narna enota, za katero veljai =—1: C={z=a+bi;a, b € Rini =-1}.

Stevilo a je realna komponenta, stevilo b pa imaginarna komponenta kompleksnega $tevila z: Rez = ¢, Im z = b.
Zveze med stevilskimi mnozicamiNcZcQcR < C.

Geometrijska upodobitev kompleksnih stevil: Kompleksna Stevila ponazorimo
s toCkami ali krajevnimi vektorji teh to¢k v kompleksni ravnini, ki jo doloc¢ata
pravokotni premici. Vodoravna premica je realna os z enoto 1, navpi¢na os je
imaginarna os z enoto i. Tako toCke na abscisni osi predstavljajo realna Stevila
(imaginarna komponenta je 0), tocke na ordinatni osi pa imaginarna Stevila
(realna komponenta je 0).

Vg

n Za dana kompleksna Stevila 3 + 47, —2 + i, 3, —2i zapiSimo realno in imaginarno komponento.

Re(3+4i)=3,Im(3+4i)=4
Re(-2+i)=-2,Im(-2+i) =1
Re(3)=3,Im(3)=0

Re (=2i) = 0, Im (=2i) = -2

E V kompleksni ravnini nari§imo tocke, ki predstavljajo kompleksna Stevila 2 + i, —1 — 2i, 2i, -3, 3 — i.

Im

E Poiscimo kompleksno Stevilo z, za katerega je Rez + Imz=-3in2Rez—-Imz=9.

ZapiSimo z = a + bi in iz zgornjih enakosti zapiSemo sistem dveh enacb z dvema neznankama a + b = -3
in2a-b=9.

Enacbi sestejemo in dobimo 3a = 6 0z. a = 2 ter iz prve enacbe Se b=—3 —a=-3 -2 =-5.

Iskano kompleksno Stevilo je z =2 — 5i.

Racunanje s kompleksnimi stevili

Sestevanje in odstevanje: Ce je z=a + biin w=c + di, potem je z £ w = (a + bi) £ (c + di) = (a £ ¢) + (b £ d)i.

Mnozenje: Ce je z=a + biin w = ¢ + di, potem je z - w = (a + bi) - (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
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[y

E Zaz=5—-6iin w=-2+iizraCunajmo z + win z — w.

Z+w=5-06i+(-2+0)=5-6i—-2+i=3-5iinz—w=5-6i—(-2+)=5-6i+2—-i=T7-7Ti

BA 1zracunajmo 3 — 5i— (2 + i — (1 — 3i)).
3-5i—Q+i-(1-3))=3-5i—Q+i-1+3i)=3-5i—(1+4i)=3—-5i—1-4i=2-9i.
E Zmnozimo.
a) (1+)(2+3)=2+3i-2i-3"=2+5-3=-1+5i
b) B-2)(4+i)=12+3i—-8i—-2=12-5i+2=14-5i
¢) (5-4)’=5=2-5 4i+(4) =25-40i— 16 =9 — 40
&) 2-i3)2+i3)=4-(S3)V=4-7-3=4+3=7
u Izracunajmo i +i* + i + i + P+ 1 + i +1".
A AU AR AR LR NS Y R IS B GRS (0 KRS R ASE o AR AP A AR A
=i—1—-i+1+i-1-i+1=0.
E Izracunajmo (3 +i)3+i13.
G+ +i"=3+3-3i+3-3- P+ +i"""'=27427i-9—i+i=18+27i.
E V mnoZici kompleksnih Stevil razstavimo izraz X+ 1.

Izraz preoblikujemo v YHl=x"-i= (x+)(x—10).

V mnozici kompleksnih §tevil resimo enacbo x° + 9 = 0.
Enacbo preoblikujemo v ¥’ — 9i* = 0, razstavimo (x — 3i)(x + 3i) = 0 in zapiSemo reSitvi
na = 3i ter - -3i.
Konjugiranje

Vsakemu kompleksnemu Stevilu z = a + bi lahko priredimo konjugirano kompleksno Stevilo z = a — bi.

Geometrijski pomen: V kompleksni ravnini dobimo sliko Stevila 7 z zrcaljenjem Im
Stevila z ¢ez realno os. bl z=a +bi
Lastnosti konjugiranja: ) :
l. z=z Konjugirana vrednost konjugiranega Stevila je enaka il | :
prvotnemu Stevilu. 0 a Re
2. ztw=z%tw Konjugirana vrednost vsote (razlike) je enaka vsoti N
(razliki) konjugiranih vrednosti. Thip é_z d—bi
3.zw=z-w Konjugirana vrednost produkta je enaka produktu
konjugiranih vrednosti.
Za poljubno kompleksno Stevilo z velja: Rez = Z%Z ,Imz= Zz;lz .
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n K stevilom 3 + 2i, 5 — 3i, 2, —4i zapiSimo konjugirana Stevila.
S =2 5=l =500 0 =0 =il =l

BN za:=7-iizracunajmoz+z,z-2,(z)’ inz- z.
z+z =7—i+7+i=14
z2-2=T-i-(T+)=T—i-T—i==2i
EY=(T=iy =T+ =49+ 14i+ =49+ 14i — 1 = 48 + 14i
z2-z2=(1-D)T+)=49-=49+1=50

B Poiscimo kompleksno Stevilo z, za katerojez + z = -2 inz -z = 6i.

Zapi§imo z = a + bi in nato iz prve enakosti a + bi + a — bi = -2 0z. iz 2a = -2 dobimo a = —1.
Iz druge enakosti zapiSemo a + bi — (a — bi) = 6i, dobimo 2bi = 6 in reSitev b = 3.
Iskano Stevilo je z=—1 + 3i.

nlzracunajmo6+z+(1—21) 5.+ (1+ (T +20).
GRS QTR ) S +(1+z)(1+2z) 6+i+1+2i—5-7+(1+i)(1-2i)=
—7+3l+51+1—21+l—21—8+7l+2—10+7l

Deljenje kompleksnih stevil: z : w= 2 = 2% — Z: 7.,
W wew

Za raCunanje s kompleksnimi Stevili veljajo enaki osnovni racunski zakoni kot za raCunanje z realnimi Stevili.

Wy

n K Stevilu z = 4 + i pois¢imo obratno stevilo z .

Zﬁl=l— 1 _ 4-1i _4-i _4-i _ 4 _ i

TIvi @G néd-i) 16+1 17 171 17

E Delimo 21+—_4ii .

2+4i _ (2+40)(A+0) _ 2+21+4l+41 2+6i—4_—2+6i:2(—1+3i):_1+3i
2

=g (1=i)(1+17) il = =1l 2
B Stev1lu2—+1—1 27" (T +3i) poiscimo Re z in Im z.
% 2+i V= QC+dd=i) 1,1 _3ny=
IzracunamoH 2+ 27 (T+30) TEDIED i2+2(1 30)
RS 1 _3i_3_9;
=T+ STte oz 7 tltp-3 =32

in zapiSemo Rez =3 in Imz = -2.
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Absolutna vrednost

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = a + bi je |z| =,/z-Z= A/az +b.

Geometrijski pomen: Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = a + bi je enaka
oddaljenosti tocke z od izhodisca.

Lastnosti absolutne vrednosti kompleksnega Stevila:

1. ’Z| >0 Absolutna vrednost kompleksnega Stevila je nenegativno realno Stevilo.
2. ’Z| =0&<2z=0 Absolutna vrednost je enaka 0 natanko takrat, ko je a = 0.

3. ’Z . w\ \z\ . \w‘ Absolutna vrednost produkta je enaka produktu absolutnih vrednosti.
4. ]— \ |Z| ;w#0  Absolutna vrednost koli¢nika je enaka koli¢niku absolutnih vrednosti.

W

|z + w| < |z| +|w  Absolutna vrednost vsote je manjsa ali enaka vsoti absolutnih vrednosti
(trikotniSka neenakost).

n Izracunajmo absolutne vrednosti kompleksnih Stevil 12 — 57, —1 — ﬁ i, =5 in 4i.
112 = 51 = J127+ (=5)* = JT44 + 25 = /169 =13
1= = SO Y = JTF3 = i =2
5= J=5)* = /55 =5
=& = [T6 =4

3 -1.
o4 o2 Il ==,

E Zaz=3—4iizraCunajmoz+ 2,z z,

z+z=3-4i+3+4i=6
z-z2=03- 4i)(3+4i)=9—16i2:9+16=25

\z\ J3P+ (-4 = O+16 = 25 =5
2=3-3-3-4i+3.3-(4)’ - (4)’ =27 — 108i — 144 + 64i=— 117 — 44i

P S I B £ S L

Z 3.4 (3 4)(3+4) 9+16 25 ' 25
Z _3-4i _ (3-4))(3—4i) _9-2-3 -4i+(4i)’ _9-24i—16 __7 _ 24
z  3+4i  (3+4)(3—4i) 9+ 16 25 PSS

B Pois¢imo kompleksno Stevilo z, za katerega je |z| -z =4+8i.

ZapiSemo z = a + bi in vstavimo v enacbo A/a2 +b* - (a—bi)=4+8i.

Ker je realni del kompleksnega Stevila na levi strani enacbe enak realnemu delu na desni strani,
lahko zapiSemo Jad+ b —a=A4.

Enako velja za imaginarna dela na obeh straneh enacbe, zato je bi = 8/ in od tod b = 8.
Vstavimo za b = 8 v prvo enacbo A/az +8° —a=4in jo s preoblikovanjem v A/az +8 =q+4
in kvadriranjem @’ +64=a" +8a+ 16 resimo a=6.

Iskano kompleksno Stevilo je z = 6 + 8i.

Napravimo preizkus |z| — z = |6 + 8 — 6 + 8 = /36 + 64 — (6 — 8i) = 10 — 6 + 8i =4 + 8i.
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10.

11.

12.

. Za dana kompleksna Stevila 9 — 3i, 3+, —6 — 2i, 1,

—10i zapiSite realno in imaginarno komponento.

. 'V kompleksni ravnini nariSite tocke, ki predstav-

ljajo kompleksna Stevila 5 + 2i, 1 — 3i, 2i, 2,
2°5-2i, —4i, -4, -1 —i.

. Pois¢ite kompleksno Stevilo z, za katerega je

Rez+Imz=5inRez—2-Imz=-16.

. ZapiSite kompleksno §tevilo z, za katerega velja

3-Rez+Imz=10,2-Rez—Imz=35,in ga
predstavite s tocko v kompleksni ravnini.

. Dani sta kompleksni Stevili z; =4 + i

in z, =2 — 5i. Tocki T} in T, v kompleksni
ravnini predstavljata Stevili z; in z,, tocka T;

pa je razpolovisce daljice 7, 7,. Izracunajte kom-
pleksno Stevilo z3, ki ga predstavlja tocka T3, in
tocke T, T, in T; nariSite v kompleksni ravnini.

. Izracunajte.

a) 3+2i—-1-4i—(3-2i)
b) 1-i—(3-2i—(-2i)+4-150)

. Pokazite, da je vrednost Stevilskega izraza

T—6i—(4-5—-(-6+0))+3-2i
imaginarno Stevilo.

. Dani sta kompleksni §teviliz=3+iinw=1—2i.

V kompleksni ravnini ponazorite raune in rezul-
tate racunsko preverite.

a) z+w b) 2z ¢) 3w

. Poiscite realni Stevili x in y, da bo veljalo:

a) 2x+(y+2)i=6-3i,
b) 2x+y+(x+y)i=3+1.

Zaz="T+ 5iin w="T7 — 3i izraCunajte z + w,
2.
Z—w, zZ Inz-w.

Izracunajte.

a) 34503 —1) &) (3-i)

b) (5 +4D)(4+10)  d) (-5 +30)
¢) (3 +3DQ2./3 i) e) (1+2i)

Za x = 2i izraCunajte vrednost izraza
4 3 2
x —2x + 3x" —4.

13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

IzraCunajte.

a) i +2i3-10)+ Q2 +i)

b) (1420 +(1=30)+i

¢) B=i)Y=Q2+2i)(1-2i)+i"
&) (20" + (20" +27(4i) - § 31’

Dano je kompleksno §tevilo z = (2 — 31‘)3.
IzraCunajte z in zapiSite Im z.

IzraCunajte (1 + 1')5.

Naj bo z=(2 +i)(x — 3i) — 2i. IzraGunajte,
za katero vrednost realnega Stevila x je Stevilo z
realno.

ZapiSite vsa realna Stevila a, za katera je (a — z')3
realno Stevilo.

Izraz razstavite v mnozici kompleksnih Stevil.
a) -4 e) ¥ =3

b)az—i-b2 f) a +3a

¢) 9x° — 100 g) X +x +4x+4

&) 16x°+ 1 h) x’+x +3x+3

d) 0°25x" + 1 i) x'—5x"—36

V mnozici kompleksnih Stevil reSite enacbe.

a) X’ —25=0 d) X’ +6=0

b) X’ +25=0 e) X’ +8=0

N X +x+9x+9=0
g) ¥ —x +18x=18

c) 0°36x"+1=0
&) X +16x=0

Zaz=15-3iizraCunajtez+z,z—z,z- Z
PN
in(z)".

Zaz=-5+2iin w= 3 — 4iizraCunajte z + 2w,
- 2. — 2
z—w,z—-winz-w —4z".

IzraCunajte.

a) 3—i+5—7i —4i" +(1-3)(T=2i)

b) 4+3i +(2i) +(2=i)(4-6i)

Poiscite kompleksno Stevilo z, za katerega velja
z+z=10inz—z = 14i.

Za kompleksna Stevila z velja z —z = 8i
in z - z = 41. Poiscite ta Stevila.

ZapiSite kompleksno Stevilo z, za katero velja
2z—z =2-12i

ZapiSite vsa kompleksna Stevila z, za katera velja
2 _
z=11-4z.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Izracunajte realno Stevilo x tako, da bo tudi Ste-
vilo z = (3i)’ + 2xi" + (x + 2)i + 1 + i realno.

K stevilu z = 1 — 2/ poisCite obratno Stevilo. a1

Delite.
+i -
D) 15 0)
23+ 114 <\ 4+3i
b) 5-1 C) 3+ 42.
Stevilo z = 28=107 zapisite v obliki z = a + bi, pri

Cemer sta g in b realni Stevili. Nato v kompleksni
ravnini nariSite tocko, ki predstavlja Stevilo z.

Za §Stevilo z = 2 + i izraCunajte vrednosti izrazov.
z+Zz 2z+3z2
a ra——
) z-z b) z-( Z)
2z
c a—
) z+z

Pokazite, da je vrednost Stevilskega izraza
3+, 3-i -
T + 7 realno stevilo.

IS . . . 2 3 .17 —3
ZapiSite RezinImz,Cejez=(G("—-i)-i —1i .

Dani sta kompleksni Stevili z, =2 — 3i in

44.
Z,= % + i. Natancno izraCunajte z, + 325, 2, - 2,
in Zy 12y

45.
Izracunajte.

2) (2—61')2—(3+—2i)+ﬁ

1+101
—i

b) (-1 +2i) +

47.

Dano je kompleksno Stevilo
z=(2-i)+ 13- L

— i". Izracunaijte z
372 : J
in zapiSite Im z.

Za katero realno Stevilo a bo vrednost Stevila

ati
2+3i

z= enaka 1 — ?

IzraCunajte oddaljenost tock, ki predstavljajo
dana kompleksna $tevila, od koordinatnega
izhodisca.

a) 4-3i &) —3-6i 50.
b) 1—i d) —2+2i,/2
c) 24+7i

Za katero realno Stevilo a bo absolutna vrednost
Stevila z=a + 6i enaka 2,/10?

40.

43.

46.

48.

49.

Dani sta kompleksni Stevili z; = 13 + 9/ in
z, = 4 — 3i. Natancno izraCunajte z,,

Zl|in j—;

. Dano je kompleksno Stevilo z = 2 + i. IzraCunajte

~ . 2 2 —1 . o
kompleksno Stevilo w = \z’ —Zz +z in ga zapiSite
v obliki w = a + bi, pri Cemer sta a in b realni
Stevili.

Dano je kompleksno §tevilo z = 8 — 6i.
IzraGunajte vrednost izraza z° + 3|z - iz.

Na sliki sta dani Stevili z in w.

Im

L T B

a) ZapiSite Stevili z in w in v isti koordinatni
sistem nariSite tocki, ki predstavljata Stevili
Z inw.

b) Izracunajte razdaljo med tockama z in w.

¢) IzraGunajte z - w + f:v

Dano je kompleksno §tevilo z = (2 + i)_z.
Izracunajte |Z|

Z racunom ugotovite, ali velja ] T _2’ 7 | =1.

Za z =2 — 3iizraCunajte vrednost izraza
- 98 2
z-Z+i - \z| 1z

Izracunajte.
.19 . 13-13
a) 37 +[1-i,/5]+ B3¢
- (J6-1)

b) ZEH +i" 5. (1-2)7 +[12+ 5]+ (T=1)

-(4-5H2+i0)-

ZapiSite vsa kompleksna Stevila z, za katera je
|Z‘ =5inImz=-3.

Za kateri kompleksni Stevili z je
z2-26-2i+]z+ 1 =22

Resitvi enacbe x° + 16 = 0 sta oglisc¢i kvadrata
s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u. Resite
enacbo, zapiSite vsa Stiri oglisca kvadrata

in izraéunajte dolZino stranice kvadrata.
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i} 8. OSNOVE GEOMETRUE V RAVNINI
IN PROSTORU

Osnovni geometrijski pojmi

Veljajo oznake:

tocke oznacujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami 4, B, C ...

premice z malimi tiskanimi ¢rkami p, ¢, 7, s ...

kote z znakom <XABC (tocka B je vrh kota)

velikosti kotov z malimi grskimi ¢rkami «, 3, 7, 0, ¢ ...

ravnine z velikimi gr§kimi ¢rkami /7, @, O ...

Skozi dve razli¢ni tocki 4 in B poteka natanko ena premica p (4, B € p).
Ce imata dve premici p in ¢ skupno natanko

eno tocko P, recemo, da se sekata. Tocka P
je presecisce premic.

p
B
A
Premici p in ¢ sta vzporedni (p || ¢), ¢e leZita 5
v isti ravnini in bodisi nimata skupne tocke bodisi D
sovpadata (imata skupne vse tocke). q
K dani premici p skozi dano to¢ko 4 obstaja /oﬂ

natanko ena vzporednica ¢ (aksiom o vzpored- y

nosti). /

Vedno velja p || g. Ce je premica p vzporedna
premici g, potem je tudi premica ¢ vzporedna premici p.

p
Ce je premica p vzporedna premici ¢ in premica ¢ vzporedna premici », potem é

q

je premica p vzporedna premici 7.

Osnovna enota za merjenje razdalj je 1 m.

Izpeljane enote so: 1 dm, 1 cm, 1 mm ...

Velja: 1 m =10 dm = 100 cm = 1000 mm.

Razdaljo med poljubnima tockama A4 in B ozna¢imo z d(4, B).

Lastnosti razdalje: C

1. Razdalja med tockama je nenegativno realno Stevilo: d(4, B) > 0.
Razdalja dveh tock je 0 natanko takrat, ko tocki sovpadata:
dA,B)=0 < A=B.
2. Razdalja med tockama A4 in B je enaka razdalji med tockama B in 4: d(A, B) = d(B, A).
3. Zarazdaljo velja trikotniska neenakost: d(4, B) < d(4, C) + d(C, B).
Tocka C lezi na premici med tockama A4 in B natanko takrat, ko je
d(A, B) =d(4, C) + d(C, B).

Ce sta 4 in B razli¢ni tocki ravnine, potem je daljica AB (ali zveznica tock 4 in B)
mnozica tock, ki leZijo med to¢kama A4 in B, vklju¢no s tockama 4 in B. Dolzina
daljice 4B je enaka razdalji med tockama A in B: |4B| = d(4, B).

oo

[so!
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Nosilka daljice AB je premica p, na kateri lezi daljica AB. D

Naj bo S poljubna tocka v ravnini in 7 pozitivno realno Stevilo. B
Kroznica s srediS¢em S in polmerom 7 je mnozica tock v ravnini, A
ki so za r oddaljene od tocke S.

Zveznico dveh tock na kroznici imenujemo tetiva.

Tetiva skozi srediSce je premer kroZnice. Krog s sredisS¢em S

B
in polmerom r je mnozica vseh tock v ravnini, ki so kvecjemu
za r oddaljene od tocke S. @ A

[y

V ravnini sta dani toCki 4 in B, za kateri velja d(4, B) = 2 cm. Nacrtajmo kroznico, ki ima srediSce
v tocki 4 in gre skozi tocko B, tetivo BD z dolzino 2 cm in tetivo BE, ki gre skozi tocko 4. Ocenimo
razdaljo d(D, E).

Najprej v ravnini izberemo poljubni tocki 4 in B, za kateri je d(4, B) = 2 cm. D,
S Sestilom naértamo kroznico, ki ima srediSce v tocki 4 in gre skozi to¢ko B. i
Nato Sestilo z istim lokom (2 cm) zapiéimo \% toéko B in nariSemo loka tako

s tockama D, in D, in naértajmo tetivi BD; in BD,.
Tetiva BE je premer kroznice. y
Zapisimo trikotniSko neenakost d(E, B) < d(E, D,) + d(D,, B) in izrazimo D,

d(E, B) — d(D,, B) <d(E, D).

Vstavimo podatke d(E, D;) > d(E, B) —d(D,, B) >4 —2 =2.

Ker sta tocki D, in E na kroZnici, je razdalja med njima manjSa ali enaka premeru kroZnice: d(D,, E) < 4.
Zapisemo oceno 2 < d(D,, E) < 4.

Mnozica to¢k je konveksna, ¢e hkrati s poljubnima svojima tockama 4 in B vsebuje tudi daljico AB.

Primeri konveksnih mnozic in nekonveksnih mnoZic.
petkotnik trikotnik kroznica Stirikotnik krozni kolobar

Vsaka toc¢ka O na premici p razdeli premico na dve disjunktni mnozici (presek je prazna mnoZica). Unijo vsake
od teh mnoZic in to¢ke O imenujemo poltrak /4 z izhodis¢em v tocki O.

k 0 h
poltraka /1 in k
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Vsaka premica p v ravnini razdeli ravnino na dve neprazni, disjunktni, konveksni
mneozici, ki ju imenujemo polravnini ali bregova premice. Premica p je rob polrav- D
nin. Toc¢ki 4 in B sta na istem bregu premice p, ¢e daljica AB ne seka premice p.

Dva poltraka /4 in k s skupnim izhodis¢em V'

razdelita ravnino na dve mnoZici — kota. k

Tocko Vimenujemo vrh kota, poltraka / in k& A B
pa kraka kota.

Navadno z lokom oznac¢imo kot, ki nas v danem 7

primeru zanima.
Ce se poltraka # in k s skupnim izhodiséem prekrivata, dolo¢ata dva kota: polni kot ali ni¢elni kot.
Ce se poltraka # in k s skupnim izhodiséem dopolnjujeta v premico, dolocata iztegnjeni kot.

Kota, ki imata skupen vrh in en krak, imenujemo sosednja kota.

14
nicelni kot

o B V

polni kot iztegnjeni kot sosednja kota

Kota, pri katerih se en par krakov dopolnjuje v premico, drugi krak pa je skupen, imenujemo sokota.

Kota, pri katerih se oba para krakov dopolnjujeta v premici, imenujemo sovrsna kota.

V

14
sokota sovr$na kota

Za merjenje kotov uporabljamo dve osnovni enoti:
I. 1 kotna stopinja: 1° je dolo¢ena tako, da polni kot meri 360°.
Manjsi enoti: 1 kotna minuta: 1’ (60’ = 1°)
1 kotna sekunda: 1” (60" =1")
II. 1 radian: 1 radian je srediS¢ni kot, pri katerem je dolZina kroznega loka enaka polmeru kroga.

Polni kot meri 27 radianov, iztegnjeni kot pa m radianov.

Kote v radianih (Ge je mogoce) zapisujemo v natancni obliki, npr. g g , %
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[y

n Kot a=39'7431° zapisimo v stopinjah, minutah in sekundah, kot f=42°28'11" pa v stopinjah na §tiri
decimalke natancno.

Za pretvorbo o= 39°7431° v stopinje, minute in sekunde na kalkulatorju uporabimo tipki {2“dF]
in {D°M'S}
ter dobimo = 39°44’ 35" (preverite na svojem kalkulatorju).

Z veckratno uporabo tipke {D°M'S} vnesemo velikost kota fv kalkulator, nato pa z uporabo tipk {2ndF]
in {D°M'S} dobimo rezultat S = 42"4697°.

E Kot @=53°21" in kot f= 75° zapiSimo v radianih, kota y= 07435 in 6= 3?“ pa v stopinjah in minutah.

©)
Z uporabo formule o = “180'0“ (ali tipk kalkulatorja {2“dF} in {DRG}) dobimo a=0"9311in f= %

. (RAD) o
Z uporabo formule al” = % ali tipk kalkulatorja [2“dF] in {DRG} (na zacetku moramo imeti
kalkulator nastavljen na delo v radianih) dobimo y=42°36" in 6= 108° (pri tem pazimo na zaokroze-
vanje, npr. 30" se zaokrozi navzgor).

B Izracunajmo vsoto in razliko danih parov kotov.
a) a=47°35', f=29°48’
— U5 — U
b) y= 3> o= 2

Izracunamo o+ f=77°23"in a— f=17°47".

i< _n _,n _4n+3n _In
Zaplsemoy+5—3+4— 5 =13

_4n-3n

0
4 12

iny—o=

wia
Sla

Lastnosti merjenja kotov:

1. Vsakemu kotu pripada nenegativno realno Stevilo — velikost ali mera kota. Nicelni kot meri 0.
2. Kota sta skladna natanko takrat, ko imata enako velikost.

3. Velikost unije sosednjih kotov je enaka vsoti velikosti obeh kotoy.

e

y=a+p
Iztegnjeni kot meri 180°. Pravi kot je skladen svojemu sokotu. Pravi kot meri 90°.
Kot « je oster, ¢e je o< 90°. Kot o je top, Ce je 90° < ar < 180°.
Kota « in Jsta komplementarna, ¢e je o + = 90°.

Kota « in S sta suplementarna, ¢e je o+ = 180°.

Sokota ¢ in f sta suplementarna.
Sovr$na kota « in fsta skladna, prav tako yin o. %
[0 y
%ﬂ B a+ f=180°
1)

a
v
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n Kotu = 63°41" poiscimo velikosti komplementarnega kota /3 in suplementarnega kota y.

Izracunamo f=90° — @=26°19" in y=180° - ¢=116°19".

E Kotu a= g poisc¢imo velikost komplementarnega kota £ in velikost suplementarnega kota .

G =L =0 _T _308_T _2% _Tipy=mgg=mn—2 =07_1 _ 57
Izracunamoﬂ’—2 a=3—¢ = = =Ziny=n-a=n-¢ z = -
Dve sekajoci se premici dolocata §tiri kote q
(dva para sovrsnih kotov). Kot med premicama,
ki se sekata, je po dogovoru manjsi od teh
kotov. )
p kot med premicama

Premici p in ¢ sta pravokotni (p L ¢), ¢e je kot
med njima pravi kot.

Naj premica p seka premici ¢ in s v dveh
razli¢nih tockah. Premico p imenujemo precnica
in s premicama ¢ in s oblikuje ve¢ kotov.

Premici s in ¢ sta vzporedni natanko takrat,
ko sta kota ¢ in «, skladna.

Kota z vzporednimi kraki sta bodisi skladna bodisi suplementarna.

a=p a=y a+0=180° a+§=180°

Kota s pravokotnimi kraki sta bodisi skladna bodisi suplementarna.

a+ f=180° a=y

a+3=180°
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Dani sta vzporednici p in ¢, pravokotnica s na premico ¢
ter premica r, ki seka premico p pod kotom «; = 50°.
Izracunajmo velikosti kotov « in .

Ker sta kota ¢; in o kota ob vzporednici, je o= a; = 50°.

Skozi preseciS¢e premic r in p nariSemo vzporednico s,
k premici s.

Zato je premica s; pravokotna na p in velja f= f,.

Ker pa so koti ob premici p suplementarni, je

L= =180°—-50°—-90°=40°.

Pravokotna projekcija tocke 4 na premico p je preseciS¢e premice p in pravoko-
tnice skozi tocko A na premico p. Razdalja med tocko 4 in premico p je razdalja
med tocko 4 in njeno pravokotno projekcijo na premico p.

Togi premik ali gibanje je taka preslikava tock ravnine v tocke iste ravnine,
ki ohranja razdalje.

Primeri togih premikov:

1. Vzporedni premik za vektor # (usmerjeno daljico): B
2. Zrcaljenje Cez premico p: JpStiant -
B B
: Yt

-
-

3. Vrtenje okoli tocke O za kot ¢:
a) v pozitivni smeri (vrtenje, nasprotno smeri urnega kazalca),
b) v negativni smeri (vrtenje v smeri urnega kazalca).
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Dva lika L, in L, sta skladna (L, = L,), ¢e obstaja togi premik, ki preslika drugega na drugega.
Dve daljici sta skladni natanko takrat, ko sta enako dolgi.

Mnozica tock je simetri¢na glede na premico p, €e je enaka svoji zrcalni sliki glede na premico p. Premico p
imenujemo simetrijska os ali simetrala dane mnozice.

Simetrala daljice AB je pravokotnica skozi njeno razpolovisce.
Tocka T lezi na simetrali daljice AB natanko takrat, ko je
enako oddaljena od obeh krajiS¢ daljice AB.

Simetrala kota je premica, ki gre skozi vrh kota in razpolavlja
kot. Toc¢ka T'lezi na simetrali kota natanko takrat, ko je enako
oddaljena od obeh krakov kota.

E Konstruirajmo simetralo daljice AB, Ge je [4B| = 4 cm.

Narisemo daljico AB z dolzino 4 cm. V Sestilo vzamemo poljuben polmer,
vec€ji od 2 cm, Sestilo zapi¢imo v tocko 4 in nariSemo en lok nad daljico,

nariSemo simetralo daljice.

E Konstruirajmo simetralo poljubnega kota.

NariSemo poljuben kot. V Sestilo vzamemo poljuben polmer, Sestilo
zapi¢imo v vrh kota in nariSemo lok tako, da seka kraka kota. Nato

in postopek ponovimo za drugo, pred tem pridobljeno presecisce, tako da
se oba loka sekata. Nato skozi to tocko in vrh kota nariSemo simetralo kota.

B NariSimo poljubno premico p in tocki 4 € pin B ¢ p.
a) Skozi toCko 4 konstruirajmo pravokotnico ¢ na premico p.
b) Skozi tocko B konstruirajmo pravokotnico » na premico p.
¢) Na sliki pois¢imo pravokotno projekcijo B, tocke B na premico p in to¢ko B,, ki je simetri¢na tocki B
glede na premico p.

a) NariSemo poljubno premico p in na njej izberemo poljubno tocko A.
Potem Sestilo s poljubnim polmerom zapic¢imo v tocko 4 in nariSemo lok, tako da dvakrat seka premico p.
Sestilo zapi¢imo najprej v eno od dobljenih presecisé na premici in naredimo lok.
Nato ga zapi¢imo Se v drugo preseciSce na premici in naredimo lok na isti strani premice.
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b) Izberemo poljubno tocko B, ki ne lezi na premici p.
Sestilo zapi¢imo v toc¢ko B in narisemo krozni lok, ki seka premico p v dveh razli¢nih tockah.
Sestilo zapi¢imo najprej v eno od dobljenih presecisé na premici in naredimo lok na drugi strani, kot je
tocka B.
Nato zapicimo Sestilo Se v drugo preseciSCe na premici in naredimo lok, ki seka pred tem narisani
kroZzni lok.

nico r.

¢) Pravokotna projekcija B; tocke B na premico p je
presecisce premic p in r.
Tocko B,, ki je simetri¢na tocki B glede na premico p,
dobimo tako, da Sestilo zapi¢imo v tocko B;, odmerimo
polmer do tocke B in nariSemo kroZni lok, ki seka pre-

mico r na drugem bregu premice p.

Simetrala poljubne tetive dane kroznice gre skozi
sredisce kroznice.

Premico s, ki seka kroznico v dveh razli¢nih tockah,
imenujemo sekanta. Premico m, ki ne seka dane
kroznice, imenujemo mimobeZnica. Premico z,

ki ima s kroznico skupno natanko eno tocko D
(dotikalis¢e), imenujemo tangenta na kroznico.
Tangenta na kroznico je pravokotna na polmer

v dotikaliScu.

E Na sliki sta dani kroznici K, in K,, premice p, ¢ in s ter tocke S, 4, B, C, D
in E. ZapiSimo vse poznane geometrijske pojme.

KroZnici K in K, sta koncentri¢ni. Premica p je tangenta na kroZnico K;
in sekanta kroznice K,. Premica ¢ je tangenta na kroznico K, in mimobez-
nica za kroznico K;. Premica s je mimobeZnica za obe kroZnici. Daljice EB,
BD in ED so tetive kroznice K,. Daljica CA je tetiva kroznice K,. Premici p
in ¢ sta vzporedni.

E NariSimo kroznico K s srediS¢em S in polmerom » = 25 cm in na njej izberimo
poljubno tocko D. Skozi tocko D konstruirajmo tangento 7 na kroznico K.

NariSemo krozZnico K s srediS¢em S in polmerom 25 cm. Na kroZnici si
izberemo poljubno tocko D.

Nato nariSemo poltrak z izhodis¢em v tocki S, ki poteka skozi tocko D.
V tocko D zapic¢imo Sestilo s polmerom 7 = 25 cm in na poltraku nariSemo lok.

Dobljeno tocko oznacimo z A. Tangenta ¢ je simetrala daljice S4, ki jo konstrui-
ramo po Ze znanem postopku.




82  MATEMATIKA V GIMNAZIJI

Ravnino natanko dolocajo:

1. trirazlicne tocke, ki ne leZijo na isti premici
(tri nekolinearne tocke);

2. premica in tocka zunaj te premice; °B

3. dve sekajoci se premici;

4. dve razlicni vzporednici. /7, /7,

Vsaka ravnina preostanek prostora razdeli q
na dve neprazni, disjunktni mnozici —
polprostora.

Premica p in ravnina /7 sta vzporedni (p || /7), e 7

bodisi nimata skupne tocke bodisi premica p lezi 77
v ravnini /7. Ce je premica p vzporedna premici /7
q, ki lezi v ravnini /7, je premica p vzporedna q

ravnini /7.

Ravnini /7in Q2 sta vzporedni (/7 || ©2), Ee bodisi
nimata skupne tocke bodisi sovpadata.

Ce je ravnina /7vzporedna ravnini @ in ravnina =
@ vzporedna ravnini {2, potem je ravnina /7
vzporedna ravnini £2.

°~

Skozi dano tocko T poteka natanko ena ravnina
£ ki je vzporedna dani ravnini /7 &z

Premica p je pravokotna na ravnino /7, e je pra- p
vokotna na vsako premico v ravnini /7.

Skozi dano tocko T poteka natanko ena premica
P, ki je pravokotna na dano ravnino /7.
Pravokotna projekcija tocke 7 na ravnino /7 p
je presecisCe ravnine /7 in pravokotnice skozi
tocko 7 na ravnino /7.

77,
Razdalja med tocko T in ravnino /7 je razdalja F‘i i
med tocko 7 in njeno pravokotno projekcijo 7" i
na ravnino /7. |

Kot med premico p in ravnino /7 je kot med
premico p in njeno pravokotno projekcijo p
p' naravnino /7.

Kot med ravninama /7 in £2 je kot med
pravokotnicama na ti dve ravnini.
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Trikotnik, enakostranicni trikotnik, enakokraki trikotnik,
pravokotni trikotnik in Pitagorov izrek ter kotne funkcije

Trikotnik 4BC je mnoZica tock v ravnini, ki jo omejujejo zveznice (daljice) treh nekolinearnih tock 4, B in C.

Oznake:

ogliséa trikotnika: 4, Bin C

dolzine stranic trikotnika: a, b in ¢

notranji koti trikotnika: X CAB = o, XABC = fin XACB=y

Za trikotnik velja:
a) obseg:o=a+b+c

b) polovica obsega trikotnika: s = ‘%

a-v, _b-v, c-v,

¢) plosCina: S'= 3 3

Visina na stranico trikotnika je daljica, ki je pravokotna na stranico in povezuje stranico ter nasprotno oglisce.
Visine trikotnika ozna¢imo z v,, v,, v.. Vse tri trikotnikove viSine se sekajo v eni toCki V' — viSinski tocki
trikotnika.

A B

s t,, 1, 1. Vse tri trikotnikove teziS¢nice se sekajo v eni tocki T — tezis¢u trikotnika.

Tezisce trikotnika deli vsako teziS¢nico v razmerju 2 : 1 (gledano od oglisca).

Srednjica trikotnika je zveznica razpoloviS¢ dveh stranic. Srednjica trikotnika je vzporedna tretji stranici, njena

dolZina je polovica dolZine te stranice.
C
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in viSino na stranico c.

Najprej nariSemo stranico AB dolZine 7 cm.

S Sestilom nariSemo lok s srediS¢em v tocki B in polmerom 6 cm. Nato
nariSemo lok s srediS¢em v toc¢ki 4 in polmerom 5 cm. PreseciSCe narisa-
nih lokov je to¢ka C. NariSemo Se stranici a in b.

S simetralo stranice AB poiS¢emo razpolovisce stranice ¢ in ga poveZzemo

Iz oglisca C nariSemo poljuben lok, ki seka stranico ¢ v dveh razlicnih
tockah. Lok z istim polmerom nariSemo $e iz dobljenih presecisc.

Povezemo dobljeno presecisce lokov in oglisS¢e C. Daljica od oglis¢a C
do stranice c je viSina na stranico c.

Za trikotnik velja:

a) vedji stranici nasproti lezi ve¢ji kot in obratno, ve¢jemu kotu nasproti lezi daljSa stranica,

b) vsota notranjih kotov trikotnika meri 180°: o+ S+ y=180°,

¢) zunanji koti trikotnika &', ', ¥’ so sokoti notranjim kotom, zato velja:
a+a' =180°, g+ ' =180°, y+ y' =180°,

¢) vsota zunanjih kotov trikotnika meri 360°: &’ + ' + y' = 360°,

d) zunanji kot trikotnika je enak vsoti neprileZnih notranjih kotov:

[Vy

n Izracunajmo neznane notranje in zunanje kote trikotnika, ¢e je & =49°55" in f=47°13".

a'=p+y
p=a+y
v'=a+p

Iz formule .+ S+ y= 180° izrazimo y= 180° — o — = 82°52’, nato pa k vsakemu notranjemu kotu
izracunajmo Se zunanji kot: &' = 180° — o= 130°5', ' =180° — f=132°47"in y' = 180° — y=97°8".

E Na sliki je dan kot X ABC, ki meri 140°. Tocka D je enako oddaljena od obeh krakov kota in enako odda-
ljena od tock B in C. Izracunajte velikost kota X BDE, Ce je tocka E razpolovisce daljice BC.

v

B g C
Ker je tocka D enako oddaljena od krakov kota, lezi na simetrali kota X ABC. Zato je X DBE = 70°.
Ker je tocka D enako oddaljena od tock B in C, leZi na simetrali daljice BC. Zato je X DEB = 90°.
Ker je vsota notranjih kotov trikotnika BED enaka 180°, je X BED = 20°.
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SrediSce trikotniku ocrtanega kroga je preseciSCe simetral stranic trikotnika.
Polmer trikotniku o¢rtanega kroga oznac¢imo z R.

Sredisce trikotniku vértanega kroga je presecisce simetral notranjih kotov
trikotnika. Polmer trikotniku vértanega kroga oznacimo z r.

85

[y

n Konstruirajmo trikotnik ABC s podatkia =6 cm, b=3 cminc=7 cm
ter mu o¢rtajmo kroznico.

Najprej nariSemo trikotnik ABC.
Nato konstruiramo simetrali dveh stranic (npr. stranic c in b).

Presecisce simetral stranic je srediSce S, oCrtane kroznice,

ki jo nariSemo tako, da Sestilo zapic¢imo v S,

polmer kroZnice pa je enak razdalji med S,in enim od ogliS¢ trikotnika
(npr. oglis¢em A).

E Konstruirajmo trikotnik s podatki @ = 5 ¢cm, b = 6 cm in ¢ = 8 cm ter mu vértajmo kroznico.

Najprej nariSemo trikotnik ABC.

Nato konstruiramo simetrali dveh notranjih kotov (npr. kotov « in f).
Presecisce simetral notranjih kotov je sredisce S, oCrtane kroznice,

ki jo nariSemo tako, da Sestilo zapi¢imo v S,,

polmer kroZnice pa je enak razdalji med S, in eno od stranic trikotnika

C

(npr. stranico c).

Trikotnika AABC in AA'B’C’ sta skladna
(AABC = AA'B'C"), ¢e obstaja togi premik,
ki preslika drugega na drugega.

Ce sta trikotnika skladna, imata paroma skladne stranice
in paroma skladne kote.

C
Izreki o skladnosti trikotnikov: A B A
1. Ce imata trikotnika skladno stranico in prilezna kota, sta skladna.
2. Ce imata trikotnika skladni dve stranici in kot med njima, sta skladna.
3. Ce imata trikotnika paroma skladne stranice, sta skladna.
4. Ce imata trikotnika skladni dve stranici in kot, ki leZi nasproti daljsi od obeh stranic, sta skladna.

C
B
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n Zapisimo skladne trikotnike, ki so na sliki, Ce so tocke D, E in F razpolovisca stranic.

C

A D B
Skladni trikotniki so: AADF = AFEC = ADBE = AEFD.

E Narisimo trikotnik ABC s podatki a =4 cm, b=2 cm in ¢ = 5 cm. Tocka D je pravokotna projekcija tocke
C na stranico ¢, tocka E je simetri¢na tocki C glede na daljico AB. NariSimo daljice EC, AE in BE ter zapi-
Simo skladne trikotnike. c

Konstruiramo trikotnik ABC.

Iz tocke C nariSemo pravokotnico na stranico AB
in na njej poiséemo tocko E.

Skladni so naslednji trikotniki:

AABC = AABE A B
ADC = AADE
ABDC = ABDE

E

Trikotnika AABC in AA'B’'C’ sta podobna (AABC ~ AA’'B’C"), e imata paroma skladne kote.
C

A ¢ B A ¢ B B

Ce sta trikotnika AABC in A4A'B’'C’ podobna, potem so razmerja istoleznih stranic enaka:

'

—_ad_0b _d
k_a_b_c'

Stevilo & imenujemo koeficient podobnosti.

Izreki o podobnosti trikotnikov:

1. Ce se trikotnika ujemata v dveh kotih, sta podobna.

2. Ce se trikotnika ujemata v dveh razmerjih enakoleznih stranic, sta podobna.
3. Ce se trikotnika ujemata v kotu in v razmerju prileznih stranic, sta podobna.
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[y

n Narisimo daljico AB z dolZino 5 cm in na njej poiS€¢imo tocki E in F, za kateri velja |AE = % |AB|
: 7
in lAﬂ = MB|
NariSemo daljico AB in poltrak z izhodiS¢em v tocki A4.
Na poltrak nanesemo skladne daljice (enote)
in tocke oznacimo s Stevili od 1 do 7. A E B F

Nato povezemo tocko 4 na poltraku s tocko B.
Skozi tocko 3 potegnemo vzporednico

k prejsnji daljici.

Presecisce vzporednice in daljice AB je

tocka F.

Nato nariSemo Se vzporednico skozi tocko 7.
Presecisce vzporednice in daljice AB je tocka F.

P3| Na sliki je narisan trikotnik ABC in daljici DF || BC in GE || AB.
ZapisSimo podobne trikotnike in izracunajmo dolZino daljice GE.

Ker je DF || BC in GE || AB in so koti ob vzporednicah skladni, lahko zapiSemo:

AABC ~ AADF ~ AGHF ~ AGEC.
Zato lahko zapiSemo % = %
in od tod izraCunamo |GE1 = % = 55—3 =3. 4 4 D 1B

B V trikotniku ABC je |AB| =12 cm, BCI =9cmin |AC| = 8 cm. Skozi oglisce C trikotnika ABC nariSimo
premico, ki seka stranico AB v tocki D tako, da je kot ACD skladen kotu ABC. ZapiSimo podobna

trikotnika in izracunajmo dolzino daljice CD. C
Narisemo sliko.
Trikotnika ABC in ACD sta podobna, zato je L] _
’ [BC] ~ |CD|*
Od tod izraGunamo |CD| = R L 6 cm. a p

[4B] 1

Pravokotni trikotnik je trikotnik, ki ima en pravi kot. Obi¢ajno je to kot
v ogliS¢éu C. Stranici a in b imenujemo kateti, stranico ¢ pa hipotenuza
pravokotnega trikotnika.

Za pravokotni trikotnik velja:

a) kota ob hipotenuzi sta komplementarna: o+ = 90°

b) Pitagorov izrek je C=d +b

¢) z a,, b, oznacimo dolzini pravokotnih projekcij katet @ in b na hipotenuzo: a, + b, =c
4

¢) polmer trikotniku ocrtanega kroga je enak polovici dolZine hipotenuze c: R = 5

d) Evklidov izrek: a = a -c, b = b, -c

v o 2
e) Visinski izrek: v: = a, - b,
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[y

n V pravokotnem trikotniku merita kateti = 4 cm in b = 12 cm. Natancno izracunajmo dolzino hipotenuze
in polmer trikotniku ocrtanega kroga.

Iz Pitagorovega izreka ¢’ = @’ + b” izraunamo ¢ = Jat+b* = /16 + 144 = /160 =4 m cm in nato
Se polmer trikotniku ocrtanega kroga R = % =2,/10 cm.

E V pravokotnem trikotniku hipotenuza ¢ meri 29 cm, kateta a pa 20 cm. Izracunajmo dolZino katete b.

- : B a2 Ag . A_ A Bo o o
1z Pitagorovega izreka a” + b~ = ¢” izrazimo b~ = ¢~ — a” in izraGunamo

b= J*—a’ = J29° 20 = /841 —400 = /441 =21 cm.

E V pravokotnem trikotniku je vsota dolzin katet 17 cm, hipotenuza ¢ pa meri 13 cm. IzraCunajmo dolZini
katet trikotnika.

ZapiSemo c= 13 cminiza+ b =17 izrazimo a = 17 — b.
Uporabimo Pitagorov izrek c=d+ bz,

vstavimo dane vrednosti 13> = (b— 17)2 + b

in preoblikujemo 169 = b” — 34b + 289 + b’

in iz 26° — 34b + 120 = 0 zapiSemo b° — 175 + 60 = 0.

Enacbo resimo z razstavljanjem (b — 5)(b— 12) = 0.

Dolzini katet stab=5cmina=12cmalib=12cmina =5 cm.

Kotne funkcije v pravokotnem trikotniku:

sina =
cosa=
tan o =

cota=

QIS X o VIR

Sinus kota o je enak razmerju med kotu « nasprotno kateto in hipotenuzo.
Kosinus kota « je enak razmerju med kotu « prileZzno kateto in hipotenuzo.
Tangens kota « je enak razmerju med kotu « nasprotno Kkateto in prilezno kateto.

Kotangens kota « je enak razmerju med kotu « prilezno kateto in nasprotno kateto.

Vrednosti kotnih funkcij za nekatere kote:

a® - sin¢ | cosa | tana | cota
0° 0 0 1 0 -
ANEREE AR
45° z L2 L2 1 1
AEREAREEAE
90° g 1 0 - 0
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$in30° + cos’45° - tan45°

Pois¢imo natanc¢no vrednost izraza
n c0s30° - cot60°

1 2 1.1
sin30° + cos’45° - tan45° _ SR 1 5+]

Zapisemo c0s30° - cot60° %3 L3 %

NI—=]—

E V pravokotnem trikotniku meri stranica a 6 cm, kot « pa 30°. Natan¢no izraCunajmo dolZini stranic b in c.

= g 1 1 — _a — i p—
Iz zveze tan = § izrazimo b= 4— 7 6./3 cm,
3

izsina= % pa zapiSemo ¢ = -4 =

- =12 cm.
smmao

[STE o)

B V pravokotnem trikotniku je a = 5 cm in b = 12 cm. Vrednosti kotnih funkcij sinus, kosinus in tangens
kota « zapiSimo na §tiri mesta natan¢no in na minuto natan¢no izracunajmo velikosti notranjih kotov
trikotnika.

Iz Pitagorovega izreka ¢’ =d’ + b” izratunamo ¢ = A/az +b* = 25+ 144 = ,/169 =13 cm.
ZapiSemo sin o = 15—3 =0'3846, cosa= % =0'9231, tanax = 15—2 =0'4167.
IzraGunamo a=22°37"in f=90°— a=67°23".

ﬂ V pravokotnem trikotniku je kateta a = 20 cm, viSina na hipotenuzo v, = 11°5 cm. IzraGunajmo velikosti

neznanih notranjih kotov trikotnika in dolZini neznanih stranic. Velikosti kotov zapiSimo na minuto,
dolZine stranic pa na stotinko natancno.

NariSemo skico.
Izsinf="* =0'5750 izracunamo f=35°6’
in nato @ =90° — f=54°54".

Iztanf= g izraCunamo b =a - tanf=20 - tan35°6' = 14°06 cm.
_ @ SR _ _a_  _ 20 — 94"
Iz cos f= ¢ izracunamo ¢ = 0SB = c0s35°6" 24°45 cm.

Enakokraki trikotnik je trikotnik, v katerem sta dve stranici (kraka) enako dolgi.

A

[SY[

Za enakokraki trikotnik velja:

a) kota ob osnovnici sta enako velika: a =

b) viSina na osnovnico v, razpolovi osnovnico ¢

¢) viSina na osnovnico v, razpolovi kot ob vrhu ()
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[y

n V enakokrakem trikotniku meri osnovnica ¢ = 18 cm, kraka pa @ = b = 15 cm. Izracunajmo dolzino viSine
na osnovnico. c

oo 9 9 9 5 5 2 2 2
NariSemo skico in uporabimo Pitagorov izrek (% )Y +vi=a.

Izrazimo v’ =a’ — (% )

in izraCunamo v = /az—(g)2 = J157 =97 = /225—81 = /144 =12 cm. S

E V enakokrakem trikotniku ABC meri osnovnica 8 cm, kot med krakoma C
pa 40°. Izracunajmo dolzino kraka in rezultat zaokrozimo na 3 mesta.
Iz lastnosti enakokrakega trikotnika in s pomocjo slike b
dobimosinZ =2 inodtod b= - = —4— = 116952 = 11'7 cm, K
sin % sin20
A % c B

Enakostranié¢ni trikotnik je trikotnik, v katerem so vse stranice enako dolge.
Za enakostranic¢ni trikotnik velja:
a) vsi notranji koti so enaki: = = y=60°

b) visina je v = 453

2
¢) ploséina je S = %ﬁ

¢) srediSCe vértanega in ocrtanega kroga, viSinska tocka in tezisCe trikotnika sovpadajo

d) polmer vértanega kroga meri polovico polmera o¢rtanega kroga: r = 123

n Obseg enakostrani¢nega trikotnika je 12 dm. IzraCunajmo dolZino stranice « in viSino v.

Izo=3a=12 dmizraéunamoa=§ = 13—2 =4 dm.

Izracunamo Se dolzino viSine v = %B = %B =2,/3 dm.

BH Konstruirajmo kote 60°, 120°, 90° in 45°. I

Najprej konstruiramo kota 60° in 120°.

Nato pa s simetralami kotov nariSemo Se kota 90° in 45°.
60°

&

B Konstruirajmo trikotnik ABC s podatki 5 =4 ¢cm, ¢ =5 cmin a = 30°.

Najprej nariSemo kot 60°, nato s simetralo tega kota kot 30°.

Vrh kota oznacimo z 4 in na krakih kota odmerimo razdalji ¢c =5 cm
inb=4cm.

Dobljeni to¢ki ozna¢imo z B in s C ter ju poveZemo. A c B
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ﬂ Konstruirajmo trikotnik ABC's podatki c = 6 cm, a=45°in = 30°.

Nato konstruiramo kota 45° in 30°.

Presecisce krakov obeh kotov oznac¢imo s C. a 8

H Konstruirajmo trikotnik ABC s podatki ¢ =4 cm, .= 3 cm in = 60°.

Nato v tocki B konstruiramo kota 60° in 90°.

Na pravokotnici odmerimo 3 cm in skozi to tocko

nariSemo vzporednico k stranici c.

Presecisce vzporednice in kraka kota 60° ozna¢imo s C. B
Povezemo tocki 4 in C. A ¢ B

Stirikotnik, paralelogram, romb, pravokotnik, kvadrat,
trapez in enakokraki trapez, deltoid

Stirikotnik ABCD je mnozica tock v ravnini, ki jo omejujejo daljice AB, BC, CD
in AD, pri cemer so A4, B, C in D razli¢ne tocke v ravnini, tako da nobena trojica
ne leZi na isti premici in se nobena dvojica nesosednjih stranic ne seka.

V poljubnem stirikotniku je vsota notranjih kotov 360°.
Diagonala Stirikotnika je zveznica nesosednjih ogliS¢.
Diagonali ozna¢imo e =AC in f= BD.

Paralelogram je Stirikotnik, ki ima dva para vzporednih stranic.

Stirikotnik je paralelogram natanko takrat, ko:
a) ima en par skladnih in vzporednih stranic
b) sta po dve nasprotni stranici skladni

¢) sta nasprotna kota skladna
¢) sta sosednja kota suplementarna
d) se diagonali paralelograma AC = ¢ in BD = frazpolavljata

Obseg paralelograma je o = 2a + 2b, plos€ina paralelograma pa S=a - v,.

[y

n Konstruirajmo paralelogram ABCD, ¢e merita stranici ¢ = 4 cm, b = 3 cm in oklepata kot 60°.

Najprej nariSemo kot 60° z vrhom v tocki 4. D C
Nato na krakih kota odmerimo dolzini stranic a in b

in dobljeni tocki oznac¢imo z B in D. 5
Skozi dobljeni tocki nariSemo vzporednici k danima stranicama.

Presecisce vzporednic je oglisce C. N 7 B
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E Konstruirajmo paralelogram ABCD, ¢e merita stranici a = 5 cm, b = 3 cm, diagonala e pa 7 cm.

Najprej nariSemo trikotnik ABC, v katerem je MB| =5cm, BC1 =3 cm D G
in |AC| =7 cm.

Nato skozi tocko C nariSemo vzporednico k stranici AB, o
skozi tocko 4 pa vzporednico k stranici BC.

Presecis¢e vzporednic je tocka D. /] a B

B IzraGunajmo velikost kota X CDA in dolZino viSine na stranico a paralelograma ABCD, za katerega velja
a=6cm, b=8 cm in = 55°. Rezultat zapiSimo na tri mesta natanc¢no.

ZapisSemo X.CDA = o= = 180° — a=180° - 55°=125°.
v(l

Iz sino = 5

izraunamo v, = b - sina=8 - sin55° =655 cm.

Romb je paralelogram, ki ima vse stranice enako dolge.

Za romb velja:
a) diagonali romba se razpolavljata pod pravim kotom
b) diagonali romba razpolavljata notranje kote

¢) zveza med diagonalama in stranico romba je a= (% )2 + (5 )2

¢) plosc¢ina je S = %f

d) obsegje 0 =4a

E Konstruirajmo romb ABCD s podatki a = 4 cm in o= 120°.

Najprej nariSemo trikotnik ABD, v katerem je o= 120° in MB| = MD\ =4 cm. <
Nato pa skozi tocko D nariSemo vzporednico k stranici 4B,
skozi tocko B pa vzporednico k stranici AD.
Presecisce vzporednic je tocka C.
A a B

E Konstruirajmo romb ABCD s podatki e =4 cm in f= 3 cm.

Najprej nariSemo diagonalo AC,
nato simetralo te diagonale.
Sestilo s polmerom 1°5 cm zapi¢imo v razpoloviice diagonale AC

in na obeh straneh simetrale nariSemo loka.

Presecisci sta ogliS¢éi B in D. NariSemo $e stranice romba. 4

E Izracunajmo dolzino stranice romba ABCD, v katerem merita diagonali e = 80 cm in /= 18 cm.

Dolzino stranice romba izracunamo z uporabo Pitagorovega izreka a = (g )2 + (g )2.

Izradunamo a = [(§)" + (4)" = JJ40’+9” = /T600 + 81 = /T681 =41 cm.
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u V rombu ABCD stranica a meri 7 cm, diagonala f= |BD\ pa 6 cm. Izracunajmo, kolikSen kot oklepata stra-
nici romba a = ABin b = AD.

Ker se diagonali romba razpolavljata pod pravim kotom,

!
@ _2
a

2

lahko uporabimo kotne funkcije in zapiSemo sin

~iw

izraéunamo ‘2—" =25'3769°

in od tod o =50°45".

Pravokotnik je paralelogram, ki ima notranje kote prave.

Za pravokotnik velja:

a) dolzina diagonale je d = A/az + b’
b) ploscina je S =ab

c) obsegjeo=2a+2b=2(a+b)

[y

E Konstruirajmo pravokotnik ABCD s podatki: |AB\ =5cmin MCI =6 cm.

Najprej nariSemo daljico AB,
nato v ogliS¢u B konstruiramo pravokotnico. D C

Iz oglisca A s Sestilom odmerimo 6 cm.

Presecisce loka s pravokotnico je tocka C.

Nato skozi tocko C nariSemo vzporednico k stranici AB,

skozi tocko 4 pa vzporednico k stranici BC.

Presecisce vzporednic je tocka D. A B

E Diagonala d pravokotnika s stranico ¢ = 20 cm meri 29 cm. IzraCunajmo obseg pravokotnika.

Najprej z uporabo Pitagorovega izreka a’ + b* = d’ izradunamo dolZino stranice

b= Jd—a’ = /841 —400 = ,/441 =21 cm.

Obseg pravokotnika o = 2(a + b) = 2(20 + 21) = 82 cm.

E Stranica pravokotnika ABCD meri 6 ﬁ cm in oklepa z diagonalo AC kot 30°. IzraCunajmo dolzino druge
stranice pravokotnika in dolZino diagonale.

D €
Ceje lAB|=6ﬁ cm in @ = 30°, potem je tan p = % in od tod
‘BC‘=1AB|-tanq0=6A/§-tan30°=6ﬁ-ﬁ35=6cm. d
_|4B] . _ 4Bl _ 6.3 _ 0
Iz cos p = e SR laC] = o ok 12 cm. 30

2 A B
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Kvadrat je pravokotnik, ki ima vse stranice enako dolge.

Za Kkvadrat velja:

a) dolzina dlagonale _]ed a- ﬁ

b) plosCina je S = a = %

c) obsegjeo=4a

[wWy

n Diagonala kvadrata meri 10 cm. Natan¢no izracunajmo dolzino stranice kvadrata.

Izd=a.2 izra(:unamoa=jz }/% 2 10.2 _5./2 cm.

E V kvadratu ABCD s stranico a = 8 cm lezi na stranici BC tocka E tako, da je |BE| : |[EC|= 1 : 3.
Natancno izracunajmo dolzino daljice AE in na minuto natan¢no kot med daljico AE in stranico AB.

Najprej nariSemo sliko in izraCunamo |Bﬂ = ‘1—‘ |BC| = ‘l‘ -8=2cm. D ¢

Z uporabo Pitagorovega izreka zapiSemo L4E12 = |AB\2 + |B]512

in izraéunamo [4E| = /|AB|* + |BE|® = .J64+ 4 = J_S =2,/17 cm.

Za kot ¢ med stranicama AE in AB velja tan ¢ = Iig} ‘1—1 .

ZapiSemo ¢ = 14°2'.

Trapez je Stirikotnik, ki ima en par vzporednih stranic.

Stranici AB in CD sta osnovnici, stranici AD in BC pa kraka trapeza.

Za trapez velja:

a) srednjica s je daljica, ki povezuje razpolovis¢i krakov in je vzporedna
osnovnicama, njena dolZina je s = % (a+c)

b) kota ob krakih sta suplementarna: o+ 6= f+ y= 180°
¢) ploicina je S = (%Lv

C) obsegjeo=a+b+c+d

n Konstruirajmo trapez ABCD s podatkia =7 cm, b=4 cm,c=5cmind =3 cm.

NariSemo skico in v njej skozi tocko D vzporednico h kraku BC.
Najprej nariSemo stranico AB in na njej poiS¢emo tocko E, za katero velja |AH =2 cm.
Nato konstruiramo trikotnik AED.

Skozi tocko B nariSemo vzporednico k stranici £D,
skozi tocko D vzporednico k stranici 4B.
Presecisce vzporednic je tocka C.
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E V trapezu ABCD veljaa=8 cm, b=4 cm, a=75°1in = 60°.
a) Izracunajmo velikosti kotov yin o. D

b) Na tri mesta natan¢no izracunajmo visino trapeza.

NariSemo skico. d
IzraCunamo y=180° — f#=120°1in 6= 180° — = 105°. a
Iz sin = Y izraCunamo v=5 - sinf=4 - sin60° = 3°46 cm. A

B Nosilki krakov trapeza ABCD s podatkia = 12 cm, b= 8 cm, ¢ = 4 cm in d = 6 cm se sekata v tocki E.
IzraGunajmo dolzino daljice AE.

Narisemo sliko in zapiSemo podobna trikotnika ABE ~ DCE.

Iz sorazmerja 4% = X
a @
zapiSemo 61+2x = ﬁ
in izraCunamo 4(6 + x) = 12x 24 + 4x = 12x
—8x=-24
x=3cm

ME|=d+x=6cm+3cm=9cm

Enakokraki trapez je trapez, v katerem sta kraka b in d enako dolga: b = d.

Za enakokraki trapez velja:
a) kota ob osnovnici sta skladna: = f

. N . . 2 2 — 2
b) zveza med osnovnicama, viSino in krakom je: b =v" + (“2—6 )

n V enakokrakem trapezu ABCD z osnovnicama g = 10 cm in ¢ = 6 cm merita kraka b=d =5 cm.
Na desetinko natan¢no izracunajmo visino trapeza in dolzini diagonal.

Zapiéemod2=v2+(‘%”)2inizl;2=d2_(¢%€)2
izraGunamo v = /dz—(”;c i S — J21 =476 cm.
ZapiSemo Se /~ = (c + %=<)’ + v’ in izradunamo f= e c) +v' = /8% +21 = /85 =9 2cm.

Veljae=f=9"2 cm.

E V enakokrakem trapezu je a = 19 cm, ¢ = 13 cm, kot med krakom in daljSo osnovnico pa meri 67°28".
a) Izracunajmo viSino enakokrakega trapeza.
b) Tocka E lezi na stranici BC tako, da je kot BEA pravi.
Izracunajmo dolzino daljice AFE.

ZapiSemo o= f=67°28" in nariSemo sliko.

Iztanf= X jev= ‘%” -tanf=3-tan67°28' =723 cm.
T

Iz smﬂ— 2| izraCunamo |AH =a-sinff=19 -sin67°28" =17°55 cm.
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Deltoid je stirikotnik, v katerem ena diagonala razpolavlja drugo pod pravim kotom.

D
Za deltoid velja:
a) stranici AD in CD sta skladni, prav tako sta skladni stranici AB in BC A C
b) cCe je diagonala f'= BD simetrala deltoida, potem razpolavlja notranja kota
pri ogli§¢ih Bin D
¢) plosc¢ina je S = sz
B

¢) obsegjeo=2a+2b=2(a+b)

V deltoidu ABCD je a = |4B| = |BC| = 6 cm, b = |4D| = |DC{ = 3 cm in diagonala e = |4C| = 4 cm.
Izracunajmo velikosti kotov deltoida.

NariSemo sliko in ozna¢imo kote.

1z cos o, = f:l = % = % je o, =70°32".
e
Iz cosa, = 2 =§je o, =48°11".

ZapiSemo o= y=a; + o, = 118°43’.
4 g =90° — ¢, dobimo f=2(90° — ;) = 38°56'
in iz 55 =90° — o, dobimo 0=2(90° — ;) = 83°38".

Konveksni n-kotnik, pravilni n-kotnik

Naj bodo 4, 4,, A5 ... A,, n > 3 razli¢ne tocke v ravnini.

A
Daljice A,4,, A»A5 ... A, _ A, A, so stranice konveksnega veckotnika -
z oglisCi 4,, A,, A5 ... A, ¢e velja:
1. nobena trojica zaporednih ogliS¢ ne lezi na isti premici Q4
2. nobena dvojica nesosednjih stranic se ne seka 4,
4, Ay

3. vsa oglis¢a veCkotnika leZijo na isti strani nosilke poljubne stranice
ali na tej nosilki

Notranji kot veckotnika je kot med sosednjima stranicama. Veckotnik je pravilen, Ce ima skladne stranice
in skladne notranje kote. Vsota notranjih kotovje o, + o + ... + o, = (n — 2) - 180°.

Diagonala veckotnika je zveznica nesosednjih ogli¢. Stevilo diagonal n-kotnika izracunamo po formuli

N= n(n—3)
5 .
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[y

n Konstruirajmo pravilni Sestkotnik, ki je vértan v krog s polmerom = 25 cm, ter izraunajmo velikost
notranjega kota.

NariSemo kroznico s polmerom 2°5 cm in si izberemo eno tocko na kroznici. B s
Od tam po kroznici zaporedoma Sestkrat nanesemo polmer.
Dobljene tocke so ogliS¢a pravilnega Sestkotnika.

NariSemo Se stranice Sestkotnika.

Stranici a pripadajoci srediScni kot meri ¢ = 36% =60°,

od tod je velikost notranjega kota o= 180° — 60° = 120°. = Tmmm——

I
S

E Konstruirajmo pravilni osemkotnik, ki je vértan v krog s polmerom r = 3 c¢m, ter izracunajmo velikost
notranjega kota.

NariSemo krozZnico s polmerom 3 cm, premer in simetralo tega premera.
Nato nariSemo Se dve razli¢ni simetrali pravih kotov.
Presecisca simetral s krozZnico so ogliS¢a pravilnega osemkotnika.

Narisemo stranice osemkotnika. \<>/

Stranici a pripadajoci srediscni kot meri ¢ = 368£ =45°,

od tod je velikost notranjega kota = 180° —45° = 135°.

E Izracunajmo velikost notranjega kota, vsoto notranjih kotov in Stevilo diagonal pravilnega petkotnika.

Za vsoto notranjih kotov uporabimo zgornjo formulo «; + o, + o3 + as + as = (5 —2) - 180° = 540°,

od tod lahko izraGunamo velikost notranjega kota a = 340° _ 108°.

5
Stevilo diagonal je N = 552;3) =5,

u Izracunajmo dolzino stranice a pravilnega dvanajstkotnika, ki je v€rtan kroznici
s polmerom 7= 15 cm.

NariSemo sliko in izraCunamo velikost stranici a pripadajocega srediS¢nega kota
o= =30°.

R SIS

Zapisemo sinaz‘g =2 inodtoda= 2rsin42“-’ =2-15-sin15°=7"76 cm.

E Izracunajmo dolzino stranice a pravilnega desetkotnika, ki je o¢rtan kroznici s polmerom » = 8 cm.

NariSemo sliko in izraunamo velikost stranici a pripadajocega srediS¢nega kota

_ I0° _ sze
¢—T—36 .

Zapisemo tang =
a=2rcos—2“-’ =2-8-tan18°=520 cm.

je

IR ESTENY
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Krog in kroznica, krozni lok, srediscni in obodni kot

Za krog veljata obrazca za plos¢ino S=m - /in obseg o0 = 2mr.

[Vy

Precni presek drevesa z obsegom 1 m ima obliko kroga. IzraCunajmo polmer preseka.

1z 0 = 27t izraGunamo r = 21 =L =0159m=159 cm.
T 27

Kot «, ki ima vrh v sredi§cu kroZnice, kraka pa od kroZnice odrezeta dani lok, imenujemo
srediséni kot.

Dolzino kroznega loka /, ki pripada srediSénemu kotu ¢, izraCunamo: é
a) Ce je kot a v stopinjah: / = “1’8’0'0“

b) Ce je kot avradianih: /=7 «

[y

n Polmer kroga meri 5 cm. IzraCunajmo:
a) koliko meri srediS¢nemu kotu 70° pripadajoci krozni lok;
b) kolikSen srediS¢ni kot pripada kroznemu loku z dolzZino 8 cm.

< _n-r-a_mn-5-70° _ .-
IzraGunamo / = 805 = 180° =6"1cm.

Iz /=222 jzragunamo o= L180° — 8-180° _ gj04q/,
180 T-r m-5

E Dan je krog s polmerom 12 cm. Izra¢unajmo:
a) koliko meri srediS¢nemu kotu 27“ pripadajoc¢i krozni lok;
b) kolikSen srediscni kot pripada kroznemu loku z dolzino 6 cm. Rezultat pretvorimo v stopinje.

IzraCunamo /=7- =8t cm = 2513 cm.

IzI=r- qizraéunamo o= . = &

_ 1 0 . o ’
T radiana, kar je 28°39’.

E IzraGunajmo, koliko meri tetiva, ki v krogu s polmerom r = 6 cm pripada
srediSénemu kotu = 70°.

Narisemo sliko.

S (0h
Izsm2 =

izraCunamo t = 2rsin%‘ =2.6-sin35°=6'88 cm.

R RSTEN
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Talesov izrek: kot v polkrogu je pravi kot. V

E Izracunajmo velikosti notranjih kotov Stirikotnika iz slike, ¢e je diagonala BD premer Stirikotniku ocrtane
kroznice in f= 50°.

Ker je diagonala BD premer Stirikotniku oértane kroZnice, je = y= 90°.
Ker je vsota notranjih kotov stirikotnika 360°, je 6= 360° — a— f— y=130°.

E IzraGunajmo polmer kroZnice, ki je pravokotnemu trikotniku s katetama 7 cm in ,/15 cm ocrtana.

Po Talesovem izreku je srediSce pravokotnemu trikotniku o¢rtane kroznice ravno v razpoloviscu
hipotenuze. Zato meri polmer ocrtane kroznice polovico dolZine hipotenuze.

R=%c=%./a2+b2=%,/49+1 =%J671=% -8=4cm

Kot f, ki ima vrh na kroZnici, kraka pa od kroZnice odreZeta dani lok, imenujemo R
obodni kot. Vsi obodni koti kroZnice nad istim lokom so skladni. M
Obodni kot meri polovico srediS¢nega kota nad istim lokom dane kroznice: \

p= %‘ oziroma a = 2p.

/A

&
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n Izracunajmo velikosti notranjih kotov enakokrakega trikotnika ABC iz slike,
Ce je tocka S srediScCe trikotniku oCrtane kroznice.

1z prej$nje zveze lahko zapiSemo y= 42@ =50°.

Ker je trikotnik enakokrak, je o= f.

1z zveze o+ f+ y=180° 0z. 2 + y= 180°

lahko izracunamo = 1 (180° - 7) = 1 (180°—50°) = 1 - 130° = 65°.

E IzraCunajmo velikosti kotov iz slike, ¢e je 0= 60°.

Kot yje obodni kot nad istim lokom kot &, zato je y= 60°.

Kot X ASB je sovrsen kotu ¢, zato sta skladna.

Ker je kot X ASB sredi§¢ni kot nad istim lokom kot &, je @ = X ASB = 120°.
Ker sta trikotnika AASD in ABSC enakokraka, A
sta kota ob osnovnici skladna in je = 0= 60°in f= y=60°.

1. Katere od spodnjih mnozic so konveksne? 2. Na sliki sta dani premici p in ¢ in poltrak k. Zapisi-
te pare sosednjih kotov, sokotov in sovr$nih kotov.

V& Y

A B C

3. Izracunajte vsoto in razliko danih parov kotov.
a) a=104°25", f=56°38’
_ T _ T
b) y= 5> o= I3

4. Danemu kotu « pois¢imo velikost komplementar-
p nega kota fin velikost suplementarnega kota y.
a) a=234°19' b) a=§

5. Pretvorite stopinje v radiane.
a) a=71'5° c) 6=25°17"
b) f=123"69° ¢) y=87°37"16"
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6. Pretvorite radiane v stopinje, kotne minute 13. V kvadratu ABCD lezi tocka T, tako da je
in sekunde. \TB| = |TD|.
a) a=0'5241 c) 0= %" a) Ali sta trikotnika ABT in ADT skladna?
b) y= % &) f=15 Odgovqr uter.neljvite. - . .
b) Ugotovite, ali toCka T lezi na diagonali AC
kvadrata ABCD.

7. IzraCunajte velikost kota « iz slike, Ce sta premici

p in g vzporedni, premici s in 7 pa pravokotni. o . .
14. Konstruirajte simetralo daljice AB, ¢e je

|AB\ =4 cm. Na simetrali poiScite tocki, ki sta
od krajis¢ daljice oddaljeni za 28 mm.

15. Na sliki je dan kot X ABC in |CB| = 36 mm.
Poiscite tocko T, ki je enako oddaljena od tock B
in C ter od obeh krakov kota.

8. IzraCunajte velikost kota « iz slike, Ce sta premici 4

p in g vzporedni.

B C

16. V ravnini konstruirajte kot 105°.

17. S Sestilom in ravnilom konstruirajte kot 22°5°.

V kotu nariSite mnoZico tock, ki so enako odda-
9. Izracunajte velikosti kotov iz slik. ljene od obeh krakov in leZijo v notranjosti kota.
Kako imenujemo to mnozico tock?

407

4 18. NariSite premico p in tocko T ¢ p, za katero je
d(T, p) =2"5 cm. Skozi tocko T konstruirajte

8 pravokotnico na premico p.

19. Dana je premica p ter tockid € pin B ¢ p.

a N 14 a) Skozi tocko 4 konstruirajte pravokotnico
na premico p.

b) Poiscite pravokotno projekcijo tocke B
na premico p.

¢) Tocki B poiscite simetricno tocko glede
na premico p.

10. Obseg enakokrakega trikotnika meri 110 cm,
daljica, ki povezuje razpolovis¢i krakov, pa
15 cm. Koliko merijo stranice trikotnika?

11. V enakostrani¢nem trikotniku ABC na kraku AC 5 kidi . _y iSite kroz
lezi tocka D, na kraku BC pa tocka E, tako da je 0. Za toeki 4 in B velja |4B| = 25 em. Narisite kroz-

[AE| = |BD|. Zapisite skladne trikotnike in ugoto- o K, ki 1ma st ef11sce M tock14 in gro skozi
vite, ali je M D\ _ ‘ B ﬂ toCko B. Skozi to¢ko B konstruirajte tangento

na dano kroznico K.

12. Na krakih kota X AVB = X (k, h) lezita tocki Lo Lo . .
A e kin B e h tako, da je \V | = \VB|. Na kraku k 21. Konstruirajte enakokraki trikotnik z osnovnico

leZi tocka C, na kraku / pa tocka D tako, da je élgloiine 4 cm in kotoma ob osnovnici velikosti
X VAD = X VBC. Zapisite skladna trikotnika )
in ugotovite, ali je trikotnik CDV enakokrak.
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22. 38.
23.
24.

25.

26.
27.
28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.

Konstruirajte trikotnik s podatki @ = 7 cm,
b =6 cmin ¢ =4 cm ter mu poiscCite teZisce.

Konstruirajte trikotnik s podatki a =7 cm,
b =6 cm, y=105° in mu ocCrtajte kroZnico.

Konstruirajte trikotnik ABC, za katerega velja
b=5cm, a=75%in y=60°.

Konstruirajte trikotnik s podatki a =5 cm,
v, =3 cm, f=45° in mu poiscite viSinsko tocko.

Konstruirajte trikotnik ABC, za katerega velja
c=5cm, b=4cmin a=120° ter ga vzporedno
premaknite za vektor AC.

Konstruirajte trikotnik ABC, za katerega velja
a=35cm,b=4cmin y=15°, ter ga zavrtite
okoli oglisca C za 60°.

Konstruirajte pravokotni trikotnik ABC, katerega
kateti merita ¢ =4 cm in b = 5 cm. Trikotnik ABC

prezrcalite ¢ez hipotenuzo.

Konstruirajte trikotnik ABC' s podatki a = 5 cm,
a=60°inv,=4cm.

Konstruirajte trikotnik ABC s podatki ¢ = 6 cm,
p=45°int.=4 cm.

Konstruirajte pravokotnik ABCD s stranico
IAB\ = 6 cm in diagonalo ]BD\ =8 cmin mu
ocCrtajte kroznico.

Konstruirajte kvadrat, Ce meri diagonala 4 cm.

Konstruirajte paralelogram s podatki a =5 cm,
v,=25cm, a=45°.

Konstruirajte paralelogram ABCD, ¢e meri stra-
nica a = 5 cm, diagonala e = 7 cm, kot = 60°.

Konstruirajte romb s podatki a =5 cm, o= 75°.

Diagonali romba ABCD merita e = 5 cm in
f= 3 cm. Konstruirajte romb ABCD.

Konstruirajte trapez s podatki a =8 cm, ¢ =5 cm,
e=T7cm,v=4cm.

39.

40

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Konstruirajte trapez s podatki a =7 cm, ¢ = 4 cm,
a=60° [g=30°.

Konstruirajte trapez s podatkia =6 cm, b=4 cm,
c=3cm,d=5cm.

. Konstruirajte enakokraki trapez s podatki

a=5cm,b=d=3cmin o= f=45°.

IzraCunajte notranje in zunanje kote trikotnika,
ce je:

a) f=94°25"in y' =117°31'

b) @=3% in ' =21

V trikotniku je o= 48°24', druga dva kota pa sta
vrazmerju f: y=3:5. IzraCunajte velikosti kotov

Bin y.

Notranji koti trikotnika ABC so v razmerju

o: f:y=3:5:7.Izracunajte velikosti notranjih
kotov trikotnika in velikost kota & med stranico
AB in viSino na stranico AC.

Izracunajte velikosti preostalih neznanih
notranjih kotov trikotnika ABC, v katerem je
a' =116°58" in y=47°51". Koliko meri kot
med viSinama v, in v,?

Izracunajte velikosti preostalih neznanih notra-
njih in zunanjih kotov trikotnika ABC, v katerem
je f=126°8" in y=35°32". Koliko meri kot med
simetralama kotov fFin y?

V enakokrakem trikotniku ABC, pri katerem je
|Ad =B, meri kot ob vrhu 20°. Izracunajte
velikost topega kota, ki ga oklepata viSina na
osnovnico in viSina na krak.

Velikosti notranjih kotov trikotnika so v razmerju
7 :3:2.Tocka S je sredisce trikotniku oCrtanega
kroga. IzraCunajte velikosti kotov trikotnika ABC
in velikost kota ASB.

Oglisca trikotnika ABC delijo oCrtano kroznico na
krozne loke, ki so v razmerju 6 : 4 : 5. IzraCunajte
velikosti notranjih kotov trikotnika.



49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57

58.

Izracunajte velikosti kotov iz slike.

Narisite daljico AB dolzine 7 cm. Nato na nosilki
daljice AB poiscite tocki D in F, za kateri velja
lAD‘ = % |AB, |AF1 = g MB| V kolikSnem razmerju
deli tocka D daljico AF?

Narisite daljico AB z dolzino 6 cm in jo s kon-
strukcijo razdelite v razmerju 2 : 3.

Za trikotnika ABC in A'B’'C’ velja:
AABC ~AA'B'C'. Konstruirajte oba trikotnika,

Geje |[AB| =4 cm, |BCl= 5 cm, X BAC = 60°
inl4'B'|=5cm.
Kot v vrhu enakokrakega trikotnika meri 64°,

kota ob osnovnici drugega trikotnika pa merita
58°. Ali sta trikotnika podobna?

Ali sta trikotnika s stranicami 18 cm, 12 cm,
15cmin 2°5 dm, 3 dm in 2 dm podobna? Kolik-
Sen je koeficient podobnosti?

Osnovnica ¢ enakokrakega trikotnika 4BC meri
30 cm, krak a meri 20 cm, osnovnica ¢’ podob-
nega trikotnika A’ B’C’ pa 12 cm. IzraCunajte

dolzino kraka a’ podobnega trikotnika A’'B’C".

V trikotniku ABC so stranice v razmerju 2 : 4 : 5,
obseg trikotnika je 55 cm. IzraCunajte dolzine
stranic trikotnika ABC.

. Dan je AABC s podatki a =8 cm, b =6 cm in

¢ =9 cm. Na stranici AC lezi tocka D, tako da je
[AD| = 2 cm, na stranici BC pa lezi tocka E, tako
da je DE || AB. ZapiSite podobna trikotnika

in izraunajte dolzino daljice DE.

V trikotniku ABCjea =6 cm, b=9 cm in

¢ =8 cm. Na stranici 4B je tocka D, tako da je
[4D| = 2 cm. Skozi tocko D je narisana vzpored-
nica k stranici AC. Na kolikSna odseka deli ta
vzporednica stranico BC?

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.
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Dolzine stranic trikotnika merijo 11 cm, 12 cm
in 13 cm. Razlika dolZin dveh krajSih stranic
podobnega trikotnika meri 11 cm. KolikSne

so dolzine stranic podobnega trikotnika?

Tocke A, B in C so ogli§¢a trikotnika na karti

z merilom 1 : 100 000. Koliko kilometrov znaSa
razdalja med kraji 4, B in Cv naravi, ¢e je na karti
dB,C)=4cm,d(4,C)=5cmind(A4, B)=7cm?
Kolik$na bi bila razdalja med tockami 4, Bin C
na karti z merilom 1 : 250 000?

Izracunajte dolzino daljice EF in DF iz slike.
B

D
12
G
3
C4E F 44

V paralelogramu ABCD je |4B| = 12, |4D| = 10

in X BAD = 80°. Na stranici CD leZi tocka F, tako
daje \Dﬂ = 8 c¢m, na stranici 4D lezi tocka G, tako
da je |FG| = 10 cm. Tocka E leZi na stranici BC,
tako da je AE || FG. ZapiSite podobne trikotnike
in izraCunajte dolZino stranice AE.

V rombu s stranico 16 cm in kotu <X{ABC = 120°
lezi na stranici AB toc¢ka E, ki je od oglis¢a B
oddaljena za 6 cm. Tocka F'leZi na stranici AD
tako, da je EF || BD. Izracunajte velikosti kotov
trikotnika AEF in dolzine stranic.

V paralelogramu ABCD s stranicama a = 10 cm
in b = 6 cm na stranici BC leZi toc¢ka E, tako da je
daljica CE dolga 2°5 cm. Nosilka daljice DE seka

nosilko daljice AB v tocki F. NariSite sliko in zapi-

Site podobne trikotnike ter z izreki o podobnih
trikotnikih izraGunajte dolZino daljice AF.

Pravokotnemu trikotniku ABC s katetama 12 cm
in 8 cm vértamo kvadrat CDEF tako, da dve
stranici kvadrata leZita na katetah pravokotnega
trikotnika. Izracunajte stranico kvadrata.

Skozi oglisce C trikotnika ABC poteka premica,
ki seka stranico AB v toc¢ki D tako, da je

X ACD = X ABC. Izracunajte |CD), e je

4B =12 cm, |BCl = 9 cm in |4C] = 8 cm.

103
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67. Na stranicah AC in BC trikotnika ABC lezita tocki
Din E(DnaAC in E na BC), tako da je
4D| =7 cm, |[EC{=5 cm, |BE| = 19 cm
in X EDC = X ABC. Izracunajte |DC|.

68. V pravokotnem trikotniku merita kateti 2 cm
in 4,/2 cm. Izracunajte dolzino hipotenuze
in polmer trikotniku oértanega kroga.

69. V enakokrakem pravokotnem trikotniku meri
hipotenuza 18 cm. Natanc¢no izracunajte dolZini
katet.

70. Izracunajte dolZini stranic trikotnika s slike.

x+11

A 24 B

71. Polmer enakokrakemu pravokotnemu trikotniku
ocrtanega kroga meri 4 cm. Natancno izra¢unajte
dolZine stranic trikotnika.

72.V pravokotnem trikotniku ABC je vsota dolZin
katet ¢ in b enaka 34 cm, hipotenuza ¢ meri
26 cm. Izracunajte dolZini katet trikotnika.
73.V pravokotnem trikotniku je vsota dolZin katete a
in hipotenuze ¢ enaka 14 cm, kateta » meri 8 cm.
Natan¢no izracunajte dolZini stranic « in c.
74.V pravokotnem trikotniku je a = 3 dm, njena
pravokotna projekcija na hipotenuzo pa meri
18 dm. Izracunajte dolZini neznanih stranic
trikotnika. Koliko meri viSina trikotnika?
75.V pravokotnem trikotniku meri hipotenuza

18 cm, pravokotna projekcija katete b na hipo-
tenuzo pa 8 cm. Izra¢unajte dolzini obeh katet
in viSino trikotnika.

76.V pravokotnem trikotniku je v= 12 cm in

a; =9 cm. Koliko merijo stranice trikotnika?
77. Dolzini katet pravokotnega trikotnika sta 1 dm
in 2°4 dm, dolZina hipotenuze podobnega trikot-
nika je 3°9 dm. Koliko merita kateti drugega
trikotnika?

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

ViSina na osnovnico enakokrakega trikotnika
meri 36 cm, osnovnica pa 30 cm. Koliko meri
krak?

Izracunajte viSino enakostrani¢nega trikotnika

s stranico 12 cm. Kolik§na je stranica enakostra-
ni¢nega trikotnika z viSino 15 cm? Rezultata
zapiSite v natan¢ni obliki.

V pravokotniku je a = 40 cm, diagonala
e =41 cm. Koliko meri stranica b?

Natanc¢no izracunajte dolZino diagonale kvadrata
s stranico 8 cm. Koliko meri stranica kvadrata

z diagonalo dolzine 20 cm? Rezultat zapiSite
najprej v natancni obliki, nato pa Se na tri mesta
natancno.

Stranica romba meri 17 cm, diagonala /16 cm.
Izracunajte dolzino diagonale e.

Osnovnici enakokrakega trapeza merita
a =40 cm in ¢ = 24 cm, kraka pa 10 cm.
IzraCunajte dolZino viSine trapeza.

V trapezu ABCD je a = 6 cm, ¢ = d, kot v ogliS¢u B
je pravi kot. Nosilki krakov se sekata v tocki F
tako, da daljica BE meri 8 cm. Izracunajte dolzini
stranic b in c.

Z izreki o podobnih trikotnikih izra¢unajte
polmer kroZnice s slike, Ce je Md =4 cm,
|BC| = 3 cm in je daljica AC tangenta na dano

kroznico.
B,
r
C A
Koliko merijo neznane stranice in notranji koti

pravokotnega trikotnika, ¢e ena od katet meri
12 cm, hipotenuza pa 20 cm?



87.

88.

89.

90.

91

92.

93.

924.

95.

1z podatkov na sliki izracunajte |[AC| in na minuto
natancno kot CBA.

4
‘%
B 24 C

Izracunajte viSino drevesa, ki raste pravokotno
na podlago, ¢e dolZina njegove sence meri 12 m,
ko son¢ni Zarki padajo pod kotom 61°20’.

V pravokotnem trikotniku merita kateti
a=12dmin b =15 dm. IzraCunajte velikosti
notranjih kotov trikotnika in dolzino stranice c.
Koliko meri viS§ina na hipotenuzo?

V pravokotnem trikotniku kateta ¢ meri 28 dm,
prilezni kot S meri 55°43’. Izracunajte dolZino
hipotenuze c in dolZino pravokotne projekcije
katete a na hipotenuzo c.

. 'V pravokotnem trikotniku ABC kateta a meri

8 cm, njena pravokotna projekcija na hipotenuzo
pa 2 cm. Na stotinko natanéno izracunajte kote
trikotnika in dolzZine njegovih stranic.

Iz podatkov na sliki izraCunajte na desetinko
stopinje natan¢no velikosti notranjih kotov
trikotnika in natan¢no dolZino stranice c.

C

A B

Osnovnica ¢ enakokrakega trikotnika 4BC meri
4 ﬁ , kot ob osnovnici pa 45°. IzraCunajte kot y
pri vrhu C in natanéno dolZino kraka a.

V enakokrakem trikotniku merita kraka 43 cm,
kot med njima pa 35°. Koliko meri osnovnica
trikotnika?

V enakokrakem trikotniku ABC (|4C| = |BQ)) je
a=40° in |4B| = 4 dm. Koliko meri visina
na osnovnico in koliko vi§ina na krak?

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

OSNOVE GEOMETRIJE V RAVNINI IN PROSTORU

V enakokrakem trikotniku ABC je sina =
krak pa meri 12 cm. Natan¢no izracunajte
dolZino osnovnice in na minuto natanéno
velikost notranjih kotov trikotnika.

5

NN

Stranica pravokotnika meri 12 cm in oklepa
z diagonalo kot 60°. Natan¢no izracunajte
dolzino diagonale in ploS¢ino pravokotnika.

V pravokotniku 4BCD je |4B| = 14 cm,

|BCi = 9 cm. Na stranici CD lezi tocka E, tako da
je |CE : |ED| = 2 : 5. 1zracunajte dolzino daljic
DE in AE in kot med daljico AE in stranico AD.

V kvadratu ABCD je |AB| = 7 dm. Na stranici BC
leZi tocka E tako, da je |BE| : [BC| = 4 : 7. Izracu-
najte dolZino daljice AE in velikost kota med
daljico AE in diagonalo BD.

V paralelogramu ABCD jea=4cm,b=4"5cm
ina=75°.

a) Konstruirajte dani paralelogram.

b) Izracunajte dolzino viSine na stranico a.

V paralelogramu ABCD meri notranji kot
a=72°13". IzraCunajte preostale notranje kote
paralelograma. Koliko meri kot ¢ med stranico
AD in viSino na stranico AB?

V rombu je stranica a dolga 10 cm, kot o meri
45°. IzraCunajte dolzino viSine in krajSe diago-
nale romba. Rezultata zaokroZite na tri mesta.

V rombu diagonala e meri 5 cm, kot o pa 75°.
Izracunajte dolzZino stranice romba in diagonale
f- Rezultata zaokrozite na dve decimalni mesti.

V trapezu ABCD merijo stranice a = 10 cm,
d=8cm, c=3 cm in kot ¢ = 65°. IzraCunajte
dolzino viSine trapeza.

Izracunajte velikosti kotov enakokrakega
trapeza z osnovnicama 5 dm in 3 dm ter viSino
2 dm.

105
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106. 117.

107.

108.
109.

110.

111.

112.

113.

114.
115.

116.

Na sliki je narisan enakokraki trapez. Koliko
meri kot «in koliko viSina trapeza? Kot zapiSite
na minuto natanéno, dolzino viSine zapiSite

v natancni obliki.
D 16 C
6
A 8 B

V deltoidu ABCD merita stranici
a=|4B/=|BCl=8 cm, b=|4D| = |DC =5 cm
in diagonala e = =4 cm. Izracunajte dolZino
diagonale fin velikost kota ABC.

V ostrokotnem trikotniku ABC s podatki
c=4,/3 cm,v,=6cmin y= 60° izracunajte
natancno dolZino stranice a .

V trikotniku ABCje ¢ = 15 cm, o= 45°22’,
y=33°39’. IzraCunajte dolzino stranice b
in dolZino viSine na stranico b. Rezultata
zapiSite na 3 mesta natanc¢no.

Izracunajte dolZino stranice a trikotnika
s podatki ¢ =37 cm, b =45 cm, f=T71°5".

IzraCunajte dolzino tetive in dolZino kroZnega
loka, ki v krogu pripadata sredi§¢énemu kotu
120° s polmerom 8 cm. Rezultat zaokrozite na
stotinko.

Na kroznici s srediS¢em S in polmerom 9 cm
lezita tocki 4 in B tako, da je X ASB = 80°.
Izracunajte dolzino tetive AB in dolzino pripada-
jocega kroznega loka ter rezultat zaokrozite na
tri mesta natancno.

Kolik$na tetiva pripada krogu s polmerom
8'6 cm in srediSénemu kotu 109° 8'? Izracu-
najte oddaljenost tetive od srediS$¢a kroga.

Koliksen lok pripada krogu s polmerom 12 cm
in srediSénemu kotu 235 ?

Izracunajte dolZino tetive, ki jo v krogu s polme-
rom 4 dm doloéa sredi$¢ni kot % )

Koliks$na tetiva pripada obodnemu kotu 50°
v krogu s polmerom 20 cm?

118.

119.

120.

121.

122.

123

124.

125.

126.

V krogu s polmerom 24 cm meri krozni lok
20 cm. Koliko meri pripadajoc¢i sredis¢ni kot?

Daljica AB je tetiva kroznice s polmerom
100 mm. Koliko meri pripadajoci sredis¢ni kot,
¢e je |[4B| = 60 mm?

Pravokotni trikotnik ABC s katetama a = 6 cm
in b =11 cm zavrtimo okoli oglis¢a C za kot

@ =105°. Izracunajte dolzini lokov, ki ju pri tem
vrtenju opiSeta tocki 4 in B.

Tocke A, B in C delijo trikotniku ABC o¢rtano
kroznico na loke, ki so vrazmerju 3:4:5.
Izracunajte velikosti notranjih kotov trikotnika.
Koliko merijo pripadajoc¢i krozni loki, ¢e polmer
oCrtane kroznice meri 30 mm?

Znotraj kota, ki meri 45°, leZi kroZnica z obse-
gom 871 cm in se dotika krakov kota. Na tri
mesta natan¢no izracunajte razdaljo med vrhom
kota in srediS¢em kroZnice.

Izracunajte notranji kot pravilnega 20-kotnika.
Koliko diagonal ima dani veckotnik?

. Kateri veCkotnik ima 20 diagonal?

Stranica pravilnega Sestkotnika ABCDEF meri
3 cm. Natanéno izracunajte dolzini diagonal AC
in AD ter velikost kota ¢ med njima.

Krogu s polmerom r = 8 cm je oCrtan pravilni
petkotnik s stranico a. Koliko merita notranji
kot petkotnika « in stranica a? DolZino stranice
izraCunajte na dve decimalni mesti.

IzraCunajte stranico pravilnega 9-kotnika, ki ga
vértamo krogu s polmerom 30 cm.
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9. GEOMETRUSKI LIKI

Lastnosti ploscin

Ploscina lika S je velikost ravnine, ki jo lik pokriva.
Osnovna enota za merjenje ploscin je 1 m’ (plos¢ina kvadrata s stranico 1 m).

Izpeljane enote so: 1 mm?, 1 cm’, 1 dm’, 1 ar, 1 hektar, 1 km’

Velja: 1 m’=1-10° mmz, Im’=1-10" cmz, 1 m’ =100 dm’

1 ar =100 m’ 1 hektar = 10000 m’, | km’ = 10° m’ »
Lastnosti merjenja plos¢in:
1. Vsakemu liku lahko dolo¢imo nenegativno realno Stevilo — ploscino S.

2. Skladna lika imata enako ploscino.

3. Ce lik razdelimo na ve¢ delov, potem je plos¢ina celotnega lika enaka vsoti plos¢in S=5,+5+S5;
posameznih delov.

Ploscina pravokotnika in paralelograma

Plos¢ina pravokotnika je S = ab. D a C
b d b
A a B

107

E Izracunajmo plos§¢ino pravokotnika, ¢e meri ena stranica 8 cm, diagonala pa 10 cm.

S Pitagorovim izrekom izra¢unamo dolzZino druge stranice pravokotnika

b= Jd"—a’ = ,/T00—64 = /36 =6 cm

in nato plos¢ino pravokotnika S=ab =8 - 6 = 48 cm’.

E Plosc¢ina pravokotnika z obsegom o = 32 cm je S = 48 cm’.

IzraGunajmo dolZine stranic pravokotnika.

Iz 0 = 2a + 2b zapiSemo 32 = 2a + 2b 0z. 16 = a + b izrazimo a = 16 — b.

1z S = ab dobimo 48 = (16 — b)b.

ZapiSemo 48 = 166 — b

Preoblikujemo v b — 16b+ 48 =0.

Enacbo resimo z razstavljanjem (b — 12)(b—4) = 0.

Dolzini stranic pravokotnika stab=12cmina=4cmalib=4cmina= 12 cm.
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Plos¢ina kvadrata je S = =2,

[y

Ploscina kvadrata je 36 cm’. Izracunajmo dolzino stranice kvadrata in Se, koliko meri dolzina stranice
kvadrata, ki ima dvakrat ve¢jo plos¢ino kot dani kvadrat.

Iz S = 4’ izraGunamo a = JS = /36 =6cm.
Iz $;=28=72 cm’ izradunamo a; = A/E = «/7_2 = 6ﬁ cm = 849 cm.

Plos¢ina paralelograma je S=a-v,=b - v, =absinc.

Na tri mesta natan¢no izracunajmo viSino na stranico a in plo§¢ino paralelograma s stranicama
a="7cmin b= 10 cm, ki oklepata kot 80°.

Va
b
Plosc¢ina paralelogramaje S=a-v, =7 cm - 985 cm = 689 cm’.

1z sin @ = =¢ izraGunamo viSino v, = b - sina = 10 - sin80° = 9°85 cm.

Plo3¢ina rombaje S=a-v=a’sina= e—zf

[y

n IzraGunajmo visino in plo§¢ino romba s stranico @ = 12 cm in kotom f= 130°.
Najprej izracunamo = 180° — = 50°.
Iz sina= g izraGunamo vi§inov=a - sina =12 - sin50° = 9°19 cm.

Plos¢ina rombaje S=a-v=12cm-919cm=110"3 cm’.
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E Plos¢ina romba z diagonalo e = 12 cm meri S = 96 cm’. IzraGunajmo dolzini diagonale fin stranice a.

2-96
12

Z uporabo Pitagorovega izreka zapiSemo a' = (g )2 + (5 )2 in izraGunamo

a= &+ L) = J6&+8 = /36764 = JT00 = 10 cm.

Iz S = e_2[ izraCunamo f'= 275 = =16 cm.

Ploscina trikotnika. Sinusni in kosinusni izrek

V poljubnem trikotniku ABC veljajo obrazci:
a) Za ploscino:

§= 4V _bvy _cov

2 2 2
S= %absinyz %acsinﬂz %bcsina

S=/s(s=a)(s—b)(s—c) (Heronov obrazec: s = “=2+¢)

_ abc
S= 4R
S=rs
R je polmer trikotniku oc¢rtanega kroga, r pa polmer trikotniku v€rtanega kroga.

7
~g

E Izracunajmo plo§¢ino pravokotnega trikotnika s katetama a = 5 cm in b = 8 cm.

Plosc¢ino pravokotnega trikotnika lahko izraCunamo iz S = "z—b =5.8=20cm’.

E Plosc¢ina enakostrani¢nega trikotnika je S =25 ﬁ cm’. Izracunajmo dolzino stranice trikotnika.

. . . . ~ v .~ . . 2 .
IzS=%2Y jny= %ﬁ dobimo obrazec za plos¢ino enakostrani¢nega trikotnika S = “—4/\5 .

2
0d tod izraéunamo a* = % = ‘%ﬁ =100in a =10 cm.

E Z 8 dm dolgo zZico oblikujemo enakostrani¢ni trikotnik. Natan¢no izraCunajmo njegovo plos¢ino in nato
rezultat zaokroZimo na kvadratni centimeter natan¢no.

Kerjeo=3a,jea= =§ dm.

(4

3
.- e . . 7 B

Sedaj izracunajmo plos¢ino trikotnika S = 0

(%)2ﬁ_16/§ 2
e dm”.

Rezultat izracunamo z Zepnim racunalom in ga zaokrozimo S = %ﬁ dm’ = 308 dm’ = 308 cm’.
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ﬂ IzraGunajmo plos§¢ino trikotnika, ¢e merita stranici 5 cm in 4 cm, kot med njima pa 62°24’. Rezultat
zaokrozimo na dve mesti.

Zai 1zracun plos¢ine trikotnika uporablmo obrazec S = = ab sin yin dobimo
S— .5cm-4cm-sin62°24’ =89 cm’.

E Stranice trikotnika ABC merijo 6 cm, 8 cm in 1 dm. Natanc¢no izraCunajmo ploS¢ino trikotnika ter
polmera oc¢rtanega in vCrtanega kroga.
atb+c _ 6+8+10
2 a 2
obrazca S= /s(s—a)(s—b)(s—c) = J12- (12=6)(12—8)(12—10) =24 cm’.

Najprej izraCunamo s = = 12, nato pa ploscino trikotnika z uporabo Heronovega

Iz formule S = (ZLRC izrazimo R = ‘%c in izraCunamo R = % =5 cm, nato pa iz formule S = rs
izrazimo r = ‘Eg in izraCunamo r = % = 7) @i,

b) Sinusni izrek: V trikotniku je razmerje dolzine stranice in sinusa nasprotnega kota enako premeru trikotniku
ocrtanega kroga.

a_ _ b _ _c _»Hp
sing  sinf  siny ’

Sinusni izrek uporabljamo v poljubnem trikotniku, ¢e imamo dani dolZini dveh stranic in velikost kota,
ki je eni od teh dveh stranic nasproti, ali ¢e imamo podano dolZino stranice in velikosti dveh kotov.

[Vy

n V trikotniku ABCje a= 6 m, c =9 m in y = 82°46'. IzraCunajmo dolZino stranice b in velikosti kotov &
in f.
C

1 o ’ . .
Iz obrazca m = i izrazimo sina = a s1n Y jzracdunamo sin o = W— =0'6614 in od tod

a=41°24'.

1z zveze o + ,6'+ y=180° izrazimo f= 180° — @ — y in izraGunamo £ = 55°50".

Iz obrazca 2 = - izrazimo b = <14 in izradunamo b= 7"51 cm.
sin ,B sin 7/ siny

E V trikotniku ABC je b=4"5 cm, ¢ = 5 cm in = 56°. IzraCunajmo velikosti kotov ¢ in y.

e i 0, — csinf _ 5sin56° _ -
Iz Snf — sny Zapisemosiny 5 15 0'9212.

Od tod dobimo dve resitvi 7, =67°6" in 5, = 180° — ;= 180° — 67°6' = 112°54'.
Od tod je o = 180°— #— 1 =56°54" in o, = 180°— f— = 11°6".

¢) Kosinusni izrek:
a=b"+c = 2bccosa
V=d+c- 2accosf
C=d+b - 2abcosy
Kosinusni izrek uporabljamo v poljubnem trikotniku, ¢e imamo podani dolZini dveh stranic in velikost kota
med njima ali ¢e imamo podane dolzine vseh treh stranic.
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[y

n Natanc¢no izraCunajmo dolZino neznane stranice trikotnika, v katerem dve stranici merita 3 cm in 5 cm,
kot med njima pa 60° stopinj.

Uporabimo kosinusni izrek ¢ =a +b>— 2abcos y=9+25-2-3-5c0s60°=19 in zapiSemo

c= /B em.

E Izracunajmo velikost najvecjega kota trikotnika s podatkia =5 cm, b=7 cm in ¢ = 8 cm.
Najvecji kot trikotnika je  saj leZi nasproti najdaljse stranice c.
Zapisemo ¢ =a’ + b” — 2ab cos %

2 2 2
izrazimo cosy = ¢ +2]; —— = 252+ .459._764 - %

in izraunamo y= 81°47".

B V trikotniku s podatki @ = 10 cm, ¢ = 14 cm in = 71°34’ izracunajmo dolZini vi§ine na stranico c

NariSemo sliko.

Iz sinf= %’ izracunamo v, = asin = 10sin71°34" = 9749 cm.

o 2 2 2 GG =
ZapiSemo £, = (% Y +a —2-a- % cos /8 in izraCunamo

tch(§)2+a2—2-a-§cosB = /49 +100 — 140cos71°34’ =102 cm. 4 o | &
n Izracunajmo dolZino diagonale e = AC paralelograma ABCD, ce jea=5cm, b=4 cmin a=75°.

IzraGunamo = 180° — a = 105°, D €

zapiSimo kosinusni izrek

e=a’ +b —2abcosf=25+16-2-5-4c0s105°=51"35 B :

inodtode= /5135 =72 cm.

B
A a B

E Izracunajmo dolzino diagonale e trapeza ABCD, za katerega veljaa =20 cm, ¢ =14 cm, b =9 cm
in #=65°48'.

Zapisemo ¢’ =a’ + b° — 2ab cos [ in izraCunamo
e=Ja* +b*—2abcosB = /400 + 81 — 360c0s65°48" = 1826 cm.
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Ploscina trapeza in deltoida

Ploscina trapeza je S = (”—JFZCU’ =5 D ¢ C

Za srednjico trapeza s velja s = 45<
d s \b
/N
i
A

n Izraéunajmo visino in plo§¢ino trapeza s podatkia = 16 cm, b =12 cm, ¢ =13 cm in f=70°.

8]

Iz sinf= % izraCunamo v = hsinf=12sin70° = 113 cm.

Ploscina trapeza meri S = +2C) ] GO 132)' 11.28 _ 163'5 cm’.

E IzraGunajmo plos¢ino enakokrakega trapeza ABCD, ¢e merita osnovnici 27 cm in 13 cm, kraka pa 25 cm.
Z uporabo Pitagorovega izreka izraCunamo viSino trapeza

V= A/a’2 - ("fc)2 = A/252 - (27%13)2 = ,/625 49 = ,/576 =24 cm, nato pa plos¢ino trapeza

S=(ata:y - QI1):24 _ 480 en”

Ploi¢ina deltoida je S = e—zf . D

[y

Natanc¢no izracunajmo plos¢ino deltoida ABCD s stranicama, dolgima 16 cm in 10 cm, ki oklepata
kot 120°.

Ker sta trikotnika ABD in CBD skladna, je plos¢ina deltoida ABCD dvakratnik plo$¢ine trikotnika ABD.
Zato lahko zapiSemo S zcp=2 - Sypp=2 - %ab sin120°=16 - 10 - AZB = SOﬁ cm’.
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Ploscina pravilnega n-kotnika

Plos¢ina pravilnega n-kotnikaje S=z -n-a-v=

kroga, = 380

NI—

% -n-R*-sin @, pri Cemer je R polmer n-kotniku o¢rtanega
stranici a pripadajoci srediS¢ni kot in v viSina trikotnikov, ki sestavljajo n-kotnik.
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Vg

Izracunajmo ploscino in obseg pravilnega osemkotnika s stranico a = 4 cm.

Obseg pravilnega osemkotnika meri 0 = 8a = 32 cm.

Pravilni osemkotnik je sestavljen iz osmih enakokrakih trikotnikov, v katerih kot med krakoma meri
a

360° a

— o o522 @ ‘go _ Z B al
e 45°, za vi§ino pa velja tan22°5° = —

[zracunamo viSino v = =483 cm.

__a
2tan22°5°

Ploscina pravilnega osemkotnika je S= 8 - ‘%’ =773 cm’.

Krog in kroznica. Krozni izsek in krozni odsek

Plos¢ina kroga je S = .

Obseg kroga je 1 dm. Izracunajmo, koliko kvadratnih centimetrov meri plo$¢ina kroga.

1z 0 = 27tr zapiSemo r = 2% = % cm in izracunamo plos¢ino kroga S = w=mn- 2—2 = 2?5 cm’ = 8 cm’.
Y
Krozni izsek je mnozica tock kroga, ki leZijo v danem srediS¢nem kotu.
Za krozni izsek izraCunamo plos¢ino kroznega izseka S po obrazcih: z
2
a) Ce je kot a v stopinjah: S = “3'660“

b) Ce je kot a v radianih: S = Lr=17q

2 2
E V krogu s polmerom 12 cm meri srediS¢ni kot g . Izracunajmo, koliko meri plos¢ina kroznega izseka.

Uporabimo formulo S = %rzain izraGunamo S = % S127. g =12rcm’ =37 7cm’.

E Izracunajmo, koliko stopinj meri srediS¢éni kot, ki ga v krogu s polmerom 4 cm doloc¢a krozni izsek
s ploscino 67 cm’.

2
_T-rao
1z zveze S = 360°
izrazimo o = w
m-r

in izraunamo o = M =135°.
7'[ .
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Krozni odsek je del kroga, omejen s kroznim lokom in pripadajoco tetivo.

S Pitagorovim izrekom lahko zapiSemo zvezo med polmerom kroga r, dolzino tetive ¢
in oddaljenostjo tetive od sredisca v: F=v+ (é )2.

Plosc¢ino kroznega odseka izracunamo po obrazcih:

2
nora
360°

b) ¢eje kot 0 < a < m (v radianih): S = % r2(a —sina)

[Vgy

Izracunajmo plos¢ino kroznega odseka, ki ga v krogu s polmerom r = 8 cm doloca tetiva r = 10 cm.

a) Ceje kot 0 < o< 180° (v stopinjah): S =

_twv
2

t
Izsin4 = f = % je %’ =38'68inodtod a=77°22".

2
2
Ploscina kroznega izseka je 5, = 52 = 4321 cm’,
plo§¢ina trikotnika je S, = % Fsina=3123cm’.

Plos¢ina kroznega odseka je S=S;— S,= 11798 cm’.

1. Kvadrat razdelimo na dva pravokotnika, kot kaze 6. Natan¢no izracunajte plos¢ino paralelograma

slika. Plos¢ina manjSega pravokotnika je 56 cm’. s podatkia =52 cm, b=63 cm, o= 150°.
Izracunajte plos¢ino kvadrata.
D F C 7. Za paralelogram ABCD velja: S = 20, /2 cm’,

a:b=5:2, a=45°. Izracunajte dolzini stranic a
in b ter dolzZino diagonale e.

8. Diagonali romba ABCD merita e = Md =48 mm
inf= |BD| = 36 mm. IzraCunajte dolzZino stranice
romba in njegovo plos¢ino.

2. IzraCunajte ploscino pravokotnika z obsegom 9. Natanéno izracunajte plod¢ino romba s stranico
24 m, Ce je ena stranica za 3 m daljSa od druge. 8 dm in kotom = 120°.
3. Koliko merita stranici pravokotnika s plo§¢ino 10. Izracunajte plos¢ino romba ABCD, Ce je
2. .
40 dm” in obsegom 2°6 m? [4B| = 10 cm in |BD| = 16 cm.
4. Izracunajte plos¢ino pravokotnika s stranico 11. Plos¢ina romba je 120 cm’, diagonala f pa meri
a=14"3 cm, ¢e kot med diagonalama (nasproti 10 cm.
stranice @) meri ¢ =156 °44'. Rezultat zaokrozite a) Izracunajte dolZino stranice a in dolZino
na stotinko. diagonale e.

b) Izracunajte viSino romba in velikost kota c.
5. Stranici paralelograma ABCD z vi§inov,= 69 cm
merita g =9 cm in b =7 cm. Koliko meri ostri kot 12 Kateti pravokotnega trikotnika merita 24 cm
med stranicama paralelograma in koliko njegova in 30 cm. Izracunajte plo$¢ino trikotnika
ploscina? in dolzino hipotenuze.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Pravokotnik ABCD ima stranici dolzine
[4B| = 20 cm in |BC| = 14 cm. Tocka M deli
stranico AD v razmerju MM| : |MD| =2:5.
Kolik§en odstotek plos¢ine pravokotnika
pokriva trikotnik MCD?

Vsota dolzin katet pravokotnega trikotnika s plos-
¢ino 60 dm’ je 23 dm. Koliko merijo stranice
trikotnika?

Izracunajte plo§¢ino enakostrani¢nega trikotnika
s stranico 20 cm. Koliko bi morala meriti stranica
enakostrani¢nega trikotnika, da bi imel ta
plos¢ino 100 cm™?

Izracunajte viSino in plo$¢ino enakokrakega
trikotnika z osnovnico 28 cm in krakom 21 cm.

Osnovnica ¢ enakokrakega trikotnika 4BC meri
36 c¢m, krak a meri 30 cm, osnovnica ¢’ podob-
nega trikotnika A'B'C’'pa 24 cm. Izraunajte krak
a’ in ploséino trikotnika A'B'C".

Trikotnik ABC z osnovnico ¢ =4 c¢cm in s plos¢ino
S =20 cm’ je podoben trikotniku A'B’C’ s plos-
¢ino S’ = 80 cm’. Koliko meri osnovnica trikot-
nika A'B'C"?

Stranici trikotnika ABC merita 10 cm in 7 cm ter
oklepata kot 52°37’. Koliko meri tretja stranica
trikotnika?

Stranice trikotnika ABC merijo a = 7 cm,
b =9 cm in ¢ = 6 cm. Izracunajte velikost
najvecjega notranjega kota trikotnika.

V trikotniku ABC's podatki |BC| = 8 cm,

[ACI =7 cmin y = 56°41" izracunajte dolzino
stranice ¢ = |4B| in v, (visina na stranico a).
Obe dolZini zapiSite zaokrozeno na dve mesti.

V paralelogramu ABCD s stranicama a = 5 cm
in b =3 cm in kotom = 130° izracunajte
dolzino diagonale AC in viSino paralelograma.

V paralelogramu ABCD je b=7 cm,e= 155 cm
in o = 50°. IzraCunajte dolzino stranice a
in diagonale f.

24.V trikotniku ABCje a=6 cm, b=9 cm in y=40°.

25

26.

27.

28.

29.

30

31.

GEOMETRIJSKI LIKI

a) Na tri mesta natan¢no izracunajte dolzino
stranice c.

b) Tocka D lezi v ravnini tako, da je Stirikotnik
ABDC paralelogram (|AB| = CD‘ in \ACI = |BD|).
Izracunajte dolzino diagonale AD.

. V paralelogramu ABCD jea=5cm, b=4 cm,

a=45°.

a) Izracunajte viSino na stranico a in plos¢ino
paralelograma.

b) Koliko meri dolZina diagonale /7

¢) Za koliko odstotkov se spremeni plos¢ina
paralelograma, ¢e povecamo kot « za 10 %,
dolzini stranic a in b pa ostaneta nespreme-
njeni?

Koliko meri kot med diagonalama paralelograma,
v katerem je a = 10 cm, e = 15 cm in f= 8 cm?

V trapezu ABCD merijo stranice a = 20 cm,
b=18 cm, ¢ =7 cm in kot &= 62°30".
Izracunajte dolzino stranice d.

V trapezu ABCD je |BCi = 15 cm, |CD| = 18 cm,
v=12 cmin 6= 120°. Izracunajte dolzino
stranice AB.

V trapezu ABCD jea=8 cm, b=4 cm, aa=70°,

£=50°.

a) Koliko meri kot »?

b) Na milimeter natan¢no izraCunajte dolZino
stranice c.

¢) V trapezu leZi to¢ka E na stranici CD tako,
da je |CE1 : |ED| = 3 : 1. Izracunajte dolzino
daljice BE.

.V trikotniku ABC s podatkia =5 cm, b= 3 cm

in y = 60° lezi tocka D na stranici AB, tako da je
| 4Dl ;| DBl =5 : 2. Izracunajte dolzini daljic AB
in CD in velikost kota X CDA.

Dan je trikotnik ABC s podatkia=4 cm, b=5 cm
in y=60°.
a) Natancno izraCunajte dolzino stranice c.
iz oglisca A.
¢) V kolik§nem razmerju deli viSina stranico a?
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32. Dan je trikotnik ABC s stranicami a = 10 cm,
b=12cminc=16 cm.
a) Izracunajte obseg in plos¢ino trikotnika.
b) Izracunajte najvecji notranji kot trikotnika.

33. Stranici trikotnika merita 6 cm in 10 cm in okle-

pata kot 60°. Koliko meri plo§¢ina trikotnika

in koliko tretja stranica trikotnika? Rezultat

naj bo zapisan v natan¢ni obliki.

34. Plos¢ina ostrokotnega trikotnika s stranicama

6 cm in 8 cm meri 20 cm”. Koliksen kot oklepata

dani stranici?

35. V trikotniku ABC merijo stranice a = 5 cm,

b =7 cmin ¢ = 6 cm. Natan¢no izracunajte

plos¢ino trikotnika in dolzino najdaljSe viSine

trikotnika.

36. V trikotniku ABC je ¢ =36 cm, b =25 cm

in y=75°. IzraCunajte velikosti neznanih

notranjih kotov trikotnika.

37. Koliko merijo stranice trikotnika s podatki

a=25dm, 2=80°in f=155°7

38. V trikotniku ABCje c=16 cm, b= 15 cm

in f= 65°. Izracunajte velikosti neznanih

notranjih kotov in stranic trikotnika. ZapiSite

obe moznosti.

39. V trikotniku s stranico ¢ = 12 cm je razmerje

notranjih kotov a: f: y=3:2:4.

a) IzraCunajte velikosti notranjih kotov.

b) Izracunajte dolzZini stranic a in b.

40. IzraCunajte obsega in plos¢ini obeh trikotnikov,

ki sta dolocena s podatkia =5 cm, b=6 cm

in a=40°. Rezultate zaokrozite na stotinko.

41.V trikotniku ABC je a = |BCi = 5 cm,

b=1|4Cl=8 cmin f=68°15'. Izracunajte:

a) velikosti neznanih kotov in stranic trikotnika,

b) polmer trikotniku o¢rtanega, polmer trikot-
niku vértanega kroga in plos¢ino trikotnika.

42.

43.

44

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Dan je trikotnik ABC's podatkia=5cm, b=7 cm

in f=60°.

a) Konstruirajte dani trikotnik.

b) Izracunajte velikosti kotov & in ¥ dolzino
stranice ¢ in plos¢ino trikotnika.

V enakokrakem trikotniku z osnovnico 6 cm
in viSino na osnovnico 4 cm izracunajte kot ob
osnovnici in polmer trikotniku o¢rtanega kroga.

. Za trikotnik ABC poznamo a = 6 cm, b = 10 cm

in S =15 cm’. Izracunajte velikost kota 7.
ZapiSite obe moznosti.

Plos¢ina trikotnika s stranicama 4 cm in 6 cm je
9 cm”. Poiscite obe mozni dolZini tretje stranice
trikotnika.

Plos¢ina ostrokotnega trikotnika ABC s strani-
camaa:|Bd: IOcminc:IAB\: 12 cm je

48 cm’. Izracunajte polmer trikotniku vértanega
kroga.

Za koliko odstotkov se spremeni plos¢ina trikot-
nika, Ce eno stranico trikotnika pove¢amo za
30 %, drugo stranico zmanjSamo za 30 %, kot,
ki ga oklepata stranici, pa ostane nespremenjen?

IzraCunajte stranici a in c trikotnika s podatki
S=120 cmz, a:c=5:6, =30°(S je plos€ina
trikotnika, £ je kot med stranicama « in c).

V trikotniku ABCje b=11'5cm, ¢ =23 cm,

y=65°20".

a) Izracunajte dolZino stranice « in velikost
kotov arin f.

b) IzraCunajte plos¢ino trikotnika.

¢) IzraCunajte polmera trikotniku vértanega
in oCrtanega kroga.

¢) Koliko meri pravokotna projekcija stranice b
na stranico c?

V trikotniku ABCje R=2'5cm, a =4 cm,
v, =3 cm.

a) IzraCunajte kote trikotnika.

b) IzraCunajte plo§cino trikotnika.



51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Izracunajte obseg in plos¢ino lika s slike.
D 12dm C
g
as
O
A 20dm B

Izracunajte viSino in ploS¢ino trapeza, Ce je
a=8m,b=5m,c=3min f=75°.

Izracunajte plos¢ino enakokrakega trapeza
z osnovnicama 0'45 m in 3°1 dm ter viSino
24 cm. Koliko merita kraka trapeza?

Izracunajte plos¢ino enakokrakega trapeza ABCD
s podatki a =9 cm, b =5 cm, ¢ =3 cm. Koliko
meri diagonala e in koliko kot v oglis¢u C?

Trapez ABCD je podan s podatki a = 18 cm,
b=12cm, c=4 cmind= 10 cm. Izracunajte
viSino in plo§¢ino trapeza. Rezultata zaokrozite
na desetinko natan¢no.

V pravokotniku ABCD merita stranici a = 10 cm
in b = 8 cm. Na stranici DC je tocka E, tako da
je |CE| : \ED\ = 2 : 3. Izracunajte ploscino Stirikot-
nika ABCE in velikost kota BAE.

Pravokotnik ABCD ima stranici dolZine

4B| = 24 cm in |BC| = 12 cm. Tocka E deli
stranico AB v razmerju |AE1 : \ED\ =2:1,tocka F
pa deli stranico CD v razmerju |DF| : |[FC{=5:7.
Natancno izracunajte dolzino daljice EF in raz-
merje med plos¢inama Stirikotnika AEFD

in Stirikotnika EBCF.

Pravokotnik s plos¢ino 60 cm’ razdelimo na
enakokraki trikotnik in trapez s krajSo osnovnico
|CE{ = 7 cm, kot kaZe slika. Izracunajte dolzini
stranic pravokotnika.

A D
E
B C

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

GEOMETRIJSKI LIKI

V trapezu ABCD s plos¢ino S = 244 cm’ je stra-
nica AB za 14 cm daljSa od stranice CD, stranica
AD meri 13 cm, ogliS¢e D pa je od stranice AB
oddaljeno za 1 dm.

a) Izracunajte velikost kota c.

b) Izracunajte dolzini stranic AB in CD.

Daljica ED je srednjica trikotnika ABC z viSino
24 cm. Izracunajte plos¢ino trikotnika ABC,
Ce je plos¢ina Stirikotnika ABED 108 cm’.

Plos¢ina zmaja v obliki deltoida je 1470 cm’.
Izracunajte dolzini diagonal, Ce veste, da sta
v razmerju 3 : 5.

Izracunajte plos¢ino deltoida ABCD, za katerega
je |4B| = 24 cm, |[AD| = 7 cm in |BD| = 25 cm.

IzraCunajte plos¢ino deltoida, za katerega je
a=42"6 mm, f=28 2 mm, kot med stranicama a

paje a=84°36".

Izracunajte obseg in plos¢ino lika s slike.

6cm

Pravokotnemu trikotniku s katetama 3 cm

in 3,/3 cm oértamo krog.

a) Izracunajte polmer trikotniku oCrtanega
kroga.

b) Za koliko odstotkov je plosCina kroga vecja
od plosCine trikotnika?

V trikotnik ABC s kotom o« = 60° vértamo krog
s plos¢ino 167 cm’. Koliko je ogliscée A oddaljeno
od sredis¢a vértanega kroga?

Dana je kroznica s polmerom 6 dm in v njej sre-
dis¢ni kot 100°. Izracunajte danemu srediSénemu
kotu:

a) dolzino pripadajoCega loka

b) ploscino kroznega izseka
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

MATEMATIKA V GIMNAZLJI

V krogu s polmerom r = 4 m meri srediS§¢ni kot
@ =0"25. IzraCunajte dolZino pripadajocega
kroZnega loka in plo§¢ino kroznega izseka.

Plos¢ina kroZznega izseka kroga s polmerom
12 cm je 54n cm’. Koliksen je srediscéni kot
izseka in kolikSen obseg izseka?

Izracunajte plos¢ino kroznega odseka, ki ga
v krogu s polmerom 12 ¢cm doloc¢a srediS¢ni
kot 45°.

Izracunajte plos¢ino in obseg kroznega odseka,
ki ga v krogu s premerom 10 cm odreze tetiva
dolzine 7 cm.

V kot 45° je vértan krog tako, da se dotika obeh
krakov kota. SrediSce kroga je od vrha kota
oddaljeno za 15 cm. Koliko meri polmer kroga
in koliko plos¢ina osenCenega lika?

45°

V

IzraCunajte velikost notranjega kota in Stevilo
diagonal pravilnega desetkotnika, ki ga vértamo
v krog s polmerom 12 cm. Koliko meri plos¢ina
desetkotnika?

IzraCunajte dolzino stranice in plos¢ino pravil-
nega 7-kotnika, vértanega v krog s polmerom
10 cm.

V krog s polmerom 1 m o¢rtamo pravilni osem-
kotnik. Izracunajte plos¢ino osemkotnika.

IzraCunajte plos¢ino pravilnega 9-kotnika
s stranico dolzine 10°3 cm.

Izracunajte dolzini najkrajSe in najdaljSe diago-
nale pravilnega petkotnika s stranico 1 m.



10. GEOMETRIJSKA TELESA B

PovrsSine in prostornine geometrijskih teles

Geometrijsko telo je del prostora, ki je z vseh strani omejen s ploskvami. Telo, ki ga omejujejo same ravne
ploskve — veCkotniki, je oglato telo ali polieder (prizma, piramida ...). Telo, pri katerem je vsaj ena ploskev
kriva, je okroglo telo (valj, stoZec, krogla ...). StikaliS¢e dveh mejnih ploskev telesa je rob telesa. KrajiSca robov
telesa so oglisca telesa. Povrsje telesa je unija vseh mejnih ploskev. Vsota plos¢in vseh mejnih ploskev je
povrsSina telesa.

Ce povrsije telesa lahko razrezemo po nekaterih robovih tako, da ga lahko razvijemo v ravnino, potem doblje-
nemu liku reCemo mreza telesa. Plas¢ telesa je del mreze telesa brez osnovnih ploskev. Prostornina telesa je
velikost prostora, ki ga telo zavzema.

o . . . 3 . .
Osnovna enota za merjenje prostornine je 1 m™ (prostornina kocke s stranico 1 m).

Izpeljane enote so: 1 mm3, 1 cm3, 1 dm’
1 liter, 1 hektoliter

Velja: Im’=1-10"mm’, Im’=1.10°cm’, 1 m’ = 1000 dm’
1 liter = 1 dm”, 1 hektoliter = 100 litrov=0"1 m’

Veljajo oznake: Obseg osnovne ploskve ozna¢imo s ¢rko o, plos¢ino osnovne ploskve s ¢rko S, viSino telesa
s ¢rko v, ploscino plascéa s S, povrsino telesa s P, prostornino telesa z Vin ploS¢ino osnega preseka s S;.

Prizma

Naj bo v ravnini dan poljuben veckotnik 4, 45, A5, ..., A, in naj tocka 4," ne lezi v ravnini danega veckotnika.
Prizma je mnozica tock prostora, ki jo »opise« veckotnik 4, A,, 43, ..., 4, pri vzporednem premiku za vektor
A,A,". Pritem se veckotnik 4,, 4,, A, ..., A, (osnovna ploskev prizme) preslika v veCkotnik 4,", 4,', A5', ..., A,
(druga osnovna ploskev prizme). Osnovni ploskvi prizme sta vzporedna skladna veckotnika. Osnovni robovi
prizme so stranice osnovnih ploskev, stranski robovi prizme pa so daljice 4,4,', A,4,', A345', ..., A, A, . Sosed-
nja stranska robova prizme sta stranici paralelograma, ki ga imenujemo stranska ploskev prizme. Stranske plos-
kve prizme sestavljajo plas¢ prizme. Visina prizme je razdalja med osnovnima ploskvama. Prizma je n-strana, Ce
je osnovna ploskev n-kotnik. Prizma je pokonc¢na, Ce so stranski robovi pravokotni na osnovno ploskev. Stran-
ske ploskve pokonéne prizme so pravokotniki. ViSina pokonéne prizme je enaka dolzZini stranskega roba.
Prizma je pravilna, ¢e je pokonéna in je osnovna ploskev pravilen veckotnik. Prizma je enakorobna, ¢e so vsi
robovi enako dolgi. Telesna diagonala prizme je zveznica dveh ogliS¢ razli¢nih osnovnih ploskev.

Z.a pokon¢no prizmo velja:

a) povrsina je P=2S5+ S,
b) ploscina plasca je S, = ov
¢) prostornina je V'= Sy
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n Pokon¢na prizma z viSino v = 16 cm ima za osnovno ploskev trikotnik s stranicamia =5 cm, 6 =7 cm in
¢ =10 cm. Izracunajmo povrsino in prostornino prizme.

@rlpre — S 7ar 10
2 2

S= Js(s—a)(s—b)(s—c) = JIT- (11 =3)(I11 =7)(I1 = 10) = 16'25 cm’.

IzraCunajmo povrsino prizme P =25+ S, =2S+0-v=25S+(a+b+¢c)-v=2-1625+(5+7+10)- 16 =
=32'5cm’ + 352 cm’ = 384'5 cm”

in prostornino prizme V= Sv=16"25- 16 =260 cm’.

Najprej izraCunajmo s = = 11, nato pa po Heronovi formuli plo§¢ino osnovne ploskve

E Pokonc¢na enakorobna prizma ima za osnovno ploskev pravilni petkotnik s stranico 1 dm. Izracunajmo
prostornino in povrsino prizme.

NariSemo sliko osnovne ploskve prizme.
Izracunamo sredis¢ni kot ¢ = @ =T72°.

Ker je prizma enakorobna, je v=a =1 dm.

a
Iz tan el dobimo v, Ttan? T@n36° 0°688 dm.

Plosé¢ina osnovne ploskve prizme je S=5 - £ 'ZV“ =172 dm".

Prostornina prizme je V=S -v=172-1=1'72 dm’.
PovrSina prizme je P=2S+S,=2-172+5-1-1=844 dm’.

Kvader je pokon¢na Stiristrana prizma, ki ima za osnovno ploskev pravokotnik.

Za kvader velja: ‘ c

a) ploscina plasca meri S,, = 2c(a + b) &

b) povrsina je P= 2(ab + ac + bc) L TSdTTN [~
- b

¢) prostornina je V = abc ' 7
¢) dolzino telesne diagonale kvadra izraCunamo z uporabo Pitagorovega izreka

injeD=.Ja’+b*+¢

n Bazen ima obliko kvadra s Sirino 12 m, dolzino 25 m in globino 1°6 m. Izracunajmo, koliko kvadratnih
metrov plos¢ic potrebujemo, da ga obloZimo, in koliko litrov vode porabimo, da ga napolnimo.
Za oblozitev bazena potrebujemo P=S5+S§,=12-25+16-2-(12+25)=300+ 1184 = 419 m’ plos¢ic,
v bazen pagre V=abc=12-25-16 =480 m’ = 480000 dm’ = 480 000 litrov vode.
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E Dolzine robov kvadra so v razmerju 5 : 4 : 2, njegova prostornina pa je 5000 cm’. Izracunajmo dolzine

robov kvadra.

ZapiSemoa:b:c=5:4:2inod tod a = 5x, b= 4x in ¢ = 2x.

Iz formule ¥ = abc = 5x - 4x - 2x = 40x’

zapiSemo enacbo 40x° = 5000,

jo preoblikujemo v x =125

in re§imo x = 3/125 =5.

Robovi kvadra merijoa=5-5=25cm,b=4-5=20cminc=2-5=10cm.

kvadra, Ce telesna diagonala kvadra z visino oklepa kot @ = 36°46'.

Osnovna ploskev kvadra je kvadrat s stranico a = ﬁ cm. Izrac¢unajmo plos€ino diagonalnega preseka

g
NariSemo sliko kvadra. :
Izraéunamo dolzino diagonale osnovne ploskve d=a,/2 = /2 - /2 =2 cm. :
v
1z slike razberemo tan ¢ = % P D v
) iy =d __2 -9 A
in izraCunamo v = fanp — @n36°46 2°68 cm. d _
Plos¢ina diagonalnega preseka kvadraje S=d-v=2-2'86 =536 cm’. - a
Kocka je pokon¢na, pravilna, enakorobna S§tiristrana prizma. ;
Za kocko velja:
a) ploscina plasca meri S, = 4q°  \D a
b) povrsina je P= 64’ N
¢) prostornina je V=a’ - d 7
¢) dolzina telesne diagonale je D = a ﬁ a
n Izracunajmo rob kocke s prostornino 100 dm’.
1z obrazca za prostornino kocke V= a
izrazimo in izraéunamo dolZino stranice a = 3/V = 3/100 = 4'64 dm.
E Kocko z robom 3 cm presekamo z ravnino, ki poteka skozi rob osnovne ploskve kocke in z osnovno
ploskvijo oklepa kot 30°. Natan¢no izracunajmo plos¢ino preseka.
Narisemo sliko. ‘
Presek je pravokotnik s stranicama ¢ in x. < o : o
@ G __a _a _2aJ3 _2-3-/3 _ .
Iz cosp= T izracunamo x = e =BT =2./3 cm. A
5 ~
. ) -~ [30° a
Plos¢inaje P=a-x=3-2,/3 =6,/3 cm". a
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Piramida

Naj bo v ravnini dan poljuben veckotnik 4,, 4,, A5 ... 4, in naj tocka V'

ne leZi v ravnini veCkotnika. Piramida je mnozica vseh to¢k prostora, ki leze
na zveznicah tocke V's tockami veckotnika A4,, A,, A5 ... A,,.

Tocko Vimenujemo vrh piramide, veckotnik 4,, 4,, A5 ... A, je osnovna ploskev
piramide, stranice osnovne ploskve pa so osnovni robovi piramide. Stranski
robovi piramide so daljice, ki povezujejo vrh piramide z ogliS¢i osnovne
ploskve. Stranska ploskev piramide je trikotnik, ki ga omejujejo osnovni rob
piramide in stranska robova iz krajiS¢ osnovnega roba. ViSina piramide je
razdalja vrha od osnovne ploskve. Piramida je n-strana, ¢e je osnovna ploskev
n-kotnik. Piramida je pokon¢na, e so stranski robovi enako dolgi. Piramida
je pravilna, Ce je pokoncna in je osnovna ploskev pravilen veckotnik.

Pravilni tetraeder je pravilna enakorobna tristrana piramida.

Za pokoncno piramido velja:
a) povrSinaje P=S+ S,
b) prostornina je V= ‘531’

[y

E IzraGunajmo prostornino pravilne Stiristrane piramide z osnovnim robom a = 6 cm in stranskim robom
§=7 @

Ob pomodi slike in Pitagorovega izreka lahko zapiSemo
Vs - (82 =49-3 =3
in izraCunamo viSino piramide v= ,/31 =557 cm.
2
Prostornina piramide je V' = ‘%’ = ‘%’ = 36—'35ﬂ =668 cm’. a
a
E Izracunajmo velikost naklonskega kota ¢ stranskega roba glede na osnovno ploskev pravilne Stiristrane

piramide z osnovnim robom 3 cm in stranskim robom 6 cm.

NariSemo piramido, katere osnovna ploskev je kvadrat.
Izraéunamo diagonalo kvadratad=a,/2 =3 ./2.

S
Za kot ¢ med stranskim robom in osnovno ploskvijo

d
velia cosp=2 = £ = 3.2 =B = 0°3536. » (o

25 2.6 .
a

Od tod je ¢=69°18".



GEOMETRIJSKA TELESA 123

B Izracunajmo prostornino pokon¢ne pravilne tristrane piramide z osnovnim robom 6 dm, Ce je kot med
stransko ploskvijo in osnovno ploskvijo ¢ = 70°.

Narisemo sliko.

Najprej izraCunamo polmer r enakostranicnemu trikotniku vCrtanega kroga

2
a /3
_S__4 _aJj3 _6J3 _
r_s_—3_cz_6_6_ﬁdm'
2

Nato iz tanp = ¥ izragunamo visino v = rtanp = ,/3 - tan70° = 4'76 cm.

2 2
Prostornina piramide je V'= % -Sov= % . “445 ES % - %5 476 =247 dm”’.

u Izracunajmo povrsino pravilnega oktaedra na sliki, ki ga sestavlja osem
enakostrani¢nih trikotnikov s stranico a = 15 cm.

Povrs§ina oktaedra je sestavljena iz dveh plascev pravilnih enakorobnih Stiristranih
piramid.

ZatojeP=2-4-‘%E =24"- f3=2-225. /3 =450./3 =779 4 cm’.

Pokoncni krozni valj

Pravokotnik s stranicama 7 in v zavrtimo za polni kot okoli stranice v. Mnozico tock, /—\D

ki jo pri tem vrtenju opiSe dani pravokotnik, imenujemo pokonéni krozni valj s polmerom r \\—E—/

in visino v. S, w v
1

Kroga, ki ju opiSeta stranici pravokotnika, imenujemo osnovni ploskvi valja. Premica, ki gre - =

skozi sredi§¢i obeh osnovnih ploskev, je os valja. Ce valj presekamo z ravnino, ki gre skozi \Ly
os valja, dobimo osni presek valja, to je pravokotnik s stranicama 27 in v. Valj je

enakostranicen, ¢e je osni presek kvadrat. Torej je v = 2r.

Za pokonc¢ni krozni valj velja:

a) ploscina osnovne ploskve je S=1 - I

b) ploscina osnega preseka je S, = 2rv

c¢) plas¢ meri S, = 2nry

¢) povrsina je P=2nr(r +v)

d) prostornina V= Ty

[y

n List papirja A4 formata z merami 21 cm in 29°7 cm lahko na dva nacina zvijemo v valj. [zracunajmo,
kateri od valjev ima vecjo prostornino.

Zav=29"7cmino=2nr=2lcmijer= %—Tlt =3'342 cm

ter od tod prostornina V= mwlv=m-33427.29°7 = 1042'3 cm’.
Zav=2lcmino=2nr=29"7cmjer=4"727 cm

ter od tod prostornina V' = wrly=m-4727" 21 = 1474’1 cm’.

Torej, e list papirja zvijemo po daljsi stranici, dobimo valj z vecjo prostornino.
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E Osni presek pokonénega kroznega valja je pravokotnik s stranicama 16 cm in 9 cm. Izracunajmo prostor-
nino valja. Rezultat zaokrozimo na Stiri mesta.

1z 2r = 16 dobimo r = 8 cm.
Visina valja je v=9 cm.
Prostornina valjaje V=S -v= w’v=m-64-9=1810 cm’.

B Visina pokonénega kroznega valja je 10 cm, diagonali osnega preseka valja pa oklepata r
kot ¢ = 53°. IzraCunajmo povrsino valja. v Jw
NariSemo sliko osnega preseka valja. ’ 2
Iz tan% = § izraGunamo r = g -tan%’ = 1—29 -tan% =249 cm. : .
Povrsina valja je P=2s + S, = 21" + 2mrv=2-7-2'49° +2 .- 2'49 . 10 = 1954 cm’.

ror

Pokoncni stozec

Naj bo v ravnini dan krog s polmerom r (osnovna ploskev stozca). Skozi sredis$¢e kroga
postavimo pravokotnico (os stoZca) na dano ravnino in si na pravokotnici izberimo
poljubno tocko V. Mnozico vseh tock, ki leZijo na zveznicah tocke V's tockami kroga,
imenujemo pokon¢ni stozec z vrhom V.

Pokonc¢ni stozec je tudi mnozica tock, ki jo opiSe pravokotni trikotnik, ¢e ga za 360°
zavrtimo okoli ene od katet. Krog, ki ga pri tem opiSe druga kateta, imenujemo osnovna \y
ploskev. Visina stoZca je oddaljenost vrha " od osnovne ploskve stoZca. Stranica s stoZca

je zveznica poljubne tocke roba osnovne ploskve z vchom stoZca. MnoZica vseh to¢k na zveznicah vrha V'

z robom kroga je plas¢ stozca. Ce presekamo stoZec z ravnino, ki gre skozi os stozca, dobimo osni presek
stozZca, to je enakokrak trikotnik z osnovnico 2r in krakom s.

Z.a pokoncni stoZec velja:

a) dolzina stranice s =r+v

b) plos¢ina osnovne ploskve S = o’
¢) plosc¢ina osnega preseka S, = rv
¢) plas¢ meri S, = nrs

d) povrsina stoZzca P=nr(r + )

2
nry

e) prostornina V= 3

n Indijanski Sotor ima obliko stozca s polmerom 245 ¢m in visino 340 cm.
IzraGunajmo, koliko kvadratnih metrov meri osnovna ploskev Sotora
in koliko kvadratnih metrov blaga potrebujemo za Sotor.
Osnovna ploskev Sotora meri S = w=n-245 =189 m’.
Blago potrebujemo za plasca stoZca, zato najprej izracunamo dolZino stranice stoZca

s= v = 2452+ 347 = /1756 =4'19m

in nato ploscino plasca S, =mrs=m-2'45-42=32"3 m’.
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E Izracunajmo, kolikSen kot oklepa stranica pokonénega stozca z osnovno ploskvijo, e je viSina stoZca
dvakrat daljSa od polmera.

ZapiSemo v = 2r.
Iz slike razberemo tangp = * = == =2

in izraCunamo ¢ = 63°26".

E Osni presek pokonénega stoZca je enakokrak trikotnik s krakoma 20 cm in kotom med njima 60°.
Natanéno izraGunajmo polmer in viSino stoZca ter na §tiri mesta natancno prostornino stoZca.

NariSemo sliko in zapiSemo s = 20 cm.

Uporabimo kosinusni izrek in iz

(21 =5"+5" =255 cos =400 +400 -2 - 20 - 20 - cos60° = 800 — 800 - 1 =400
izraunamo 2r = 20 ter od tod r = 10 cm.

Iz cos § =+ dobimo viSino stozca v =s - cos £ =20 - cos30° = 10./3 cm.

2
Prostornina stozca je V= "r3' L= 1003' 103 _ IOO;tﬁ = 1814 cm.

Krogla

Krogla s srediS¢em O in polmerom R je mnozica toCk v prostoru, ki so kve¢jemu za R odda-
ljene od tocke O.

Krogla je tudi mnoZica tock, ki jo opiSe krog, ¢e ga zavrtimo za 180° okoli premera. Krog,
ki gre skozi srediS¢e krogle, imenujemo glavni krogelni krog. Njegov polmer je R.

Za kroglo velja:
a) povrsina je P= 4nR’

3
b) prostornina je V' = “TCTR

[y

n Izracunajmo, koliko meri povrSina koSarkarske Zoge z obsegom glavnega krogelnega kroga 76 cm.

Iz obsega glavnega kroga o = 2nR izrazimo in izraCunamo polmer Zoge r = 2% = % = 12096 cm

in od tod povr§ino Zoge P=4nR’ = 4w - 12°096” = 1838°6 cm” = 18°4 dm’.
E Presek krogle s polmerom R = 25 c¢m in ravnine je krog s polmerom r = 20 cm. IzraCunajmo, kolikSna je
razdalja d med srediS¢em krogle in dano ravnino.

NariSemo osni presek krogle.
Uporabimo Pitagorov izrek in zapiSemo &d+r=nR.

IzraGunamo razdaljo d = JR*—r* = J625—400 = /225 =15 cm.
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B Izracunajmo, za koliko odstotkov je prostornina kocke z robom 6 dm vecja od prostornine krogle
s premerom 6 dm.

Prostornina kocke je V, = @’ =216 dm’.
Ker je premer krogle 6 dm, je njen polmer R = 3 dm.

3 3
Prostornina krogle je V, = ‘“‘TR = 4L33— =36m=113"1dm".

Razmerje prostornin znasa p = %‘-’ = % = P91,
kr )

Prostornina kocke je za 91°1 % vecja od prostornine krogle.

e

1. Skatlica za vZigalice ima obliko kvadra z dolzi-
nami robov 1 dm, 4°5 cm in 25 mm. IzraCunajte
prostornino embalaze. Koliko kubi¢nih deci-
metrov zavzame 1000 Skatlic za vzigalice?

2. IzraCunajte viSino in povrSino kvadra s prostor-
. 3 - .
nino 960 cm”, ¢e merita robova osnovne ploskve
8 cmin 12 cm.

3. Kolik$en kot oklepa telesna diagonala kvadra
z osnovno ploskvijo, ¢e merita robova osnovne
ploskve 3 cm in 4 c¢m, viSina kvadra pa je 6 cm?

4.V kvadru ABCDEFGH (E je nad oglisS¢em A) je
a=|AB|=4dm, b=|4D| =3 dmin
c= \AE\ =12 dm. Izracunajte dolzino diagonal AC
in AG in kot med njima.

5. Dolzine robov kvadra so v razmerju 2 : 3 : 4,
njegova povrSina pa meri 4212 cm’. Izracunajte
dolzine robov kvadra.

6. Koliko meri prostornina kocke s povrSino
1014 cm™

7. Lesen zaboj ima obliko kocke. Dolzina zunanjega
roba meri 60 cm, debelina stene meri 3 cm.
Koliksna je notranja prostornina zaboja? Koliko
kock z robom 8 cm lahko zlozimo v ta lesen
zaboj?

8.V kocki ABCDA'B’C'D's stranico 12 cm je tocka
E razpolovisce stranice A’ D’. Izracunajte velikost
kota X BEC'.

9. Kocki ABCDEFGH z robom dolgim 8 cm dodamo
kvader BIJCFKLG, tako da dobimo kvader
AIJDEKILH s povr§ino 512 dm’, kot kaze slika.
Koliksne so mere dodanega kvadra BIJCFKLG?

G L

10. V trikotniku s stranico ¢ = 10 cm je razmerje
notranjih kotov a: f: y=3:5:4.
a) IzraCunajte velikosti notranjih kotov.
b) Izracunajte dolZini stranic b in c.
¢) Izracunajte prostornino prizme, ¢e je njena
osnovna ploskev dani trikotnik, vi§ina pa meri
5cm.

11. Dan je trikotnik ABC s stranicami a = 10 cm,
b =12 cmin ¢ = 16 cm. Izraunajte prostornino
in povr§ino prizme, ki ima za osnovno ploskev
dani trikotnik, viSina prizme pa je enaka polmeru
trikotniku oCrtanega kroga.

12. Osnovna ploskev pokoncne tristrane prizme
ABCDEF (D je nad A) je enakostranicni trikotnik
s stranico 8 cm. ViSina prizme je 16 cm. Izracu-
najte kot BDC. Velikost kota zaokroZite na dese-
tinko stopinje.
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13.

14.

15

16.

17.

18.

19

20.

21.

Prostornina pravilne Seststrane prizme z vi§ino

. 3 . .
5 cm je 120 - /3 cm’. Koliko meri rob osnovne
ploskve in kolik$§na je povrSina prizme?

Izracunajte povrsino pravilne osemstrane enako-
robne pokonéne prizme z robom dolgim 8 cm.
KolikSen kot oklepata sosednji ploskvi plasc¢a?

. Podan je paralelogram s podatki a = 12°5 cm,

b=10"2 cm, a=50°.

a) Izracunajte dolZino diagonale f.

b) Izracunajte viSino in prostornino pokonéne
prizme, ki ima za osnovno ploskev dani
paralelogram, krajsa telesna diagonala prizme
pa meri 13°86 cm.

Koliko meri povrSina pravilne §tiristrane prizme
i . . 3
z vi§ino 12 c¢cm in prostornino 1200 cm™?

1z kocke z robom 24 c¢m izreZemo najvecjo pra-
vilno S§tiristrano pokonéno piramido. Kolik$Sna je
prostornina piramide?

Izracunajte povrSino in prostornino pokonéne
pravilne Stiristrane piramide z osnovnim robom
a=12 cm in vi§ino v = 8 cm.

. Osnovni rob pravilne Stiristrane piramide meri

7 cm, stranski rob pa 15 cm. IzraCunajte prostor-
nino piramide.

Stiristrana piramida z visino 9 cm ima za
osnovno ploskev pravokotnik s stranicama

10 cm in 14 cm. Izracunajte prostornino pira-
mide. Osnovno ploskev in stranske ploskve pira-
mide razvijemo v ravnino, tako da dobimo mrezo
piramide. IzraCunajte plo§¢ino mreZe piramide.

Telo na sliki je sestavljeno iz kocke z robom
dolzine 8 cm in enakorobne Stiristrane piramide.
Izracunajte povrsino in prostornino telesa.

22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Izracunajte prostornino pravilnega tetraedra
z dolzino roba § cm.

Izracunajte kot med stranskima ploskvama pra-
vilne enakorobne S§tiristrane piramide z robom
5 dm.

Koliko kubiénih decimetrov meri volumen
pokonéne pravilne tristrane piramide z osnovnim
robom 2 dm in viSino 35 cm?

Izracunajte povrsino pravilne tristrane pokonéne
piramide z osnovnim robom 12 c¢m in vi§ino
15 cm.

Koliko meri prostornina piramide z viSino 12 dm,
Ce je trikotnik s stranicami 8 dm, 6 dm in 4 dm
njena osnovna ploskev?

Dan je trikotnik ABC s podatkic=8 cm, b=7 cm

in a=60°.

a) lzracunajte velikosti kotov Sin ¥ dolzino
stranice a in plo§¢ino trikotnika.

b) Trikotnik ABC je osnovna ploskev 12 cm
visoke pokonéne piramide. Izracunajte
prostornino piramide.

Osnovna ploskev pokonéne tristrane piramide je
trikotnik s podatki @ = 6 cm, o= 47°, f=53°.
Stranski rob je nagnjen proti osnovni ploskvi

za kot 50°. Izracunajte viSino in prostornino
piramide.

Stranski rob pokonéne tristrane piramide meri
3 dm, osnovna ploskev je trikotnik s stranicama,
dolgima 2 dm in 4 dm, ki oklepata kot 60°.
Koliko meri tretja stranica osnovne ploskve
piramide in kolik$na je njena prostornina?

Na sliki je narisana mreza piramide, kjer je trikot-
nik ABC osnovna ploskev. Za |AB| =8 cmin
|AC| = |AD| = 6 cm izraCunajte njeno prostornino.
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31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.
39.

40.

Dana je pravilna in enakorobna petstrana pira-

mida z osnovnim robom a = 8 cm.

a) Izracunajte plos¢ino osnovne ploskve.

b) Izracunajte viSino stranske ploskve in viSino
piramide.

¢) Izracunajte kot med stransko in osnovno
ploskvijo piramide.

¢) Izracunajte prostornino in povrsino piramide.

Kolik$ni sta prostornina in povrSina betonskega
stebra valjaste oblike s premerom osnovne
ploskve 30 cm in dolZino 4 m?

Izracunajte povrsino in prostornino enakostranic-
nega valja s polmerom osnovne ploskve 38 dm.

Koliksen je polmer osnovne ploskve kroZnega
valja in kolikSna prostornina valja z vi§ino 20 dm
in s ploséino plaséa 2010 dm™

Osnovna ploskev kroznega valja meri 452°4 cmz,
plas¢ pa 13572 cm’. Koliko meri prostornina
valja?

Izracunajte prostornino in povrsino telesa
iz slike.

Scm

Osni presek valja je kvadrat s plos¢ino 196 cm’.
Koliko natan¢no meri prostornina valja?

Kocko z robom 10 cm pretalimo v enakostra-
ni¢ni valj. KolikSen je polmer valja in kolikSna
njegova visina?

Povrs§ina enakostrani¢nega valja meri 7267 cm’.
Koliks$na je prostornina valja? Rezultat zaokro-
Zite na Stiri mesta.

Lonec valjaste oblike je do % napolnjen z vodo.
Koliko litrov vode je v loncu, Ce je njegov polmer
13 cm in je visok 3 dm?

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Lonec v obliki valja drzi 20 litrov. Premer dna
lonca meri 28 cm.

a) Koliko centimetrov meri viSina lonca?

b) Koliksna je povrsina lonca brez pokrova?

List papirja formata A4 ima obliko pravokotnika

s stranicama 297 mm in 212 mm.

a) List papirja zvijemo v plas¢ valja tako, da je
krajsa stranica pravokotnika viSina valja.
Koliks$na je prostornina valja? Rezultat zapi-
Site na desetinko litra natanc¢no.

b) Navogalih pravokotnika smo izrezali kvadrate
s stranico 5 cm, kot kaZe slika. Dobili smo
mreZo Skatle oblike kvadra — brez pokrova.
Izracunajte robove Skatle.

¢) Koliko meri povrSina Skatle in koliko prostor-
nina Skatle iz primera b?

Pokonéni krozni valj in pravilna §tiristrana
prizma imata enako velika plasca, ki je kvadrat
s plos¢ino 144 cm’.

a) IzraCunajte stranico, vi§ino in prostornino
prizme.

b) IzraCunajte polmer osnovne ploskve, vi§ino
in prostornino valja. Rezultate zaokroZite
na tri mesta.

¢) Za koliko odstotkov je prostornina prizme
manj$a od prostornine valja?

Rob kocke meri 50 cm. Ostruzimo jo v najvecji
mozni valj.
a) Izracunajte razliko med prostornino valja
in prostornino kocke.
b) Koliko odstotkov prostornine kocke znasajo
ostruzki?
¢) Izracunajte povrsino dobljenega valja.

Prostornina kroznega valja meri 2413 dm’. Kolik-
$na je povrSina valja, ¢e sta dolZina polmera in
viSina valja v razmerju 2 : 3? Rezultat zaokrozite
na §tiri mesta.

Pravilni enakorobni tristrani prizmi s stranico a
je vértan valj z isto viSino. Za koliko odstotkov je
prostornina valja manj$a od prostornine prizme?
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47.
48.
49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

Izracunajte povrsino in prostornino stoZca s pol-

merom osnovne ploskve 36 cm in viSino 6 dm.
NN 2. 3

Rezultata zapiSite vdm™ in dm".

Kopica sena ima obliko pokon¢nega stoZca s pol-
merom osnovne ploskve 1°2 m in vi§ino 2°3 m.
Koliko kubiénih metrov sena je v kopici in koliko
kvadratnih metrov pregrinjala potrebujemo, da bi
seno zavarovali pred dezjem?

Natancno izracunajte povrsino in prostornino
stoZca s polmerom osnovne ploskve 6 cm in
stranskim robom 10 cm. Koliko meri kot ob vrhu
osnega preseka stozca?

Izracunajte povrSino in prostornino stozZca, ¢e
meri stranica stoZca 12 ¢cm in je proti osnovni
ploskvi nagnjena za kot 30°.

Izracunajte prostornino enakostraniénega stozca
s polmerom osnovne ploskve 5 dm. Plas¢ stozca
in osnovno ploskev razvijemo v ravnino, tako da
dobimo mreZo stoZca. Kolik$na je ploS¢ina mreze
stozca? Oba rezultata zaokrozite na Stiri mesta.

Na sliki je narisano telo, ki smo ga dobili tako,
da smo iz enakostrani¢nega valja izrezali stoZec
z isto visino v = 0°8 m. IzraCunajte povrsino
telesa.

Pravokotni trikotnik s katetama 14 cm in 8 cm
zavrtimo za 360° okoli daljSe katete. Mnozica
tock, ki jo pri tem vrtenju opiSe dani trikotnik,
je stozec. Kolik$na je prostornina telesa?

Kot ob vrhu osnega preseka stozca meri 30°.
Koliksna je viSina in kolikSna prostornina stoZca,
Ce premer osnovne ploskve stozca meri 50 cm?

Osni presek enakostraniénega stoZca meri
2 . . ~. ~
64./3 dm". Koliko meri povrsina stozca?

56

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

. Povrsina plasca enakostrani¢nega stoZca meri
2 - . . .
8m cm”. IzraCunajte njegovo prostornino.
Rezultat zapiSite v natanéni obliki.

Prostornina enakostrani¢nega stoZzca meri
3 ~ .
121 ﬁ cm’. IzraCunajte polmer osnovne ploskve.

Povrsina enakostrani¢nega stozca meri 1927w cm’.
Izracunajte polmer osnovne ploskve stozca,
natanc¢no plos¢ino osnega preseka in natancen
volumen stozca.

Krozni izsek s polmerom 3 dm in sredi§¢nim
kotom 120° zvijemo v plas¢ stoZca. Izracunaj
prostornino stozca in jo zapiSi v litrih.

Kolik$no je razmerje med plos¢ino plasca
in ploS¢ino osnovne ploskve enakostrani¢nega
stozca?

V pokonénem stozcu je razmerje med povrsino
plasc¢a in plos¢ino osnovne ploskve 5 : 3.
Koliko meri viSina stoZca, Ce je povrSina

~ 2?
stozca 3841 cm™?

Obseg glavnega kroga nogometne Zoge je 70 cm.
Kolik$na je prostornina in kolik§na povrSina Zoge?

Krogla za balinanje ima polmer 5°5 cm.

a) IzraCunajte povrsino in prostornino krogle.

b) KolikSna je masa krogle, Ce je gostota kovine,
iz katere je krogla narejena, 5°4 g/cm3?

Koliks$na je prostornina krogle s povrsino 1 m*?

Koliksen je premer krogle, ki ima enako prostor-
nino kot kocka z robom 1 m?

Polmer Lune je 1738 km, polmer Zemlje pa
6378 km. Koliko odstotkov prostornine Zemlje
predstavlja prostornina Lune?

Zelezno kroglo s polmerom R = 100 cm preta-
limo v enakostrani¢ni valj. KolikSen je polmer
in kolik$na viSina valja?

Kroglo, ki ima prostornino 288n cm’, prerezemo
z ravnino, ki je od sredis¢a oddaljena za 3 cm.
Natanéno izracunajte plos¢ino preseka krogle

in ravnine.
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Vsak urejen par tock (4, B) v prostoru doloca vektor d = ITB .

Vektor ponazorimo z usmerjeno daljico. M
Dolzina vektorja & = AB je enaka dolzini daljice AB. Oznaka: a = \a \ = |E| =d(4, B).

Enotski vektor je vektor z dolzino 1.

Nicelni vektor je vektor, pri katerem zacetna in kon¢na tocka sovpadata: 6 = B .

Vektorja 1TB in CT) sta enaka, Ce imata enako velikost in se ujemata v smeri in usmerjenosti.

Usmerjeni daljici predstavljata isti vektor, Ce sta vzporedni, enako dolgi
in enako usmerjeni.

Vektor se ne spremeni, ¢e ga vzporedno premaknemo.

Vektor BA je nasprotni vektor vektorju 4B : BA =—-AB. Vektorja AB
in BA sta enako dolga, vzporedna in nasprotno usmerjena.

[Vy

Narisimo pravokotnik ABCD, za katerega velja MB’ =4 cmin |Bd =3 c¢m, in v njem narisimo in zapisimo
vse nenicelne vektorje, ki jih dolocajo gglisca pravokotnika. Zapisimo Se vektor, ki je enak vektorju 4D,
in vektorje, ki so nasprotni vektorju 4B . D C

\ﬁne@elnivektorjiso:ﬁ,ﬁ,E,Bj,ﬁ?,@, @, @, @,Dj,
DB, DC.

Vektor I?C je enak vektorju E , vektorju E sta nasprotna vektorja lﬂ in CT) .

Racunanje z vektoriji

I. Sestevanje vektorjeyv:

TrikotniSko pravilo Paralelogramsko pravilo

I1. Odstevanje vektorjev: & — I; =a+ (—I;)
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Za seStevanje vektorjev veljajo lastnosti:

AN AN
l.a+b=b+a komutativnost sestevanja ali zakon o zamenjavi ¢lenov
EN LN
2. (a+b)+¢=a+(b+¢) asociativnost sestevanja ali zakon o zdruzevanju clenov
AN ~ ~ AN AN
3.a+0=0+a=a
AN
4. a+(-a)=0

E Nar1s1mo paralelogram ABCD za katerega Velja MB| 5 cm, |AD| 3 cmin a=60°, in vektorje
4B +BC 4D + CD AC +AB AD - AB in BD - DA.

E VkvadruABCDA B'C'D’ p01s01mo vektor]e AB + AA’ AB + AD + AA’ AC + BB’ + DA
AB’ AA' BB’ D’A’ in BD CD C C.

NariSemo kvader in zapiSemo. G

AB + A4’ = AB'

AB + AD + A4’ = AC' )
@

AC + BB' + DA = 4B’
AB' - 44’ = 4B
BB -D'A’' = BC'
BD-CD-CC=BC

I11. Produkt vektorja a s stevilom (skalarjem) m je vektor ma, ki je:

1. vzporeden vektorju @

2. enako usmerjen kot vektor @, e je m > 0, oz. nasprotno usmerjen kot vektor a, ée je m < 0
3. za njegovo dolzino velja [ma | =|mi| - |a|

Prikazimo produkt vektorja @ s Stevili —1, 2 in — % .

(-1)-a

|
[(S][8)
\._/
]
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Lastnosti mnozZenja vektorja s Stevilom:

1. n(ma)=(nm)a asociativnost v skalarnem faktorju

2. (n+m)a =na +ma distributivnost v skalarnem faktorju
3. n(a + l; Y=na + nl; distributivnost v vektorskem faktorju

[VWy

oo o ~ . N ey . v . oY . . N
n Narisimo vektor @, Ge je |d | = 3 cm, ter narisimo in zapisimo enotski vektor & v smeri vektorja a .

A . . . AN
a je enotski vektor v smeri vektorja a .

BA 1zracunajmo 2 - (4 - 3b)-3(a —-2b)-(} - ) - a.
2.(&-3b)-3a-2b)-(1-2)-3=2a-6b-33+6b+1a=33(2-3+1)=-

s N AT N
B Narisimo vektor % a—5a,ceje \a \ =7 cm.

NI—

. . . AN
Izraz najprej poenostavimo = a —

Wik

a

6

n Dan je pravokotnik ABCD s stranicama |4B| = 4 cm in |4D| = 3  cm. NariSimo vektorja AB + % AC
in AB — % AC. Presecisce diagonal oznacimo s S in dobimo A4S = % AC, nato vektorja nariSemo.
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Kolinearnost in koplanarnost. Linearna kombinacija

Nenicelna vektorja @ in b sta vzporedna oz. kolinearna natanko takrat, ko obstaja tako realno stevilo &, da je
G =kb.

V trapezu ABCD z osnovnicama |4B| = 10 cm in |CD| = 6 cm je tocka E razpolov1sce kraka AD,
tocka F pa razpolovisce kraka BC. Vektor EF izrazimo z vektorjem AB in z vektorjem CD

Ker je daljica EF srednjica trapeza z dolZino |EF1 = 8 cm in je vzporedna D C
osnovnicama, so vektorji AB, CD in EF kolinearni.
Ker imata vektorja ITB in EF isto usmerjenost, zapiSemo L &
SR - _8_ L AN o ﬂ —
IBIP = 1OAB = 5AB.

A B

Ker imata vektorja CD in EF nasprotno usmerjenost, je
EF--8CD =-3CD.

Vsak vektor oblike ma + nb pri Cemer sta m in n poljubm realni
stevili, imenujemo linearna kombinacija vektorjev & in b

Ce vektorja @ in b nista kolinearna, potem je ma + nb =01le, ko je
m= OAin hkrati n = 0. Dvojico nenicelnih nekolillearnih vektorjev
@ in b imenujemo baza ravnine, vektorja @ in b pa bazna vektorja.

%) — E
Ce vektorja a in b sestavljata bazo ravmne potem lahko vsak
vektor ¢ iz ravmne ki jo dolocata vektorja a in b na en sam nacin zaplsemo kot njuno linearno kombinacijo:
¢ =ma + nb m, n € R. Stevili m in n sta komponenti vektorja ¢ v bazi @, b

[y

Ve kvadratu ABCD tocka E'lezi na stran1c1 BC tako daj da je ’BE1 ‘EC‘ 2 : 1. Z baznima vektorjema
a= AB in b AD izrazimo vektorje AC DB BE AE in ED

T =5 1 D C

DB=4-b

e AN E
2 .

BE—§b B

AE =3 +3b

ﬁ):%@—a A a B
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Nenicelni vektorji @, b in ¢ so koplanarni, e jih lahko tako
vzporedno premaknemo, da leZijo v isti ravnini.

Ce so nemcelm vektorji @, b in ¢ nekoplanarni, je
ma +nb +p¢ =0 samo takrat, kojem=n=p=0.

Trojico nenicelnih nekoplagarnih vektorjev a, b, ¢ imenujemo
baza prostora, vektorje @, b in ¢ pa bazni vektorji. Ce bazo pro-
stora sestavljajo enotski vektorji, ki so paroma pravokotm
potem jO imenujemo ortonormirana baza. Ce vektorji a, b in c sestavl_]a_]o bazo prostora, potem lahko vsak
vektor d v prostoru na en sam nacin zaplsemo v obliki d ma + nb +pcim, n,p e R. Stevila m, n, p so
komponente vektorja d v bazi a, b c.

[y

V kvadru ABCDA'B'C'D’ je tocka F razpolovisce stranice C'D’. Vektorje AB', AD', AC', B'D’
AF in BF zapisimo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev @ = AB, b = AD in ¢ = AA'.

AB' =i
AD' = b
AC' =a

|

Skalarni produkt

Kot ¢ med vektorjema a in b je konveksen kot, ki ima za kraka dana
vektorja.

Nasprotna vektorja oklepa kot 180°. Vektor sam s seboj oklepa kot 0°. b

Skalarni produkt dveh vektorjev @ in b je produkt njunih dolZin in kosinusa
vmesnega kota:

]

~[a] 13 |cos .

[Vy

Izraéunajmo skalarne produkte vektorjev a in b, ¢e zanju velja |c7 | =8in |b | = 3, kot med njima

pa meri:

a) 60° ¢) 0°
d-b=8-3-cos60°=24-3=12 G-b=8-3 cos0°=24-1=24

b) 90° d) 180°
a-b=8-3-c0s90°=24-0=0 b =8-3-cos180°=24-(-1)=-24

c) 150°

b =8-3-c0s150°=24- (- £)=-12./3
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Dolzina vektorja @:a=|a|= Ja - a.

S

N
a -

AN
™ . . . . M .
Kot med nenicelnima vektorjema a in 5 izracunamo iz formule cos ¢ =

a-b’
Lastnosti skalarnega produkta:
l. a - I; = l; - a komutativnost ali zakon o zamenjavi
2. a -(3 +¢)=a - Z +a-c distributivnost
3. a- (mZ) =(ma ) - Z =m(a - 5) homogenost

Vektorja a in ?) sta pravokotna natanko takrat, ko je njun skalarni produkt enak 0: a - Z =0.

Geometn]skl pomen skalarnega produkta: Za nenicelna Vektorja
& in b velja: @ b=a-b- cosp=a- prAb pri cemerJe pra b
pravokotna projekcija vektorja b na smer vektorja a .

4,1b|=5m|8|=

ﬂ Na sliki so narisani vektorji @, b in & z dolzinami a|=
Natanc¢no izracunajmo skalarni produkt.
a(b-c¢c)+(@2b)-¢=a-b-a-¢c+2b-¢=
=4-5-c0830°—-4-3cos150°+2-5-3-cosl20°=
=)0 IR RENEN o
=20 2 2 () 3 2—16ﬁ 15

E V pravilnem Sestkotniku ABCDEF s stranico 4 enote vektorja Iﬁ in E izrazimo z vektorjema a = E
in I; = ﬁ ter izracunajmo skalarni produkt E . E
Pravilni Sestkotnik je sestavljen iz Sestih skladnih enakostranicnih trikotnikov. E D
Tako kot med Vektorjema a in b meri 120° in lahko izra¢unamo:
AE=a+2b AD=2a+2b
AE -AD = (4 +2b)- (& +2b) =
=24 -3 424-b+4d-b+4b -b =2d"+6abcosp+ 4b’ = 5
=2-16+6-4-4-cos120°+4 - 16=32+96~(—%)+64=48 A d B

F €

B V kocki ABCDA'B’C' D’ s stranico 6 enot je tocka F razpolov1sce stranice B'C'. Vektorja AD’ in AF
zapiSimo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev a = AB b AD in¢ = AA’ ter izraCunajmo

AD' - 4F.

AD' = b + &

ﬁ=3+%3+2

AD - AF =(b+&)-(a+1b+2)=
=b-a+b-(Ub)y+b-2+e-a+e-Lby+e 2=
=0+16"+0+0+0+6"=54
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Pravokotni koordinatni sistem

Pravokotni koordinatni sistem v prostoru dolocajo tri paroma pravokotne Stevil- y
ske premice x, y in z s skupnim izhodis¢em. Vsaki to¢ki A v prostoru pripada
natanko ena urejena trojica realnih Stevil (a,, a,, a;). To urejeno trojico Stevil
imenujemo koordinate tocke A (abscisa, ordinata in aplikata toCke 4) in piSemo:
A(ay, ay, ay).

S

J

N ioad
Naj bodo 7, j, k enotski vektorji na koordinatnih oseh z zacetkom
v koordinatnem izhodis¢u. Vektorja iin } sestavljata ortonormirano
(standardno) bazo ravnine, vektorji 7 } k pa ortonormirano

(standardno) bazo prostora.

“A (a), ay, ay)

=)
K
=l

.

N s
Sl
~|

[y

ZapiSimo komponente baznih vektorjev ravnine iin 7 ter komponente baznih vektorjev prostora
b b BN
i,jink.

Ortonormirano bazo sestavljajo enotski vektorji na koordinatnih oseh z zacetkov v izhodiS¢u koordinatnega
sistema. Zato sta vektorja i= (1,0) in7 = (0, 1) baza ravnine in so vektorji i= (1,0,0), 7 =(0, 1, 0)
in k£ = (0, 0, 1) baza prostora.

Vsak vektor @ v ravnini ali v prostoru lahko na en sam nacin zapiSemo kot linearno kombinacijo baznih
vektorjev. Ce vektor @ vzporedno premaknemo tako da ima zacetek v 1zhodlscu koordmatnega sistema,
potem ga v ravnini zapisemo v obliki @ =a,i + a2] = (a,, a,), v prostorupa a =a,i + ay] + k =(ay, a, a3).

Krajevni vektor i 4 je vektor, ki ima zacetek v koordinatnem izhodi$cu in konec B
v izbrani tocki A. Ce ima tocka 4 li)ordinflte (ai, a,, ag), potem lahko krajevni ﬁ

vektor toCke A zapiSemo v obliki r, = a1 +i2j +ask = (al’iz’ a,). Stevila %
a,, a,, a; so komponente krajevnega vektorja r, . Vsak vektor AB v prostoru A

AN

lahko zapiSemo s krajevnimi vektorji toCk 4 (a,, a,, as) in B (b, by, b3):
AB = 73 - rj = (b, —ay, b, — ay, b3 — a3).

Racunanje z vektorji v standardni bazi: Ce je @ = (a,, ay, a;) in b = (b, b,, b3), potem je:

1. @ +b =(ay, ar a3) + (b, by, b3) = (a, + by, ay + by, a; + b;)  sestevanje vektorjev a in b

2. & — b =(ay, an as) — (by, by, bs) = (ay — by, ay— by, as — by)  odtevanje vektorjev & in b

3. m?z = (ma,, ma,, mas) produkt vektorja @ s Stevilom m
4. & - b =(ay, a as) - (by, by, bs) = aby + arhy + ashs skalarni produkt vektorjev @ in b
5. a= ]3 | /al + a2 + a3 dolzina vektorja @
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[y

EW V prostoru sta dani tocki A(3, -2, —1) in B(=2, 4, —5). Zapisimo krajevna vektorja tock 4 in B
in komponente vektorja AB .

74 =(3,-2,-1)
rp = (=2, 4,-5)
T L (8 ) )= (-5, 6, —4))

E Dana sta vektorja @ = (4, -2, —3) in l; = (=2, 5, —2). IzraGunajmo komponente vektorjev @ + I; 7 = l;

inJa BIR

e [; =(4,-2,-3)+(-2,5,-2)=(2, 3,-5)

e [; =(4,-2,-3)—(-2,5,-2)=(6,-7,-1)

2 31; =2(4,-2,-3)—3(-2,5,-2)=(8,—4,—6)— (-6, 15,-6) = (14, 19, 0)

B Za kateri y bosta vektorja @ = (1, -2, =3) in l; = (-2, y, 6) kolinearna?

Za vzporedna vektorja velja B =k-a.

Iz prvih komponent lahko zapiSemo enacbo 1 - kK = —2 in izracunamo k = —2.

Potem je y = —(2)(-2) = 4.

Preverimo §e tretjo komponento (—2)(=3) = 6. Vektorja @ in l; sta vzporedna za y = 4.

N Dani sta tocki 4(2, 0, 3) in B(6, 3, —1). Tocka C lezi na daljici AB tako, da je |4 : |CB| = 3 : 1. S krajev-
nima vektorjema tock 4 in B izrazite krajevni vektor tocke C in zapiSite njegove komponente. KolikSne so
koordinate tocke C?

A
ZapiSemo
Ap =\ 3é N 3, = N =\ 3 = 3 = 1= 3 = C B
I"C=}’A+ZAB=I"A+Z(}’B—7"A)=I’A+ZI’B—ZI’A=Z}’A+ZI’B
in izraGunamo i

re=tr+3m=1203)+363-D=2,0. 7
Koordinate tocke so C(5 J 0).

bl 4 b
E V prostoru sta dani tocki 4(-2, 2, 1) in B(-3, —4, 2). ZapiSimo komponente vektorja ITB in izraCunajmo
njegovo dolzino.
AB =7y — 7y = (=3, -4, 2) = (=2,2, 1) = (=1, -6, 1)
14B|= J(-1)’+ (=6)*+ 1> = /38 =6'16

ﬂ IzraGunajmo skalarni produkt vektorjev @ = (3, —6, —2) in l; =(2,-1, 4).
a- Z =(3,-6,-2)-(2,-1,4)=3-2+(-6)-(-1)+(-2)-4=6+6—-8=4
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IzraGunajmo kot med vektorjema a = (-3, —1, 4) in Z =(4, -2, 3).

b SN EYE ST T B /s L
Bt e L S okl

cosp=

Sy

|
@ =85°49’

ﬂ Za kateri x bosta vektorja @ = (x, —4, 1) in ?) = (5, 2, —2) pravokotna?

Vektorja sta pravokotna natanko takrat, ko je njun skalarni produkt 0.
G-b=(x-41)(52-2)=0

5x-8-2=0

5x=10

x=2

rale——

1. Narisite pravokotnik ABCD s stranicama 8. Sile ?1 , 1?2 in 1?3 na sliki lezijo v isti ravnini
|AB‘ 3 cm in |AD| 2 Cm ter nanSlte VthOI'_]C in imajo prijemaliSCe v isti toCki. NariSite
AB i BC BD 4 CD AC AB AD DB rezultanto (vsoto) vseh sil.
in BD — CB

=

2. V kocki ABCDA’B’C’D’ poiééite Vektorje
AA' +AB BC +BB' + CD CB' DC',
CC’ + A4 in BB + 4D - A C.

ST
s

oaT1)

3. Dolzina vektorja @ je 5 cm. Narisite vektorje &, FT
% a in —}l a.
9. Fanta vleCeta sani z vrvema, kot kaze slika.

Velikost rezultante njunih sil F je 700 N.

S

4. Izracunajte 2¢ — 1 (f +4¢),Geje & = a —

N—

N Ocenite velikosti vlecnih sil posameznih fantov
inf=>b-a. i\
F,inF,.

5. NariSite vektor

1 1 AL . A
50 - ga,ce]e\a\=6cm.
6.V ravnini konstruirajte vektorja @ in b, ki okle-
pata kot 60° in zanju velja |c7 | 4 cm ter
‘b =2 cm. Nato nariite Se vektorja 2a +b

ina —2b

7. Dan je kvadrat ABCD s stranico 4 cm. Narisite
vektorja AB + %AC inAB — 3 AC.

1
3
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10. Silo F z velikostjo 20 N, ki je usmerjena nav- 17. V trikotniku ABC lezi na stranici AC tocka FE tako,
pi¢no navzdol, razstavimo na dve komponenti. daje |A E\ : | EC| =1: 3, to¢ka F pa lezi na stranici
Komponenta F'; je usmerjena vodoravno proti BC tako, da da je EF || AB. Pokatite, da je

desni in njena velikost znasa 40 N.

a) NariSite sliko (merilo: 1 cm ... 10 N).

b) Izracunajte velikost druge sile.

¢) Iz slike Aizmerite kot med drugo komponento

EF = 3AB

18. V kocki ABCDEFGH (oglis¢e E je nad oglis-

in silo F. ¢em A) lezi toCka M na stran1c1 EF tako daj je
|[EM|: |[MF = 1: 2. Vektorje EG.BH, AE, BE
11. Narisite enakostraniéni trikotnik ABC s stranico in EC C zap1s1mo kot Imearno kombmacuo baznih
3 cm ter zsﬂﬁite enotski vektor & v smeri vek- vektorjev a = AB B, bh=4D in¢ = AE.

torja @ = AB . Narisite trikotnik A’B'C’, ki ga N
dobite z Vzporedmm premlkom trikotnika ABC 19. Izracunajte skalarni produkt vektorjev @ in b,

zavektor d + 2 b Seje d= A B in b AC ¢e je podana njuna dolZina in kot med njima.
a) |a|=5,|b|=4, p=145°
12. Na shk1 sq na Stevilski premici narisani vektorji b) |a| =3, =8, p=30°
b, 2, dineé. ¢) |al= =3,0=0°
- _d _ b % c) la|=17,|b|=9, p=90°
-3 -2 -1 0 a 1 2 ¢ 3 4 |c7— A—ll o= 120°
a) Vektorje lz E din e 1zra21tezvektorjem a. e) ‘5‘= 2, I;|= 8, o= 180°
b) Vektorja b, ¢ in ¢ izrazite z vektorjem d. 0 |al=6 A p=72°35'
13. Na sliki so narisani komplanarni vektorji @, B |c7| =8 =5, p=136°42"

. AN
mc.

20. Vektorja @ in b z dolzinama |?z | =7 enot ter
‘b ‘ = 4 enote oklepata kot 120°. Izracunajte
skalarni produkt @ - (b — @).

21. Izradunajte dolzino vektorja @ + 2b, e vektorja

a) Vektor ¢ zapiSite z vektorjema cz inb. 5 in b merita &= 8 enot ter ‘[; |=5./2 enot
b) Vektor @ zapisite z vektorjema b in ¢. in oklepata kot 45°.

14.V trikotniku ABC je toCka E razpolovisce stranice
BC . Vektorje BC, BE in AE zapisite kot line-
arno kombinacijo vektorjev AB in AC.

22.V ravnini narisite vektorja @ in l; , ki oklepata
kot &= 60° in zanju velja |@| = 6 enot ter
‘I;‘ = 3 enote. Nato narisite e vektor 24 + b
ter natan¢no izraCunajte njegovo dolzmo
Koliksen kot oklepata vektorja 2a + b inb?
Rezultat zaokroZite na stotinko stopinje.

15. V paralelogramu ABCD tocka E leZi na stranici
CD tako, da je |CE] : [ED| = 3 : 2. Z baznima vek-
torJema a= AB 1n b AD izrazimo vektorje
AC, BD, DE, AE in BE.

16. V pravokotniku ABCD tocka FE lezZi na stranici AD
tako, da je |AE| |AD| = 1 3. Z baznima Vektor-
Jema a = AB in b AC izrazimo vektorje BC
DB AD AE in BE Za kateri racionalni Stevili
min n je CE ma +nb‘7
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Vektorji a, b in & z dolzinami a|=
in |E‘ | = 6 lezijo v ravnini tako, kot kaze slika.
Kot med vektorjema & in b je pravi kot, kot med
vektorjema b in ¢ pa meri 30°. Izracunajte
natanéno vrednost (a + b) (¢ - b).

Kolik$en kot X4 oklepata enotska Vektorja a n b
Ce je vektor a pravokoten na vektor @ — 2b ?

Dolzina vektorja @ meri 5 enot, dolzina vektorja
b meri 7 enot, dolzina vektorja & + b pa
11 enot. Natan¢no izraCunajte dolzino vektorja

N

a-b.

Pravokotnik ABCD ima stranici dolZine

|4B| = 8 cm in |[AD| = 7 cm. Tocka M deli stranico
ADvrazmerJu |AM| |MD\ 5:2. Izraz1te VthOI‘_]a
MB in MC z vektorjema @ = AB in b AD
in izraCunajte skalarni produkt MB M C
Narisite skico.

V pravilnem §estkotniku ABCDEF S stramco
dolzine 2 enoti ozna01mo AB =a in AF b
ZapiSite vektorja F D m F B kot linearno kombi-
nacijo vektor]ev a in b Izracunajte skalarni
produkt FD . FB.

Dan je kvadrat ABCD s stranico dolZine 4 enote.
Narisite vektor v = 34B — %AD . Natan¢no
izraGunajte dolzino vektorja v ter na minuto

natanéno kot ¢ med vektorjema v in AB.

V pravokotniku ABCD merita stranici a = 5 enot
in b = 3 enote. Na stranici DC je tocka M, tako da
je |DM| : [MC = 3 : 2. Narisite sliko in izracunajte
skalarni produkt E . m ter plos¢ino Stirikot-
nika ABCM.

30. V kocki ABCDEFGH (oglisce E je nad oglisCem
A) s stranico 6 cm je toCka M razpolovisce stra-
nice FG, tocka N pa razpolovisCe stranice EH.
Vektorja BM in BN zap1s1te kot hnearno kom-
blnacuo baznih vektorjev a = AB b AD
in ¢ = AE ter izracunajte skalarni produkt
BM - BN.

31. Tocke A, B in C so dolocene s krajevnimi vektorji
rj =a, a =b in rAC =2a +3b.Zvektorjema
a in b zapiSite krajevni vektor ?S razpolovisca S
daljice AC in krajevni vektor ﬁ razpoloviséa T’
daljice BC.

=1-2jinb =27 +3].
Vektorje a + b 4 —bin2b zapisite kot
linearno kombinacijo baznih vektorjev iin j
ter zapiSite njihove komponente.

32. Dana sta VektOI‘_] =

v

33. Za vektorja a =

( —-3,2)in b = (1, 3) izraCunajte
a+b,a-b,-

ina +2b.

QV

34. Dane so tocke A(3, -2), B(2, 5) in C(—1, 6).
Vektorje E in lﬁ? izrazite s krajevnimi vektorji
toCk A4, B in C ter zapiSite njihove komponente.
ZapiSite Se komponente krajevnega vektorja
razpolovi§ca daljice AC.

35. Na sliki so v koordinatnem sistemu dane tocke
A, B, Cin D. ZapiSite komponente vektorjev 1TB ,
Bj, (T) R , lﬁ? in koordinati razpolovi§¢a
daljice AD.

y
B
40 .......... .
30
A
?...20 ...................... .
Sy :
q0l 1 2 3 4%
D4>

36. Vektor ¢ = (6, 5 ) zapiSite kot linearno kombina-
cijo vektorjev @ = (=3, 4) in b =(4,-1).
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37. Pravokotne koordinate treh tock v ravnini so 45. Dana sta vektorja @ = - 7 —kin
A(=2,-2), B(-1, 2) in C(2, —4). Cetrta tocka D b =37+ 27’ — 6k. Na dva razlicna nacina
je dolo¢ena tako, da je CD =2AB. Zapisite zapisite vektorje @ + b, a — b in % b.

koordinate tocke D. N
46. Za vektorja @ =(2,-1,3)in b =(-2, 4, -1)

38. IzraCunajte di)liino vektorjev a in l; skalarili izracunajte a + l; l; —ain3a+ 213.
produkt @ - b in kot med vektorjema & in b,
e je: 47.V prostoru sta dani tocki 4(—4, 3, —8) in
a) & = (-4, 3), h = (5,12) B(6, -2, -3). Tocka C lezi na daljici AB tako, da

je |AC| : \CB| =4 : 1. Zapisite komponente krajev-

a
b) ‘f =L, bA: (2.-2) nega vektorja tocke C in koordinate tocke C.
a

=(1,-2), b =(-2,4)
. . N . L 48. V prostoru sta dani tocki A4(1, —4, 2)
39. Zapisite enotski vektor e v smeri vektorja 4B, in B(5, 7. -1)

CejeA(3, -2) in B(-1, -5). a) ZapiSite koordinati razpolovis¢a daljice AB.

b) Izracunajte komponente vektorja AB .
¢) ZapiSite koordinati tocke B’, ki jo dobimo,
¢e toCko B zrcalimo ez tocko A.

40. Na sliki sta dana vektorja a@ in b . Zapisite njune
komponente in na minuto natanc¢no izraCunajte
kot med njima.

1 49. Tocka R(2, % , —1) je razpolovisce daljice AB.
ZapiSite koordinate toCke A4, Ce je B(1, 2, —4).

S _ 50. Z racunom pokazite, da sta vektorja
; a =(3,0,-6)in b = (=2, 0, 4) vzporedna.

IR I

51. PokaZite, da so vektorji @ = (4, -2, 5),
N B =(1,-1,2)in ¢ =(8, -2, 7) komplanarni.
41.V rgvnini sta dana vektorja a = (-8, 2)

in b = (=1, 5). Izracunajte dolZino vektorja 52. Vektor d = (4, 1, 1) zapisite kot linearno kombi-

a-2b. nacijo vektorjev @ = (1, 1, -1), Z =2, 1,1)

in¢ =(-1,1,-1).

42. Za katero realng Stevilo k bosta vektorja

a=(-5kinb=(-17) 53. Natanéno izracunajte razdaljo med tockama

a) enako dolga A(-6, 4) in B(-3, -2).

b) pravokotna

54. Kolik$na je dolzina daljice CD, ¢e je C(2, -3, 1)

43. Koliksen kot oklepa vektor @ = (-3, 2) z ordi- in D(-1, 0, 4)?

natno osjo? N
55. Izracunajte dolzino vektorjev @ in b, skalarni

44.V ravnini so v standardni bazi i in}' podani produkt a - l; in kot med vektorjema & in l;
krajevni vektorji tock 4, B in C: rj ——i+ 47, ce je:
Py =31 —2j in e =47 — 6J. a) & =(6,-3,2), b = (4 -1, 8),
a) Na minuto natan¢no izracunajte kot med b) a =(2,-1, 3), ?) =(1,-1,-1),
vektorjema ;T\A in 7. c) a=(2,-1,-2), b= (=3,0, 4).

b) Tocka D lezi v ravnini, tako da je tocka 4
razpolovisée daljice DC. ZapiSite kompo-
nente krajevnega vektorja tocke D.
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

ZapiSite komponente baznega vektorja standard-
ne baze, ki lezi na aplikatni osi, in izraCunajte kot,
ki ga oklepa vektor a = (3, -2, 4) z aplikatno
osjo.

\Y standardm ba21 i, } in I? sta dana vektorja

a =31 +] inb = 2] ~ k. Zap1s1te vektor

¥ =a-2b vbaz i, ] in k 1n izracunajte kot ¢,
ki ga oklepata vektorja X in k. Velikost kota
zaokrozite na stotinko stopinje.

Dana sta vektorja a = (-1, 2, 3) 1n

=(3, -2, —1) v standardni bazi l ] in k.
Zaplslte komponente vektorjev il = a + b
inv=3a - b Natanc¢no 1zracunajte dolZino
vektorja V¥ in skalarni produkt # - V.

V prostoru sta dani tocki A(2, 4, 1) in B(4, -2, 3).

a) ZapiSite koordinati razpolovi§ca R daljice AB.

b) Koliksen kot oklepata krajevni vektor tocke R
in vektor AB?

Dana sta vektorja @ = (-3, 1, —10) in

b =(6,-2, by).

a) Za katero Stevilo b; bosta vektorja pravokotna?
b) Za katero Stevilo b; bosta vektorja vzporedna?

Izracunajte, za kateri vrednosti realnega Stevila x
stavektorja @ = (x,—3,2+x)in b =(2,x, x— 1)
pravokotna.

V standardni ba21 so dani vektorji
G =(=21,-1), b = (3, y,—4)1nc =(-1, 3, 2).
Poiscite y in z tako, dabo @ L binh L2

IzraCunajte realno Stevilo m, tako da bo kot med
vektorjema j = (0, 1,0)in & = (/5. m+ 1, m)
enak 45°.

Izracunajte realno Stevilo k tako, da bo dolZina
vektorja a = (—4, k =2, —8) enaka 9.

65. Tocke A(8, -3, 1), B(9, 1,-1),C(7, 3, 1)
in D(x, y, z ) SO oghsca paralelograma.

a) Poiscite koordinate tocke D. R
b) IzraCunajte kot med vektorjema BA in BC
Rezultat zaokrozite na desetinko stopinje.
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12. PRAVOKOTNI KOORDINATNI B
SISTEM V RAVNINI

Pravokotni kOOl‘dlni.ltnl. s1stem \4 r.avnlnl dglogata d\.Ie T ¥y I. kvadrant
pravokotno postavljeni realni osi s skupnim izhodis¢em O. T
Vodoravno premico imenujemo abscisna os, navpi¢no ordinata —= yyfeoeere 20 (%9 o)

premico pa ordinatna os. Ti dve premici razdelita ravnino tocke 7

na 4 dele — kvadrante.

—_
f
t

abscisna o0s

%
1

abscisa
tocke Ty

Vsaki tocki 7, ravnine lahko na en sam nacin priredimo
urejen par realnih Stevil (x,, y,) in to zapiSemo 7(x, y,)-
Stevili x, in y, sta koordinati tocke T}: x, je abscisa tocke 7,
¥ je ordinata tocke 7.

ordinatna os o

Velja tudi obratno: vsakemu urejenemu paru realnih Stevil III. kvadrant
v ravnini pripada natanko ena tocka, katere koordinati sta

dani Stevili.

V isti koordinatni sistem nariSimo mnozZice tock (x, y), za katere je:
a) =2

b) x=—2inl|<1
c) 2<y<4

I'V. kvadrant

w oo

Predpis x = 2 dolo¢a navpi¢no premico.

Predpis x=-2 in bz| < 1 doloca navpicno daljico. I
Predpis 2 < y < 4 doloca vodoraven pas, pri katerem rob . | 1 :
y =4 sodi k pasu, rob y = 2 pa ne. -4 -3 S

a5 67 F

Transformacije ravnine

Preslikave ravnine nase, ki vsaki tocki 7 priredijo to¢ko 7", so:

a) Vzporedni premik za vektor u = (a, b) b) Zrcaljenje Cez abscisno os:
v standardni bazi: T(x, y) — T'(x + a, y + b). T(x, y) — T'(x, —p).

Y y
y+b, y ................. QT
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¢) Zrcaljenje ¢ez ordinatno os: d) Razteg s srediSCem v O za faktor k v smeri
T(x, y) — T'(=x, »). abscisne osi: 7(x, y) — T’ (kx, y).
Yy y
R I T IR S
—3c 0‘ x X 0 x ka x
¢) Zrcaljenje ez koordinatno izhodisce: e) Razteg s srediS¢em v O za faktor k v smeri
T(x, y) — T'(=x, —p). ordinatne osi: 7(x, y) — T'(x, ky).
y Yy
................. oT
y‘ ky ............. °T,
_x 0 X X P o T
T’O—y Ol x =

V koordinatni sistem nariSimo toc¢ko 4(3, —2).

y
V isti koordinatni sistem nari§imo: 41
a) tocko B, ki jo dobimo z vzporednim premikom tocke E 31 C
Azavektora :(2’ 3) Q .............. T o B
b) tocko C, ki jo dobimo z zrcaljenjem tocke A S e ?
¢ez abscisno os "y _3 ol T 5 3 YO 6 R
¢) tocko D, ki jo dobimo z zrcaljenjem tocke A g -1T j 5
cez Ordinatno oS S ooeacoaansa =ZHL0500000m000a000 0 ................ 5
- . o . .. = D A: F
¢) tocko E, ki jo dobimo z zrcaljenjem tocke A =3
¢ez koordinatno izhodisce —4+
d) tocko F; ki jo dobimo z raztegom s sredis¢em v (0, 0) -5t _
in faktorjem 2 toCke 4 v smeri abscisne osi G, | S———— 5
e) tocko G, ki jo dobimo z raztegom s srediSCem G
v (0, 0) in faktorjem 3 toCke A v smeri ordinatne osi
Razdalja med tockama
Razdalja med tockama A(x,, y,) in B(x,, »,): ¥

d(4, B) = 4B = J(x,—x1) + (2 —31)".

Razpolovisce daljice s krajiSCema A(x;, y,) in B(x,, y,) je toCka

x;t+x + Yo~
RAB(%;J}IT)}Z) §
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[y

n Dani sta tocki A(—3, 2) in B(5, —4). IzraCunajmo:
a) razdaljo med tockama A4 in B
b) oddaljenost tocke B od koordinatnega izhodis¢a
¢) koordinati razpolovis¢a daljice 4B

a) Izracunamo razdaljo med toCkama 4 in B:

A4, B)= J(x:=x:1) + (2= 31)* = J(=3-5) + (2= (-4))’ = /64 + 36 = /100 = 10.
b) Nato izracunamo oddaljenost tocke B(5, —4) od koordinatnega izhodisca O(0, 0):

dB,0)= J(5-0)’+(-4-0)" = 25+ 16 = J41.

¢) Koordinati razpolovisca daljice AB: Ryp(=5-2, 254) = R (1, -1).

E Kateri tocki na abscisni osi sta za 13 enot oddaljeni od tocke 7(2, 5)?

Tocki lezita na abscisni osi, zato zapiSemo M(m, 0) in nastavimo enacbo

alliza, ) = J(2 - m)2 +(5- O)2 = 13 ter jo s kvadriranjem in razstavljanjem resimo (2 — m)” + 5° = 13°.
4—4m+m' +25-169=0

m’ —4m —140=0

(m—14)(m +10)=0

m; =14, m,=-10

Iskani tocki sta M (14, 0) in M,(—10, 0).

Ploscina trikotnika

Izraz, zapisan v obliki {a b} =ad — bc, pri Cemer so a, b, ¢, in d poljubna realna Stevila, imenujemo

R cd
determinanta.

Plosc¢ino trikotnika z ogliS¢i A(x|, ), B(x,, ¥,) in C(x3, y;) izraCunamo po obrazcu S = % ’D

k]

pri Gemer je D = [‘ % ‘y] = (6= X)) = 1) — (63 = X)) (02 = 31)-

X3 =X V3=V
Trikotnik ABC je pozitivno orientiran, ce si oglisca 4, B C B
in C sledijo v nasprotni smeri gibanja urnega kazalca,
in negativno orientiran, Ce si oglis¢a 4, B in C sledijo
v smeri gibanja urnega kazalca. @ (—)

Trikotnik ABC je pozitivno orientiran natanko takrat,
. . . . s A B A C
ko je determinanta D > 0, in negativno orientiran
natanko takrat, ko je determinanta D < 0. Ce je determinanta
D =0, potem tocke 4, B in C lezijo na isti premici.
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Ly

Tocke A(4, —1), B(—1, 1) in C(3, 5) so oglisca trikotnika. IzraCunajmo:
a) ploscino trikotnika in zapiSimo njegovo orientacijo

b) koordinati presecisca stranice BC z ordinatno osjo

a) Izraéunamo determinanto D = [—31:44 - gjﬂ = [j a =(=5)-6—(=1)-2=-30+2=-28.

PloscCina trikotnika je S = %|D| = % : ‘—28| = % - 28 = 14, orientacija trikotnika pa negativna.

b) Stranica BC seka ordinatno os v tocki N(0, n). Ker tocke BCN lezijo na isti premici, je plos¢ina

trikotnika BCN enaka 0 in tako tudi determinanta D = 0. Zato zapiSemo enacbo 0 = B - E:B ’51 - ﬂ

in jo preoblikujemo v 0 = [‘1‘ ni J 0z.0=4n-1)-1-4
ter reSimo n = 2.

Presecisce stranice BC z ordinatno osjo je tocka N(0, 2).

s e——

1. V pravokotnem koordinatnem sistemu nariSite b)

mnozico vseh toCk (x, y), za katere velja: »

a) x>-1,y>1 f) I<x<4iny=2 A

b) x<2,y>-2 g) x=-1,-2<y<3  _______ Y .

c) 2<x<3 h) x=2,y>1 o !

¢) 1<x<3iny>-1 i pl<2 :

dyx>1in-1<y<2 B <3, y=-1 S L

e) -1<x<3,1<y<4 k) x-2/<l,y>=2 -4 -3 —‘2—‘1(1) } 2 3 4 <

2. Na sliki sta v koordinatnem sistemu dani mnozici 20 :

tock. Opisite ju s pravokotnimi koordinatami. -3

a) -4
oAl : 3. Tocki A(~2, 4) in B(3, —2) sta krajisci daljice
I 34 I Poiscite krajis¢a daljic, ki jih dobite,
: 2 : e daljico AB:
| 1L | a) prezrcalite Cez abscisno os

.. . - b) prezrcalite Cez ordinatno os
-4 3 -:2 -10) 1 2 $ 4 X c) prezrcalite ¢ez koordinatno izhodis¢e
=1

R
[ I
e




4.

10.

11.

12.

13.

Dana je tocka T(—1, 2).

a) Tocko D dobimo iz to¢ke T pri raztegu s sre-
dis¢em v tocki (0, 0) in faktorjem 3 v smeri
abscisne osi, tocko E pa dobimo iz tocke T pri
raztegu s srediS¢em v tocki (0, 0) in faktorjem
% v smeri ordinatne osi. ZapiSite koordinati
tock D in E.

b) Tocka P se je pri raztegu s sredi§¢em v tocki
(0, 0) in faktorjem % v smeri ordinatne osi
preslikala v tocko P’ (=5, 10). ZapiSite koor-
dinate tocke P'.

. Translacija za vektor it preslika tocko A(—1, 4)

v toko 4,(1, 1). Kam preslika dana translacija
tocko B(1, —1)?

. Tocke A(1, 1), B(5, 1) in C(5, —3) so oglis¢a

kvadrata. ZapiSite Cetrto ogliS¢e D kvadrata
in izra¢unajte njegovo plos¢ino.

. Dani sta tocki 4(4, —3), B(-6, 8).

a) Izracunajte razdaljo med tockama 4 in B.
Rezultat zaokrozite na 3 mesta.

b) Izracunajte obseg trikotnika ABO, pri cemer je
tocka O izhodis¢e koordinatnega sistema.

. Natanc¢no izraCunajte razdaljo med toCkama

T(2,-2)in P( /2, J2).

. Ugotovite, ali je trikotnik z oglis¢i A(5, 3), B(4, 6)

in C(—4, 0) pravokoten.

Tocke A(—4, -2), B(2, 2) in C(-5, 6) so oglisca
trikotnika. Ali je trikotnik ABC enakokrak
pravokotni trikotnik?

V paralelogramu ABCD so znane koordinate
naslednjih oglis¢: A(-2, 6), B(-3, 4) in C(4, -2).
a) Poiscite koordinati toCke D.

b) Izracunajte dolzini diagonal paralelograma.

z dolzino 10 enot. PoiScite absciso tocke B.
ZapiSite obe resitvi.

Izracunajte, kateri tocki na ordinatni osi sta za
17 enot oddaljeni od tocke 7(8, —11).

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

PRAVOKOTNI KOORDINATNI SISTEM V RAVNINI

Dani sta tocki A(4, —2) in B(-2, —6). Natan¢no
izraunajte razdaljo med toCkama 4 in B in zapi-
Site koordinati razpolovis¢a R daljice AB.

Tocka R( 2 —3) je razpolovisce daljice AB.
Izracunajte koordinati tocke B, Ce je A(6, —1).

Tocke A(-5,-2), B, C, Din E(3, 6) vtem vrstnem
redu razdelijo daljico AF na §tiri enake dele.
ZapiSite koordinate to¢k B, Cin D.

Tocke 4, B, C, D(10, 0) in E(12, 1) razdelijo
daljico AE na §tiri enake dele. ZapiSite koordinate
tock 4, Bin C.

Izracunajte plos¢ino in zapiSite orientacijo trikot-
nika ABC, podanega z ogliS¢i:

a) A(-2,-3), B(1,-4), C(-5, 6)

b) A(-3,5), B(1, 7), C(0, 3)

TocCke A(-2, —6), B(3, 7) in C(-1, 5) so oglisca
trikotnika. Trikotnik prezrcalite ¢ez koordinatno
izhodis¢e. ZapiSite koordinate ogliS¢ dobljenega
trikotnika in izracunajte njegovo ploscino.

Tocke A(—1, -2), B(1, 4), C(5,—-1) in D(6, 2)
so oglis¢a Stirikotnika. V koordinatnem sistemu
nariSite Stirikotnik ABCD in izraCunajte njegovo

plos¢ino.

Tocke A(2, 5), B(6, -2), C(—4, =3) in D(1, 0) so
oglisca stirikotnika. IzraCunajte njegovo ploscino.
Za koliko odstotkov je ploS¢ina trikotnika ABC
vecja od plos¢ine Stirikotnika ABCD?

Tocke A(—4, -2), B(—1, 5) in C(-3, 1) so oglis¢a

trikotnika.

a) Izracunajte plos¢ino trikotnika.

b) Natanc¢no izracunajte razdaljo med ogliS¢em
A in razpolovisc¢em daljice BC.

Tocke A(1, -2), B(-2, 3) in C(—1, —4) so oglis¢a
trikotnika.
a) Izracunajte plos¢ino trikotnika.

na stranico AC.

Ali tocke A(—1, 1), B(1, 5) in C(7, 17) lezijo
na isti premici? Odgovor utemeljite.

147
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25. Pokazite, da tocke A(3, 2), B(—4,-5)in C( 5, 7)
niso kolinearne.

26. Za kateri x tocke A(x, 5), B(—1,-7) in C(1, 1)
leZijo na isti premici?

27. Katera tocka C na simetrali lihih kvadrantov lezi
na premici skozi tocki A(1, —2) in B(3, 6)?

28. Izracunajte, v katerih tockah premica skozi tocki
A(3, 1) in B(-6, 4) seka koordinatni osi.

29. Tocke A(4, -2), B(-2, 6) in C(1, 2) so oglisca
trikotnika.
a) Ali je trikotnik enakokrak?
b) V kateri tocki stranica AC seka ordinatno os?

30. Tocke A(—6, 2), B(6,—4), C(12, 2) in D(0, 8)
so ogliS¢a paralelograma.
a) Natancno izracunajte dolzino diagonale BD.
b) Izracunajte koordinati presecis¢a R diagonal
ACin BD.
¢) V Kkateri toCki seka stranica AB koordinatni

osi?

31. Plos¢ina pozitivno orientiranega trikotnika ABC
z oglis¢i A(-3, y), B(—1, 0) in C(5, 2) je 14 enot.
IzraCunajte ordinato tocke A.

32. Za trikotnik ABC vemo, da je plos¢ina 19°5 enot,
orientacija negativna, dve oglis¢i sta A(—2, —3) ter
B(—1, 4), oglis¢e C pa lezi na abscisni osi.
Izracunajte koordinati tocke C.

33. Dve oglis¢i trikotnika ABC sta A(-2, 1) in C(4, 3),
tretje ogliSCe B pa lezi na simetrali sodih kvadran-
tov. IzraCunajte koordinate tocke B, Ce je plos€ina
trikotnika ABC enaka 13.

34. Pokazite, da so tocke A(-2, —1), B(1, 0), C(2, 3)
in D(—1, 2) oglis¢a romba, in izracunajte njegovo
plos¢ino.



13. FUNKCLJE .

Funkcija f (preslikava, transformacija) iz mnozice A v mnozico B (f: /A — B) je predpis, ki vsakemu elementu x
mnozice A priredi natanko en element y mnozice B: f: x — y oz. f{x) = y.

Pri dani funkciji fje element y slika elementa x.

Definicijsko obmocje funkcije / je mnozica A in ga oznacimo z D f

Zaloga vrednosti funkcije /je mnoZica vseh slik elementov mnozZice A
in jo oznacimo z Z, Zaloga vrednosti funkcije / je podmnoZica mnozice B:

Z;={fix); x € D € B,
Graf funkcije /je mnozica vseh urejenih parov (x, f{(x)), pri Cemer je x € Dy:
Gr=1{(x, f(x); x € Dy} = {(x,y); x € Dyin y =f(x)}.

[y

Zapisimo predpis za funkcijo £, njeno definicijsko obmocje, zalogo vrednosti
in nariSimo njen graf.

A B

Funkcija fima predpis f(x) = xz,
definicijsko obmocje je mnozica A: D,= {-2,-1,0, 1, 2},
zaloga vrednosti je mnozica vseh slik: Z,= {0, 1, 4},

graf pa mnozica urejenih parov (x, f{x)), pri Cemer je x € Dz G,= {(-2, 4),
(_1’ 1)’ (O’ O)s (1, l)’ (2’ 4)}'

y
IR 1T [ SE— 0
: - :

24

0§ R
g

Realna funkcija realne spremenljivke je funkcija, ki slika iz podmnoZice realnih Stevil v mnoZico realnih Stevil:
AR ACR

Six— f(x)

Graf realne funkcije fje mnozica tock 7(x, y) v ravnini, za katere veljax € A4 iny = f(x):
Gr={(x,»), (x € A) Ay =fx))} = {(x, (x)); x € A}.

Enacba grafa funkcije f (krivulje) je y = f{x). f(o) /

Stevilo x, je ni¢la funkcije / natanko takrat, ko je f{x,) = 0.
V nicli funkcije graf funkcije seka abscisno os ali pa se abscisne osi dotika.

Graf funkcije f seka ordinatno os v toé¢ki (0, /{0)). Stevilo f{0) imenujemo /C 0
zacetna vrednost funkcije.
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[y

Graf linearne funkcije f{x) = %x + 2 je premica. [zraCunajmo ni€lo funkcije f, zapiSimo njeno zacetno
vrednost in nariSimo njen graf.

y
3,,
Iz enacbe %x + 2 = 0 izraCunamo niclo x = —4. /
Zacetna vrednost je f{0) = 2. /
NariSemo graf funkcije /. Pri tem upoStevamo, da graf seka : — —
abscisno os v tocki M(—4, 0) in ordinatno os v tocki N(0, 2). /5/_ e a2 _1_?,, .
_2,,

Lastnosti realnih funkcij

Naj bo frealna funkcija realne spremenljivke: £ A — R; 4 c R.

Funkcija fje na intervalu / pozitivna, e je f{x) > 0 za vsako realno Stevilo x iz intervala /.

Na tem intervalu leZi graf funkcije nad abscisno osjo. y
Funkcija fje na intervalu / negativna, ¢e je f{x) <0 f
za vsako realno Stevilo x iz intervala /1. /
Na tem intervalu lezi graf funkcije pod abscisno osjo. AN
a 0
v / ) > 0a (4, b)

\ |/
a\/o/b

fix)<0na(a, b)

NariSimo graf linearne funkcije f{x) = 2x — 4 in zapiSimo interval, na katerem je funkcija pozitivna,
in interval, na katerem je funkcija negativna.

Iz enacbe 2x — 4 = 0 izraCunamo niclo x = 2,
nato zapiSemo zacetno vrednost f{0) = —4

in nariSemo graf.
Iz grafa razberemo, da je funkcija f pozitivna na intervalu (2, «),
negativna pa na intervalu (—oo, 2).




Funkcija fje na intervalu / naras¢ajoca, Ce za poljubni realni Stevili x,, x, € I velja:
¢e je x; < x,, potem je f(x;) < f(x,).

Funkcija fje na intervalu I padajoca, e za poljubni realni Stevili x;, x, € I velja:
¢e je x; < x,, potem je flx;) > f(x,).

ao0lx, x, b x

fnara$Cajoca na (a, b)

fpadajoca na (a, b)

Na sliki je graf polinoma p(x) = 0 ZapiSimo y
intervale, na katerih je polinom naras¢ajoca funk-
cija, in intervale, na katerih je padajoc¢a funkcija. 27

Polinom narasc¢a na intervalih (-1, 0) in (1, «),
pada pa na intervalih (—oo, —1) in (0, 1).

=3 =2 -1 0 1 2 3 2
-17

Funkcija fje navzgor omejena, ¢e obstaja tako realno Stevilo M, da je v
Ax) £ M za vsak x iz definicijskega obmo¢ja. L
Funkcija fje navzdol omejena, Ce obstaja tako realno Stevilo m, da je f
flx) 2 m za vsak x iz definicijskega obmocja. 5
Funkcija f je omejena, Ce je navzgor in navzdol omejena.

m, .......

2x t+1

Na sliki je dan graf racionalne funkcije f{x) = e
X

Funkcija je navzgor omejena z 1, navzdol pa ni omejena.

Ugotovimo, ali je funkcija omejena.
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Funkcija fje liha, Ce je f{—x) = —f(x) za vsak x iz definicijskega obmocja. y _
Graf lihe funkcije je simetricen glede na koordinatno izhodisce. f

Funkcija fje soda, Ce je f{—x) =f(x) za vsak x iz definicijskega obmocja.
Graf sode funkcije je simetricen glede na ordinatno os.

O X
’ s
AV

Za funkcije f{x) =3x + 4, g(x) = x*—3in h(x) = X ugotovimo, katere so lihe in katere sode.
Ker je fl—x) = 3(—x) + 4 = —3x + 4, funkcija f'ni ne liha ne soda.

Ker je g(—x) = (—x)2 —3=x"-3= g(x), je funkcija g soda.

Ker je h(—x) = (—x)’ = —x’ = —h(x), je funkcija # liha.

Ce je w tako od 0 razli¢no realno §tevilo, da je f{x + @) = f{x), potem reemo, da je funkcija f periodiéna
s periodo @. Najmanjse tako realno Stevilo w imenujemo osnovna perioda funkcije f.

Kotne funkcije so periodi¢ne: sinus (na sliki levo) in kosinus z osnovno periodo 27, tangens
(na sliki desno) in kotangens z osnovno periodo 7.

\ [ \ [
y ! Y ! !
21 [ [ 3T [ [
1 \ \ [ [
% 1 7T e ! ! 27 ! !
- A _3 1t 7T 3
SV R g7 A VA 74
| | | B
=2 I I 1T I I
! ! ! [
[ [ 21 [ [
\ N [ [
! ! [ !
| | | \

Ekstremi realnih funkcij: Najbo /1 A - R; A c R.

Funkcija fima v tocki x, € A lokalni maksimum,
Ce obstaja taka okolica O(x,) tocke x,, da je
Sx) < f(xy) za vsak x € O(xy). y

Funkcija fima v toc¢ki x, € ‘A lokalni minimum,
Ce obstaja taka okolica O(x;) tocke x,, da je
Ax) = f(xo) za vsak x € O(x,). / 2\




Funkcija fima v tocki x, € ‘A globalni maksimum, y
¢e je flx) < flxy) za vsak x iz definicijskega

obmocja. Y f
Funkcija fima v toc¢ki x, € A globalni minimum,

Ce je flx) > f(x,) za vsak x iz definicijskega
Xo

obmocja.

Za dani funkciji f{x) = xz(x —3)in g(x) = (ex)zex, za kateri sta na slikah dana grafa, zapiSimo lokalne
in globalne ekstreme.

y y
4+ 61
31 st
23r 4+
ll3r il
t 2+
=2 =l 1 2 4 X
I I
2+ } } } } } } f } f f
= =7 =6 =5 =4 =3 =2 =1 @ 1 2%
Lyl —1t
_4,, _2,,
_5,,

a) Funkcija fima v tocki (0, 0) lokalni maksimum in v tocki (2, —4) lokalni minimum.
b) Funkcija g ima v toc¢ki (-2, 4) lokalni maksimum, v tocki (0, 0) pa globalni minimum.

Racunske operacije s funkcijami

Za realni funkciji £ A — Rin g: A — R ter realno Stevilo k lahko definiramo:
a) produkt funkcije f's Stevilom k: (k - f): x — k - f(x)

b) vsoto funkcij fin g: (f+ g): x — fix) + g(x)

¢) razliko funkcij fin g: (f— g): x — fix) — g(x)

d) produkt funkcij fin g: (f- g): x — f(x) - g(x)

e) kvocient funkcij fin g: (g ) x— g&—% ;g(x)#0

[y

Zapisimo predpise za vsoto, razliko in produkt funkcij f{x) = X +x+lin gx)=2x-3
ter izrac¢unajmo njihove vrednosti za x = 3.

Predpis za vsoto funkcij:
F+g)x)=fx)+gx)=x"+x+1+2x-3=x"+3x-2in(f+g)(3)=3"+3-3-2=16.

Predpis za razliko funkcij:

(f—)x)=fx)—gx)=x"+x+1-2x-3)=x"—x+4in (f—g)(3)=3"-3+4=10.

Predpis za produkt funkcij:

(f X)) =fx) - g)=("+x+1)-2x-3)=2x-x"—x-3in(f-g)(3)=2-3-3-3-3=39.
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Limita funkcije

Limita funkcije: )11131 flx) = b, Ce za vsako pozitivno realno Stevilo ¢ y
obstaja pozitivno realno Stevilo o, tako da iz |x - a\ < oin x # a sledi

l/(x) - b| <Eé. f
Pravila za racunanje limite: |
L lim () + ) = lim/(x) + limg(x)
2. lim () — g() = lim/(x) — limg(x)

3. lim () - g() = limf(x) - limg(x) of a-0 a a+o X
4. x—>a(g(x))_ f&é(x) hmg(x) #0

Limita v neskonc¢nosti: }1_r)n wf(x) = b, Ce za vsako pozitivno realno Stevilo ¢ obstaja tako veliko pozitivno realno

<&

Ceje }1_r)r30 Ax)=bali xli)n_lwf(x) = b, potem reCemo, da je premica y = b vodoravna asimptota za graf funkcije 1.

0 VR

Neskonéna limita: hm f(x) o0, ¢e za vsako pozitivno Stevilo M obstaja tako pozitivno realno §tevilo o, da iz
x—d < Sinx=a sledlf(x) > M.

Ceje }g)na f(x) =00 ali ;g)na Ax) = —o, potem recemo, da ima graf funkcije /v tocki a navpi¢no asimptoto.

0[ a-0aa+é X



2 2 2
B 1zracunajmo lim 3 +10% i 3 +10x - [y X 43x iy fjpy X
x>-2 x> +5x x50 y>+5x x>3;2_9 72— ceog ar
2 2
Ker je f definirana za x = 2, zapisemo: lim 3% =10x _ 3- (2 +10.(2) _ 8 _4
152 x4+ 5y (-2)°+5-(-2) -6 3
Vv §tev<§u in imenovalcu izpostavimo x in zapiSemo:
3+ 10x _ i x(3x+10) _ pip 3310 _3-0+10 _
Ly o S iy Sl S =Ty =7
2
V iteveu izpostavimo x, imenovalec razstavimo: lim £33 = [jm —X&+3) _ _ |jy x -3 _11
x>-3x"_9 x—>-3(x=3)(x+3) x—>-3x—3 -3-3 2
V imenovalcu izpostavimo x in dobimo: lim =~ = lim —*— = lim —— = L =1 ,sajje lim 1 =0
x> ox+1 x—>oox(1+l) xsol+1l 140 x> 0X
X X
E Za dani funkciji f{x) = % in g(x) = #2“ zapiSimo enacbi vodoravnih asimptot.
- X X

Ker sta pri funkciji f'stopnji polinomov v Stevcu in imenovalcu enaki, kvocient vodilnih koeficientov

(glej poglavje Racionalne funkcije) doloca enacbo asimptote; }1_r)1}0 2xt1 _ > zato je premica z enacbo

x—1
y = 2 vodoravna asimptota za graf funkcije f.
Ker je pri funkciji g stopnja polinoma v §tevcu manjsa od stopnje polinoma v imenovalcu, je

lim —X=2

lim — = 0, zato je premica z enacbo y = 0 vodoravna asimptota za graf funkcije g.
55 A B |l

B Narisimo grafa funkcij f{x) = )lc +1in g(x) =x " — 1 ter zapi§imo limiti llgn 0/‘(x) in 11310 g(x).
NariSemo grafa funkcij in zapiSemo ,lcll,n 0/(x) ne obstaja, ;11)110 g(x) = 0.

y\
5i “
41‘* i+

I
|

Funkcija fje zvezna v tocki a, Ce je definirana v tocki a in je }1131 (%) =Aa). y

Ce je funkcija fzvezna v tocki a, potem je njen graf v tej tocki nepretrgana
krivulja.

Funkcija fje zvezna na intervalu [a, b], Ce je zvezna v vsaki tocki intervala [a, b].

Ce je funkcija f zvezna funkcija na intervalu [a, b] in sta f{a), f(b) razli¢no
predznaceni vrednosti, potem obstaja na intervalu [a, b] vsaj ena tocka x,
(ni¢la funkcije f), tako da je f(x,) = 0.
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Vsota, razlika, produkt in kvocient (povsod, kjer je imenovalec razlicen od 0) zveznih funkcij so zvezne

funkcije.

Funkcije, ki so zvezne na celotnem definicijskem obmocju, so: linearna funkcija, kvadratna funkcija,
eksponentna funkcija, logaritemska funkcija, polinomi, kotni funkciji sinus in kosinus ...

Imejmo taki funkciji / A — Bing: B — C,daje Z,c D, B.
Sestavljena funkcija (kompozitum) g © fje funkcija, podana s predpisom
goff A — C(goN(x)=g(f(x))

X 4 Sx) g g(f(x))
/\_/

geof f 2

gof

Kompozitum zveznih funkcij je zvezna funkcija.

Vg

Dani sta funkciji £ R > R; fix) =3xing. R > R; g(x) = x°. Zapisimo predpisa za sestavljeni funkciji
i el
Zapisemo (g ° /)(x) = g(f(x)) = g(3x) = 9x" in (f° g)(x) = flg(x)) =Ax") = 3x"

Funkcija £ ZAA — ‘B je injektivna, Ce je vsak element iz zaloge vrednosti funkcije f'slika natanko enega elementa
iz mnozice A (razlini elementi se preslikajo v razlicne elemente).

Funkcija /i A — B je surjektivna, Ce je vsak element iz mnozice B slika vsaj enega elementa mnoZice A
(zaloga vrednosti funkcije fje enaka mnozici B: Z,= B).

Funkcija fje bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna. y '

Ce je funkcija £ /A — ‘B bijektivna, potem obstaja inverzna funkcija ’
f_l: B — A, tako da je f{x) = y natanko takrat, ko jef_l(y) =X.

Graf inverzne funkcije / ! dobimo tako, da graf funkcije f prezrcalimo
¢ez simetralo lihih kvadrantov.




E Spodaj so narisani grafi funkcij £, g, 4, s: R — R; fix) = x%, g(x) = 2%, h(x) = x°, s(x) = X’ — x. Zapisimo,
katere od teh funkcij so injektivne, katere surjektivne in katere bijektivne.

4 | 1o 1P
41 41 3¢ 3t
31 31 21 21
21 21 14 1t
1t —t —t : :
_/ = 240l 1 2% 2 f10[~1 2
10 1 2% BRI 1 2 o -7 -7
-17 =1l =21 =Dir
=21 Ik -3t -3¢
—4+ -4
Funkcija f ni Funkcija g Funkcija 4 Funkcija s
ne injektivna je injektivna je injektivna ni injektivna
ne surjektivna. in ni surjektivna. in surjektivna, in je surjektivna.

je bijektivna.

E Linearna funkcija f{x) = %x + 1 je bijektivna. PoiS¢imo predpis za inverzno funkcijo f° “"in v istem koordi-

natnem sistemu nariSimo grafa obeh funkcij.
Izy= %x + 1 zapiSemo x = % y + 1, izrazimo y = 3x — 3 iz zapisemo /' (x) = 3x — 3.

Niclo funkcije f izraéunamo iz enacbe %x + 1 =0 in dobimo x = -3.

Zacetna vrednost je f{0) = 1.

NariSemo graf funkcije /. Pri tem upostevamo, da graf seka abscisno os v tocki M(—3, 0) in ordinatno os
v tocki N(O, 1).

V isti koordinatni sistem nariSemo graf funkcije f ! Pri tem uposStevamo, da njen graf seka abscisno os
v tocki M(0, 1) in ordinatno os v tocki N(-3, 0).
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Transformacije grafov funkcij na ravnini

Ce je znan graf funkcije £, potem njen graf lahko transformiramo (premaknemo, raztegnemo, zrcalimo ...):

a) x+— l/(x)| nariSemo tako, da del grafa funkcije £, ki je nad

Yy
abscisno osjo ali na abscisni osi, ohranimo, tisti del grafa
funkcije £, ki je pod abscisno osjo, pa prezrcalimo Cez \
abscisno os.
~/(0)

N
>

0
*
o
y

b) x — fix — ¢) nariSemo tako, da graf funkcije /' vzporedno
premaknemo za ¢ v smeri abscisne osi. Ce je ¢ > 0,
graf premaknemo v desno, ¢e je ¢ <0, pa v levo.

¢) x+— f(x) + b nariSemo tako, da graf funkcije /' vzporedno
premaknemo za b v smeri ordinatne osi. Ce je 5 > 0,
graf premaknemo navzgor, ¢e je b < 0, pa navzdol.

¢) x+— af(x) nariSemo tako, da graf funkcije f raztegnemo v smeri
ordinatne osi za faktor a.

d) x — af(x) + b nariSemo tako, da graf funkcije x — af{x)
vzporedno premaknemo za b v smeri ordinatne osi.




ﬂ Dana je linearna funkcija f(x) = %x + 2, katere graf je premica.

a) Visti koordinatni sistem nariSimo grafe funkcij f, g: x = flx — 2) in h: x — fix) — 2.

T 1 oo

E Grafa linearnih funkcij f{x) = x in g(x) = x — 2 sta premici. V isti koordinatni sistem nariS§imo grafe funkcij

T 5 I 32 = ]f(x)] in s: x —> ]g(x)|.

—6—5—4—3—2—1/23456)‘
Zil9r

_3,,
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s e———

1. IzraCunajte nicle in zacCetne vrednosti naslednjih ZapiSite intervale, na katerih je polinom narasca-
funkcij. joca funkcija, in intervale, na katerih je padajoca
a) flx)=3x—-1 funkcija.
b) g(x)=x"—x—20
¢) h(x)=x—4x" —x+4 7. Za funkcije flx) = —2x — 1, g(x) = —x" + 1
in A(x) = ¥’ - 3x ugotovite, katere so lihe
2.V katerih toCkah sekajo grafi spodnjih funkcij in katere so sode.
koordinatni osi?
a) flx)= %x +4 c) h(x)= ;‘sz 8. Na sliki je graf funkcije f{x) = sin(2x) + sin.x.
b) g(x)= P42+ 15 ZapiSite osnovno periodo funkcije f.
y
3. Upravnik za parkiranje v parkirni hisi za vsako 27
zacCeto uro parkiranja zaraCuna 1 EUR. NariSite —27:/\ . 7 T
graf funkcije, ki prikazuje ceno parkiranja y N N T T N E
v odvisnosti od ¢asa parkiranja 7. ZapiSite njeno / b,
definicijsko obmocje in zalogo vrednosti. 27

4. Na sliki je graf poli =(x—1D*(x+1).
a sliki je graf polinoma p(x) = (x = 1)'(x+ 1) 9. Na sliki sta dana grafa racionalne funkcije

2 2
y f(x):!x—zlf ing(x)zz“x_}‘““l” )
24 X x' +1

Ugotovite, ali je katera od funkcij omejena,

S in zapiSite meji.
y
[
0 1 2 X 31
2,,
-1+ T R
o o 3 T 54320 123 456 77
ZapiSite intervale, na katerih je polinom pozitiven, -1T
in intervale, na katerih je negativen. =27
5. Izracunajte niclo linearne funkcije f{x) = —% x+1, y

nariSite njen graf in zapiSite interval, na katerem
je funkcija pozitivna, in interval, na katerem je
funkcija negativna.

-5 -4-3-2-10] 1 2 3 4 5%
1T

6. Na sliki je graf polinoma p(x) = §x3 —-x.

y

N 10. ZapiSite predpise za vsoto, razliko in produkt

funkcij fAx) = 3x + 1 in g(x) =x" +x -2
ter izraCunajte njihove vrednosti za x = —2.

A




11. Na slikah sta dana grafa funkcij f{x) = x (2 X ) 15. Pri izraCunu spodnjih limit upostevajte, da velja

in g(x) = 4” . Zapisite lokalne in globalne }I_T)Ilo Sl)?x = 1.
ekstreme. a) hm sin3x ) hm tanx
y X X
sm— &) 1 s1n2x
1T f x>0 Xx x—>0xcosx
1 /\ A 1 16. Pri izracunu spodnjih limit upoStevajte, da velja
2 -1 o | 2 = lim(1+ 1) =e.
X —>© X
—14 . 1 \x
: a) lim(1+52)
. 3 \x
b lin(+3)
17. Dana jo funkeija fix) = | -3 ¥ <
. Dana je funkcija f{x) = Inx: x> 0°

a) NariSite graf funkcije f.
b) IzraGunajte lg}n 0/‘(x).
¢) ZapiSite zalogo vrednosti funkcije f.

54327101 2 3 45 67 2
1t 18. Narisite graf funkcije f{x) = %
-2t ! 22-X)24x) i1 i -
N | G 36T N zapisite lgrr% Ax)in }gl}o Ax).
4
-5t 19. Poenostavite zapis funkcije f{x) =1 — 2+ xiz,
-61 | zapiSite njene nicle in pole ter z uporabo limite
|

izraCunajte enacbo vodoravne asimptote. NariSite
graf funkcije f. Koliko je Xlgrgl fix)in ;% f(x)?
12. Na sliki je dan graf racionalne funkcije
fix)y=G=10 ’ Zapisimo lastnosti funkcije f. xXx20
1 ' 20. Dana je funkcija fix) = { Ax. _ _ .
2:x<0
a) Narisite graf funkcije.
b) ZapiSite zalogo vrednosti.
e e~ ¢) Koliko je f{2) in koliko f{0)?
-4-3-2-10] 1 2 3 4 x g Sunaite i in li i3
X IJ[ ¢) Izracunajte lg}n 2/(x) in ;11)1}) A(x) ter zapiSite
tocke, v katerih funkcija f'ni zvezna.

- . .. X x > 1
13- lzracunajte fimite. . 21. Dana je funkeija f(x) = { 2f i
a) lim *— d) lim J . A
x>-2 ’2‘ x>-/2x a) NariSite graf funkcije.
b) lim% i e) hm(—x - 51+ Ix) b) Izracunajte (~1) in (1).
dig s X c¢) Izracunajte xll)ml fA(x) in ll_)ml Ax) ter zapiSite
. o P4 -
c) lim <= f) lim == 2P _5:13 intervale, na katerih je funkcija f zvezna.
3
é) }llrn()(lL]’]"[);l A/)_C ‘< 1
22. Dana je funkcija f(x) = { x>l
14. Uporabite limito za izracun vodoravne asimptote - .. .
a) NariSite graf funkcije i m zapiSite njeno zalogo

.. _ 2x
funkcije flx) = ek vrednosti.

b) IzraCunajte f(1) in llgn /(x). Ali je funkcija f
zvezna v tocki x = 1?7 Odgovor utemeljite.
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23. Dani sta funkciji £ R — R; flx) =x" in g:R— R; 30. Dana je linearna funkcija f{x) = —% x+ 1. Visti
g(x) = x + 1. ZapiSimo predpisa za sestavljeni koordinatni sistem narisite grafe funkcij f,
funkeijigef in/feg. g x> —f(x), h: x — —fx) + 2.

24. Dani sta funkciji £ R — R; fix) = 1 — x°
in gt R - R; g(x) = sinx. Zapisimo predpisa
za sestavljeni funkciji g o fin fo g.

31. Visti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
f(x)=2x-3ing x— [/(x)\.

32. IzraCunajte niclo in zacetno vrednost funkcije
25. Dana je funkcija f(x) = 2x—1 zracunajte: =—DJx— isti i isi isi
. J ja j(x 21 Jie: flx) =—2x — 2 ter v isti koordinatni sistem nariSite

a) f(—x) &) fix ™ grafe funkcij £, g(x) = fx) +4in h: x — % - Ax).
-1
E)) ;(J;(gc)) d) (fx)) 33. Na sliki sta dana grafa funkcij f{x) = — % x+2ing.

Zapisite predpis za funkcijo g.

26. Spodaj so narisani grafi funkcij f: R — R;
fx)=2x-2, g R-> Ry g(x)=x, : R" > R;
h(x) = log,x. Zapisite, katere od funkcij so
injektivne, surjektivne, bijektivne.

i" f i" g \ t t
34 3+ 1 2 3 4 6 X
i i \\5\
14 14 i
| | | | | | | | | _3”
—1?/1 2 3% —‘3—‘2—‘1? 1 2 3x
-2 -2t 34. Na sliki sta narisana grafa funkcij £ R — R;
/4 -3t ) =x"ing R—>R; g(x) = x°. Narisite se
grafa funkcij i: x — —f({x) +4ins: x— g(x— 1)
v ter zapiSite njuna predpisa.
3t
il Az s
4,,
0 3t
-1T ol
_2,,
1
_3, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4] -3 -2 —‘1? 1 2 3%
_2,,
27. K linearni funkciji f{x) = 2x + 4 poiscite predpis
za inverzno funkcijo f “"in v istem koordinatnem y g
sistemu nariSite grafa obeh funkcij. 4T
3,,
28. K linearni funkciji f{x) = 1 — 3x poiscCite predpis 21
za inverzno funkcijo f “"in v istem koordinatnem 11
sistemu nariSite grafa obeh funkcij. e .
-3 -2 - ?,, 1 2 3
29. Dana je linearna funkcija f{x) = 2x — 2, katere 24
graf je premica. V isti koordinatni sistem nariSite 34
grafe funkcij f, g x — fix+ 1) in h: x — fix) + 1. 4

Za funkciji g in 4 zapiSite predpise.



35. K funkciji f: [0, o0) — [0, o©); flx) = X jeinverzna 38. Na sliki sta narisana grafa funkcij £ R —» R;

funkcijaf " [0, 00) — [0, 00); f'(x) = /x. Na fix)=4"in g R" - R; g(x) = log,x. NariSite Se
sliki je narisan graf funkcije !, Narisite se grafa grafa funkcij 4: x = —f(x) + L in s: x — g(x + 4)
funkcij g: x — —f(x) in &: x — g(x + 4) ter zapiSite in zapisite njuna predpisa.

njuna predpisa.

f—1

- N Wi

2 -10] 1 2 3 4 5%
-1T
_2,,

36. K funkciji £ R — R; fix) = x’ je inverzna funkcija
R R M (x) = 3/x . Na sliki je narisan graf
funkcije f ! Narisite se grafa funkcij g: x — fix) + 1
in A: x — g(x — 1) ter zapiSite njuna predpisa.

T B9
\\
|

)

\_

o

wl

Nl

ot

ot

<t

=

Sl 39. Na sliki so narisani grafi funkcij £ R — R;
Ax) =sinx, g2 R - R; g(x) = cosx in
37. Na sliki sta narisana grafa funkcij £ R\ {0} > R; h:R\A{Z +km; k e Z} — R fix) = tanx.
fx) = xVin 2R\ {0} > R; g(x) = X2 Narisite NariSite Se grafa funkcij x — sinx + 1,
Se grafa funkcij /: x — flx — 1) in s: x — —g(x) X > =2 cosx in x > |tanx].

in zapiSite njuna predpisa.

N <

[ N S N
|
=
|
W
|
o
|
[
S
|
—_
S
o
At
ot
N
)
=

1 2 3 4 5% _3m _T
TN M Y N, {
T -7 -6 -5%4 3 4 -1 Owl 1 2.3 475 6 7 %

. | Ly | hl
= \ o3t [ [
[ [ [ [
3+ I I 2+ I I
[ [ [ [
2+ g I T 1y s I
1+ H—t _JF : 2 : : 2 : 7 !
—q— —3—2:—1 1:2 4:x
S5-4 3 2-10] 1 2 3 4 5% | N |
1t I | [ =2+ I I
[ [ [ [
=27 I | =37 [ I
[ [ [ [
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40. Na sliki sta grafa funkcij f{x) = %x + 1lin
g(x) =(x— 1D(x—2)(x — 3). Grafa funkcij
premaknite v smeri abscisne osi tako, da bosta
funkeciji, katerih grafa ste dobili, lihi. ZapiSite
enacbi dobljenih krivulj.

y

3,,

21 S
/

—t s :
2 -10] A 23 4x

41. Na sliki je graf funkcije f{x) = [2x — 2|. Graf funk-
cije f premaknite v smeri abscisne osi tako, da bo
funkcija g, katere graf ste dobili, soda. ZapiSite
predpis za funkcijo g.




14. LINEARNA FUNKCLA B

Linearna funkcija je realna funkcija /: R — R podana s predpisom f{x) =k - x + n, pri Cemer sta k in n
poljubni realni stevili. Stevilo k imenujemo smerni koeficient linearne funkcije, §tevilo n pa zacetna vrednost
linearne funkcije.

[y

Za linearno funkcijo f{x) =k - x + n, ki za x = 1 zavzame vrednost —2, za x = 3 pa vrednost 8, izraunajmo
smerni koeficient in zacetno vrednost ter zapiSimo njen predpis.

ZapiSimof(1)=k-1+n=-2inf(3)=k - 3 + n= 8 in reSimo sistem enacb.

Iz prve enacbe izrazimo k = —n — 2

in vstavimo v drugo enacbo (—n—2) -3+ n=238

ter izraCunamo -3n—6+n=8tern=-7inodtod k=-n-2=—(-7)—-2=15.

Smerni koeficient linearne funkcije je k = 5, zacetna vrednost n = —7, njen predpis pa f(x) = 5x — 7.

Graf linearne funkcije f{x) = k - x + n je premica z enacbo y=k - x + n.

Smerni koeficient funkcije dolo¢a strmino premice:

— za k > 0 je linearna funkcija narasc¢ajoca (vecji je k, strmejsa je premica),

— za k < 0 je linearna funkcija padajoca,

— za k=0 je linearna funkcija konstantna (premica je vzporedna abscisni osi).

[y

V dana koordinatna sistema nariSimo grafe funkcij.

a) fix)=x, g(x)=2xin h(x) = %x. b) fix) =—x, g(x) = —2x in h(x) = —%x.




166  MATEMATIKA V GIMNAZLI

Zacetna vrednost f{0) = n dolocCa presecisce grafa linearne funkcije
z ordinatno osjo; to je tocka N(0, n).

Stevilo x, je ni¢la linearne funkcije f natanko takrat, ko je f{x,) = 0.
Niclo linearne funkcije dobimo kot reSitev linearne enacbe k - x +n = 0.
Ce je smerni koeficient linearne funkcije razlicen od 0, ima linearna
funkcija natanko eno niclo. V ni¢li funkcije graf linearne funkcije
seka abscisno os; to je v tocki M(x,, 0).

Naklonski kot ¢ premice je kot med pozitivno smerjo abscisne osi
in premico (merjen v nasprotni smeri urnega kazalca): ¢ € [0°, 180°).

Tangens naklonskega kota ¢ premice je enak njenemu smernemu koeficientu: tan ¢ = k.

n ZapiSimo predpis za linearno funkcijo f's smernim koeficientom g , ¢e gre njen graf skozi tocko 7(-5, 6).
Izracunajmo tudi, v katerih toCkah graf linearne funkcije seka koordinatni osi.

Vstavimo k = g in f(—5) = 6 v predpis f(x) = k - x + n in dobimo enacbo 6 = g -(=5)+nterodtodn=12.

Predpis za funkcijo fje f(x) = gx +12.
Ker je f{0) = 12, graf funkcije f'seka ordinatno os v tocki (0, 12).

Graf funkcije f'seka abscisno os v nicli, ki jo dobimo kot reSitev enacbe gx +12=0.

1z gx =—12 z mnoZenjem s g dobimo x = —10. Presecisce grafa z abscisno osjo je tocka (—10, 0).

E Za funkcijo f(x) = “1x41 zapiSimo zacetno vrednost, izra¢unajmo niclo in nariSimo njen graf.

2

Zacetna vrednost funkcije je (0) = 1,
zato seka graf funkcije ordinatno os v tocki (0, 1).

Nicla funkcije je resitev enacbe —% x+1=0.
—3x=-1 [ (-2

_./)k:

w=2 Jz
Zato graf funkcije f'seka abscisno os v tocki (2, 0).
NariSemo graf.

Oblike enacbe premice

V eksplicitni obliki y = k - x + n lahko zapiSemo vse premice, razen premic, ki so vzporedne ordinatni osi.

V implicitni obliki ax + by — ¢ = 0 lahko zapiSemo vse premice.

V odsekovni obliki ’in + % = 1; m, n # 0 lahko zapiSemo vse premice,

razen premic, ki gredo skozi koordinatno izhodisce, in premic, ki so
vzporedne bodisi abscisni bodisi ordinatni osi. Premica seka abscisno os
v tocki (m, 0) in ordinatno os v tocki (0, 7).

N

y
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Enacbo premice skozi dve tocki A(x;, y,) in B(x,, y,) lahko poiS¢emo na dva nacina.
I. Nacin lahko uporabimo pri premicah, ki niso vzporedne ordinatni osi.

Najprej poiS¢emo smerni koeficient premice k = i . 7;/ L x, # x|, nato pa v enacbo y —y, = k(x — x,)
274
vstavimo vrednost koeficienta in Se koordinati ene toCke na premici ter nato izrazimo y.
II. Nacin lahko uporabimo pri vseh premicah.

V enacbo E;z - ;C ! 3;2 7;’ ‘} = 0 vstavimo koordinate danih tock na premici in jo izraéunamo.
Al —J1

n ZapiSimo eksplicitno enacbo premice, ki gre skozi tocki A(4, —3) in B(—8, —12), ter jo preoblikujmo
v drugi dve obliki in premico tudi nariS§imo.

9 g 052520 9 9 o _ V2=V __12_(_3)_i=§
Najprej poisS¢imo smerni koeficient premice k = o - —8-4 — -4
Nato v enacbo y — y; = k(x — x,) vstavimo vrednost koeficienta in koordinati tocke A
y—(-3)= % (x —4) in jo preoblikujemo vy + 3 = %’f — 3 ter zapiSemo eksplicitno obliko enacbe premice
= 3%
v =

Enacbo y = 34—x — 6 mnozimo s 4 in 4y = 3x — 24 preoblikujemo
v implicitno obliko enacbe premice 3x — 4y — 24 = 0.
Iz te enacbe Stevilo 24 prenesemo na drugo stran, da dobimo

3x — 4y = 24 ter to delimo s 24. Dobimo odsekovno obliko enacbe

ice X + L =
premice ¢ + == = 1.

Pri risanju premice uposStevamo, da seka abscisno os v tocki (8, 0),
ordinatno os pa v (0, —6).

E Izracunajmo implicitno enac¢bo premice, ki gre skozi tocki 4(2, —2) in B(2, 3), jo nariSimo v koordinatni
sistem in zapiSimo drugi dve obliki enacbe premice.

Implicitno enacbo premice poiséemo z determinanto [x 271 )27) 1} =0, v katero vstavimo koordinate

X=X1 V="
S 2-23-(=2)] _ Tw  s5a . y
tock 4 in B [x_ 2y (_2)} =0 teriz LC_Z - 2} = 0 zapiSemo 3
0-(+2)-5-(x—2)=0. 27
Dobimo implicitno obliko enaébe premice x — 2 = 0. o
Premico narisemo. -3-2-10] 1 3 3%
=13r
Implicitno enacbo premice lahko v danem primeru zapiSemo tudi potem, ko ol
nariSemo premico skozi dani tocki. Ker je premica vzporedna ordinatni osi, 3l
eksplicitne in odsekovne oblike enacbe premice ne moremo poiskati.
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B ZapiSimo odsekovno obliko enacbe premice, ki je narisana na sliki, in jo preoblikujmo v drugi dve obliki.

Ker premica seka abscisno os v tocki (—3, 0) in ordinatno os v tocki (0, 2), y

lahko zapiSemo odsekovno obliko enacbe premice j‘—3 + g = I, 4

Enacbo mnoZimo s 6 in iz —2x + 3y = 6 zapiSemo implicitno obliko enacbe 3/

premice 2x — 3y + 6 = 0.

Enacbo preoblikujemo v —3y = —2x — 6 in zapiSemo eksplicitno obliko 7

T i 2 —t

enacbe premice y = Fx+ 2. /3 5 _1 0 1 2*

_2,,

Premici z enaCbama y =k, - x + n,iny = k, - x + n, sta:
— vzporedni natanko takrat, ko imata enaka smerna koeficienta: k; = k,,

— pravokotni natanko takrat, ko za njuna smerna koeficienta velja k, - k, = —1 0z. k, = —kl .
1

Za kot @ med premicama z enacbama y =k, - x+n,iny=k, - x + n, veljatanp = |

[y

E Zapisimo eksplicitno obliko ena¢be premice, ki gre skozi tocko 7(—2, 4) in je:
a) vzporedna premici z enacbo Sx —y— 2 =0,
b) pravokotna na premico z enacbo 5x —y — 2 =0.

l+kk2|

Najprej iz enacbe 5x —y — 2 = 0 izrazimo y = 5x — 2 ter zapiS§imo njen smerni koeficient k; = 5.
Eksplicitno obliko enacbe vzporednice dobimo, ¢e v enacbo y — y; = k(x — x;) vstavimo k; = 5
in koordinati tocke 7.1z y — 4 = 5(x + 2) izrazimo y = 5x + 14.

1 1

Za eksplicitno obliko enacbe pravokotnice najprej izraGunamo njen smerni koeficient k, = T =75
1
nato v enacbo y — y; = k(x — x;) vstavimo k, = —% in koordinate tocke 7. Iz y — 4 = —; (x — 2) izrazimo

g
y= 5X+ =

E Izracunajmo kot med premicama z enacbama 2x + y—3=0in 3x -2y + 1 =0.

Najprej iz obeh enacb izrazimo y=—-2x+ 3iny= 2 x +Lin zapiSemo njuna smerna koeficienta k, = —2

2
in k, = g
tztan = fazkt | =| 222 = 5= 17| = ] izracunamo ¢ = 60°15'
ztanp = 1+kk2 1+%(—2) =|5|=|-;|= 7 izracunamo ¢ = .

Resitev linearne neenacbe z dvema neznankama ax + by — ¢ < 0 je mnoZica y 0
vseh parov realnih Stevil (x, y), ki zadoS¢ajo neenacbi, ter jo predstavimo o cf/ “
s toCkami v ravnini (polravnino), ki so na ustrezni strani premice axt 7
ax+by—c=0. -
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Resimo neenacbo 2x — 3y — 6 > 0.

Najprej zapiSemo enacbo premice 2x — 3y — 6 = 0, ki je rob polravnine, in jo y

preoblikujemo v 2x — 3y = 6 in z deljenjem s 6 zapiSemo odsekovno obliko 21 >
’3—‘ + ;12 = 1. Ker rob iskane polravnine ne sodi k resitvi, premico nariSemo 7 - .
¢rtkano. Nato oznacimo ustrezno polravnino, ki smo jo dolo¢€ili z izbrano —}1 0 1 } /é/ 4:1 5 x
tocko, najlaze s tocko (0, 0), ki v danem primeru ne ustreza neenacbi. -1 e -

Neenacbo resimo lahko tudi tako, da enacbo premice — roba polravnine -

preoblikujemo v y < %x — 2 in oznacimo ustrezno (spodnjo) polravnino. « _i'

Dve enacbi z dvema neznankama ax + by = ¢ in dx + ey = f predstavljata sistem dveh linearnih enacb z dvema
neznankama. Resitev sistema je mnozica vseh urejenih parov realnih Stevil (x, »), ki zadoS¢ajo obema
enacbama.

Geometrijski pomen sistema dveh enacb z dvema neznankama:

Dani enacbi sta ena¢bi dveh premic. Ce ima sistem enacb natanko eno
reSitev, potem se dani premici sekata v toCki P in sta x in y koordinati
presecis¢a premic.

Ce sistem nima resitve, sta premici vzporedni in ne sovpadata.

Ce ima sistem neskonéno mnogo resitev, potem premici sovpadata.

y
)
P P
0 X
0 X
Nacini reSevanja sistema dveh enacb z dvema neznankama:

Zamenjalni nacin Nacin nasprotnih koeficientov Grafi¢ni naéin
Opisan v poglavju racionalna Opisan v poglavju racionalna Dani enacbi sta enacbi premic, ki
Stevila. Stevila. ju nariSemo v istem koordinatnem

sistemu. ReSitev sistema enacb sta

koordinati preseciS¢a premic.
Rezultat raCunsko preverimo.
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n V isti koordinatni sistem nari§imo premici, podani z enacbama x + 2y = 6 in 2x — y = 2, in iz grafa razbe-
rimo reSitvi sistema enacb.

Enacbi preoblikujemo v odsekovni obliki ’é + g =1in ’T‘ + ;% =1l
ter ju natan¢no nariSemo. Iz grafa razberemo koordinati presecisca
x=2,y=2, ki je resitev sistema dveh enacb z dvema neznankama.

Resitev racunsko preverimo tako, da vstavimo dobljeni vrednosti

v dani enacbi.

—10/1 2 3 45 6%
=113

7

E IzraGunajmo presecis¢a grafov funkcij f{x) = 3x — 3 in g(x) = —x + 5. Nato izrac¢unajmo plos¢ino trikot-
nika, ki ga omejujejo abscisna os in grafa funkcij fin g.

Najprej zapiSemo enacbi y=3x—3iny=—x+ 5.
Od prve enacbe odstejemo drugo, dobimo 0 =3x — 3 — (—x + 5) in od tod x = 2.
To vrednost vstavimo v f{2) = 3 - 2 — 3 = 3. Presecisce grafov funkcij je

)

tocka P(2, 3). 5
V isti koordinatni sistem nariSimo grafa obeh funkcij 4t
ter iz grafov zapiSemo koordinate ogliS¢ trikotnika A(1, 0), B(5, 0) 37
in P(2, 3). 21
V determinanto D = [XZ “hnmy 1} vstavimo koordinate oglis¢ in jo |

X3 =X V3= ‘

=1 ©
e . _[5-10-0] _[40] _4.2_1.0 et

1zracunamoD—[2_13_0} _[l 3} =4.3-1-0=12. 1

Ploscina trikotnika ABPje S = 1|D|=1 - 12=6.

Plos¢ino trikotnika lahko izracunamo tudi kot § = &% = 4.3 — ¢,

2 2
1. Za linearno funkcijo ix) =k -x+n,kizax=3 4. Na sliki je narisan graf linearne funkcije f.
zavzame vrednost —2, za x = 1 pa vrednost 2, ZapiSite njen predpis.
izraCunajte smerni koeficient in zacetno vrednost y
ter zapiSite njen predpis. Xﬁ
2. ZapiSite predpis za linearno funkcijo, ki ima 2
zacetno vrednost 5 in nic¢lo —3. |
3. Iz mnozice linearnih funkcij f{x) = %x +n,nelR -1 0| X
zapisite predpis za tisto funkcijo: -1 f

a) katere graf poteka skozi tocko T(-1, 3), -2

b) ki ima niclo x = —2.
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5. 16.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Graf linearne funkcije f{x) = kx + n je vzporeden
simetrali lihih kvadrantov in gre skozi to¢ko
115, 3). Zapisite njen predpis.

3

. Za dano linearno funkcijo f{x) = — 5X+ 3

izracunajte niclo in zaCetno vrednost ter nariSite
njen graf. IzraCunajte preseciSca grafa funkcije f
s premicama y = 6 in x = 4.

. Visti koordinatni sistem nariSite grafa linearnih

funkcij f{x) = )3—‘ + 2 in g(x) = x + 4 ter izraCunajte
koordinati njunega presecisca.

. Za dano linearno funkcijo f{x) = x + 4 izraCunajte

niclo in zacetno vrednost ter nariSite njen graf.
Za katere x je f{x) > 0?

. Narisite graf funkcije f{x) = 2x + 1. Za katere x je
Ax)<0?
NariSite graf funkcije f{x) = i — 1. Za katere x

je funkcija negativna? V kateri tocki graf funkcije
seka simetralo sodih kvadrantov?

Narisite graf funkcije f{x) = — % x — 1 in reSite
neenacbo f(x) < 1.

V isti koordinatni sistem nariSite grafe funkcij.
a) fix) =3x+1,g(x) =x+1,h(x)=1x+1
ins(x)=1
b) fix)=—4x+2, g(x)=—x+ 2, h(x) =—%x+ 2
in s(x)=2
c) fix)y=—x+3,g(x)=—x, h(x)=—x—2
in s(x) = % —-X
V isti koordinatni sistem nariSite grafe funkcij
fX)=2x—-4, gx—=>fix)+2inh:x— fx+2)
ter za funkciji g in 4 tudi drugace zapiSite njuna
predpisa.

V isti koordinatni sistem nariSite grafe funkcij.

a) flx) = $x -2, g(x) =flx - 2) in h(x) =flx) -2
b) Ax) =—2x + 4, g(x) = $/(x) in h(x) = [f(x)|

c) fix)=3-x,gx— fix—3)in h: x — =2f(x)

Dana je funkcija f{x) = —2x + 2. NariSite njen graf
in graf funkcije g: x — 2f(x) — 2. (Pomoc¢: najprej
nariSite graf funkcije x — 2f(x).)

17.

18.

19.

20.

21.

22

23.

24.

Narisite mnozice toc¢k (x, y) v ravnini, za katere
velja:

a)y=|2x|

b) y=‘x+2|
o) y=[3 -2
&) y=|1-4

Dani sta funkciji f{x) = —]3—‘ +1ing(x) = b‘(x)‘.
V isti koordinatni sistem nariSite grafa obeh
funkcij ter zanju zapiSite definicijsko obmocje
in zalogo vrednosti.

Narisite graf funkcije f(x) = |2x — 3| iz zapisite
njene lastnosti.

Dana je funkcija f{x) = |2x + 4’.

a) NariSite graf funkcije f.

b) Koliksna je plosc€ina lika, ki ga graf funkcije f
oklepa s koordinatnima osema?

Narisite grafa funkcij f{x) = jﬁ —1ling(x)= [f(x)‘.
Resite neenacbo g(x) < 1.

Dana je linearna funkcija f{x) = —2x — 6.

a) ZapiSite niclo in zacetno vrednost funkcije f
ter nariSite njen graf.

b) Tocka T lezi na simetrali lihih kvadrantov
in na grafu funkcije f. ZapiSite koordinati
tocke T.

¢) Visti koordinatni sistem (z drugo barvo)
nariSite Se graf funkcije g: x — lf(x)|.

¢) ZapiSite predpis za linearno funkcijo 4, katere
graf gre skozi tocko 7(-2, 3) in je vzporeden
grafu funkcije f.

. Premica s smernim koeficientom 3 seka

ordinatno os pri —4.

a) ZapiSite njeno enacbo.

b) Ali tocki A(2, 2) in B(1, 1) lezita na dani
premici?

V koordinatni sistem nariSite premico z enacbo
vy =2x + 5. IzraCunajte neznani koordinati tock
A(x,, 2) in B(-3, y,) na tej premici.

ZapiSite vse tri oblike enacbe premice, ki gre
skozi tocki.

a) A(3,-2), B(1, 2)
b) C(4,-2),D(4,1)

¢) EQ2,-2), F(-1,-2)
&) F(-6,-T7), G(3,-1)
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25. 36.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

Zapisite eksplicitno obliko enacbe premice, ki gre
skozi to¢ko 7(2, —3) in je vzporedna simetrali
lihih kvadrantov.

Zapisite eksplicitno obliko enacbe premice, ki gre
skozi tocko 7(4, —3) in je vzporedna premici
zenacbo 3x—y+2=0.

Ali tocke A(1, —3), B(3, 5) in C(6, 18) lezijo
na isti premici? Odgovor utemeljite.

ZapiSite implicitno obliko enacbe premice,
ki seka abscisno os pri 3 in je vzporedna premici
zenaCbox—2y+ 1=0.

V enacbi premice ax + 2y + 2 = 0 dolocite
Stevilo a tako, da bo premica potekala skozi
tocko T(2, —5). ZapiSite enacbo premice

v eksplicitni obliki in jo nariSite v dani
koordinatni sistem.

Za katero realno Stevilo a bo premica z enacbo
ax — 3y + a + 4 = 0 potekala skozi koordinatno
izhodisce? KolikSen je njen smerni koeficient?

ZapiSite preseciscée premice 3x+2y—4=0
s koordinatnima osema in jo nariSite. Za katere x
poteka premica nad abscisno osjo?

ZapiSite odsekovno obliko enacbe premice

5x — 3y — 10 =0 in zapiSite, v katerih tockah seka
premica koordinatni osi. Kolik§na je plos¢ina
trikotnika, ki ga ta premica oklepa s koordinat-
nima osema?

ZapiSite odsekovno obliko enacbe premice p,
ki gre skozi tocki A(—1, —4) in B(-3, 2). V katerih
toCkah premica p seka koordinatni osi?

Tocke A(-3, 2), B(1, —4) in (5, 6) so oglisca
trikotnika.

a) ZapiSite enacbo nosilke stranice AC.

b) Izracunajte plos¢ino trikotnika ABC.

Iz mnozice premic y = ax — a — 2; a € R zapiSite
implicitno obliko enacbe tiste premice, ki:

a) gre skozi tocko (3, 3),

b) je vzporedna abscisni osi.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Dana je mnoZica premic y=ax+ 3a+ l;a € R.

a) Pokazite, da gredo vse premice iz te mnozice
premic skozi tocko (-3, 1).

b) Ali v tej mnozici premic obstaja tudi premica,
ki gre skozi tocko (1, 5)?

ZapiSite vse tri oblike enacbe premice, ki je
narisana na sliki.

—_— N W

—‘1 O% T X
-1t

Zapisite implicitno in odsekovno obliko enacbe
premice p, ki gre skozi tocki A(-2, 4) in

B(—4, -2). V katerih toCkah premica p seka
koordinatni osi? Ali so to¢ke 4, B in C(-2, -3)
kolinearne?

V dani koordinatni sistem nariSite premico, ki je
vzporedna simetrali sodih kvadrantov in seka os x
v tocki z absciso x = 3. Njeno enacbo zapisite

v vseh treh oblikah.

Za katero realno Stevilo a bosta premici z enacba-
ma 2x + 3y —4=0in ax — 9y + 1 = 0 vzporedni?

Skozi izhodis¢e koordinatnega sistema potekata

dve premici. Prva gre tudi skozi tocko A(4, 2),

druga pa skozi tocko B(2, —4).

a) Vistem koordinatnem sistemu nariSite obe
premici in zapiSite njuni enacbi.

b) Izhodis¢e koordinatnega sistema in tocki 4
in B so ogli§¢a trikotnika OAB. PokaZite, da je
trikotnik enakokrak, in natan¢éno izracunajte
njegov obseg.

V eksplicitni obliki zapiSite enacbo mnoZice
premic, ki:

a) ne sekajo premice z enacbo Sx +y + 3 =0,
b) gredo skozi tocko (1,— 2).
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43.

44.

45.

46.
47.
48.
49.

50.

51.

Tocka A(—4, 10), koordinatno izhodisce O

in to¢ka C, ki lezi na premici x + y =6,

so oglisca trikotnika AOB s pozitivno orientacijo
in plos€ino 24. ZapiSite koordinate ogliS¢
trikotnika AOB.

Resite neenacbe.

a) x+1>0 ¢) 3x—-y—-6>0
b) 2y<3 d) 2x-3y<9
c) 2x—4y+4<0 e) x+y<0

Resite sisteme enacb.
a) x—2y—-4=0,3x+y-5=0
b) dx—-Ty+11=0,5x-2y—-2=0

c) 2x+y=3,y=-2x+1
¢) & +¥=l,4x—2y+2=0
2
SERSEIS FE S
3 2

V koordinatni sistem nariSite premici z enacbama
2x—y+2=0iny+ 4 =0. IzraCunajte koordinati
njunega presecisca.

Tocka A je preseciSce premic z enacbama
3x—2y=5in 2x+ y+ 6 = 0. IzraCunajte
koordinati tocke A.

NariSite premici y = x + 2 in y = —x + 4. Izracu-
najte plosc¢ino trikotnika, ki ga premici oklepata
z abscisno osjo.

V koordinatni sistem nariSite premice z enacbami
x=3,y=2inx+y+ 2 =0inizracunajte plos¢ino
trikotnika, ki ga omejujejo dane premice.

Dani sta premici z enacbama —2x — 3y + 10 =0
in3x+5y-17=0.

a) IzraCunajte koordinati preseciS¢a premic.

b) Zapisite eksplicitno enac¢bo premice, ki gre

skozi preseCiS¢e danih premic in je vzporedna
premici z enacbo 5x + 2y — 10 =0.

ZapiSite odsekovno obliko enacbe premice,
ki gre skozi toCko A(1, —2) in preseCiSCe premic
zenaCbama 2x +y—2=0in-3x+2y=11.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Na sliki sta dani premici.

-10//23;56\fx

a) ZapiSite odsekovni obliki enacb obeh premic.

b) 1z slike od¢itajte koordinati presecis¢a obeh
premic in rezultat racunsko preverite.

ZapiSite implicitno obliko enacbe premice, ki je
vzporedna premici z enacbo 2x —y +5=0

in gre skozi preseciS¢e premic z enaCbama
3x—2y+3=0iny= %x—2.

ZapiSite eksplicitno obliko enacbe premice, ki gre
skozi presecisce premic z enacbama y —2 =10

in 2x — 3y + 4 = 0 ter je vzporedna daljici AB

s krajiS¢ema A(0, 5) in B(2, 1).

Narisite grafa funkcij.
x+2,x>20

a) flx) = lyy2.x<o0

3 b

-2x+3,x<2

Dani sta funkciji f{x) = —% +1in
-1,x<0
8(x) = 3—-x,x=20

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij f
in g. Nato izraCunajte abscise tock, v katerih
se grafa sekata.

ZapiSite enacbi vzporednice in pravokotnice na
premico z enacbo y = %x — 3, Ce potekata skozi
tocko A(2, —4).

ZapiSite enaCbo premice, ki je pravokotna na

premico ’2—‘ + ﬁ =1 in gre skozi njeno presecisce

z ordinatno osjo.
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59. ZapiSite enaCbo premice, ki je narisana na sliki.
KolikSen je njen smerni koeficient? Pod katerim
kotom seka premica abscisno os?

1o 1 2 NX
_1"
_2,,
60. ZapiSite naklonske kote premic.
a) y=x d)y=3
b) y=—x e) 2x—59+1=0
c) y=-3x+2 ) 3+35=1
¢) x=-1 3

61. Izracunajte kot med premico z enacbo y = 3x — 4
in premicami:
a) y=z +5
b) y=—4x-7

c) x=1

¢) y=2

62. V kateri tocki in pod katerim kotom se sekata pre-
mici z enacbama 3x —2y—7=0inx+y+ 1=0?

63. Dani sta premicix —2y=0in2x+y—-5=0.

a) Premici nariSite v istem koordinatnem
sistemu, oznacite njuno presecisce
in izracunajte njegovi koordinati.

b) Izracunajte kot med premicama.

¢) Premici in ordinatna os dolocajo trikotnik.
Izracunajte dolzino najkrajSe stranice trikot-
nika in njegovo plos¢ino.

64. Izracunajte velikosti notranjih kotov in plos¢ino
trikotnika, ki ga omejujejo premice z enaCbami
x—3=0,y+2=0inx-y—-1=0.

65. Z racunom pokazite, da je trikotnik ABC z oglisci
A(-1,-1), B(5,-3) in C(3, 1) enakokrak
in pravokoten.

daljice AB.
a) Poiscite koordinati razpoloviS¢a daljice AB.
b) Izracunajte enacbo simetrale daljice AB.

67.

68.

69.

70.

Za katero realno Stevilo a bosta premici z enac-
bama 3x—2y—4=0inax+ 6y + 1 =0 vzporedni
in za katero realno Stevilo pravokotni?

Pravokotnica p na premico ¢ z enacbo
y=- % x + 5 gre skozi koordinatno izhodisce.
ZapiSite enacbo premice p in koordinati

presecis€a premic p in q.

Katera tocka na premici x — 2y + 5 =0 je najblizja
koordinatnemu izhodis¢u?

Skozi izhodis¢e koordinatnega sistema potekata

dve premici. Prva gre tudi skozi tocko A(—4, 1),

druga pa skozi tocko B(1, —-2).

a) Vistem koordinatnem sistemu nariSite obe
premici in zapiSite njuni enacbi.

b) Na minuto natanc¢no izracunajte kot med
premicama.

¢) Izhodisce koordinatnega sistema in tocki 4
in B so oglis¢a trikotnika OAB. Izracunajte
plos¢ino trikotnika.
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15. POTENCNA IN KORENSKA B
FUNKCLA

Potencna funkcija z naravnim eksponentom

Potenéna funkcija f z naravnim eksponentom # je funkcija £ R — R s predpisom f{ix) = x"; n € N.

Funkcije z lihim eksponentom so bijektivne, neomejene, narasc¢ajoce in lihe. Njihov graf je simetriCen glede na
koordinatno izhodisce.

Funkcije s sodim eksponentom niso ne injektivne ne surjektivne, so omejene z 0, na intervalu (—oo, 0) so
padajoce, na intervalu (0, o) narascajoCe in sode. Njihov graf je simetriCen glede na ordinatno os.

y xX3|fx

EW V isti koordinatni sistem narisimo grafe funkcij f{x) = x’, g(x) = x’ + 1 in A(x) = (x + 1)".

Najprej nariSemo graf funkcije f, nato graf funkcije g (graf funkcije f y
vzporedno premaknemo za 1 navzgor) in nazadnje graf funkcije 4 h@ 8 5t
(graf funkcije f vzporedno premaknemo za 1 levo). 4+
3,,
2,,

S

Y
=17

E NariSimo graf funkcije f(x) = 2" —2in zapiSimo intervala, na katerih je funkcija f pozitivna.

Najprej nariSemo graf funkcije x — 2x°, nato graf funkcije f. oL )
47 N[ [

Nicli funkcije f'sta resitvi enacbe 2x—2=0oz 2x— D(x+1)=0. 34 /g/

Nicli sta x; = 1 in x, = —1. Funkcija fje pozitivna na intervalih, na katerih je 5l

njen graf nad abscisno osjo. To je na (-, —1) in (1, o). 1
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B NariSimo grafa funkcij f{x) = —x + 3 in g(x) = (x — 1)3 in zapiSimo presecisce grafov.

v (0, 3). Graf funkcije g nariSemo tako, da graf funkcije x — X’ vzporedno
premaknemo za 1 desno. Iz slike razberemo presecisce P(2, 1) in ga 1
racunsko preverimo: 1+

f(2)=—2+3=ling(2)=(2—1)3=1. : =
SN

Graf funkcije fje premica, ki seka abscisno os v (3, 0) in ordinatno os N
3
2

Potencna funkcija z negativnim celim eksponentom

Potencna funkcija z negativnim celim eksponentom je funkcija £ R \ {0} — R s predpisom fix) =x"; n € N.

Vse potencne funkcije z negativnim celim eksponentom v tocki 0 niso definirane (tocka O je pol), koordinatni osi
pa sta asimptoti njihovih grafov.

Funkcije z lihim eksponentom so neomejene, padajoCe na (—oo, 0) ter na (0, o) in lihe. Njihov graf je simetri¢en
glede na koordinatno izhodisce.

Funkcije s sodim eksponentom so navzdol omejene z 0, na intervalu (—oo, 0) so naras¢ajoce, na intervalu (0, o)
pa padajoce in sode. Njihov graf je simetricen glede na ordinatno os.

Vg

n NariSimo graf funkcije f(x) = (x + 2)_1 in zapiSimo enacbi obeh asimptot.

Graf funkcije f nariSemo tako, da graf funkcije x — X! vzporedno
premaknemo za 2 levo. Enacbi asimptot sta x =—-2 in y = 0.
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E NariSimo graf funkcije f(x) = —x%in zapiSimo njeno definicijsko obmocje in zalogo vrednosti.

Graf funkcije fnariSemo tako, da graf funkcije x — x* zrcalimo
¢ez abscisno os. Njeno definicijsko obmocje je D,= R \ {0}, zaloga vrednosti pa Z;= (-, 0).

y

1,,

o F

Korenska funkcija

Definicija korenske funkcije f{x) = 'g/;c; neN:

1. Ce je n (korenski eksponent) liho naravno stevilo, potem k funkciji £ R — R; f{x) = x" obstaja inverzna
funkcijaf " R — R;f~'(x) = 2/x.

2. Ce je n (korenski eksponent) sodo naravno stevilo, potem k funkciji £ Ry — Ry; f{x) = x" obstaja inverzna
funkcija £ Ry — Ry; £7'(x) = n/x.

[y

n K funkciji f; [0, 00) — [0, ) s predpisom f{x) = xinz grafom

3

4,, .......... -

1“....:

LR

y
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E K funkciji £ R — R, f{x) = x’ obstaja inverzna funkcija /™ R — R; /'(x) = 1/)?

Graf funkcije f _l(x) = iﬂc dobimo tako, da graf funkcije f{x) = X prezrcalimo ¢ez simetralo lihih

kvadrantov.

y X

1. Dana je funkcija f{x) = X

a) NariSite njen graf in zapiSite njene lastnosti
(ni¢la, zacetna vrednost, omejenost, sodost,
lihost, pozitivnost, negativnost, naras¢anje,
padanje).

b) NariSite graf funkcije g(x) = ¥’ — 9. Katere
od tock (3, 0), (-4, 25) in (-1, —8) lezZijo
na njenem grafu?

¢) ZapiSite presecCisce grafa funkcije g in premice
y=x-1T.

. Dana je funkcija f{x) = ¥
a) NariSite njen graf in zapiSite njene lastnosti.
b) V dani koordinatni sistem nariSite Se graf
funkcije g(x) = (x + 1)°. Katere od tock
(-2, 1), (1, 8) in (-1, 0) lezijo na njenem
grafu?

. Vistem koordinatnem sistemu nariSite grafe
funkcij.
a) fix) =x", g(x) = 3x", h(x) = —x" in s(x) = —3x"
b) fix)=(x+2)% g(x)=x"+2
¢) fix) =x’, g(x) ==’
&) fix)=2x", g(x)=2x" -2
d ) =x" g =x"-1
e) fix) =—x" g(x) =—~(x +2)°

. Na slikah so dani grafi linearne f{x) = kx + n,
kvadratne g(x) = (x — p)2 in potencne funkcije
h(x) = ax’ + b. Zapisite njihove predpise
in ugotovite njihove lastnosti.

4 of 1 %
Y h
1,,
t 0 -/1 t x
1
5. NariSimo graf funkcije f{x) = —x*+4in zapisimo

intervala, na katerih je funkcija fnegativna. Ali je
funkcija f omejena?

. Grafa funkeij ix) =x" — ling(x) =x— 1

se sekata v tockah 4, Bin C.V istem koordinat-
nem sistemu nariSite njuna grafa in izracunajte
koordinate presecisc.

. Zapisite niclo funkcije f{x) = X +2in preseciSce

grafa z ordinatno osjo in nariSite njen graf.



8. Narisite graf funkcije f{x) = —x’ — 1 in resite
neenacbo f(x) > 0.

9. V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
fx)=(x— 1) in g x = |[f(x)|. V katerih tockah
seka graf funkcije g premico z enac¢bo y = —x + 1?

Poiscite preseciséa grafov funkcij f{x) = 2 — 1
ing(x)=x"— 1.

10.

11. Dana je funkcija f{x) = x*.
a) V isti koordinatni sistem nariSite njen graf
in graf funkcije A(x) = —=f(x).
b) V dani koordinatni sistem nariSite Se graf
funkcije g(x) = —~*'+ 1. Al je funkcija g liha
ali soda?

12. V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
fix)= -2x*+2in g(x) = V(x)|.

13. Dana je funkcija f{x) = x .
a) NariSite njen graf in zapiSite njene lastnosti.
b) Narisite graf funkcije g(x) =x ' — 1. Katere
od tock (1, 0), (-2, —1) in (3, 1) lezijo na
njenem grafu?

- 1
y=x+s.

14. Narisite graf funkcije f{x) = (x — 1)_1 in zapiSite
intervale, na katerih je funkcija pozitivna in na
katerih je negativna.

15. Na sliki je narisan graf funkcije Ax) =kx "; k € Z,
n € N. Zapisite predpis za funkcijo /. Zapisite
intervale, na katerih funkcija naras¢a, in intervale,
na katerih pada. Ali je funkcija navzgor oz. navz-
dol omejena, soda ali liha? Ali ima ta funkcija
nicle?
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16. Dana je funkcija f{x) = X
a) NariSite njen graf in zapiSite njene lastnosti.
b) NariSite graf funkcije g(x) = X742
Ali je funkcija soda ali liha?
¢) Resite neenacbo g(x) < 3.
17.V istem koordinatnem sistemu nariSite grafa
funkcij.
a) fix)=2x"ing(x)=2(x-2)"
b) flx)=—x " ing(x)=—x+1
¢) fix)=2x"ing(x)=2x"-2
&) flx)=—x " ingx)=-x"+1
18. Visti koordinatni sistem nariSite graf funkcije
fix)= x in premice y = —x — % ter zapiSite

koordinati presec¢is¢. Rezultat racunsko preverite.

19. Na slikah sta dana grafa poten¢nih funkcij
fix)=ax"" +bin g(x) = (x — ¢) . Zapisite njuna

predpisa in ugotovite njune lastnosti.

20. Narisite graf funkcije fix) =2 + )lc in zapisite
enacbi njenih asimptot.

21. Narisite graf funkcije f{x) =1 — lz in zapiSite
njeno zalogo vrednosti. *

22. Dani sta krivulji z enacbama y = %

a) Za katero vrednost konstante a se krivulji
sekata v tocCki z absciso 2?
b) Nari%ite lik, ki ga omejujeta krivulji y =

. 2
iny=ax".

2
x b

y= % , abscisna os in premica x = 4.
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23. V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
£10,00) > R fix— Jx ing: [0,00) > R;
gx——/x.

24. ZapiSite definicijsko obmocje in zalogo vrednosti
funkcije f{x) = ./x + 3 ter nariSite njen graf.

25. Dana je funkcija Ax) = ./x —3.
a) ZapiSite njeno definicijsko obmocje in zalogo
vrednosti.
b) Izracunajte niclo funkcije fter nariSite njen
graf.
¢) Poiscite presecisce grafa funkcije fin premice
y=—-x+15.

26. Za funkcijo flx) =2 ﬁ — 4 izraCunajte niclo in
zacetno vrednost ter nariSite njen graf. Za katere
xje flx)<0?

27. NariSite graf funkcije f{x) = i/fc . Ali je funkcija
omejena? Za katere x je graf funkcije fnad
simetralo lihih kvadrantov?

28. Zapisite niclo in zacetno vrednost funkcije
fix)= —i/;c — 1 in nariSite njen graf. Na katerem
intervalu je funkcija f pozitivna?
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16. KVADRATNA FUNKCLA

Kvadratna funkcija je funkcija /: R — R s predpisom f(x) = ax’ +bx +c, pri Cemer so a, b, ¢ poljubna realna Ste-
vila in a # 0. Stevila a, b in ¢ so koeficienti kvadratne funkcije. Stevilo @ imenujemo vodilni koeficient,
Stevilo ¢ pa konstantni ¢len oziroma zacetna vrednost kvadratne funkcije.

E Zapisimo predpis za kvadratno funkcijo, ki ima vodilni koeficient 3, konstantni ¢len 4, v tocki —1
pa vrednost 8.

Iz a = 3 in ¢ = 4 lahko zapiSemo f{x) = 3% + bx + 4. Ker je f{—1) = 8, lahko iz 3(—1)2 +b(-1)+4=28
izraunamo 3 — b + 4 = 8 in od tod b = —1. ZapiSemo Se predpis za funkcijo f{x) = 3x* - x + 4.

E Zapisimo predpis za kvadratno funkcijo f{x) = ax’ + bx + ¢, katere graf poteka skozi tocke A(—1, —3),
B(1,5)inC(-2,-1).Izfi-1)=a—b+c=-3, (1)=a+b+c=5in (-2) = 4a — 2b + ¢ = —1 dobimo
sistem treh enacb s tremi neznankami.

Ce od prve enacbe a — b + ¢ = —3 odstejemo drugo a + b + ¢ = 5, dobimo —2b = —8 in od tod b = 4.

Vstavimo b =4 vdrugoa+4 +c=50z.a+c=1intretjoenacbo4a —8 +c=—-10z.4a+c=17
ter ju odstejemo in dobimo —3a = —6 0z. a = 2.

Vstavimo v prvo enacbo a =2 in b =4 ter iz 2 — 4 + ¢ =—3 izraCunamo ¢ = —1. ZapiSemo f(x) = 2%+ 4x— 1.

Graf kvadratne funkcije f{x) = ax’ +bx + ¢ je parabola z enacbo y = ax® + bx + c.

Presecisce parabole in njene simetrale je teme parabole 7(p, ).

Koordinati temena lahko izraCunamo po obrazcih p = —2% ing=f(p)aliqg= —4% , pri cemer je D = b — dac.
V temenu kvadratna funkcija pri @ < 0 doseZe najveéjo vrednost oziroma pri @ > 0 najmanjSo vrednost.

y ¥
T(p,q)

a<0 \K

q, .....

n Pois¢imo, pri katerem x doseZe kvadratna funkcija f{x) = 2" — 12x + 28 najmanjso vrednost.
Koliksna je ta vrednost?

Kvadratna funkcija doseZe najmanjSo vrednost v temenu, zato izraCunamo koordinati temena.
et =_2—% =3,g=f(3)=2-3"-12-3+28=10

Funkcija f pri x = 3 doseze najmanjSo vrednost 10.
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E Za katero realno Stevilo b bo funkcija f{x) = "+ bx + 2713— zavzela najvecjo vrednost v tocki 7(p, 6)?
Pri katerih p zavzame to vrednost?

Kvadratna funkcija zavzame najvecjo vrednost v temenu 7(p, ¢), zato lahko zapiSemo

2
Bodge _ B 4ED-E p2i03

= 6 in izratunamo —b° — 23 = —24 ter od tod b* = 1

L memT, Y ——
0z. by=1in b, =-1.
V prvem primeru funkcija f zavzame najvecjo vrednost pri p; = — 5—; =— 2(_Tll) =— % ,

v dru i o _ b 1 1
gem primeru pa pri py=—32 =575 = 3.

Oblike zapisa kvadratne funkcije so:
a) splosna f{(x) = ax’ + bx+c
Stevilo a doloéa razteg grafa v smeri ordinatne osi in odprtost grafa navzgor,

¢e je a > 0, oziroma navzdol, ¢e je a < 0. Graf kvadratne funkcije seka
ordinatno os v tocki (0, ¢).

b) temenska f{x) = a(x —p)’ +¢
Teme parabole je v tocki T(p, q).

¢) faktorizirana f(x) = a(x — x;)(x — x;), pri Cemer sta x;, x, ni¢li kvadratne
funkcije. Ni¢li x;, x, kvadratne funkcije f{x) = ax” + bx + ¢ sta resitvi

T (p.q)

kvadratne enacbe ax” + bx + ¢ = 0. V realnih ni¢lah funkcije graf funkcije
(parabola) seka abscisno os ali pa se je dotika.
Ce sta x, in x, realni nicli kvadratne funkcije, potem za absciso temena T(p, q) velja p = )% .

n Zapisimo temensko obliko kvadratne funkcije, ki ima teme v tocki 7(—1, 3), njen graf pa gre skozi tocko
(-2, 1).
Najprej zapisemo fix) = a(x — (=1))’ + 3 = a(x + 1)* + 3.
Ker gre graf funkcije f'skozi tocko (-2, 1), je A{—2) = a(-2 + 1)2 +3=1.
Odpravimo oklepaj a + 3 = 1 in dobimo a = -2.
ZapiSemo Se f{x) = —2(x + 1)’ + 3.

E ZapiSimo vse tri oblike kvadratne funkcije z zacetno vrednostjo —42 in ni¢lama x, = —7 ter x, = 3.

1z fix)=a(x+ 7)(x — 3) in f{0) = —42 zapiSemo a(0 + 7)(0 — 3) = —-21a = —42 in izraCunamo a = 2.
Zapisemo zapis z niclama f(x) = 2(x + 7)(x — 3) ter nato odpravimo oklepaje in dobimo splosno obliko
fx) =2x" + 8x — 42.

Temensko obliko lahko poiS¢emo na dva nacina:

I. nacin: V splosni obliki zapisa kvadratne funkcije najprej izpostavimo vodilni koeficient

fx) = 2(x" + 4x — 21), nato tvorimo kvadrat f{x) = 2((x + 2)° — 4 — 21) = 2((x + 2)° — 25) in nazadnje
zapiSemo f(x) = 2(x + 2)> - 50.

I1. nacin: Absciso temena p izraGunamo iz p = 2L ;xz == 72+ 3 = —2, ordinato ¢ pa iz
g=fp)=f-2)=2(-2+7)(-2—-3)=2-5-(=5) = -50. Zapisemo f(x) = 2(x + 2) — 50.
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B Kvadratna funkcija z vodilnim koeficientom 1 ima niéli x, = —1 in x, = 3. ZapiSimo njen predpis
in nari§imo njen graf.
Zapisemo f{x) = 1(x + 1)(x — 3) =x" — 2x — 3. P
Splosno obliko preoblikujemo v temensko f{x) = (x — 1)2 —-1-3=(x— 1)2 -4
in zapiSemo koordinati temena 7(1, —4). It

Izracunamo Se presecisce grafa funkcije z ordinatno osjo f{0) = -3
oz. tocko (0, —3).

NariSemo graf.

Kvadratna enacba

Kvadratna enacba je enacba oblike ax” + bx + ¢ = 0; a # 0. Resitvi kvadratne enache X1, X, dobimo lahko:
a) po formuli: x; , = _bTia@; D=b"—4dac

Stevilo D imenujemo diskriminanta kvadratne funkcije oz. kvadratne enacbe.
b) z razstavljanjem: a(x — x,)(x — x,) =0

Pri tem veljata Viéetovi formuli: x, + x, = —g L XXy = f—l .
E Resimo enacbe in jih zapiSimo kot produkt linearnih faktorjev.

a) 4x +2x—12=0
sz12=—bi./b2—4ac L 2+ N O OGRS R
: 2-4 8

2a 8

dobimo reSitvi x; = = 2; L % inx, =

Zapisemo Se 4(x — g Yo +2)=0.

—2-14 _
3 =-2.

b) 9’ —6x+1=0
Izx, ,= =bEab’—dac _ 6+, (-6 =491 _6+,/0 _6£0
’ 29 I8

2a 18

dobimo resitvi x; , =

ZapiSemo Se 9(x — % )2 =0.

W=

c) X’ —4x+5=0

[z 51 = —btob’—dac _ 4+ )(4)’-4-1-5 _ 4+ 4 _4+2i
2 2a 21 2 2

4420
2
ZapiSemo Se (x —2—i)(x—2+1)=0.

=2+iinx, =322 =3 |

dobimo resitvi x; = >
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E ZapiSimo kvadratno enacbo, za katero je vsota resitev 10, produkt resitev pa 24, ter jo nato tudi resimo.
Ker pri enacbi lahko vzamemo, da je a = 1, z Vietovimi formulami iz —b = x; + x, = 10 dobimo 6 =—-10
inc=x;-x,=24.

ZapiSemo Se enacbo x —10x+24=0in jo z razstavljanjem v (x — 4)(x — 6) = 0 reS§imo x, = 4 ter x, = 6.

E Z uporabo nove spremenljivke reSimo enacbo (x2 — 1)2 + 3(x2 -1)-10=0.

ZapiSimo ¢ = %’ — 1 in enacbo £ + 3t—10=0 ter jo z razstavljanjem v (f — 2)(¢ + 5) = 0 reSimo
t=2,t=-5.

Iz 1, =2 =x"— 1 dobimo enacbo x" = 3 z resitvama x; = /3, x,=—,/3.

ZiHh==5= x* — 1 dobimo enacbo x* = —4 z resitvama X, = 20, x, = —2i.

Pomen diskriminante kvadratne funkcije:

a) Ceje D> 0, potem ima funkcija dve razli¢ni realni ni¢li oziroma parabola seka abscisno os v dveh razli¢nih
tockah.

a>0 X, TN,
N\t 78

b) Ce je D =0, potem ima funkcija eno dvakratno nic¢lo oziroma parabola se dotika abscisne osi v temenu.

X=X
\_7 /_\
a<0
x1=X2

¢) Ceje D <0, potem funkcija nima realnih nic¢el oziroma parabola ne seka abscisne osi (nicli sta kompleksni
Stevili in nastopata v konjugiranem paru).

n Narisimo grafe kvadratnih funkcij.

a)f(x)=%x2+2x—6 -

Ker je f{0) = —6, je tocka (0, —6) presecisce grafa z ordinatno osjo. )

Iz § (x" + 4x — 12) = 0 in z razstavljanjem v § (x + 6)(x — 2) = 0
pois¢emo nicli x; = -6, x, = 2.

2
_b ;2"0 ) dobimo koordinati temena 7(-2, —8).

Po formuli T(—2% ,

Narisemo graf.
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b) Ax) = $x°"— 2x+ 3 y
Ker je f{0) = 3, je tocka (0, 3) preseciSce grafa z ordinatno osjo. B
Iz %(x2 — 6x +9) = 0 in z razstavljanjem v %(x -3)’=0
zapiSemo ni€li x; , = 3. 1+

Ker je nicla dvakratna, je teme 7(3, 0). NariSemo graf. 0

c) ix)=—x"—4x—8 ¥
Zacetna vrednost funkcije je f{0) = —8. 1
Nicli pois¢emo po formuli 2071 x
. ek [b>—4ac _ 4% J(-4Y-4-(-1)-(-8) _ 4+,/T6 :
’ 2a 2-(-0) —

Ker je diskriminanta D = —16 negativna, funkcija nima realnih nicel.

Poisc¢emo Se koordinati temena p = — 2% = —2%41) =-2ing=f-2)=—-4;

T(-2, —4) ter nariSemo graf.

E Za katero realno Stevilo m se bo graf funkcije f{x) = }‘xz + mx + Sm + 36 dotikal abscisne osi?

Graf kvadratne funkcije se dotika abscisne osi, ¢e je njena diskriminanta D enaka 0.
V enacbo D = b — 4ac = 0 vstavimo m” — 4 - }1 -(5m+36)=0inizm’ —5m—-36=0

oz. (m —9)(m + 4) = 0 zapiSemo resitvi m; = 9 ter m, = —4.

Kvadratna neenacba

Da ugotovimo, pri katerih x zavzame funkcija f{x) = ax’ + bx+c pozitivne vrednosti, moramo resiti kvadratno
neenacho ax’ + bx + ¢ > 0, da ugotovimo, pri katerih x zavzame funkcija f{x) = ax’ +bx+c negativne vrednosti,
pa moramo reSiti kvadratno neenacho ax’ + bx + ¢ < 0. Kvadratno neena¢bo ax” + bx + ¢ > 0 ali ax’ + bx + ¢ < 0
reSimo tako, da najprej poiS¢emo morebitne realne ni¢le kvadratne funkcije f{x) = ax’ + bx + ¢. Nato z uposte-
vanjem predznaka vodilnega koeficienta ¢ nariSemo priblizni potek grafa in iz grafa zapiSemo interval ali unijo
intervalov, na katerih je kvadratna funkcija pozitivna oz. negativna.

[y

~: < 2
E Resimo neenacbo —x" + 2x + 8 > 0. y

ZapiSemo f(x) = —*+2x+8inz razstavljanjem —(x2 -2x—-8)=0

in —(x — 4)(x + 2) = 0 zapiSemo nicli x, = 4, x, = -2.

Z upostevanjem predznaka vodilnega koeficienta (¢ = —1 < 0) nariSemo
priblizni potek grafa funkcije f.

1z slike ugotovimo, da je graf funkcij fnad abscisno osjo na intervalu (=2, 4). 1
Zapisemo reSitev neenacbe —2 < x < 4 0z. x € (-2, 4). ‘/Z 01 x L
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E Za katera realna Stevila k enacba kx” — 2x + 1 = 0 nima realnih resitev?

Za D < 0 enacba nima realnih resitev. Zato iz D = b* — 4ac = (—2)2 —4 . k-1=4- 4k zapiSemo neenacbo
4 — 4k < 0, jo preoblikujemo v —4k < —4 in z deljenjem z —4 (znak neenakosti moramo obrniti) resimo

ks,

s e——

1. ZapiSite predpis za kvadratno funkcijo, ki ima
vodilni koeficient —5, konstantni ¢len 2, v tocki 3
pa vrednost —13.

2. Zapisite predpis za kvadratno funkcijo z zacetno
vrednostjo —4, (1) =-3inf{-1)=1.

3. Dana je kvadratna funkcija f{x) = X+ bx +c.
Koliko sta linearni koeficient in konstantni ¢len,
Cejefll)=—1inf(-2)=11?

4. Parabola y = ax’ = 2x +¢ gre skozi tocki (1, —2)
in (2, —1). ZapiSite njeno enacbo.

5. ZapiSite predpis za kvadratno funkcijo
Alx)=ax’ + bx + ¢, za katero je f{1) = 2, (2) = -3
inf{—1)=6.

6. ZapiSite predpis za kvadratno funkcijo, katere graf
poteka skozi tocke A(—1, 2), B( % .5

7. Parabola y = ax’ gre skozi tocko (-2, 8). ZapiSite
enacbo parabole in jo nariSite.

8. Graf funkcije g dobimo tako, da graf funkcije
fix)= 3y prezrcalimo Cez abscisno os. V istem
koordinatnem sistemu nariSite grafa funkcij fin g
ter zapiSite predpis za funkcijo g.

9. Vistem koordinatnem sistemu nariSite grafe
funkeij fx) = 2x* — 2, g(x) = 2x" + 2,
h(x)=-2x"+1, s(x) ==2x" — 1.

)in C(2, 1).

10.

Na sliki je narisana parabola y = ax’.
y
2, ........... :
v/
o] 1 2 '«

a) ZapiSite njeno enacbo.

b) Parabolo vzporedno premaknite v smeri ordi-
natne osi za 3 navzgor. ZapiSite njeno enacbo.

¢) Parabolo vzporedno premaknite v smeri
abscisne osi za 2 levo. ZapiSite njeno enacbo.

. Parabolo z enacbo y = (x — 2)2 zrcalite Cez koor-

dinatno izhodisce in zapiSite enacbo dobljene
parabole.

. Narisite grafa funkcij f{x) = -1 x” in

2
g(x)= %x — 1 ter zapiSite njuna presecisca.

Koordinate to¢k racunsko preverite.

. Dopolnite do popolnega kvadrata.

a) X’ —4x+8
b) 2x° + l6x— 1
c) -3x*—12x—4

. ZapiSite koordinati temena in nariSite grafe

funkecij.

a) ix)=(x+2) -1
b) Ax)=2(x+1)"-2
c) f(x)=3(x—§)2—3
&) fix)=—(x+3) +1
d) fix)=-3(x-17"-1
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15. 26.

16.

17.
18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.

25.

Zapisite koordinati temena funkcije
fx)=2-2(x+ 2)2 in v koordinatni sistem nari-
Site njen graf. ZapiSite enacbo simetrijske osi
narisane parabole.

ZapiSite koordinati temena funkcije

fx)=(x- 3)2 —1 in v koordinatni sistem nariSite
njen graf. Graf funkcije fvzporedno premaknite
v smeri abscisne osi tako, da bo dobljeni graf
simetri¢en glede na ordinatno os. ZapiSite enacbo
parabole, ki ste jo dobili.

Zapisite predpis za kvadratno funkcijo, katere
graf gre skozi koordinatno izhodi$¢e in ima teme
v tocki (2, —2), in nariSite njen graf.

Zapisite temensko obliko kvadratne funkcije,
ki ima teme v tocki 7(4, 5), njen graf pa seka
ordinatno os pri —11.

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij

fx)=—(x—3)" + Lin g(x) = [fix)|.

Spodnje funkcije zapiSite v temenski obliki ter
v istem koordinatnem sistemu nariSite grafa
funkcij £ x — fx) in g x — [f(x)|.

a) flix)=3x"— 12x+6

b) fix) =—2x"— 4x+6

Pri katerem x doseze kvadratna funkcija
fix)= —x*—8x—21 najvecjo vrednost?
Koliksna je ta vrednost?

Izracunajte, pri katerem x zavzame kvadratna
funkcija f{x) = X +6x—1 najmanjso vrednost.
Kolik$na je ta vrednost?

Poiscite realno Stevilo &, za katerega ima kvadrat-
na funkcija fix) = (k + l)x2 +(1+2k)x+k-11
najvecjo vrednost pri x, = — 5
Za katero realno Stevilo b bo funkcija

fix)= 457 + bx + 14 zavzela najmanjSo vrednost v
tocki T(p, 5)? Pri katerih p zavzame to vrednost?

Za funkcijo fix) = —x’=2x+8 zapiSite koordinati
temena. KolikSna je najvecja vrednost, ki jo dana
funkcija lahko doseze? Tocke A4, B in C so prese-
CiS¢a grafa funkcije f's koordinatnima osema.
ZapiSite njihove koordinate.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Funkcija f{x) = ax’ + bx + ¢ doseZe najvecjo vred-
nost 3 pri x = 1. ZapiSite njen predpis, ¢e je —1
njena nicla.

Stevilo 100 zapisite kot vsoto dveh naravnih §te-
vil tako, da bo vsota njunih kvadratov najmanjsa.

Stevilo 30 zapisite kot vsoto dveh naravnih §tevil
tako, da bo njun produkt najvecji.

Vsota Stevil a in b je 20. Za kateri Stevili ¢ in b
bo produkt a(a — b) minimalen?

Obseg pravokotnika je 72 cm. Izracunajte dolzini
stranic pravokotnika, tako da bo plos¢ina pravo-
kotnika maksimalna.

V pravokotniku ABCD je |4B| + |BC| = 24.
Dolocite dolzini stranic pravokotnika tako,

da bo dolzina diagonale najkrajSa. Koliko meri
diagonala?

Dolocite parameter b tako, da bo teme parabole
y= 2x* + bx + 1 lezalo na premici y = —3x — 4.

ZapiSite realne reSitve enacb.

a) X’ —5x+4=0 &) X' =3x-7

b) X’ —x=12 d) x(x+2)=7

c) X’ =289 e) I +5=6- /5 x

V mnozici realnih Stevil reSite enacbe ter enacbo
nato zapiSite kot produkt linearnih faktorjev.

a) X’ —12x—13=0

b) X’ =5=0

¢) X —2x-5=0

V mnozici kompleksnih Stevil reSite enacbe.
a) X’ —2x+2=0 c) X'+ 13 =4x
b) X’+9=0 &) 3(x*+3)=3-2x

V mnozici kompleksnih §tevil reSite enacbe
ter enacbo nato zapiSite kot produkt linearnih
¢lenov.

a) X +2=0

b) X’ +6x+13=0

¢) X’ —10x+31=0

Za katero realno Stevilo ¢ ima enacba
ax’+Qa— Dx+a—11=0 resitev x, = 1?
Poiscite Se drugo resitev enacbe.
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38.
39.

40.

41.
42.
43.
44.

45.

46.

47.

48

49.

50.

Za katero realno Stevilo p ima enacba
X+ 2x + 3p =1 dvojno resitev? KoliksSna je
ta reSitev?

Poiscite realno Stevilo g, za katerega ima enacba
2 . N o

ax” — Sax + 6a + 1 =0 dvojno resitev. ZapiSite

reSitev enacbe.

Zapisite kvadratno enacbo v obliki
ax’ + bx + ¢ = 0, ki ima resitvi:

a) 2,4 c) £./2
b) -9, 8 &) 1+./3

ZapiSite kvadratno enacbo, za katero je vsota
njenih resitev 5, produkt resitev pa 4, in jo nato
tudi resite.

Zapisite kvadratno enacbo z vsoto resitev 10,
Ce je produkt njenih reSitev 23. ZapiSite resitvi
enacbe.

Za enacbo mx” — 3(m — )x — m — 1 = 0 dologcite
realno Stevilo m tako, da bosta reSitvi enacbe
nasprotni Stevili, in enacbo tudi reSite.

Pri katerem k bosta reSitvi enacbe
ko — (2k + 1)x + 2k — 2 = 0 obratni Stevili?
ZapiSite resitvi enacbe.

Za kvadratno funkcijo

fix)= 4x* + (m + 1)x + m — 4 dolocite realno Ste-
vilo m tako, da bo vsota njenih nic¢el —2. ZapiSite
njeni nicli.

. . we, . « 2
Naj bosta x, in x, reSitvi enacbe x" — 2x — 1 = 0.
IzraCunajte, kolik$na je vrednost izraza
2
(X1 +x2)" = XX

Ce naravno $tevilo n pomnozimo s 16, dobimo
105 manj, kot ¢e §tevilo n kvadriramo. Izracu-
najte Stevilo n.

. Vsota kvadratov zaporednih lihih naravnih Stevil

je 514. Kateri Stevili sta to?

Plos¢ina pravokotnika z obsegom 54 cm je
180 cm’. Izracunajte stranici pravokotnika.

Koliko merita stranici pravokotnika z obsegom
35 cm, e njegova diagonala meri 12°5 cm?

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

V pravokotnem trikotniku je vsota dolzin katete a
in hipotenuze ¢ enaka 10 cm, kateta b pa meri
polovico hipotenuze. Izracunajte dolzine stranic
trikotnika. Rezultat zaokrozite na tri mesta.

Plos¢ina kvadrata s stranico a je za 80 cm’ veCja
od ploscine pravokotnika, katerega ena stranica
je dvakrat daljSa od stranice kvadrata, druga
stranica pa je za 12 cm krajsa od stranice
kvadrata. Izracunajte dolZine stranic kvadrata
in pravokotnika.

Resite enacbe.

) 5+

R ;;_21 ~ 53 =0

C) % - x-}-S * %c

¢) ==+ 5 =3

Z uvedbo nove neznanke v mnoZici realnih Stevil

reSite enacbe.

a) x'—17x* +16=0
b) x'=64x

¢) X’(x* = 5) =36

Funkcijo zapiSite Se v preostalih dveh oblikah.
a) x)=—(x+2)+1

b) fix)=3(x—D(x+3)

) fix)=4x"+4x-3

ZapiSite vse tri oblike predpisov za kvadratno
funkcijo, ki ima zacetno vrednost —21 ter nicli —1
in 7.

Nicli kvadratne funkcije f{x) = x” + bx + ¢ sta %
in —3. ZapiSite predpis za kvadratno funkcijo f°
in izraCunajte koordinati njenega temena.

Teme kvadratne funkcije f{x) = ax’ + bx + ¢

z vodilnim koeficientom 2 je v tocki 7(1, —8).
Zapisite splo§no obliko predpisa kvadratne
funkcije f'in izraCunajte njeni nicli.

Poiscite nicli in koordinati temena kvadratne
funkcije, presecisCe grafa z ordinatno osjo
ter nariSite njen graf.

a) ) =x"+2x—8 &) flx)=x"+4x

b) fix)=—x"+6x—9 d) fix)=-3x"+3
¢) fix) =2x" + 6x + 4
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60.

61.

62.

63.

64.

Mihu je v zvezku zmanjkalo prostora in je narisal
le del grafa kvadratne funkcije. ZapiSite predpis
za funkcijo f, katere graf je moral Miha narisati,
in izracunajte koordinati temena funkcije /.

y

)

Sl —

12\ /g X

Dana je funkcija f{ix) = X = 2x+ 3.

a) IzraCunajte njeni nic¢li, koordinati temena,
presecisCe grafa z ordinatno osjo in nariSite
njen graf.

b) Graf funkcije g dobimo tako, da graf funkcije f
vzporedno premaknemo v smeri ordinatne osi
za 2 navzdol. NariSite graf funkcije g in zapi-
Site njen predpis.

NariSite parabole.
a)y=%x2+4x+6 ¢) y=-2x"—4x-3

b)y=x2—3x+% &) y=x"—4x-2

V koordinatni sistem nariSite parabolo z enacbo

fIx)=6—4x— 2x”. Nato dano parabolo zrcalite

Cez ordinatno os in zapiSite njeno enacbo.

ZapiSite temensko obliko kvadratne funkcije f,
katere graf je na sliki. Nato zapiSite Se preostali
dve obliki zapisa kvadratne funkcije.

y

1,,

A

65.

66

67.

68.

69

70.

71.

72

. Za kvadratno funkcijo fix) = mx” + (m + 2)x +

ZapiSite enacbo parabole, ki je na sliki.

y
8

[\
|

-10

=

\

. Dana je funkcija f{x) = 2x* + 10x + 8.

a) Poiscite nicli, teme in preseciSCe grafa
z ordinatno osjo in nariSite njen graf.

b) V isti koordinatni sistem nariSite Se graf
funkcije g(x) = [f(x)|.

Dana je funkcija f{x) = x° — 4x.

a) ZapiSite nicli, koordinati temena in natan¢no
nariSite graf funkcije f.

b) Za katero Stevilo ¢ bo funkcija g: x — flx — ¢)
soda. ZapiSite predpis za funkcijo g in nariSite
njen graf.

Dana je funkcija f{x) = —x*— 6x — 5.

a) Poiscite nicli, teme in presecisce grafa
z ordinatno osjo in nariSite njen graf.

b) Na katerem intervalu je funkcija f naras¢ajoca
in na katerem intervalu padajoca?

. Dana je kvadratna funkcija f{x) = 3x* + bx + 9.

Koeficient b izberite tako, da bo graf potekal
skozi tocko A(—1, 24). ZapiSite predpis za kvad-
ratno funkcijo f, izraCunajte njeni nicli, teme

in nariSite njen graf.

Za katere vrednosti parametra 7 ima kvadratna
funkcija fix) = (m — l)x2 + 3x+ m+ 1 dvojno
nicélo?

Za katero realno §tevilo m bo imela parabola

iz mnoZice parabol y = (m — 2)x2 +2mx + 3m
teme na abscisni 0si?

9

4
dolocite realno Stevilo m tako, da se bo njen graf

dotikal abscisne osi.
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73. Resite neenacbe.
a) X +2x-8<0
b) x'—x+12>0
c) X +3>x

&) X +5<4x
d) X’ —4x+3>0

4

74. 3

Resite kvadratno neenacbo %xz —-x>

75. Dana je funkcija f{x) = %xz +1ix—6.

2
a) ZapiSite presecisca grafa funkcije f's koordi-
natnima osema in nariSite njen graf.

b) Resite neenacbo f{x) > 0.
76. Za katero realno Stevilo k£ enacba
x" = 2x — 5k + 1 = 0 nima realnih resitev?
77. Za katero realno §tevilo p ima enacba
(p+ 5)x2 + 4x + 4 = 0 dve razli¢ni realni resitvi?

Dana je mnozica funkcij f{x) = (k + 1)x2 +2x+1;
k € R. Pri katerem k je f{x) > 0 za vsak x € R?

78.

79. Poiscite realna Stevila b, za katera so funkcije
fix)= —x” + bx — 25 na celotnem definicijskem

obmocju negativne.

Ali v mnozici funkeij fx) = mx’ — 8x+ m; m € R
obstajajo funkcije, katerih grafi ne sekajo
abscisne osi? Odgovor utemeljite.

80.

81.
in premice y = 3 — x.

Izracunajte koordinate presec¢is¢ grafov funkcij
Ax)=x"—5x+5ing(x) =2x"—x +8.

82.

83. Visti koordinatni sistem nariSite paraboli

y= —x* — 6x in y= ¥+ 4x + 8 ter izraCunajte

koordinate presecisc.

84. Dani sta kvadratna funkcija f{x) = -+ 2x

in linearna funkcija g(x) = 3x — 6.

a) Vistem koordinatnem sistemu nariSite grafa
obeh funkcij.

b) Izracunajte koordinate presecis¢ grafov
funkcij.

85. Za katero realno §tevilo a bo premica z enacbo

y = 4x — 10 tangenta parabole z enacbo

y= ax’ — 8x + 87

86.

87.

88.

Dani sta funkciji f{x) = —x+x+6in

g(x)=—x+3.

a) NariSite grafa obeh funkcij fin g v istem
koordinatnem sistemu.

b) IzraCunajte koordinate preseCis¢ grafov
funkcij fin g.

¢) Natan¢no izracunajte razdaljo med
preseciS¢ema.

Dolocite realno Stevilo a funkcije

fx) = ax’ + 3x — 2, tako da:

a) je x = 2 nicla funkcije

b) ima funkcija maksimum pri x = %
njen graf

¢) funkcija nima realne nicle

in nariSite

V 45 m globok vodnjak spustimo kamen. Enacba

y' = v02 + 2gx opisuje hitrost kamna v po oprav-

ljeni poti x, enacba x = vyt + % I pa opravljeno pot

x v casut (vy=0 je zaCetna hitrost, g = 10 m/s2 je

tezni pospesek).

a) Kako globoko je kamen po 2 sekundah?

b) V kolik§Snem ¢asu bo kamen dosegel dno
vodnjaka?

¢) S kolik$no hitrostjo udari kamen ob tla?

¢) Koliko casa pretece od trenutka, ko spustimo
kamen, do trenutka, ko zasliSimo pok? Enacba
s =v-topisuje pot s, ki jo opravi zvok v ¢asu ¢
s hitrostjo v = 340 m/s.



17. EKSPONENTNA FUNKCLIA B

Eksponentna funkcija £ R — R je dana s predpisom f{x) = a", pri ¢emerjea >0, a # 1.

Lastnosti eksponentne funkcije:

1. Definicijsko obmocje so vsa realna Stevila: D,= R, zaloga vrednosti so vsa pozitivna realna Stevila:
Z;= (0, o).

Vsi grafi gredo skozi tocko 7(0, 1).

Funkcija je navzdol omejena z 0.

Funkcija je injektivna: Ce je x; # x,, potem je f{x;) # f(x,).

Za graf eksponentne funkcije f{x) = a" je abscisna os vodoravna asimptota.

AN S o

Za a > 1 je funkcija narasc¢ajoca, za 0 < a < 1 pa padajoca.

y

V matematiki velikokrat uporabljamo eksponentno funkcijo z esnovo e: f{x) = ¢', pri cemer je

e=1+%+L+ L, 1 4 =27182818.

1.2 " 1T-2.3 " 1-2.3-4 "~

Zapisimo predpis za eksponentno funkcijo f{ix) = a", za katero velja f{—1) = 0°2, in nari§imo njen graf.

Zapisemo fl—1)=a ' =02 = % =5
Od tod dobimo a = 5 in predpis za funkcijo fx) = 5.
NariSemo njen graf.

y

-

@] 1 2

Eksponentna rast
Koli¢ina y raste eksponentno v ¢asu 7, ¢e se spreminja po zakonu y =y, - a’; a > 1; y, je zacetna vrednost za y.

Koli¢ina y pada eksponentno v Gasu 7, Ce se spreminja po zakonu y =y, - a ; a > 1; y, je zacetna vrednost za y.
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[y

x+1

BB Visti koordinatni sistem narisimo grafa funkcij /(x) = 3", g(x) =2 - 3%, h(x) = (1 )" in s(x) = 3",

gl|f sl |f

Najprej nariSemo graf funkcije f. Y
Graf funkcije g nariSemo tako, da graf funkcije /

raztegnemo v smeri ordinatne osi za faktor 2.

Ker je h(x) = (% ) = (37" =37 = f{—x), lahko graf funkcije

h nariSemo tako, da graf funkcije f prezrcalimo ez

- 3
ordinatno os. l{

Ker je s(x) = 3! =fix+ 1) =fx —(-1)), graf funkcije s ol 1 x ol 1 g
nariSemo tako, da graf funkcije /' vzporedno premaknemo
v smeri abscisne osi za 1 levo.

E Narisimo graf funkcije f{x) = 4" — 4 in zapiSimo:
b) enacbo vodoravne asimptote grafa funkcije f y
¢) definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije

Graf funkcije f nariSemo tako, da graf funkcije x — 4" vzporedno premaknemo
v smeri ordinatne osi za 4 navzdol.

a) Presecisce grafa z ordinatno osjo je (0, —3), z abscisno osjo pa (1, 0).

b) Enacba vodoravne asimptote grafa funkcije fje y = —4. v /' :
c¢) Definicijsko obmocje funkcije f'so vsa realna Stevila: D,= R, zaloga vrednosti 7—77—7/;43’ ,,,,,,
pa Z;= (-4, ).

Eksponentna enacba

Eksponentne enacbe so enacbe, pri katerih neznanka nastopa v eksponentu.

1. Enacbe, pri katerih vse potence lahko zapiSemo z isto osnovo, prevedemo v obliko a0 =" (a>0),
pri ¢emer sta / in J poljubna izraza. Z enacenjem eksponentov zapiSemo enakovredno enacbo I(x) = J(x).
Postopke za reSevanje takih enacb smo opisali v poglavju Racionalna Stevila.

X) _ b](x)

I1. Pri enacbah, v katerih sta pri razliénih osnovah enaka eksponenta a' , pa zapiSemo enakovredno

enacbo /(x) =0 in jo reSimo.

[y

n Resimo enacbe.
a) 25-5"=1

Najprej z osnovo 5 zapiSemo vse potence 5%.5 = 5_1,
2+x -1
=5

Zmnozimo 5
in zapiSemo enacbo 2 + x = —1 in reSitev x = —3.
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b) 3*- 27 = (3)"
Najprej zapisemo 3" - A/3—3 —Coe
3

2 2
nato 3. 3" =3"" ;
5 g < g e 2 —2x
in opravimo mnozenje potenc 3 © =3,

ZapiSemo enacbo x + % = —2x ter jo reS§imo x = —

Nj—

c) 4°.0°5%: 2% '=16.
Najprej z osnovo 2 zapiSimo vse potence (22)x . (271))C )
odpravimo oklepaje 2™ - 27 : 2% ' = 2%,

2x-1 4

X £ 2 ;
2 @ . 9.9 9 .9 2x—x—(2x—-1) 4

opravimo mnozenje in deljenje potenc 2 =)

. . —x+1 4

in poenostavimo v 2 =2

ZapiSemo enacbo — x + 1 = 4 in jo reSimo x = —3.

X Zzakatere xje 37— 3" '=78?
Na levi strani enacbe izpostavimo 3*~ 1( g 1)="78
in zapisemo 26 - 3~ ' =26 - 3,
delimo s 26 in iz 3"~ ' = 3'
zapiSemo enacbo x — 1 =1
in reSitev x = 2.

2 2
EJ Resimo enacbo 4' ™ =5: 5",
2 2
Najprej poenostavimo desno stran enacbe gl =5l
in zapiSemo enacbo 1 — x'=0
ter jo z razstavljanjem (1 — x)(1 + x) = 0 reSimo x; = 1 in x, = —1.

e e————

1. ZapisSite predpis za eksponentno funkcijo 3. Vistem koordinatnem sistemu nariSite grafe
fix)=a", za katero velja f{—2) = 0°25. Izradunaijte, funkcij.
koliko je f(3) inf(% ). a) ix)=25g(x)=2"" h(x)=2"—-1
b) fix) =3 g(x)=3"", h(x)=3"+2
2. Zapisite predpis za eksponentno funkcijo c) fix)= (% ), g(x) = ( % ) % h(x) = (% ) -2
fx) = ajé za katero velja (-3 ) = 8. Ali je &) M) =47 o) =47 h(x)= 47— 1
M) =457 d) fix)=-3%g(x) =-3"", h(x) =-3" -2

4. Zapisite predpis za eksponentno funkcijo
f(x) =a’, za katero velja f(—% ) = 0°25, in narisite
njen graf.



5.a) V katerih tockah graf funkcije f{x) = 3" - 3
seka koordinatni osi? ZapiSite enacbo
asimptote grafa funkcije /.

b) Narisite njen graf. ZapiSite definicijsko
obmogje in zalogo vrednosti funkcije f.

¢) Visti koordinatni sistem nariSite graf funkcije
g x> U(x)’.

6. Zapisite ni¢lo funkcije fix) = —2" + 1 in enacébo
vodoravne asimptote grafa funkcije fter nariSite
njen graf. ZapiSite definicijsko obmocje in zalogo
vrednosti funkcije f.

7. Narisite graf funkcije fx) = (% )" in resite
neenacbo f(x) > %

fix) ==2""+ 2 s koordinatnima osema, zapiSite
enacbo vodoravne asimptote in nariSite njen graf.
Na katerem intervalu je funkcija f pozitivna?

9. a) Narisite graf funkcije f{x) = €.

b) Graf funkcije g dobimo tako, da graf funkcije f
vzporedno premaknemo za 1 levo v smeri
abscisne osi. ZapiSite predpis za funkcijo g.
Kolik$na je zacetna vrednost funkcije g?

10. a) Narisite graf funkcije f{x) = 25"

b) Funkcija g(x) = f{x) + b ima niclo x = 1.
Izracunajte b, zapiSite predpis za funkcijo g
in nariSite njen graf.

11.a) IzraCunajte preseciSci
fix) =2 — 4" s koordinatnima osema, zapiSite
enacbo vodoravne asimptote in nariSite njen
graf.

b) Visti koordinatni sistem nariSite Se graf
funkcije g(x) = [f(x)|.

12. Dana je funkcija flx) =4 -2" - 1.

a) ZapiSite presecis¢i grafa funkcije f's koordinat-
nima osema.

b) NariSite graf funkcije 1.
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13. Na sliki so dani grafi eksponentnih funkcij f, g, &
in s. ZapiSite njihove predpise.

y

31

I

0
3

14. Resite enacbe.
a) 2x+3 =1
b) 3% '=729
) 9.3=327. /3
é) 35 —-2x — 27x+ 1
d) 2x+2 — 8,\/2
e) 0008 =5"

f) 0°01* '=0"0001
g) 3 '-9.3/3=0
X 1\x-2_ 1
h) 8- (5)"7=0125:3
. X 1 \x+3 _ -
i) 125" (5£)"7=072

nE&-G=2

15. Resite enacbe.
a) 5'=7"
b) 32 =36: 6"

16. Resite enacbe.
a) 377+2.3=24
b) 15.2" *=44+2"
) 277’ +4.8°=17.0'5
é) 9)52% .32x+1_3

,\/IC 4x+1_4x

e) 12477 = ()" =16"+32

17. Grafi¢no resite enacbo 2° — 6 = —x in rezultat
racunsko preverite.

18. Dana je funkcija fix) = (3 ).
a) NariSite graf funkcije f.

s premicama x =—1iny=2"25.

19. Dana je funkcija f{x) = 075" —1.
a) NariSite graf funkcije f.

b) Resite neenacbo flx) < — ‘1—‘ .
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20. Dana je funkcija f{ix) =9 - 3" - 3.
natnima osema.
b) NariSite graf funkcije f.

¢) Izracunajte presecisce grafa funkcije f
in premice z enacbo 6x —y + 6 = 0.

21. Dani sta funkciji fix) = —2" in g(x) = 2x — 4.
V istem koordinatnem sistemu nariSite grafa obeh
funkcij. S slike odcitajte koordinati njunega prese-
¢iS€a in ju preverite z raCunom.

22. Dani sta funkeiji fix) = 4" ' in g(x) = 2"
Izracunajte koordinati njunega presecisca ter
v isti koordinatni sistem nariSite njuna grafa.

23. Dani sta funkciji f{x) = x” in g(x)=2""".

ZapiSite koordinati njunega presecisca ter
v isti koordinatni sistem nariSite njuna grafa.

24. Dani sta funkeiji fix) = 2° % in g(x) = 2x .
Vistem koordinatnem sistemu nariSite grafa obeh
funkcij. S slike odcitajte koordinati njunega
preseciSc¢a in ju preverite z raunom.

25. Rast stevila gliv kvasovk je eksponentna in se ob
optimalnih pogojih podvoji vsakih 5 minut.
Na zacetku opazovanja je bilo v vzorcu 1000
kvasovk. ZapiSite funkcijo, ki opisuje Stevilo
kvasovk v odvisnosti od ¢asa 7 (v minutah),
in izracunajte, koliksno je Stevilo kvasovk
V VZorcu po eni uri opazovanja.



Jl 18. LOGARITEMSKA FUNKCLA

Z.a pozitivno realno Stevilo x in poljubno Stevilo @ (¢ > 0, a # 1) je logaritem z osnovo « Stevila x tisti eksponent y,
pri katerem je potenca z osnovo a enaka stevilu x: y =log,x < a =x;x>0;a>0,a # 1.

Velja: log,a = 1, log,1 =0, log,a’ =y, @ = x in log,x, = log,x, natanko takrat, ko je x, = x..

V matematiki najve¢ uporabljamo logaritma z osnovo 10 (desetiski logaritem) in z osnovo e
(naravni logaritem), ki sta tudi funkciji na kalkulatorjih. Oznaki:

[Vy

n Izracunajmo log, 16, logz}‘ in log, ﬁ

log,ox = logx
log,x = Inx

Zapisemo y = log, 16 in z uporabo definicije logaritma dobimo 2’ = 16.
Kerje 2= 16, je y=log,16 = 4.

Iz 39 = logz}t z uporabo definicije logaritma dobimo 2" = Al‘ =27

Od tod je y = log, § =-2.

NI—

Iz y =log, ./2 z uporabo definicije logaritma dobimo 2" = ,/2 = 2°.
Odtodjeyzlogzﬁ = %

5

log, 4 g 1
%% log10"ine".

E Izracunajmo log,2’, 3

Z upostevanjem definicije logaritma dobimo log,2° = 3, 3°%* = 4, log 10" = x in "’ = 5.

Zaa >0, a# 1, pozitivni realni §tevili x in y ter poljubno realno Stevilo # veljajo pravila za logaritmiranje:

1. Logaritem produkta je vsota logaritmov posameznih faktorjev z enako osnovo:
log,(xy) = log,x + log,y.

2. Logaritem kvocienta je razlika logaritmov deljenca in delitelja z enako osnovo:
logag = log,x — log,y.

3. Logaritem potence je produkt eksponenta in logaritma osnove potence:
log,x" =n - log,x.

[VWy

2 2
n Izracunajmo vrednosti izrazov log, % in log, "T;@, ¢e je log,b =5 in log,c = 6.

Z upostevanjem pravil za logaritmiranje in danih vrednosti logaritmov zapiSemo

2
logab—Lf— =log,b + logac2 — log,a =log,b + 2log,c—log,a=5+2-6—-1=161n
1
: 1
1ogahb33@ = log,a’ +log,3/c —log,b" = 2log,a +log,c’ —3log,b=2+1logc—=3-5=2+1.6-3.5=

=-11
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E Resimo enacbe.

a) log;x=4

Z uporabo definicije zapiSemo x = 3*=81.
b) loggd =x

Z uporabo definicije zapisemo 8" = 4.

Zapisemo (2°)" =27 in od tod iz 2™ = 2° zapisemo enacbo 3x = 2 in resimo x = % )
c) 4logsx =3

Enacbo delimo s 4: logsx = -

4 3
in z uporabo definicije logaritma zapiSemo x = 16*

5%}

Al

3
ter izraunamo x = 16~ = (24)4 =2'=3.
¢) log(8 +1logx) =1
Uporabimo definicijo logaritma 8 + logx = 101,
preoblikujemo v logx = 2
ter izracunamo x = 10” = 100.
d) In2+In(x+6)=2In(x+2)—In(x—1)
Uporabimo pravila logaritmiranja in zapiSemo 2 - (x + 6) = (3;;_21L2 .
Odpravimo ulomek 2(x + 6)(x — 1) = (x + 2)2
in oklepaje 2x” — 2x + 12x — 12 = x” + 4x + 4.
Enacbo uredimo x° + 6x— 16 =0
ter jo z razstavljanjem v (x + 8)(x — 2) = 0 reSimo x; = -8, x, = 2.
Naredimo preizkus. Ker za x; = —8 drugi, tretji in Cetrti ¢len v enacbi
In2 +In(—8 + 6) =2In(—8 + 2) — In(—8 — 1) niso definirani, Stevilo —8 ni resitev dane logaritemske
enacbe.

Kerpazax,=2veljaln2+In(2+6)=In(2-8)=In16in2In(2+2)—-In(2—-1)= ln‘llE =Inle6,
je Stevilo 2 resitev dane logaritemske enacbe.
e) logy(x+21) — 3 =log,x

Najprej zapiSemo log,(x + 21) — log,x = 3 ter iz log2)%21 = 3 dobimo

Odpravimo ulomek x + 21 = 8x,

X421 _ 53
X

preoblikujemo v — 7x = -21
in zapiSemo reSitev x = 3.
) 2 =6
Enacbo logaritmiramo log 3" = log8.
UpoStevamo pravila za logaritmiranje xlog3 = log§,

ter izracéunamo x = i—°g§ = 1°8928.
og3
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Logaritemska funkcija

Logaritemska funkcija f R* — R, predpisana z f{x) = log,x, (a > 0, a # 1) je inverzna funkcija k eksponentni
funkcijig: R > R g(x) =4a".

Lastnosti logaritemske funkcije:

1.

A

S

Definicijsko obmocje logaritemske funkcije je mnozica vseh pozitivnih realnih Stevil: D,= (0, o0),
zaloga vrednosti pa mnoZica vseh realnih Stevil: Z,= R.

Vsi grafi logaritemskih funkcij gredo skozi tocko 7(1, 0).

Logaritemska funkcija je neomejena.

Funkcija je injektivna.

(:Je jea>1, potem je za 0 < x < 1 funkcija negativna, za x > 1 pa pozitivna.
Ceje0<a<1,potem je za 0 < x < 1 funkcija pozitivna, za x > 1 pa negativna.

Za graf logaritemske funkcije je ordinatna os navpi¢na asimptota.

7. Logaritemska funkcija je za @ > 1 narascajoca in za 0 < a < 1 padajoca.

| a<l

B

FA Narisimo grafe funkcij f{x) = log,x, g(x) = 2 - logyx, h(x) = logyx — 1 in s(x) = log, (x — 1).

Najprej nariSemo graf funkcije f. y
Graf funkcije g nariSemo tako, da graf funkcije fraztegnemo v smeri ordinatne osi g

za faktor 2. | % I




Ker je h(x) =logyx — 1 =f(x) — 1, graf funkcije /4 nariSemo tako, da graf funkcije f y
vzporedno premaknemo v smeri ordinatne osi za 1 navzdol.

Ker je s(x) =log,(x — 1) = f({x — 1), graf funkcije s nariSemo tako, da graf funkcije f° 1
vzporedno premaknemo v smeri abscisne osi za 1 desno. 0

b) enacbo navpicne asimptote grafa funkcije £,

Narisimo graf funkcije f{x) = In(x + 2) in zapiSimo:

LOGARITEMSKA FUNKCIJA

¢) definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije f.

Graf funkcije fnariSemo tako, da graf funkcije x — Inx vzporedno premaknemo y

v smeri abscisne osi za 2 levo.

a) Presecisce grafa z ordinatno osjo je (0, In2) = (0, 0°69), z abscisno osjo pa

(=1, @)

b) Enacba navpi¢ne asimptote grafa funkcije fje x = —2.
¢) Definicijsko obmocje funkcije fje D,= (-2, ), zaloga vrednosti so vsa \

realna Stevila: D, = R.
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s e——

. Natan¢no izraCunajte.
a) log100 —log10 +log1 + log /10

b) log;81 + log; § — log; ./27
c) log22+log2ﬁ +1og,0°5
&) 10g464+10g4% —log,3

. IzraCunajte vrednosti Stevilskih izrazov in rezultat
zaokroZite na §tiri mesta.

a) 1og5§ +log5 +1n5
b) Ine+1In1+1n0°25

. Natancno izraCunajte log;8 + log,2.
2 3

. Z uporabo definicije in lastnosti logaritma
natancéno izraCunajte.

a) log,4" f) " 1
b) log, 64" 0 102
¢) log10° h) 257
¢) logx/10 i) J2_71°g35
d) ne’ i) gloes -1

e) 310g35

10.

11.

. Natanéno izracunajte 10'%* + log4% +log,3/4.

. Logaritmirajte.

7 3
a) logb—"5

b 1 10 a
) ogib%

. Izraz log; Agﬁgz zapiSite v obliki m + nlog;a;
a

m, n e Q.

4
. IzraCunajte log %@ ,Cejeloga=4,logh=06

in loge = 2.

> /b

. Izracunajte log, “377@ , e je log,b =8 in log,c = 9.
C

Naj bo log,3 = }l . Izracunajte, koliko je log,81.

Zapisite x, Ce je:

a) logx =2loga + logb + 3logc —log3 —4logd
b) logx = 1 + 2loga — 1 logh

¢) log,x=2—-2log,5 —log,3 + % log,a



12. Resite enacbe.
a) log,x=3
b) log, 16 =4
c) logg0'25=x

¢) log(g) =

d) log(x-5)=2

e) log (6 —x)=2

f) log,_;(x+11)=2
g) logy*1 =0

h) log1000 = x

i) log0'1=x

j) Inx=2

k) Inl =x

1) log%31/§ =x
D=
n) 1+1log;(3x—-5)=0

m)log, (1 —

13. Resite enacbo log sx = -3 in resitev zapisite
v obliki AL ; ke N.

14. Resite enacbi.
a) log;(logyx) =1
b) log,(logo(x+1)) == 1
3

15. Resite enacbe.
a) log(2x+ 1) +log(x+ 1) =log(5x+ 1)
b) log(x +2) + log(x + 3) = 2log(1 — x)
¢) logy(2x — 1) + logy(x + 3) —log,(x + 7) =
=log,x
¢) log2 +log(3x+ 1) —log(x + 3) =
d) 1n(2x2—5x—3)=21n(x+3)
e) log(1 —2x) —log(1 —x) =log(1 — 5x)
f) log(llx—1)—logx=1

log(2x)

g) log(x+4)+2—logx=1log(4x + 16)
h) 3 —log;x =1log;(x —6)

-y Inx+1n9 _

D e =2

16. Resite enacbe in reSitev zaokroZzite na 4 mesta.

a) log sx =3 d) 2"’ =10
b) 3'=5 e) ¢ =10

c) 107"'=5 f) 05.5""'=4
é) 6x—1=5 g) 5x=3x+1

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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17.

V istem koordinatnem sistemu nariSite grafe

funkecij.

a) flx) =log,x, g(x) =log, (x — 1),
h(x)=log,x —1

b) flx) =logsx, g(x) = log;(x + 1),
h(x)=logs;x + 1

¢) fix)= 10g1x g(x) = logl(x 2),
h(x) = log lx -2

¢) fx)=- logzx, g(x) =—log,(x + 1),
h(x) =—log,x — 1

d) flx) = —logyx, g(x) = —logs(x — 2),
h(x) =—logsx + 1

V katerih tockah graf funkcije f{x) = log;(x + 3)
seka koordinatni osi? NariSite njen graf. Katere
od tock A(0, 1), B(%, 2) in C(-§, —1) lezijo

na grafu funkcije f?

fix) =—logex + 1 s koordinatnima osema, zapiSite
enacbo navpi¢ne asimptote in nariSite njen graf.

Dani sta funkciji f{x) = log,x in g(x) = l/‘(x)|.
NariSite njuna grafa in zanju zapiSite definicijsko
obmocje in zalogo vrednosti.

V isti koordinatni sistem nariSite grafe funkcij
fix—>2 - logsxing: x+— |2 . long\.

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
fix)=Inxin g(x) =Ax) — 1.

Na sliki so dani grafi logaritemskih funkcij f; g,
h in s. ZapiSite njihove predpise.

Narisite graf funkcije f(x) =
x je funkcija f pozitivna?

log(x + 5). Za katere

Narisite graf funkcije f{x) = log X — 1 in resite
neenacbo f{x) < 0. 4
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26. 36.

27.

28.

29.

30.
31.

32.
33.

34.

35.

Resite neenacbe.

a) log,x<4

b) log;x +1>0
3

c) logg(x+4)>1

flx) =log(x + 2) s koordinatnima osema
in nariSite njen graf.

IzraCunajte presecisce grafa funkcije
Ax) =log,x + 1z abscisno osjo. V dani koordi-

1
natni sistem nariSite graf funkcije f. Za kateri x
jefix)=3?

NariSite grafa funkcij f{x) = log,x in
g(x) = —log,x + 1 ter izraCunajte absciso
njunega presecisca.

V isti koordinatni sistem nariSite graf funkcije
f(x) =Inx in premici z enacbama y =2 in x = 3.

Izracunajte koordinate preseciS¢ grafa funkcije f
in danih premic.

Dani sta funkciji f{x) = log,x in g(x) = —x + 5.
V isti koordinatni sistem nariSite grafa obeh
funkcij. S slike odcitajte koordinati presecis¢a
grafov funkcij in reSitev preverite z racunom.

Resite enacbi. Pomagajte si z grafi.
a) x+5=4"
b) 2 - 1=x°

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
fix)=2"+21in g(x) = log,(x + 2) ter zanju zapi-
Site definicijsko obmocje in zalogo vrednosti.

Dana je funkeija fix) = 1'5" .
a) Izracunajte f{0), f{2) in f{(3) ter nariSite graf
funkcije f.

camax=4iny=2.

V istem koordinatnem sistemu nariSite grafa
funkeij fAx) = 27" in g(x) = 5° ' in izraCunajte

zapiSite na stotinko natanc¢no.

37.

38.

Dani sta funkciji Ax) =2 - 3" in g(x) =4"".
V istem koordinatnem sistemu nariSite grafa obeh
funkcij in izracunajte koordinati presecisca.

Koordinati presecisca zapiSite na dve mesti.

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkciji
Aix)=3"""in g(x) = x_". Zapisite koordinati

njunega presecisca.

Razpolovni ¢as (Cas, v katerem povprecno
razpade polovica prvotne koliine elementa —
razpolovna doba) radioaktivnega ogljika c" je
priblizno 5570 let. Formula y =y, - e opisuje
razpad radioaktivnega elementa, pri Cemer je

¥ masa elementa, ki ostane po ¢ letih, y, pa masa
elementa v zacetku opazovanja (¢ = 0). Izracu-
najte vrednost konstante k. Koliko odstotkov
prvotne koli¢ine ogljika c" je v opazovanem
vzorcu $e po 10000 letih?



i 19. POLINOMI

Polinom je funkcija p: R — R, podana s predpisom p(x) = a,xX" + a,_ X"~ ' + ... + a\x + aq,
pri ¢emer so koeficienti a,, a, _ , ..., ay poljubna realna Stevila in a, # 0.
Stevilo a, imenujemo vodilni koeficient, a, konstantni ¢len in # stopnja polinoma p.

. vye .. . -1
Vrednost polinoma p v toéki c je Stevilo p(c) = a,c’ +a,_c"~ + ...+ ac+ a,.

[y

Za polinom p(x) = 3+ 2 —x*-3x-6 zapiSimo stopnjo polinoma, vodilni koeficient, vodilni ¢len
in konstantni ¢len ter izracunajmo vrednosti polinoma v tockah 0, 1 in —3.

Stopnja polinoma je 5, vodilni koeficient je 3, vodilni ¢len 3x°, konstantni ¢len pa —6.
Vrednost polinoma p v tocki 0 je p(0)=3-0+2-0—-0-3-0—-6 =—6.

Vrednost polinoma p v tocki 1je p(1)=3-1°+2-1'=1"=3.1-6=-5.

Vrednost polinoma p v tocki —3 je p(=3) = 3 - (=3)" + 2 - (=3)" = (=3)" = 3 - (-3) — 6 = =573.

Polinoma p in ¢ sta enaka, Ce sta iste stopnje in se ujemata v vseh koeficientih pri potencah z enakimi
eksponenti.

Ce sta polinoma p in g enaka, potem je p(x) = g(x) za vsak x iz definicijskega obmogja.

Pois¢imo koeficienta a in b tako, da bosta polinoma p(x) = (x + 3)3(2x -1)
in g(x) = 2x* + ax® + 45x* + 27x + b enaka.

Da bosta polinoma enaka, mora biti tudi p(0) = ¢(0) in p(1) = g(1).

IzraGunamo p(0) = (0 +3)’(2-0—1)=-27ing(0)=2-0"+a -0’ + 45 .0+ 27 - 0 + b = b in zapiSemo
b=-27.

Izracunamo p(1) = (1 + 3)3(2 -1-1)=641in
gq)=2-1"+a-1’+45-1"+27-1-27=2+a+45+27-2T=a+47

in iz 64 = a + 47 zapiSemo a = 17.

S polinomi lahko ra¢unamo. Pri tem veljajo enaki racunski zakoni kot za racunanje s celimi Stevili.

1. Polinome sestevamo (odstevamo) tako, da sestejemo (odStejemo) koeficiente pri potencah z enako stopnjo.
Stopnja vsote polinomov je manjsa ali enaka vecji od stopenj posameznih sumandov.

2. Polinome mnozimo tako, da pomnozimo vsak ¢len prvega polinoma z vsakim ¢lenom drugega, nato pa
Clene z enakim eksponentom seStejemo.
Vodilni ¢len produkta polinomov je produkt vodilnih ¢lenov posameznih faktorjev, konstantni ¢len produkta
polinomov je produkt konstantnih ¢lenov posameznih faktorjev. Stopnja produkta polinomov je vsota
stopenj posameznih faktorjev.



[y

E Izracunajmo vsoto, razliko in produkt polinomov p(x) = 2% =¥’ +xin q(x) = X+ 1

p(x)+q(x)=2x3—x2+x+x2+ 1=2 +x+1
) —g(x)=2x - X +x-(C+ D=2 - +x-x-1=2 -2 +x— 1
p(x)'q(x)=(2x3—x2+x)(x2+ 1)=2x5+2x3—x4—x2+x3+x=2x5—x4+3x3—x2+x

E Za polinom p(x) = (2x — 1)3 c(x+ 2)4 zapiSimo stopnjo ter vodilni in konstantni ¢len.
Ker je stopnja produkta polinomov enaka vsoti stopenj posameznih faktorjev, je stopnja polinoma p
enaka 3+4=717.
Ker je vodilni ¢len produkta polinomov enak produktu vodilnih ¢lenov posameznih faktorjev, je vodilni
¢len polinoma p enak (2x)3 xt=8x
Konstantni ¢len produkta polinomov je enak produktu konstantnih ¢lenov posameznih faktorjev, zato je
konstantni ¢len polinoma p enak (—1)3 2'=-1.16=-16.

3. Osnovni izrek o deljenju polinomov: Za poljubna polinoma p stopnje n in ¢ stopnje m (n > m) obstajata
natanko dolo¢ena polinoma k (stopnje n — m) in r (stopnja je manjSa od m ali r = 0), tako da je
P(xX) = k(x) - q(x) + r(x).
Polinom k& imenujemo koli¢nik, polinom 7 pa ostanek pri deljenju polinoma p s polinomom gq.
Ce je ostanek pri deljenju polinoma p s polinomom ¢ enak 0 (r = 0), potem je polinom p deljiv
s polinomom ¢ oz. polinom ¢ deli polinom p in velja p(x) = k(x) - g(x).

n Polinom p(x) = 3x'+ X’ +x+ 1 delimo s polinomom ¢g(x) = -1

Izracunamo.

(3x4+x3+x+l):(x2— l)=3x2+x+3
— (G — )

X +3x+x+ 1

—(x3—x)

3"+ 2x + 1
_ (@

2x+ 4

Koli¢nik je k(x) = 3 +x+ 3, ostanek pa r(x) = 2x + 4.
Po osnovnem izreku o deljenju zapiSemo W +x+1= (3x2 +x+ 3)(x2 —1)+2x+ 4.
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E Pois¢imo Stevili a in b tako, da bo polinom p(x) = 2 43 +ax+ b deljiv s polinomom ¢(x) = *+x.
Delimo.
(2x4+ 3x3+ax+b) : (x2+x)=2x2+x— 1
— (7 )
X +ax+b
— (x3 + x2)

—~+ax+b
— (=7 =27
(a+1)x+b

Da bo polinom p deljiv s polinomom ¢, mora biti ostanek 7(x) = (a + 1)x + b enak 0. Torej morajo biti
koeficienti polinoma r enaki 0. To pajezaa=—1in b =0.

Ce delimo polinom p z linearnim polinomom x — c, je ostanek enak vrednosti polinoma p v toé¢ki c:
p(x) = (x = )k(x) + p(0).

Stevilo ¢ je ni¢la polinoma p natanko takrat, ko je p(c) = 0.

Stevilo ¢ je ni¢la polinoma p natanko takrat, ko je polinom p deljiv z x — c.

Stevilo ¢ je enojna (enostavna) ni¢la polinoma p, ¢e je p(x) = (x — ¢)g(x) in g(c) # 0.

Stevilo ¢ je k-kratna ni¢la polinoma p, ¢e je p(x) = (x — c)kq(x) in g(c) # 0.

E¥ Polinom p(x) = x’ + 3x’ — 2x + 13 delimo s polinomom g(x) = x + 4. Ali je Stevilo —4 nicla
polinoma p? Kolik$na je vrednost polinoma p v tocki —4?

Delimo.
(C+3=2x+13):(x+4)=x"—x+2

— (x3 - 4x2)

—x =2x + 13

—(x* — 4x)
2x+ 13
—(-2x+38)
5

Zapisimo x° + 3x" = 2x+ 13 = (X" = x + 2)(x + 4) + 5.
Pri deljenju polinoma p s polinomom ¢g(x) = x + 4 = (x — (—4)) je ostanek r = 5, zato Stevilo —4 ni nicla
polinoma p in je p(—4) = 5.



E Pokazimo, da je Stevilo 1 trojna ni¢la polinoma p(x) = ¥ = 3x A — 4+ 3x— 1.
Delimo polinom p s polinomom ¢(x) = (x — 1)3 =x —3x +3x- 1.
(xs— 3x 4y’ — 4+ 3x - 1): (x3—3x2+3x— 1)=x2+ 1
—(x5 —3xt+ 3% - xz)
¥ =3 +3x -1
—(x’ =3 +3x—1)
0

Stevilo 1 je trojna ni¢la polinoma p, saj je polinom p deljiv s polinomom g.

Osnovni izrek algebre: Vsak nekonstanten polinom ima vsaj eno kompleksno niclo.

Polinom r-te stopnje ima n ni¢el (upostevamo tudi kratnost nicel). Ce so §tevila x;, x,, ..., x, vse ni¢le polinoma p,
potem lahko polinom zapiSemo v obliki p(x) = a,(x — x;)(x — X;) - ... - (x — X,,).

Kompleksne nicle polinoma z realnimi koeficienti nastopajo v konjugiranih parih. Polinom lihe stopnje
z realnimi koeficienti ima vsaj eno realno niclo.

9 9 3 2 9 9. c 0520 . 9z
n Razstavimo polinom p(x) = x” —x” — 9x + 9 na linearne faktorje in zapiSimo vse njegove nicle.

Razstavimo p(x) = x’(x — 1) = 9(x — 1) = (x = D(x* = 9) = (x — )(x — 3)(x + 3).
Nicle so x; = 1, x, = 3 in x; = —3.

E Ugotovimo, ali je Stevilo —2 dvojna nicla polinoma p(x) = a3 —ax - 4, in zapiSimo Se preostali
nicli.
Delimo polinom p s polinomom g(x) = (x — (=2))’ = (x + 2)’ = x" + 4x + 4.
A +38 —dx—4) (P A+ ) =x" -1
—(x* + 4% + )

—x' —4x -4
—(—x" — 4x—4)
0

ZapiSemo in razstavimo v produkt
Fral 438 A 4= - D+ e+ 4) = (x - D(x + D(x+2)~
Nicle polinoma p so x; , =—-2,x3=11inx,=-1.

B ZapiSimo polinom p tretje stopnje, ki ima nicle 1, 2 in —3, v tocki —1 pa vrednost 36.
Nastavimo p(x) = a;(x — 1)(x — 2)(x + 3).
Iz p(—1) = 36 zapiSemo enacbo a;(—1 — 1)(=1 — 2)(—=1 + 3) = 36 in izraCunamo a; = 3.
Zapisemo p(x) =3(x— 1)(x = 2)(x + 3) = 3%’ = 21x + 18.
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Ce je okrajsani ulomek 5 nicla polinoma s celimi koeficienti, potem ¢ deli konstantni ¢len «, in d vodilni koefi-
cient a,. Racionalne nicle polinoma s celimi koeficienti in vodilnim koeficientom 1 so cela Stevila. Zato si pri iska-
nju racionalnih nicel polinomov pomagamo tako, da kot mozZne racionalne ni¢le danega polinoma zapiSemo vse
okrajSane ulomke fl z zgornjo lastnostjo, nato pa racunsko preverimo, katero od teh Stevil je ni¢la polinoma.

Vg

G 9 oz g 3 2
Pois¢imo vse racionalne nicle polinoma p(x) = 2x” + 3x~ — 8x + 3.

Najprej zapiSemo moznosti za racionalne nic¢le: 1, 3, i% A
Izracunamo.
p(H)=2-1"+3.1"-8-1+3=0
p(~1)=2. (-1’ + 3. (1)’ -8 . ()3 =112
p(3)=2-3+3.3>-8.3+3=60
p(=3)=2- (-3 +3-(-3)’-8-(-3)+3=0
p(3)=2-(3)"+3-(3)°-8-3 +3=0
Stevila 1, -3 in % so vse nicle polinoma p, saj je polinom p tretje stopnje in ima natanko 3 nicle.
Hornerjev algoritem je postopek za racunanje vrednosti polinoma p v dani tocki ¢ oziroma za deljenje polinoma
p z linearnim polinomom x — c.

Pomagamo si s tabelo:

a, a, a,_» .. a, ay
c ¢h, _, ch,_, chy | cby
a,,=b,,_1 a,,_1+cb,,_1=b,,_2 a,,_2+cb,,_2=b,,_3 a1+cb1=b0 a0+cb0=p(c)

Stevila b,_ 1, b,_, ... by so koeficienti koli¢nika, ki ga dobimo pri deljenju polinoma p s polinomom x — c.
Torej je p(x) = (x — )(b, X"~ "+ b, X" 2+ .+ bx + by) + p(c).

n S Hornerjevim algoritmom delimo p(x) = 2% —x*—x—4s polinomom ¢(x) = x — 3.
2 -1 -1 —4
3 6 15 42
2 5 14 ] 38

p(x)=2x =X’ —x—4=(2x"+5x+ 14)(x — 3) + 38

E S Hornerjevim algoritmom pokazimo, da je Stevilo 4 dvojna ni¢la polinoma p(x) = X — 5x° — 8x + 48.
Polinom p zapiSimo kot produkt in zapiSimo Se njegovo tretjo niclo.

1 -5 -8 48
4 4 -4 48

T -1 -12] 0
4 4 12

T 3] 0

Ker je p(x) = ¥ —5x"—8x+48 = (x— 4)2(x + 3), je x; = —3 tretja nicla polinoma p.



o . . 3 2
B Poiscimo vse resitve enacbe 2x” + 2x + 2 = 3x".

= q q q 3 2 . 95z & 0 9 052
Enacbo najprej uredimo v 2x” — 3x™ + 2x + 2 = 0 in zapiSemo mozZnosti za racionalne nicle =1, £2, &
Nato s Hornerjevim algoritmom izracunamo.

1
ok

2 -3 2 2
1
o -1 2 -2
2 —4 4 0
Racionalna resitev enacbe je le x; = — % .

Enacbo zapisemo v obliki (2x" — 4x + 4)(x - 1) =0.
Kvadratno enacbo 2x” — 4x + 4 = 0 resimo z uporabo formule

_ b+ b’ —4ac _ 4+, /4 —4.2-4 _ 4+ [16 _4+4i 1+
2a A7 4 4 =&

X2, 3
ZapiSemo x, =1 +iinx;=1—1.

n Polinoma p(x) = X —6x +11x—6in q(x) = 2+ 617+ 8x7 + 12x + 8 zapiSimo kot produkt linearnih
oz. v realnem nerazcepnih kvadratnih faktorjev.

Pois¢imo realne nicle polinoma p.

1 —6 11 -6
1 1 =5 6

1 =5 6 0
2 2 —6

1 -3 0
3 3

1 0

Nicle polinoma p so x; = 1, x, = 2 in x; = 3, zato je p(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3).
Pois¢imo realne nicle polinoma q.

2 6 8 12 8
-1 -2 -4 -4 -8
2 4 4 8 0
-2 -4 0 -8
2 0 41 0

Koli¢nik pri deljenju g z (x + 1)(x + 2) je 2x* + 4, ki je v realnem nerazcepen, saj je diskriminanta
D=b"—4dac=0-4-2- 4 = —32 negativna.
ZapiSemo g(x) = 2(x + 1)(x + 2)(x" + 2).
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Graf polinoma

Polinom je zvezna funkcija, zato je graf polinoma p(x) =a,x" + a, _ x"~ R a;x + a, nepretrgana Krivulja.

V niclah lihe stopnje polinom p spremeni predznak in njegov graf seka abscisno os, v ni¢lah sode stopnje pa
polinom p ne spremeni predznaka in se njegov graf samo dotakne abscisne osi. Graf polinoma seka ordinatno os
v tocki (0, a,). Vedenje polinoma p dale¢ od izhodiséa doloca vodilni ¢len a,x”. To je odvisno od stopnje tega
¢lena in predznaka vodilnega koeficienta. Polinom p ima dale¢ od izhodis¢a enak predznak kot (poten¢na funk-

cija) a,x".

q 3 2 952529 95z s g g
n Za polinom p(x) = x” + 2x~ — x — 2 pois¢imo nicle, presecisce grafa z ordinatno osjo,
predznak na posameznih intervalih in nariSimo njegov graf.

Nicle polinoma p najlaze poiSéemo z razstavljanjem p(x) = XA+ —x-2=
=x2(x +2)—(x+2)=(x+ 2)(x2 —D=Kx+2)(x+1)(x-1).

y
Niclesox; =-2, x,=—1inx; = 1. T
Ker je p(0) = —2, graf polinoma p seka ordinatno os v tocki (0, —2).
Vse nicle polinoma p so prve stopnje (lihe stopnje) in ker je p(0) = -2 <0, ~ 1
za predznak polinoma p velja: 1 N e e
S X/
e o i 2
NariSemo priblizni potek grafa.

G 4 3 2 952529 oz R . .
E Za polinom p(x) = —x + 3x” — x~ — 3x + 2 pois¢imo nicle, presecisce grafa z ordinatno osjo, predznak
na posameznih intervalih in nari§imo njegov graf.

Moznosti za nicle polinoma p so =1 in +2.
Poiscemo jih s Hornerjevim algoritmom.

-1 3 -1 -3 2
1 -1 2 1 2
-1 2 1 =2 0
1 -1 1 2
-1 1 2 0
-1 1 -2
-1 2 0
2 -2
-1 ] 0
y
Nicle sox; , =1, x3=—1in x4 =2. T
Ker je p(0) = 2, graf polinoma p seka ordinatno os v tocki (0, 2). 2%
Stevilo 1 je ni¢la polinoma p druge stopnje, preostali ni¢li —1 in 2 sta 1&\
prve stopnje in ker je p(0) = 2 > 0, za predznak polinoma p velja: Fol & =
I = o, il + . + — I
o
NariSemo graf.




1. Dan je polinom p(x) = 3x* — x* + 2x" = x + 5.
ZapiSite vodilni koeficient in konstantni ¢len
ter izraCunajte vrednost polinoma p za x = 2
in za x = —1. Koliks$na je vsota vseh koeficientov
polinoma p?

2. ZapiSite polinom p tretje stopnje z vodilnim
koeficientom 2 in konstantnim ¢lenom —3,
Cejep(l)==21inp(-2)=1.

3. Dana sta polinoma p(x) = 2% +x—4in
qg(x) = X+ X+ 2. ZapiSite predpise za poli-

nome —2p(x), p(x) + g(x), g(x) — p(x), p(x) - g(x).

4. Dan je polinom p(x) = (2x — 3)3(x2 + 1)2. ZapiSite
stopnjo polinoma, vodilni koeficient, vodilni Clen,
konstantni ¢len in izracunajte vrednosti polinoma
v tocki 2.

5. Pois¢imo koeficienta a in b tako, da bosta
polinoma p(x) = ax’ — 20x* — 10x° + 45x” — 27
in ¢(x) = (x + 1)’(2x + b)’ enaka.

6. Polinom p delite s polinomom g.
a) p(x)=3x —8x" +5x—3,g(x) =x—2
b) p(x) =2x" —3x" +x— 30, g(x) =x — 3
c) p(x) =x' -3’ -’ +x+6, q(x) =x" = 3x+1
&) px) =x"=3x"+5x° = 11x + 12,
q(x)=x2—2x+4
d) p)=x -1, gx)=x"+x+1

7. Kolik$en je koli¢nik in kolik§en ostanek pri
deljenju polinoma p(x) = 2% +4x =X  + 6x + 4
s polinomom ¢(x) = x + 4?

8. KolikSen je ostanek pri deljenju polinoma
p(x)= 2x* + 6x’ = x> + 13 z linearnim polinomom
¢(x) = x + 3? KolikSna je vrednost polinoma p
v tocki —3?

9. ZapiSite koli¢nik in ostanek, ki ju dobite pri
deljenju polinoma p(x) = x* — 4x’ — 4x— 5
zZ linearnim polinomom x — 5. Ali je Stevilo 5
nic¢la polinoma p?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Pokazite, da je Stevilo x = 3 dvojna nicla poli-
noma p(x) = x’ = 2x” — 15x + 36. Katero realno
Stevilo je Se nicla polinoma p?

Za katero realno Stevilo a bo polinom
p(x) = 2x° — 3x" + 7x + a deljiv s polinomom
qg(x)=2x-17

Za kateri realni Stevili a in b je polinom
p(x) = drral+b deljiv s polinomom
q(x)=x2—x+2?

S Hornerjevim algoritmom izracunajte vrednost
polinoma p(x) = 45 +2x' —x+lzax=2inza
x=-3.

S Hornerjevim algoritmom delite polinom
p(x)= 3x* = x>+ 3x + 1 z linearnima polinomoma
gx)=x—-3inr(x)=x+ 1.

Dan je polinom p(x) = 4%’ — Tx + 4.
a) Zuporabo Hornerjevega algoritma izracunajte
3
P(—Q )-
b) Po osnovnem izreku o deljenju polinomov
zapiSite polinom p v obliki
p(x)=k(x) - (2x+ 3) + r(x).

Polinom p(x) = 2%’ = 3x" — 18x — 5 delite
s polinomom ¢(x) = (x + 2)(x — 4).

Za katero realno Stevilo a je polinom
p(x) =x* + ax’ + 2x* — x — 2 deljiv s polinomom
gx)=(x+2)?

Za kateri realni Stevili ¢ in b bosta x; = 3 in
X, = —2 nicli polinoma p(x) = X+ ax’ + bx — 247

Pokazite, da je Stevilo x = 2 dvojna nicla poli-
noma p(x) = x" — 4x’ + 8x” — 16x + 16. Ali ima
polinom p Se kaks$no realno ni¢lo?

Za kateri realni Stevili ¢ in b je polinom
p(x) = X 4+x +ax+b deljiv s polinomom
q(x) = (x— 1)
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21. 30.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Pokazite, da je —5 dvojna nicla polinoma

p(x) = x" + 10x° + 21x° — 40x — 100. Polinom p
zapiSite kot produkt linearnih faktorjev in zapiSite
Se preostali dve nicli.

Zapisite polinom p Cetrte stopnje z realnimi koefi-
cienti, ki ima zacetno vrednost —8, Ce je Stevilo 2

njegova dvojna nicla in je polinom p deljiv s poli-

nomom x” + 2.

Zapisite realne ni¢le polinomov.
a) p(x)=x3—7x+6

b) p(x) = Xt = 12x" + 16x

¢) p(x)=2xX +9x" +Tx— 6

&) p(x)=9x" +3x° +4x" — 5x + 1
d) px)=4x' -7 + 2" = Tx -2
e) p(x)=2x" +x — 18x—9

ZapiSite racionalne nicle polinoma
p(x)=4x" —4x’ — 11x" + 12x - 3.

Poiscite realne resitve enacb.
a) e +9x =4x+ 12
b) %xs —3x = 4x" — 6y

c) 2% = 3x* + 3x7 + 2x

Za katera realna Stevila zavzame polinom
p(x) =X+ 4x” — 4x — 11 vrednost 5?

Dolzine stranic kvadra so tri zaporedna naravna

Stevila. IzraCunajte njihove dolZine, Ce je prostor-
. 3

nina kvadra 120 cm’.

Ce k sedemkratniku $tevila  pristejemo 100 in
vsoto delimo z n — 2 ter od kvocienta odsStejemo
20, je dobljena razlika enaka kvadratu §tevila n.
IzraCunajte Stevilo .

ZapiSite vse niCle polinomov (tudi kompleksne).
a) p(x)=x" +4x" + 5x +2

b) p(x) =x* +6x + 13x" + 12x + 4

c) p(x)=x3—7x+6

¢) p(x) = 8x'— 128 + 2% +3x - 1

d) p(x) =x" +6x° +9x" + 6x + 8

e) p(x) =x"+7x + 17x" + 15x

f) p(x)=x4+ %x3+271x2+10x+3

31.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Z racunom pokazite, da je kompleksno Stevilo 3/
ni¢la polinoma p. Koliko je p(—i)?
p(x)=—2x"+5x° = 21x" + 45x = 27

N « 3 2 . o .
Resite enacbo x™ + 3x = 3x” + 9 in zapiSite vse tri
resitve.

. Poiscite vse reSitve enacb.

a) 4v" =x" — 4x* + 6x°
b) 2x+6=2x"—x +x°
c) 3+ =6x+2

Resite enacbo x* + 20x = 4x° + 25, &e veste, da je
Stevilo 2 — i njena reSitev.

Poiscite realne nicle polinoma p in polinom
zapiSite kot produkt linearnih oz. nerazcepnih
kvadratnih faktorjev.

a) p(x) = P 10x° +29x7 + 32x + 12

b) p(x) =2x" = 3x" = 3x +2

) p(x)=3x" + 14x" + 13x° — 6x°

&) p(x)=x +4x" + 5% +4x" + 4x

d) p(x) =x" +7x" + 19x° + 27" + 20x + 6

Dan je polinom p(x) = X —4x —x+6. Ali je %
nic¢la polinoma p? Pois€ite ni¢le polinoma p in ga
zapiSite kot produkt linearnih faktorjev.

ZapiSite polinom p z realnimi koeficienti in vodil-
nim ¢lenom 2x3, ¢eso2,3in— % njegove nicle
in je p(0) = 6.

ZapiSite polinom p Cetrte stopnje z realnimi koefi-
cienti, ¢e so x; = 1, x, 3 =—4 in x, = 5 njegove
nicle in je vrednost polinoma p za x = -3

enaka 96.

ZapiSite polinom p tretje stopnje z realnimi koefi-
cienti, ¢e sta x; = 6 in x, = i njegovi nicli in je 24
njegova zacetna vrednost.

ZapiSite polinom p Cetrte stopnje z realnimi koefi-
cienti, ¢e so x; =—1, x, = 6 in x3 = 2 — i njegove
ni¢le in je vrednost polinoma p za x = 2 enaka 12.



40. 46.

41

42,

43.

44.

45.

Resite neenacbe.

a) X —4x —4x+16>0

b) X 3¢ -9 - 23x - 12<0
c) =X +3x" + 9x > 27

&) X +3x =13’ - 15x">0

. Na sliki je graf polinoma p pete stopnje.

y

|

-1f01 1 X

a) KolikSna je zaCetna vrednost polinoma p?

b) ZapiSite nicle polinoma p in ugotovite njihovo
kratnost.

¢) Na katerih intervalih je polinom p pozitiven
in na katerih intervalih je negativen?

ZapiSite nicle polinoma

p(x)=(x— 1)2(x + 1)(x — 2) in presecisCe grafa
z ordinatno osjo ter nariSite njegov graf. Graf
polinoma ¢ dobimo tako, da graf polinoma p
prezrcalimo Cez abscisno os. NariSite graf poli-
noma ¢ in zapiSite predpis za polinom g¢.

ZapiSite nicle polinoma p in presecisce grafa
z ordinatno osjo in nariSite njegov graf.

a) p(x)=x" —6x"+ 11x— 6

b) p(x) =—2x" — 6x" + 2x + 6

¢) p(x) = ¥+ 4x + 4x

¢) p(x) = x5+ 207 - 8x

d) p(x)=—x4+x3+7x2—x—6

e) p(x)=x" — 13x° + 12x°

Dan je polinom p(x) = % (x=3)(x+ 2)2.

a) ZapiSite nicle polinoma p in presecisce grafa
polinoma z ordinatno osjo in nariSite njegov
graf.

b) Visti koordinatni sistem nariSite graf

polinoma ¢g(x) = Ip(x)|.

Polinom p tretje stopnje z realnimi koeficienti
ima niclo x;, = — % in dvojno nic¢lo x, 3 = 2.
Graf polinoma seka ordinatno os v tocki (0, 2).
a) NariSite graf polinoma p.

b) ZapiSite predpis za polinom p.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Dan je polinom p(x) = 2x — %x3.

a) Za katera realna Stevila so vrednosti polinoma
p nenegativne?

b) NarisSite graf polinoma p.

¢) Visti koordinatni sistem nariSite Se graf
polinoma x — [p(x)|.

Na sliki sta graf polinoma p tretje stopnje in graf
polinoma ¢ Cetrte stopnje. ZapiSite njuna
predpisa.

>

-10 \}z X
-6

Izracunajte presecisce grafa polinoma
p(x) = ot m a6+ 6x+ T s premico
zenacbo 2x+y+1=0.

Dan je polinom p(x) = 1 (x + 1)(x - 3)".

a) Zapisite ni¢le polinoma p in preseciSCe grafa
polinoma z ordinatno osjo.

b) NariSite graf polinoma p.

¢) Izracunajte presecisce grafa polinoma
s premico y = —x + 3.

Narisite graf polinoma

p(x)=3x" -9’ +3x"+9x—6

(izracunajte nicle in presecCisCe grafa z ordinatno
0sjo; racunanje ekstremov ni potrebno)

in zapiSite reSitev neenacbe p(x) < 0.

Dan je polinom p(x) = —2x" — 3x” + 1.

a) Izracunajte p(-2) + p(— % ).

b) Zapisite ni¢le polinoma p in presecisCe grafa
polinoma p z ordinatno osjo.

¢) Narisite graf polinoma p.

Dan je polinom p(x) = ¥t = 8x  + ax’ = 22x + b.

a) Za kateri realni Stevili @ in b bo imel polinom
nicli 2 in 4?

b) Poiscite preostali ni¢li polinoma p.

¢) Narisite graf polinoma p.
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Racionalna funkcija je okrajSan kvocient dveh polinomov f{x) = % .

Definicijsko obmocje racionalne funkcije so vsa realna Stevila razen nic¢el imenovalca.
Nicle racionalne funkcije so nicle Stevca.

Poli racionalne funkcije so nicle imenovalca. V polih funkcija /'ni definirana. V vsakem polu ima graf racionalne
funkcije navpi¢no asimptoto.

Racionalna funkcija spremeni predznak le v ni¢lah ali polih lihe stopnje.

[Vy

Za dani racionalni funkciji fin g zapiSimo nicle, pole, definicijsko obmocje ter zapiSimo, na katerih intervalih
sta posamezni funkciji pozitivni in na katerih intervalih sta negativni.

nf(x)zfx_*l

X —x—06
Nicle racionalne funkcije so resitve enacbe 2x — 1 = 0. Nicla je x; = % ;
Razstavimo imenovalec x* — x — 6 = (x — 3)(x + 2) in zapiSimo pole x; = 3 ter x, = —2.
Definicijsko obmo¢je funkcije fje D,= R\ {3, -2}.

Izracunajmo zacetno vrednost funkcije f{0) = 2:0-1 _159

0’-0-6 ©
Zapisemo predznak funkcije /' (nicla in poli so prve (lihe) stopnje, zato se predznak funkcije povsod
spremeni).
- + — +
- RTINS

Funkcija fje pozitivna na (-2, % ) in (3, o0), negativna pa na (—o0, —2) in ( % , 3).

3421
Eg(x)zxxsx—x

—2x?
Razstavimo Stevec
XA —x—1=Xx+ D -+ D=+ DE - D=+ D+ Dx-1) =+ 1)>(x-1)
in zapiS§imo nicle x; , =—1, x; = 1.
Razstavimo imenovalec x° — 2x” = xz(x — 2) in zapiSimo pole x; , =0, x; = 2.
Definicijsko obmocje funkcije g je D, =R\ {0, 2}.
Zacetno vrednost funkcije g ne moremo izracunati, ker za x = 0 funkcija g ni definirana, zato izraunamo npr.:

_3¥+32-3-1 _ 32
)= = >0

ZapiSemo predznak funkcije g (ni¢la —1 in pol 0 sta druge (sode) stopnje, zato funkcija g v teh tockah
ne spremeni predznaka).

+ + 4+ - 4+

=1 @
Funkcija g je pozitivna na (—oo, —1), (—1, 0), (0, 1) in (2, o), negativna pa na (1, 2).

p— -
o
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Vedenje racionalne funkcije dale¢ od izhodisca je odvisno od stopenj Stevca in imenovalca.
: -1 . -1
Najbop(x)=ax"+a, X' +..+ax+aying(x)=b,x" +b,,_ X"~ + ..+ bx+ b,

Imamo tri moznosti:

a) Ce je stopnja Stevca manjsa od stopnje imenovalca (n < m), je premica y = 0 vodoravna asimptota grafa
racionalne funkcije f.
an

5 vodoravna asimptota grafa racionalne
m

b) Ce sta stopnji Stevca in imenovalca enaki (n = m), je premica y =
funkcije f.

c) Ce je stopnja Stevca vecja od stopnje imenovalca (n > m), Stevec p delimo z imenovalcem ¢:
p(x) = k(x) - q(x) + r(x).

Potem je krivulja y = k(x) asimptota grafa racionalne funkcije /.

[y

n Za dano funkcijo fix) = 2xx +’22 zapiSimo nicle, pole, enacbo asimptote in presecisce grafa z ordinatno osjo,

predznak funkcije na posameznih intervalih in nariSimo njen graf.

Iz 2x — 2 = 0 izraGunamo niclo x; = 1. | y

1z x + 2 = 0 zapiSemo pol x; = 2. !

Enacba vodoravne asimptote je y = 2. :

Presecisce grafa funkcije /' z ordinatno osjo je tocka (0, —1),sajje ~—— L all 4
f0)=~1. o

Ker sta nicla in pol lihi stopnji, racionalna funkcija v njima spremeni 'F 011 :
predznak. w

Narisemo graf. |

E Za dano funkcijo f{x) = % zapiSimo nicle, pole, enacbo asimptote in presecisce grafa z ordinatno
X —JX
osjo, predznak funkcije na posameznih intervalih in nariSimo njen graf.

*2

Imenovalec funkcije razstavimo f(x) = m in zapiSemo. yhy :
Niéla je x; = —2. o
Pola sta x; = 1, x, = 4. : :
Enacba vodoravne asimptote je y = 0. 1y [
Presecisce grafa funkcije fz ordinatno osjo je tocka (0, % ), saj je 0) = % . 0 1‘ “1 X
Ker so nicla in pola lihe stopnje, racionalna funkcija v njih spremeni : :
predznak. w !
NariSemo graf. | :

Racionalne enacbe in neenacbhe

Racionalna enacha je enacba oblike f{x) = g(x), pri Cemer sta fin g poljubni racionalni funkciji in x neznanka.
Pri reSevanju racionalnih enacb najprej izklju¢imo kot mozne reSitve nicle imenovalcev, nato pa jih reSujemo
s postopki, ki smo jih opisali v poglavju Racionalna Stevila.
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Re§imo enacbo 1 = —x=5
x=2 ¥ _5x+6

warll _ x—5 5 o
o, Bl e e L zapiSemo x # 2, x # 3.

Damo na skupni imenovalec &+ D=3 -(x-5) _ o

Najprej razstavimo imenovalec

(x=2)(x=3)
odpravimo oklepaje % -0
in uredimo (;2:2?—()2:23) =0.

Od tod zapiSemo enacbo X' =3x+2=0in jo z razstavljanjem v (x — 2)(x — 1) = 0 reSimo x; = 1 in x, = 2.
Ker x # 2, je resitev enacbe le x = 1.

Racionalna neenacba je enacba oblike f{x) < g(x) ali f{x) > g(x), pri Cemer sta fin g poljubni racionalni funkciji
in x neznanka. Racionalne neenacbe resujemo tako, da neenacbo pretvorimo v obliko 4(x) < 0 ali 4(x) > 0
(na obeh straneh neenacbe odsStejemo funkcijo g), nato pa nariSemo graf funkcije / in iz grafa razberemo,

kje graf funkcije lezi nad abscisno osjo in kje pod abscisno osjo. Od tod zapiSemo reSitev dane neenacbe.

[Vy

Resimo neenacbo —— < —2—.
x—1 x+1
G i 12
Neenacbo pretvorimo v — — —= <0
: S o c x+1-2(x-1 : =i 3
in razsirimo na skupni imenovalec G- DG 1) < 0 oziroma CENCED) <0.
o o = —x+3
Da lahko nariSemo graf funkcije A(x) = =GR
zapiSemo zacetno vrednost /4(0) = -3,
niclo x; = 3,
polax;=1inx,=-1
in enacbo vodoravne asimptote y = 0.
Narisemo graf. EEE s e

Iz grafa funkcije razberemo, na katerih intervalih lezi graf pod
abscisno 0sjo, in zapiSemo resitev neenacbe x € (=1, 1) U (3, o).




1. Za dane funkcije zapiSite definicijsko obmocje
in enacbo njene vodoravne asimptote.

a) f(x): x+3
b)f(x)——)“1

—12x

0 = 22

B fx) = bz
X =2x"-5x+6

2. Racionalna funkcija f{x) = -4

in pol —2. ZapiSite njen predpis. Kolik§na je
zaCetna vrednost funkcije /? V kateri tocki
funkcija f zavzame vrednost 3?

ima niclo 3

3. Na sliki je dan graf racionalne funkcije £, katere
Stevec in imenovalec sta linearna polinoma.

a) Iz grafa razberite zaCetno vrednost ter nicle
in pole racionalne funkcije.

b) Zapisite definicijsko obmocje funkcije fin
enacbo vodoravne asimptote grafa funkcije f.

¢) ZapiSite intervale, na katerih je racionalna
funkcija pozitivna, in intervale, na katerih
je negativna.

4. Za dane funkcije zapiSite niCle, zacetno vrednost,

pole, enacbo vodoravne asimptote in nariSite
njihove grafe

a) flx) = 2

b) fix) = 2x

c) fix) = i—
3

¢) flx) =
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rae——

5. Visti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij

f1x) =% i g(x) = [f(0)].

ax+b

ima niclo 2,
x+c

6. Racionalna funkcija f{(x) =
pol 1 in zaéetno vrednost 4.
a) ZapiSite njen predpis.
b) NariSite njen graf.

7. Dana je racionalna funkcija f{x) = xT_12

a) ZapiSite niclo, pol, enacbo vodoravne asimp-
tote in presecisCe grafa z ordinatno osjo.

b) Narisite graf funkcije fin zapiSite njeno defini-
cijsko obmocje in zalogo vrednosti.

¢) Izracunajte presecisce grafa funkcije f's pre-
mico z enacbo y = —1.

8. Dana je racionalna funkcija f{x) = (1 — x)_l.
a) ZapiSite niclo, pol, enacbo vodoravne asimp-
tote in presecCiSCe grafa z ordinatno osjo.
b) NariSite graf funkcije fin zapiSite njeno defini-
cijsko obmocje in zalogo vrednosti.

¢) Resite neenacbo f{x) > 1.

3x—6
x+2°

9. Dana je racionalna funkcija f{x) =

a) NariSite graf funkcije f.

b) Graf funkcije g dobimo tako, da graf funkcije f
vzporedno premaknemo v smeri ordinatne osi
za 1 navzdol. NariSite graf funkcije g in zapi-
Site njen predpis.

10. Za dane funkcije zapiSite nicle, zacetno vrednost,

pole, enacbo vodoravne asimptote in nariSite grafe.

a) f(x)—X—;ié

b) flx) = =
0) f(x)=%

22 +3x-2
0 M- 2l

a) fix) = £=2
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11. 16.

12.

13.

14.

15.

Na sliki je dan graf racionalne funkcije f, katere
Stevec je polinom druge stopnje, imenovalec pa
polinom tretje stopnje.

y

—_

| |

| |

| |

| |
A
12\ 4 ¥
| |

| |

| |

| |

a) Iz grafa razberite zaCetno vrednost ter nicle
in pole racionalne funkcije ter ugotovite
njihovo kratnost.

b) Zapisite definicijsko obmocje funkcije fin
enacbo vodoravne asimptote grafa funkcije f.

¢) ZapiSite intervale, na katerih je racionalna
funkcija pozitivna, in intervale, na katerih
je negativna.

Dana je funkcija f{x) = J(lel)

a) ZapiSite njeno niclo, pola in enacbo vodo-
ravne asimptote. NariSite graf funkcije 1.

b) Na katerih intervalih je funkcija f
nenegativna?

Za dane funkcije zapiSite nicle, zaCetno vrednost,

pole, enacbo vodoravne asimptote in nariSite
grafe.

__x-1 = _ X
R C)f(’”—m
_2-x _
D) )= DA =575 +3x—1
¢) flx) = B2 e) flx)= x—z

Zapisite nicle funkcije, zacetno vrednost, pole in
enacbo asimptote ter nariSite grafe.

a)f(X) _ x2 ;ixl-‘r 1
b)fx) = =4
) = £ —’;

2
Za funkcijo f(x) = Z —

—X
enacbo vodoravne asimptote in izraCunajte

presecisce grafa z vodoravno asimptoto.
NariSite njen graf.

zapiSite nicle, pole,

17.

Narisite grafe funkcij.
a) ix)=1-x"

b) g(x)=(x—2)" -
¢) h(x)=x"—-x

Na sliki sta dana grafa racionalnih funkcij fin g.
ZapiSite njuna predpisa.

y [ y : :
|
| I |
| \
M -1 -\j------=
':{24) I TR X _\0‘ 1‘ $ X
|
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
18. Dana je racionalna funkcija f{x) = % .
e

19

20.

21.

22.

23

2
. Dana je racionalna funkcija f{(x) =

. Racionalna funkcija f{x) =

a) Izracunajte f(4) + f(—2).

b) Zapisite niclo, pola, enacbo vodoravne asimp-
tote in presecCisCe grafa funkcije z ordinatno
osjo.

¢) Narisite graf funkcije f.

-1
—4°
a) ZapiSite nicli, pola, enacbo Vodoravne asimp-

tote in presecCisCe grafa funkcije f'z ordinatno
0sjo.
b) NariSite graf funkcije f.
xz -1

V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij

fix)= ]}% in g(x) = [f(x)).

2
Za funkcijo f{x) = xz—;)l‘ zapisite nicli, pola,
X

enacbo vodoravne asimptote in presecisce grafa
funkcije f'z asimptoto ter nariSite njen graf.

x -2
S
a) Alije funkcija f soda? Odgovor utemeljite.
b) Visti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij

fx) in g(x) = [f(x).

Dana je funkcija f{x) =

X+ta
X +bx+te
ter pol —1, ki je druge stopnje. ZapiSite njen
predpis in nariSite njen graf.

ima niclo 1
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24. Resite enacbe.
x—1 _x+3
Q) 1725 =1
b) 3x+4 _ 2x+3

x  x+1
2x+1 _ 2x°+3
©) Xx+2 P

25. Resite neenacbe. Pomagajte si z grafi funkcij.

a) 2=1 <o c) X > 1
x+3 = (x=3)(x+1)
2x+5 =y 1 _ (x+D(x+2)

b) 1—x 22 ©) x< (x=3)-x

26. Za katere vrednosti x € R lezi graf funkcije

fx) = 21x_+x5 pod premico y = 1?

2
27. Dana je funkcija f{x) = ‘%96 ’ Zapisite njeno
X —JX—

nic¢lo, zacetno vrednost, pola in enacbo vodo-
ravne asimptote. NariSite graf funkcije /.

28. Narisite graf funkcije f{x) = g; 8.V Katerih

tocCkah graf funkcije f'seka simetralo lihih
kvadrantov?

29. V isti koordinatni sistem nariSite graf funkcije

X
4

Sx) = xz)z in premico y = 7 in izracunajte

(x—
koordinati presecisc.

2
30. Dana je funkcija f{x) = 28
a) NariSite njen graf.
b) Za katere vrednosti x € R je f{x) < —6?

¥ -2x-8

31. Dana je racionalna funkcija fix) = = .
x +x—12

a) NariSite graf funkcije f.

b) Graf funkcije g dobimo tako, da graf funkcije f
vzporedno premaknemo v smeri abscisne osi
za 2 desno. NariSite graf funkcije g in zapiSite
njen predpis.

32. Visti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
_ -1, _ X SR
fIx)=(2x) ing(x)= CE e ter izracunajte
koordinati presecisc.

33. Visti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij
fx)=(x+ 1) ing(x) = (x+3) - x . Za katere x
je flx) > g(x)?
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Definicija, lastnosti in zveze med kotnimi funkcijami

Definicija kotnih funkcij sinus in kosinus za poljuben kot: Tocko (1, 0) zavrtimo
okoli koordinatnega izhodis¢a za poljuben kot c.

Koordinati dobljene tocke, ki sta odvisni od kota « (sta funkciji kota «)
oznacimo z (x, y). Definiramo: Sinus kota « je enak ordinati dobljene tocke,
kosinus kota « je enak abscisi dobljene toCke: cosx = x, sinax=y.

Definiramo Se:

Funkcija tangens je kvocient funkcije sinus in kosinus: tan o = zéns‘;‘[,

funkcija kotangens je kvocient funkcije kosinus in sinus: cota = ‘;’52‘,

Definicija kotnih funkcij za ostre kote v enotski kroznici se ujema z definicijo v pravokotnem trikotniku:

[BC| _ [BC| _ ’BC‘ cos o= laq _ |AC| lAC‘

SINA= g T a8 =

Vrednosti kotnih funkcij za kote 0°, 30°, 45°, 60° in 90° smo izracunali po
definiciji kotnih funkcij ostrih kotov — v pravokotnem trikotniku v 7. poglavju
Osnove geometrije.

[y

Tocke B, C, D, E, F, G in H dobimo, ¢e tocko A(1, 0) zavrtimo okoli koordinatnega izhodi$ca

za kote 30°, Z, 60°, g, , 37“ in 2m. Zapisimo koordinate dobljenih tock.

Zapisemo B(cos30°, sin30°) in izraCunamo B(AZB , % ).
C(cos , sin ") C(i L)

D(cos60°, sin60°), D(j, AZL)

E(cos g , sin g ), E(0, 1)

F(cosm, sinm), F(—1, 0)

G(cos s1n—) G(0,-1)

H(cos2n, sin2m), H(1, 0)

Osnovne zveze med kotnimi funkcijami:

—_—
[N}

2
1 1 +cot'x=—
COS X sin x

.2 2 2
sin“x+cosx=1 1 +tan"x =
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os%‘ - sin% - sinx - COSx

. . C
n Poenostavimo izraz >
Ccos x + cosT

T _gsin® - sinx - . . 9
Zapis C0S; — SIy - SIMX- COSXY 1. sinx - cosx _ —SInXCcosx _ —SINXCcosx
apisemo 5 = 0} = 2 2 DI 2 .2 2
cosx + cosm cosx—1 cosx—(sin“x+ cosx)  cosx—sin“x— cos'x
_ —sinxcosx _
= =222 = cotx.
—sin“x

E Pokazimo, da je (2 + tan’x + cotzx) - (sinx - cosx)2 =1.

Qi 2 2 g 2 2 2 . 2 2
ZapiSemo (2 + tan"x + cot x) - (sinx - cosx) =(l +tan"x+ 1 + cot™x) - sin"x - cos x =

s 2 2
o 2 2 .2 2
=(—L- + —L)sin’x - cos’x = SILX¥COS X ginly. cos’x=1.

cos’  sin’x sin’x - cos’x
H Natanc¢no izraCunajmo cos &, tan ¢z in cot r, €e je sina = % in je g < a<T.

.2 2 . g 2 . . 2
Iz zveze sin” ar + cos” = 1 izrazimo cos = — Al 1 — sin“a in izraCunamo

ok P
cosa=— |1 16 =.Jics =~ 13-

Nato izraéunamo $e tan o = 30& — =12 i cota= - =—2.
cosa  _ 5 tan o 12

==
;|u.lw|~

n Natanéno izraunajmo cos ¢ in sin ¢, e je tan = — ﬁ in je 37“ <a<2m.

2 . . o
Iz zveze 1 + tan’ @ = —— izrazimo cos@= |—L— in izraéunamo cosa= |—— = [1 = Aﬁ.
cos’a 1 + tan? 1+2 3 3
an o
0.3 2 . . . T .. .
1z zveze sin” & + cos” = 1 izrazimo sinax=—,/1 — cos o in izraunamo sina=— |1 —% =—ﬁ =—A3@.

Kotne funkcije komplementarnih kotov ¢ in = % -

Sinus komplementarnega kota je enak kosinusu kota, kosinus komplementarnega kota je enak sinusu kota:
sin(g —a)=cosa cos(g —a)=sina

Tangens komplementarnega kota je enak kotangensu kota, kotangens komplementarnega kota je enak
tangensu kota:

tan(% — a)=cota cot(g —a)=tana

Kotne funkcije suplementarnih kotov zin f=71 — a:

sin(w — @) =sina cos(m— a)=—cosa

tan(m — ) = —tanx cot(m — a) =—cota
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Kotni funkciji sinus in kosinus za kote med 7 in 3%‘ lahko zapiSemo z ostrimi koti po obrazcih:

sin(m + ) =—sina cos(m+ a) =—cosa

Kotni funkciji sinus in kosinus za kote med 377‘ in 27t lahko zapiSemo

z ostrimi Kkoti po obrazcih: (cosa, sina)
sin(2n — ) = —sin« cos(2m — ) =cos

Kotni funkciji sinus in kosinus za nasprotne kote:

sin(—a) = —sina cos(—a) =cosa

Kotni funkciji sinus in kosinus sta periodic¢ni funkciji z osnovno periodo 27:

sin(a+k-2n)=sina cos(a+k-2m)=cosa kel
Kotni funkciji tangens in kotangens sta periodi¢ni z osnovno periodo 7:

tan(a+ k- 2m) =tana cot(a+k-2m)=cota keZ
Opomba: Vse navedene formule veljajo tudi, e je kot o podan v stopinjah in je namesto © zapisano 180°.

Sn 21

n Natancno izracunajmo sin == +cos 5= + sing — cos %" .

Upostevamo obrazce za kotni funkciji sinus in kosinus za suplementarne in komplementarne kote
in zapiSemo

in 2% 2% 4 6inZ — cos 2 =sin(m— _x in% — T _Ty_
sin == +cos 5= +sing —cos = sin (1 6)+cos(n 3)+s1n8 cos(2 8)
—sin® —cos® +sin® —sin®=1_1_
=sing —coszy +sing —sing =35 — 3 0.
E Izrazimo s kotno funkcijo ostrega kota in natanc¢no izracunajmo.
in 2% In | gipn25m _ 13n
a) sin == + cos == + sin == cos =5
in 10 _ 19m _n In
b) sin 3 cos = + tan( 3)+cot6
Izracunamo sin%’E +cos%’E +sin2%t —coslg—fE =sin(m + §)+cos(n+g)+sin(%t +4n)—cos(§ +4n) =
T D e o) B B S N R I
=—siny —cosg +sing —cosy =—=% S 7=
Zais in 10T _ 19 _n I _ gin(4n _ 3n = T T =
pisemo sin = cos + tan ( -3-)+cot6 —sm(3 + 2m) cos(4 + 4m) tan 3 +cot(6 + ) =
— oy _Ty_tank T _ &k T _tank T __.B 2 -
—s1n(n+3) cos(m 4) tan3 +cot6 sin3 +cos 7 tan3 +cot6 5+ ﬁ+[
B

2
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Adicijski izreki:
sin(e+ ) =sina - cosfcose - sinf
cos(at f)=cosa-cosf + sina-sinf

tan(a* f) = tan o & tan

| Ttana - tanf

[y

E Natancno izracunajmo sin15°, cos75° in tan 105°.

Uporabimo adicijske izreke in izraCunamo

sin15° = sin(45° - 30°) = sin45° - cos 30° — cos45° - 5in30°= 42 . 3 — L2 . 1 = So-.2
c0s75° = cos(30° +45°) = c0s30° - c0s45° —5in30° - sin45° = 3 . L 1 .2 - Jo- o
o_ ° oy _ tan45°+tan60° _ 1+.3 _ (1+.3)1+.3) _1+2.3+3 _4+2-.3 _
tan105 8N (= 608) S o e NS A EWETTES o
=-2-./3.
E Pokazimo, da velja sin(« + g)—cos(a+ g)z J3 sina.
Izracunamo
sin(a + %)—COS(OI-‘F g)zsina- cos% +cosa - sin% — (cosa - cosg —sina - sin%)z
i E] 1 e i
=sing- = +cosa- 5 —cosa- 5 +sing- L2 = J3 sina.
Kotne funkcije dvojnih kotov:
sin2a=2sinax cosa
2 .2
cos 2a=cos a—sin" a
tan2¢ = 280
1 —tan"«&
ﬂ Natancno izraCunajmo sin 2, Ce je cota = —%—(12 in g <a<m.
Iz 1 +cot’ o= ‘12 izrazimo sin’ ot = ;2 in izraCunamo
sin” « 1+ cot"ax
o e 1 _ 1 _ /441 _ 21
sina = = = [fad =28,
A/l"‘COtZOL ,\/1+f—‘% 841 29
Nato iz zveze sin’ & + cos’ @ = | izrazimo cos @ = — NI sin’o in izraGunamo
—_ 1441 __ /400 _ _20
cosa= 1 Q41 = a1 = 29
is 3e si =2si —9.2l (_20y_ _840
ZapiSemo Se sin 2= 2sina cosa =2 55 55 ) TR
FJ Poenostavimo izraz Sinacosa
1-2sin“«
Zapisemo Shacosa _ %~2sinacosa . % sin2a gindg R
2 1-2sina  sin‘a+ cos’a—2sin’a  cos’a—sin‘a 2c€0s2a 2 '
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Grafi in lastnosti kotnih funkcij

L

IL

I1I.

Iv.

X —> sinx y

1.

A

Definicijsko obmocje so vsa realna

Stevila: D,= R.

Zaloga vrednosti je zaprti interval
od-1do 1; Z,=[-1, 1].

Je periodi¢na z osnovno periodo 27 sin(« + 2kn) =sina; k € Z.

27

SN

Je liha funkcija: sin(—x) = —sin(x); graf je simetricen glede na koordinatno izhodisce.
Nicle so x=km, k € Z.

Maksimumi so x = g +2km, k e Z.

Minimumi so x = —% +2kn, ke Z.

X > cosx y

1.

AN

X — tanx
1.

2. Zaloga vrednosti so vsa realna Stevila: Z,= R.
3. Je periodi¢na z osnovno periodo 7 -

5.
6.

X —> cotx
1.

2. Zaloga vrednosti so vsa realna Stevila: Z,= R.

Definicijsko obmocje so vsa realna

Stevila: Df = R.

Zaloga vrednosti je zaprti interval
od-1do 1; Z,=[-1, 1].

Je periodi¢na z osnovno periodo 2m: cos(a + 2kn) =cosa; k € Z.

Je soda funkcija: cos(—x) = cosx; graf je simetriCen glede na ordinatno os.
Nicle so x = g +kn ke Z.

Maksimumi so x = 2km; k € Z.

Minimumi so x =1t + 2km; k € Z.

Definicijsko obmocje so vsa realna §tevila, razen
nicel funkcije kosinus: D,;= R\ {g +km ke ld}.

tan(a+ kn) =tana; k € 7.

Je liha funkcija: tan(—x) = —tanx. Njen graf je
simetri¢en glede na koordinatno izhodisce.
Nicle so x =km; k € Z.

Polisovng +kmkel”.

o A

Sl

Definicijsko obmocje so vsa realna Stevila,
razen nicel funkcije sinus: D,= R\ {km; k € Z}.

‘ (98]

Je periodi¢na z osnovno periodo 7 -
cot(a+ km)=cota; k € 7.

Je liha funkcija: cot(—x) = —cotx. Njen graf je

simetri¢en glede na koordinatno izhodisce.

|
|
|
NI
(e

5. Niclesox=2 +km; k e Z.

2

. Polisovx=km ke Z.



KOTNE FUNKCIJE 223

Funkcija x — A sin(@(x — ¢)) opisuje sinusno nihanje.

Stevilo A imenujemo amplituda sinusnega nihanja, o je krozna frekvenca, @ pa fazni premik.

Funkcija x = A4 sin(@(x — ¢)) ima osnovno periodo %’t , zaloga vrednosti pa je interval [-4, 4].

Grafa funkcij x — 4 sin(@(x — ¢)) + Bin x — A cos(aw(x — ¢)) + B lahko nariSemo bodisi s premiki ali raztegi
(12. poglavje) bodisi z raCunanjem nicel funkcije in tock, v katerih dosezZe funkcija najvecjo oz. najmanjso
vrednost.

[y

ﬂ Za funkcije f{x) = % sin2x, g(x) =-5 cos’z—‘ in h(x)=4 sin(’3—‘ + 1) + 3 zapiSimo amplitudo in osnovno
periodo ter zalogo vrednosti.

Amplituda funkcije f'je % , osnovna perioda pa 27“ = m, zaloga vrednosti pa Z,= [—% , % ].

Amplituda funkcije g je 5, osnovna perioda pa ZT“ = 4m, zaloga vrednosti pa Z, = [-5, 5].
2

Amplituda funkcije /4 je 4, osnovna perioda pa ZT“ = 67, zaloga vrednosti pa Z, =[-1, 7].
3

FA Narisimo grafe funkcij f{x) = 3 sin2x, g(x) = 3 sin(2x — ) in A(x) = 3sin(2x — 1) + 3.

Amplituda funkcije fje 3, osnovna perioda ¥
pa 27“ = 1. NariSemo graf. 3
1,
Y I \/JT x
2\ 4 2
L3+
Ker je g(x) = 3sin(2(x — ’% )), graf funkcije y
g nariSemo tako, da graf funkcije / o
vzporedno premaknemo za g desno. |
27T - JE 0 X
_1’
-3t
Graf funkcije 4 nariSemo tako, da graf y

funkcije g vzporedno premaknemo
za 3 navzgor.




224  MATEMATIKA V GIMNAZIJI

B Narisimo grafa funkcij f{x) = cos% in g(x) = cos(’z‘ + g ).

Osnovna perioda funkcije je ZT“ = 4m. NariSemo graf.
2

| | \ } /
-2 “n 0 Wn x

-1

y
-+

Ker je g(x) = cos(% (x + m)), graf funkcije g nariSemo tako, da graf funkcije f vzporedno premaknemo za

7 levo.

ﬂ NariSimo grafa funkcij f{x) = tanx in g(x) = —tanx.

Narisemo graf funkcije 1.
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E NariSimo grafa funkcij f{x) = cotx in g(x) = |cotx].

NariSemo graf funkcije f.

Graf funkcije g nariSemo tako, da del grafa funkcije f, ki je nad abscisno osjo ali pa na abscisni osi,
ohranimo, tisti del grafa funkcije f, ki je pod abscisno osjo, pa prezrcalimo ¢ez abscisno os.

\
[
[
\
[
[
[
f

SISk

2

|
|
|
|
|
|
T 3@ 2m¥
| |
| |

Krozne funkcije

Funkcija arcsin: [-1, 1] > [—g, g] je inverzna funkcija k funkciji sinus na [—g, g].

Velja: arcsiny je tak kot x med —g in g , da je sinx = y.
Funkcija arccos: [-1, 1] — [0, «t] je inverzna funkcija k funkciji kosinus na [0, rt]. -
Velja: arccosy je tak kot x med 0 in &, da je cosx =y.
Jol 1 x
Funkcija arctan: R — (—g , g ) je inverzna funkcija y
kfunkcijitangensna(—%,g). e P
Velja: arctany je tak kot x med —g in g , da je tanx = y. x
-z
—  E
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IzraGunajmo arcsin% , arcsin (—AZQ ), arccos Azé , arccos(— % ), arctan ﬁ in arctan(—1).

poll @
arcsmz =%

in(—o2y=_E
arcsin ( 5 )= 7
S _m
arccos =5 = ¢
Ly = 2E
arccos( 2)— 3
arctan /3 =3

arctan(—1) = —Z—:

Trigonometricne enacbe

Trigonometricne enacbe so enacbe, ki jih lahko prevedemo v obliko I(x) = a; a € R;
izraz I(x) je ena od kotnih funkcij sinx, cosx in tanx.

Resitev trigonometri¢ne enacbe je mnozica realnih sStevil (kotov), za katera ima kotna funkcija vnaprej
predpisano vrednost.

Geometrijsko: ISCemo abscise preseciS¢ grafa dane kotne funkcije in vzporednice k abscisni osi y = a.

Osnovne trigonometri¢ne enache:
1. sinx=a;a € [-1, 1] Resitve so: x = arcsina + 2k,
x =7 —arcsina + 2km; k € Z.

2. cosx=a;a € [-1, 1] Resitve so: x = arccosa + 2k,
x = —arccosa + 2km; k € Z.

3. tanx=a;a € R Resitve so: x = arctana + km; k € Z.

[y

n Resimo osnovne enacbe.

a) sinx = 422
Enacba ima dve mnoZici resitev:
x=arcsin42Q + 2km = Z—: + 2km; k € Z,
x=n—arcsinézg + 2km = %‘ + 2km; k € Z.

b) sinx = —%
Enacba ima dve mnozici reSitev:

x= arcsin(—% )+ 2kn=~% + 2m ke Z,

x=n—arcsin(—%)+2kn= %“ + 2k, k e 7.
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¢) sinx=0

Enacba ima eno mnozico resitev x = km; k € Z.
¢) cosx = 525

Enacba ima dve mnozici reSitev:

x=ar0008é25 + 2km = g +2km; ke Z,

= —arccosag + 2km :_% +2km; k e Z.

d) cosx = _4252

Enacba ima dve mnozici reSitev:

b= arccos(—azé ) + 2km = %“ +2km; k € Z,

E= —arccos(—AZQ ) + 2km = —%‘ +2km; ke /.
e) cosx=1

Enacba ima eno mnozico resitev x = 2km; k € Z.
f) tanx=1

Enacba ima eno mnozico resitev:

x =arctanl + kn = g +kmkel.
g) tanx = _335

Enacba ima eno mnozico resSitev:

se= arctan(—ag )+ k= —g +km ke Z.

E Resimo enacbe.

a) 2sinf — /3 =0

Enacbo preoblikujemo v sin% = AZB 3

Enacba ima dve mnoZzici reSitev:

X =arcsin +2kn =1 + 2%ninodtodx =2 + 4km k € Z,

% =n—arcsin425 + 2km = %“ + 2km in od tod x = %“ + dkm; k e 7.
b) cos(2x—F)=1

Enacba ima dve mnozici resitev:

2x — g =arccos% + 2km = g + 2km in od tod x = g +km ke,

2x — g =—arccos% +2krc=—%t + 2kmin od tod x =km; k € Z.
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c)

sin2x — cosx =0
Enacbo preoblikujemo v 2 sinx cosx — cosx =0
oz. cosx(2sinx—1)=0.
Produkt dveh faktorjev je 0, Ce je vsaj eden od faktorjev 0. Zato zapiSemo enacbi:
cosx=0 ZSinx—1=0inodtodsinx=%
z resitvijo x = % +km ke Z. z dvema mnoZicama resitev
ng +2km; ke Z,

x=n—g + 2kt = %” +2km; ke Z.
2sinx =cos2x + 3

Upostevamo, da je cos2x = cos’x — sin’x ter zapiSemo 2 sinx = cos’x — sin’x + 3.
Uporabimo zvezo cos’x = 1 — sin’x in enacbo preoblikujemo v

2sin’x + 2sinx — 4 = 0,

jo delimo z 2 sin’x + sinx —2=0

in razstavimo (sinx — 1)(sinx + 2) = 0.

Resitve dane enacbe so resitve enacb:

sinx =1 sin x = —2,

z resitvijo x = g + 2k k e 7. ki nima resSitve.

E Dana je funkcija f{x) = 4 sin(x + z—{ ).

a)

Izracunajmo nicle in koordinate njenih maksimumov in minimumov.

b) NariS§imo njen graf.

¢) Izracunajmo abscise preseciS¢, v katerih graf funkcije f'seka premico z enacbo y = 2.
a) Nicle so resitve enacbe 4 sin (x + % ) =0 oz. sin(x + % ) =0.
Nicle so x + % =knoz.x=—§ +km ke .
Abscise maksimumov so resitve enacbe sin (x + % )=1.
Tesox+§ =§ +2knoz.x=§ +2km ke 7.
Funkcija fima maksimume v tockah Mk(g +2km, 4); k e Z.
Abscise minimumov so resitve enacbe sin (x + % )=-1.
Te so x + % =—§ +2knoz.x=—% +2km ke Z.
Funkcija fima minimume v tockah mk(—% + 2k, —4); k e Z.
b) NariSemo graf. ¥y
c) Abscise presecisc grafa funkcije /s premico y = 2 so reSitve enacbe !
4sin(x+ %) =20z sin(x+¥) =1 2z /
MnotZici resitev sta dve: —%‘K ﬁ z 3 E Jz
x+5 =% +2kninodtodx=-75 +2km; k € Z ter »
x+%=n—-2%+2%n=2F +2%ninodtod x= T + 2%m; k € Z.

4



. Za kot a velja g <a<minsina=

. Naj bo cosa=-—3

. Za kot avelja

. Koliko je tanx, e je

. Pokazite, da velja —£25X _

. Natanc¢no izracunajte

o T _tan® _cotl
s1nZ+4cos6 tan3 cot6.

. Tocke A, B, C, D, E, F in G dobimo, ¢e tocko

7(4, 0) zavrtimo okoli koordinatnega izhodisca

,45°, L 3 90°, &, 270° in 2. ZapiSite
koordmate dobljenih tock.

za kote =

. V enotski kroznici nariSite kota o in S

(0 < a, f< 180°), za katera je:
ing=1

a) sina= 5

b) cosf= —%

41'1 . Natan¢no

izraCunajte cos ¢ in tan c.

Sinn<a< 37".Nedabiizra-

¢unali kot &, natan¢no izra¢unajte sin ¢, tan &

in cot c.

.Najbotana=2in0< a< g.Natanéno

izraCunajte cos & in sin a.

<a<?2min cota——;
Natancno 1zracunajte sin ¢, cos ¢ in tan .

sinx + cosx
sinx — cosx

=27

3
X = cotx.
Sinx — sin x

. Poenostavite izraze.

a) (sinx - cosx)z(tanx + cotx)2
b) CosXx sinx
tanx + 1 cotx + 1
¢) sin2x(tanx + cotx)
¢) cosx 1 + sinx
1+ sinx COSX

. Ugotovite, ali velja

cos(—a)

sin% + sin(—a)

+ cosO—sing _ _1

cos’zI +cosa  COsa

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Natanéno izracunajte.

a) sin 23” +cos%“ + sin(— ”)+cos 38”
b) 2sin210° + 4 co0s330° - 3tan30° — cot150°

¢) 4sin120° cos(—60°) —tan240° —
St Sn 23n St

3 - COS ? + sin T sin F

d) (cos 54”

sinZ

e) 46 25 13
sinZl . cos 22T + cot——“

3 6
lgn + gip 11z lln

3tanlt —
6

&) iz
3

2 cot300°
¢) sin==
+cos—) +(s1n— +s1n—)

cos—— + tan5’E

) cos —tan(15m) + cos(377E )

10
cot—3—“
In
6
0s510° - sin’210°
c0s930° - cos315° - tan120°

sin Ccos

h)

Tocko B dobimo tako, da to¢ko A(1, 0) zavrtimo
za kot —120° okoli izhodiS¢a. ZapiSite koordinate
tocke B in izracunajte dolzino loka, ki ga pri
danem vrtenju opiSe tocka A.

Natanc¢no izracunajmo sin2 ¢, Ce je cosa = —
3n
2

1
5
inzakot aveljan< a< =

Poenostavite izraze.
sinx — sinx - cos2x

a - -
sinx - sin2x

2 .2

b) Sos’x + cos2x —2cosx + sin’x

) : ‘
sin2x — 2 sinx

) cosT - sin(—2x)

sin’x + cos (—2x)

sinx - sin2x
2
2cosx +2cos’x

2
coS x — cos2x
1 - cosx

cos2x - tanx
2
1 —tan"x
. 2
cotx - (sinx + cos2x — cos x)
sin2x

)
d)
e)

Pokazite, da velja enakost

‘1—1 sin2x — ‘1—1 cos(2x + g ) = sinx cosx.

Preverite, ali velja
sin’(m —x) — cos4m + sin(5 —x)

sm(2 +x)+ s1n32TE

= COSX.

229
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18.

19.

20.

21.

22.

23

24.

25.

26.

27

28.

29.

Natanéno izraunajte.

a) sin75° ¢) sin105°
b) cos15° d) cos 1112“
c) tan15°

Izracunajte natan¢no vrednost izrazov.
a) cos105° + cos15°
Sm

b) s1n— —smﬁ

¢) sin105°- sm 15°

¢) cosZ cos ﬁ

Ugotovite, ali velja:
a) sin(% + a)=—cosa

b) cos(g + a)=-sina

Natanéno izraéunajte cos(a + f), Ce je
sma——— cosﬂ— in je 32 <aﬂ<2n

40

Ce je o topi kot (§ <a<m)insina= 77,

koliko je cos « in koliko sin (& — g )?

. Naj bo «a topi kot in cosa = —}l . Natan¢no izra-

Cunajte sin2 ¢ in tan(a + g ).

Poenostavite izraz

sin(m —x) —sin(w +x) + cos(g —x)— cos(g +Xx).

Pokazite, da velja enakost
sin (x — —)+cos(x— —)—smx
Ugotovite, ali za a+" T ke velja

2cos(§ —a)— 2sin’a
sin(2a + 67)

=COoS .

. Na intervalu [-2m, 21] nariSite graf funkcije

f(x) = 3sinx in zapiSite njeno periodo in ampli-
tudo. Na katerih intervalih je funkcija /' pozitivna?

Na intervalu [-2m, 27t] nariSite graf funkcije
flx) =-2cosx in zapiSite njeno periodo in ampli-
tudo. Na katerih intervalih je f{x) > 0?

Narisite grafe funkcij.
a) sinx+ 1
b) cosx—1

c) |tanx|
¢) —cotx

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Narisite grafe funkcij.

a) sin(% ) f) —sin(2x + 7)

b) sin(x — Z—{) g) 1+sin2x

c) cos2x h) 1- cos(’—“)

¢) cos(x+§) i) 3s1n(— -z

d) 25in(x+§) i) 3cos(’§“ §)+3

e) —cos(x + g )

Na intervalu [-r, 3] nariSite graf funkcije
flx) = —cos%c . Resite neenacbo f{x) < 0.

Na intervalu [-27, 21t] nariSite graf funkcije
flx)=—2sin(x + g ). Resite neenacbo f{x) > 0.

Narisite graf funkcije f{x) = 2 cos(x + % ). Zaloga
vrednosti funkcije g(x) = Af(x); A > 0 je interval
[-3, 3]. ZapiSite 4 in predpis za funkcijo g in v isti
koordinatni sistem nariSite njen graf.

Na sliki sta dana grafa funkcij f{x) = 4 sinwx

in g(x) = A4 cos(wx + ¢). Zapisite njuna predpisa.
Koliko sta amplitudi in koliko osnovni periodi
danih funkcij?

y
3
N\ ! /
2n -m 7 Zan
-3
2
VAN /-

Funkcijo fix) =2 cos’x zapiSite v obliki

fix) =Acoswx + B. ZapiSite osnovno periodo
funkcije f, amplitudo in zalogo vrednosti ter
na intervalu [-r, 7] nariSite njen graf.



36. Izracunajte.

a) arcsin 42@

b) arcsinl
c) arcsin(—%)
¢) arcsin(—ég)

d) arccos %

e) arccos(

37. Resite enacbe.
1

a) sinx = 3

b) cosx = AZQ
¢) tanx = ,/3
¢) sinx = —Azé
d) cosx=-— %

38. Resite enacbe.

a) 2sin)§‘ -1=0

b) 2cos2x+1=0
2
2

¢) sin(x — %)

39. Resite enacbe.
a) sinx = sinx cosx
b) 2sinx cosx=1
C) cosx =sinx

f) arccos(—ézé)
g) arccos(—ézé)
h) arccos(— 1)

i) arctan 435

j) arctan(— ﬁ )
k) arctan(—1)

e) tanx=-1

f) sinx=1
g) cosx=0
h) sinx=-1

i) cosx=-1

¢) cos(3x — g )=

1
2
d) tan(% -2x)=0

e) sin’x =1

&) 4sinx cosx — /2 =0

d) /3 sinx = cosx
e) cotx sinx =0

. . 2
f) sin4x —sin4xcos'x=0

g) sin2x = —ﬁ sinx

h) ./3 tan’x + tanx = 0
. 2 22 1
1) cos’x —sin"x = 5

j) cosx+ sin’x — cos’x = 1
k) cos(x +90°) —sinx=1

40. IzraCunajte nicle funkcije f{x) = 2cosx — 1

in narisite graf y = lf(x)|.

41. Dana je funkcija f{x) = % sin (2x + % ). Zapisite
presecisca grafa funkcije f'z osjo x in z 0sjo y.
Koordinate naj bodo natan¢no izracunane.

42

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.
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. Dana je funkcija f{x) = —3 sin 2x.

a) IzraCunajte nicle funkcije f.

b) Izracunajte abscise tock, v katerih doseze
funkcija fnajvecjo vrednost, in tock, v katerih
doseze funkcija f najmanjsSo vrednost.

¢) Na intervalu [—m, 7] nariSite graf funkcije f.

Narisite graf funkcije f{x) = 2 sin(’é ) in izracu-

najte abscise presecis¢ grafa funkcije /'s premico
y=1.

a) Na intervalu [-2m, 27rt] nariSite graf funkcije
flx)=4cos(x — % ).

b) Izracunajte preseciSCa grafa funkcije f
s premico y = 2.

a) Na intervalu [-r, «t] nariSite graf funkcije
flx) =tanx.

b) Izracunajte presecisca grafa funkcije f
s premico y = —1.

¢) Resite neenacbo f{x) < —1.

V isti koordinatni sistem na intervalu [-2m, 2]
nariSite grafa funkcij x — sinx in x — cosx
ter izracunajte koordinate presecisc.

V pravokotnem trikotniku ABC je |[BC| = 5 cm

in |CA| = 12 cm.

a) Natancno zapiSite vrednosti kotnih funkcij
sinus, kosinus, tangens in kotangens kota c.

b) Na minuto natanéno izraCunajte velikosti
notranjih kotov trikotnika.

V pravokotnem trikotniku ABC s pravim kotom
v oglis¢u Cjea+ b =50 cmin o= 35°. IzraCu-
najte velikosti kotov trikotnika in dolzine stranic
trikotnika. Rezultate zaokrozite na dve decimalni
mesti.

Obseg pravokotnega trikotnika ABC s pravim
kotom v ogliscu C in kotom a = 60° je 3 + ﬁ .
Natancno izracunajte dolZine stranic trikotnika.

. PloS¢ina trikotnika s stranicama a = 6 cm
inb=8cmje 12 cm’. Koliksen kot oklepata
stranici a in b? ZapiSite obe mozZnosti.
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51. V paralelogramu ABCD je a =10 cm, b =7 cm
in o= 50°. Izracunajte dolZini diagonal. Rezul-
tata zaokrozite na dve decimalni mesti.

52.V trikotniku ABCje a =5 dm, =7 dm in
a=40°. Izracunajte velikosti preostalih neznanih
kotov trikotnika. ZapiSite obe moznosti. Rezul-
tate zaokrozite na minuto.

53. V trikotniku ABCjea=15cm, b= 12 cm in
a= 2. Na minuto natanéno izracunajte velikosti
notranjih kotov trikotnika in na stotinko natan-
¢no izracunajte dolZino stranice c.

54.V trikotniku ABC meri polmer oCrtanega kroga
R=6cm, stranicab=10cm in a=75°.
Na minuto natan¢no izraCunajte velikosti
notranjih kotov fin yin na dve decimalni
mesti natan¢no dolZini stranic « in c.

55. V trikotniku ABCjea+ b= 12 cmin = 60°
ter = 25°. Na stotinko natan¢no izracunajte
dolZine stranic trikotnika.
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22. STOZNICE [

Krivulja drugega reda je mnoZica tock (x, y) v ravnini, ki zadoS¢ajo enacbi AX + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F=0,
pri ¢emer so 4, B, C, D, E in F realna §tevila ter je vsaj eden od koeficientov 4, B in C razli¢en od 0.

Glede na izbiro vrednosti koeficientov 4, B, C, D, E in F lahko enacba doloc¢a krozZnico, elipso, hiperbolo,
parabolo ter dve nevzporedni premici, dve vzporedni premici, eno dvakrat Steto premico, to¢ko, prazno
mnoZico.

StoZnice so primeri krivulj, ki nastanejo pri preseku stoZca z ravnino.

4

Kroznica Elipsa Hiperbola Parabola

Kroznica

Geometrijska definicija kroZnice: Kroznica je mnozica tock 7 v ravnini,
ki so za r oddaljene od izbrane tocke S. Tocka S je srediSce kroZnice,
r pa polmer kroZnice.

Enacba kroznice s srediS¢em S(0, 0) in polmerom 7 (v srediScni legi): X+ y2 =/

ZapiSimo enacbo kroznice s srediS¢em v koordinatnem izhodiScu, na kateri lezi tocka A(—1, 7). Katere od
tock B(2, 6), C(5, -5)in D( /2, 4,/3 ) lezijo na dani kroznici?

Izracunajmo polmer kroznice r = ,/(—1 )2 +7* = @ =5 ﬁ in zapiSimo njeno enacbo X+ y2 = 50,

Ker je 2>+ 6% =4 + 36 = 40, tocka B ne leZi na kroznici.

Ker paje 5°+ (=5)°=25+25=50in (/2 )"+ (4./3) =2 + 48 = 50, tocki C in D lezita na dani kroZnici.

Enacha kroznice s srediséem S(p, ¢) in polmerom r: (x — p)’ + (v — ¢)’ = 7.
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n Zapisimo enacbo mnozice tock, ki so za 13 oddaljene od tocke (12, 5). Ali koordinatno izhodisce lezi
v tej mnozici tock?

Iskana mnozica tock je kroznica s sredis¢em S(12, 5) in polmerom r = 13. Njena enacba je
(x —12)2 +(y— 5)2 = 169. Koordinatno izhodisce (0, 0) lezi v dani mnozici tock, saj je
(0-12)* + (0 — 5)* = 144 + 25 = 169.

E ZapiSimo enacbo kroznice s srediS¢em v tocki S(4, —4) in s polmerom r = 5. V katerih tockah seka
kroznica koordinatni osi?

Iz (x — 4)* + (y —(—4))" = 25 oz. (x — 4)* + (¥ + 4)* = 25 dobimo enacbo kroznice x* +y* — 8x + 8y + 7 = 0.
V preseciscu kroznice z abscisno osjo je y = 0. Zato iz xX—8x+7=0z razstavljanjem (x — 1)(x—7)=0

V preseciscu kroznice z ordinatno osjo je x = 0. Zato iz y2 + 8y + 7 =0 z razstavljanjem (y+ 1)(y +7) =0

dobimo y, = —1 in y, = —7. Presecisci kroznice z ordinatno osjo sta tocki (0, —1) in (0, —7).

B ZapiSimo enacbi kroznic, ki se dotikata koordinatnih osi in premice x = 4.

1z slike razberemo, da je premer kroznice 4 oz. njen polmer r = 2.

Ker se kroznica dotika ordinatne osi in premice x = 4, je abscisa srediSca p = 2.
Ker pa se kroznica s polmerom r = 2 dotika tudi abscisne osi, sta ordinati
srediSc¢a lahko ¢; = 2 in ¢, = —2.

Enacbi krozZnic sta (x —2)" + (¥ =2)" =4 in (x = 2)" + (v + 2)" = 4.

Sredisce kroZnice S je razpolovisée daljice AB. 1z S(’%"2 , lem ) dobimo sredisée S(—1, 2).
Polmer kroznice r je enak razdalji med tockama S in A4:

r=JOo—x) 2+ (32-31) = J(=1-(=3))’+(2-5) = J4+9 = /I3.

Enacba kroZnice je (x + 1)* + (y — 2)’ = 13.

E Enacba x* + y2 —4x + 10y + 13 = 0 predstavlja kroznico. Pois¢imo srediSce in polmer kroznice.

Iz dane enacbe s preoblikovanjem (x2 —4x+4)—-4+ (y2 + 10y + 25) — 25 + 13 = 0 in tvorjenjem
kvadratov dobimo enacbo kroznice (x — 2)2 +(+ 5)2 = 16.

Sredisce kroznice je tocka S(2, —5), polmer pa r = 4.



ﬂ ZapiSimo srediSce in polmer kroznice, ki poteka skozi tocke A(2, 0), B(0, —2) in C(8, —10).

V enacbo x” + y2 + ax + by + ¢ = 0 vstavimo koordinate tock in dobimo sistem treh enacb s tremi

neznankami.
4+2a+c=0
4-2b+c=0

64+ 100+ 8a—10b+c¢=0

Iz prve enacbe izrazimo 2a = —c — 4, iz druge enacbe 26 = ¢ + 4. Te vrednosti vstavimo v tretjo enacbo

64 + 100 + 4(—c—4) — 5(c + 4) + ¢ =0 in jo reSimo ¢ = 16. Iz prvih dveh enacb dobimo a =—-10in b = 10.
Enacba kroznice je x” + " — 10x + 10y + 16 = 0 0z. (x — 5)° + (v + 5)” = 34.

Sredisce kroznice je tocka S(5, —5), polmer pa r = J371 .

Elipsa

Geometrijska definicija elipse: Elipsa je mnozica to¢k 7 v ravnini,
za katere je vsota razdalj do dveh izbranih tock F; in F, konstantna:
d(T, F\) +d(T, F,) = 2a.

2 2
Enacba elipse s srediscem S(0, 0) (v srediséni legi): 2—25 + i’—z =l;a,beR".

Ce je a > b, je stevilo a velika polos, b pa mala polos elipse. Tocki Fi(e, 0)
in F5(—e, 0) imenujemo gorisci elipse, Stevilo e pa linearna ekscentri¢nost
elipse in velja: e=a -b.

Temena elipse so tocke T;(a, 0), T>(—a, 0), T5(0, b), T4(0, —b).

Ce je b > a, je stevilo b velika polos, a pa mala polos elipse.
Gorisci elipse sta tocki F,(0, e) in F,(0, —e), linearno ekscentri¢nost elipse
pa izra¢unamo iz e=b—a.

2 2
Enacba elipse s srediséem S(p, ¢) (v premaknjeni legi): (x;sz + Q%‘ll =1.
a

Koordinate temen in goriS¢ elipse v premaknjeni legi dobimo tako,
da abscisam temen in goriS¢ elipse v srediS¢ni legi z enakima polosema
pristejemo p, ordinatam pa q.

[y

n Elipsa v srediS¢ni legi in goriS¢ema na abscisni osi ima veliko polos 4 in malo polos 2.
ZapiSimo enacbo elipse, koordinate temen in goriS¢ ter nariSimo elipso.

lza=4inb=2 zapiSemo X + % = 1. Koordinate temen so 7;(4, 0), To(~4, 0), y
T4(0, 2) in T,(0, =2).

Linearna ekscentricnost je e = Ja’ —b° = J1I6—4 = J12 =2,/3. /’}“\
Koordinati goriS¢ sta F,(2 ﬁ ,0)in F(-2 ﬁ , 0). NariSemo elipso. _j\g M X
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E Tocki A(3, 0) in B(0, —5) sta temeni elipse v srediS¢ni legi. ZapiSimo enacbo elipse, koordinate temen
in goris¢ ter nariSimo elipso.

B
Iz a=31in b =5 zapiSemo %2 + % = 1. Koordinate temen so 7)(3, 0), 75(-3, 0),
T5(0, 5) in T,(0, —5).
Ker je b > a, je linearna ekscentricnost e = A/bz —a’=25-9 = JT6 =4,
Koordinati goris¢ sta F,(0, 4) in F,(0, —4). NariSemo elipso. RERUR &

B Pois¢imo enacbo mnozice tock, za katere je vsota razdalj do tock (—6, 0) in (6, 0) enaka 20.

Iskana mnozica tock je elipsa z goriSéema F;(—6, 0) in F,(6, 0) ter linearno ekscentri¢énostjo 6.
1z 2a = 20 dobimo a = 10.
Ize’ =da’ — b’ izratunamo b* = a’ — ¢’ = 100 — 36 = 64 in od tod b = 8.
2
X

2
- S S
Enacba elipse je o ta = 1.

ﬂ Zapisimo enacbo elipse z goriS¢ema na abscisni osi, ki gre skozi tocko A(3 ﬁ , —1), njena velika polos pa
je trikrat vecja od male polosi.

2 2
1z a = 3b zapisemo enacbo elipse # + blz = 1, v katero vstavimo koordinate tocke A: % + lz = 1.

b
Izra¢unamo b = /3 innatoa =3,/3.

2 2
Zapisemo enacbo elipse ;—7— + % =l

E Linearna ekscentricnost elipse z goriS¢ema na abscisni osi in veliko polosjo 7 je 3. IzraCunajmo malo
polos elipse in zapiSimo enacbo elipse.
Zapisemoa=7ine=3inize’=a’ — b’ izraGunamo b’ =a’ —e¢’ =49 — 9 =40 ter b= 2,/10.

2 2
. I N
Enacba elipse je 5T 1.

E ZapiSimo enacbo elipse, Ce je tocka 7(—3, 0) njeno teme, tocka F(0, 5) pa njeno gorisce.
Najprej zapiSemo a = 3 ine = 5.
Ker goriSce elipse leZi na ordinatni osi, iz ¢ =b"—d’izracunamo b’ =€’ +a’ =25 + 9 = 34.

2 2
: I
Enacba elipse je 5+t 13 1.

Zapisimo enacbo elipse, na kateri leZita tocki 4(2, 1) in B( /2, —,/2).

V enacbo elipse vstavimo koordinate tocke 4: % + ;15 =1 in tocke B: % + ;25 =1
a a

Drugo enaébo z 2 mnozimo % + 1% = 2 in od nje odStejemo prvo enacbo i2 + L =1 ter dobimo »* = 3.
a

o

N

2 2
= ¢ = 2 5 o5z & o
Nato Se izraCunamo ¢ = 6 in zapiSemo enacbo elipse % + % = I,



ﬂ Enacba x” + 4y2 — 8x + 8y + 4 = 0 predstavlja elipso. Pois¢imo srediSce in zapiSimo polosi, linearno
ekscentri¢nost ter koordinate sredis¢a, temen in goris¢. Elipso nariSimo v koordinatni sistem.

Iz dane enacbe s preoblikovanjem in izpostavljanjem (x2 —8x) + 4(y2 +2y) + 4 =0, tvorjenjem kvadratov
(X’ —8x+16) — 16 + 4((5° + 2y + 1) — 1) + 4 = 0 oziroma (x — 4)" — 16 + 4(y + 1)’ — 4 + 4 = 0 dobimo
(x—4) + 4@+ 1)’ =16.

Delimo s 16 in zapisemo (%)—2 i L%l)—z =1.
SrediSce elipse je tocka S(4, —1), polosi staa =4, b= 2. Temena so 71(8, —1), T5(0, —1), T5(4, 1), T,(4, -3).

Izracunamo linearno ekscentricnost e = /4° —2° = J12 =2 /3 in zapisemo koordinati goris¢
Fi(4+2,/3,-1), F,(4~-2.,/3,-1). Narisemo elipso.

y
o

Hiperbola

Geometrijska definicija hiperbole: Hiperbola je mnozica
vseh to¢k 7'v ravnini, za katere je absolutna vrednost razlike
razdalj do dveh izbranih toc¢k F) in F, konstantna:

(T, F\) - d(T, F,)| = 2a.

Enacba hiperbole s sredis¢em S(0, 0) (v srediscni legi):

xZ 2 +
L-L=LabeR.
a b

Stevilo @ imenujemo realna polos hiperbole, tevilo b pa
imaginarna polos hiperbole. Tocki Fi(e, 0) in F,(—e, 0) sta
goriséi hiperbole, Stevilo e pa linearna ekscentri¢nost hiperbole in velja e=a+b.

Temeni hiperbole sta tocki 7',(a, 0), T5(—a, 0), premici y =+ Sx pa asimptoti hiperbole.

2 2
Krivulja z enacbo & — # =—1; (a, b € R") je tudi hiperbola, le da temeni

in goriS¢i lezZita na ordinatni osi in je b realna polos hiperbole ter « imaginarna

Q
//w

polos hiperbole. Tocki 7(0, b), T,(0, —b) sta temeni hiperbole, asimptoti

b
hiperbole pa sta premici y =+ gx. Goris¢i hiperbole sta tocki F;(0, e) N
in Fy(0, —e), kijer je ¢’ = a* + b’. B 4
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n Hiperbola v sredis¢ni legi z goriSema na abscisni osi ima realno polos 6 in imaginarno polos 3. ZapiSimo
enacbo hiperbole, koordinate temen in goriéé enacbi asimptot ter nari§imo hiperbolo.

Iz a = 6 in b = 3 zapiSemo enacbo h1perbole Yo 1.

9
Koordinate temen so 7(6, 0) in 75,(—6, 0).

Linearna ekscentricnost je \ i
e= JaTB =V E6r0= s Sals S

a ) 6 _0f T x
Koordinati goriS¢ sta F,(3 ﬁ , 0) in F5(-3 ﬁ , 0). / 3 \

Enacbi asimptot sta y =

iny= —%C . NariSemo hiperbolo.

E Tocka A(4, 0) je teme hiperbole v srediS¢ni legi, katere premica z enacbo y = 2x je ena od njenih asimptot.
Zapisimo enacbo hiperbole, koordinate temen in goris¢.

Iza=4i in = b = izragunamo b = 8 ter zapiSemo enacbo hlperbole = — %4 = 1.
Koordmate temen so 77(4, 0) in 75(—4, 0).

Linearna ekscentricnost e = ,Ja’ + b = /16 + 64 = /80 =4./5.
Koordinati goris¢ sta F;(4,/5, 0) in Fy(=4./5, 0).

E Pois¢imo enacbo mnozice tock, za katere je absolutna vrednost razlike razdalj do tock (—4, 0) in (4, 0)
enaka 2.

Iskana mnozica tock je hiperbola z goriS¢ema F;(—4, 0) in F,(4, 0) ter linearno ekscentri¢nostjo 4.
1z 2a = 2 dobimo a = 1.
Ize'=a’ + b izratunamo b’ = e’ —a’ = 16 — 1 = 15 in od tod b = J15.
2 2
Enacba hiperbole je "T - % =1.
ﬂ Zapisimo enacbo hiperbole z goriS¢ema na abscisni osi, ki gre skozi tocko 4(2, ﬁ ), Ce sta simetrali lihih

in sodih kvadrantov njeni asimptoti.

Iz enacb asimptot y = £x zap1semo a = b in v enacbo enakostrani¢ne hiperbole = + bL = 1 vstavimo

koordinate tocke 4 2 = - l? = 1. Od tod izraéunamo b = ,/2 innatoa = /2.
a

2
ZapiSemo enacbo hlperbole * % =1.
E Linearna ekscentricnost hiperbole z goriSCema na abscisni osi in realno polosjo 4 je 5. IzraCunajmo
imaginarno polos hiperbole in zapiSimo njeno enacbo.
ZapiSemoa=4ine = 5 inize’=a’+ b’ izracunamo b’ =¢’ —a’ =25— 16 =9 ter b = 3.

Enacba hiperbole j je 7 X - L =1.
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ﬂ ZapiSimo enacbo hiperbole, Ce je tocka 7(0, 8) njeno teme, tocka F(0, —10) pa njeno gorisce.

Najprej zapiSemo b = 8 in e = 10.
Iz’ =a” + b izracunamo a’ = e* — b = 100 — 64 = 36 0z. a = 6.

2 2
Ker gorisce hiperbole lezi na ordinatni osi, je enacba hiperbole §—6 - & =-1.

ZapiSimo enacbo hiperbole z goriS¢ema na abscisni osi, na kateri lezita tocki A(5, —1) in B(—10, —4).

V enacbo hiperbole vstavimo koordinate tocke A: 2—2 = blz =1 in tocke B: %) = Z—g =1.
a a
Prvo ena¢bo mnozimo s 4: @ - biz =4 in od nje odStejemo drugo enacbo @ - Z—g = 1 ter dobimo »” = 4.
a a
2 2
Nato §e izraunamo @’ = 20 in zapiSemo enacbo hiperbole 2% - % = 1.
Parabola
Geometrijska definicija parabole: Parabola je mnozica toc¢k 7'v ravnini, ki so enako N
oddaljene od premice v in od dane tocke F: d(T, v) = d(T, F). T T(x,v)
Enacba parabole s temenom 7(0, 0): y2 = 2px. ‘
Tocko F(Z, 0) imenujemo gorisée parabole, premico v pa vodnico parabole. |
2 P 0 p X
Enacba vodnice parabole je x = —122 . o F( bL 0)
Z zrcaljenjem parabole y2 = 2px prek simetrale lihih kvadrantov dobimo parabolo
X = 2py oziroma bolj znano enacbo y = ax’, ki ima gorisce (0, £) oz. F(0, la )

in vodnico y = —122 0z.y= —4%1 .

[y

E ZapiSimo enacbo parabole s temenom v izhodiS¢u koordinatnega sistema in goriS¢em F(3, 0)

ter parabolo nariSimo.

Iz g = 3 dobimo p = 6. ZapiSemo enacbo parabole y2 = 12x in nariSemo parabolo.

8%
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E Parabola s temenom v tocki (0, 0) ima goriSce v tocki F(0, 1). ZapiSimo enacbo vodnice parabole
in parabolo nari§imo.

Iz 1% =1 dobimo p = 2. ZapiSemo enacbo vodnice y = —1 in enacbo parabole y
¥ = 4y.

Parabolo nariSemo.

B Narisimo parabolo z enacbo y° = —2x.

Ker je 2p =-2, je p=—1. ToCka F(—l , 0) je goriSce parabole. ¥
Parabolo nariSemo.

ﬂ ZapiSimo enacbo parabole, na kateri lezi tocka 4(6, — ﬁ )2

V enacbo y2 = 2px vstavimo koordinate tocke 4 in dobimo 3 = 12p ter od tod p = }‘ .
Enacba parabole je y2 = %x.

E ZapiSimo enacbo mnoZice tock, ki so enako oddaljene od premice x = —4 in tocke F(4, 0). Kateri tocki
v tej mnozici sta za 13 oddaljeni od tocke F?
Iskana mnozica tock je parabola. Ker je % =4, je p = 8 in enacba parabole je y2 = 16x.

Ker je tocka 7 tudi od vodnice x = —4 oddaljena za 13, je njena abscisa enaka 9.
V enacbi y2 = 16x nadomestimo x z 9 in dobimo enacbo y2 = 144 z reSitvama y; = 12 in y, = —12.
Tocki 77(9, 12) in T5(9, —12) sta za 13 oddaljeni od tocke F(4, 0).

o o o o o 0520 2 0o -~ 2 o o -~ o 9 o
ﬂ V isti koordinatni sistem nariSimo krivulji z enacbama y” = 4x in x — y — 3 = 0 ter izraCunajmo njuni

presecisci.
Enacba y° = 4x doloca parabolo z goriséem v tocki F(1, 0), druga enacba )é ________________________
x —y— 3 =0 pa premico. NariSemo ju v istem koordinatnem sistemu. R

Ce iz enac¢be premice izrazimo x = y + 3 in to vstavimo v enacbo parabole,
dobimo y* = 4(y + 3).

Enacbo preoblikujemo v y2 — 4y — 12 =0 in jo z razstavljanjem 2ty
(v—6)(y +2) =0 resimo y, = 6, y, = —2. B

Pi(9, 6) in Py(1, -2).
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10.

. Zapisite enacbo kroznice s srediS¢em v koordi-

natnem izhodiScu, na kateri lezi toCka A(3, —4).
Daljica AB je premer dane kroZnice. ZapiSite
koordinate tocke B.

. ZapiSite enacbo kroznice, ki ima srediSce v tocki

S(—2, 0) in poteka skozi tocko 7(1,—-2). V katerih
tockah seka kroznica premico y = 2?

. ZapiSite enacbo mnozice tock, ki so za 10 odda-

ljene od tocke (2, —1). Tocki T1(8, y, > 0)
in T5(8, y, < 0) lezita na kroznici. Koliko sta
ordinati tock 7 in 7,?

.V katerih tockah seka kroznica s sredisS¢em

v tocki S(3, —2) in s polmerom r = ﬁ koordina-
tni osi?

. Na sliki je narisana kroznica. ZapiSite njeno

enacbo.

. ZapiSite enacbo kroznice, ki gre skozi tocko

A(—1, 5), njeno srediSe pa je v preseCiScu premic
X—y+6=0inx+y+2=0.

. Dana je kroznica z enacbo

¥ = 2x+ y2 + 6y — 6 = 0. IzraCunajte njen polmer
in koordinati srediSca. ZapiSite enacbo koncen-
tricne kroznice z dvakrat ve¢jim polmerom.

. V koordinatni sistem narisite kroZnico, podano

zenaébox2—4x+y2+3y+% =0.

. Natanc¢no izraCunajte plosc¢ino kolobarja,

ki ga dolocata kroZnici X — 6x + y2 =0
inx2—4x+y2—2y+4=0.

ZapiSite koordinati srediS¢a krozZnice in enacbo

njenega premera.

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

STOZNICE

. Zapisite enacbo kroZnice, ki je vértana kvadratu
ABCD 7z oglis¢i A(3, 2), B(3, -8), C(-7, -8)
in D(-7, 2).

ZapiSite enacbo kroznice, ki ima srediSce na pre-
mici x = 3 in se dotika premic y=—-6iny +4 =0.

ZapiSite enacbo kroznice, ki ima srediS¢e na
simetrali lihih kvadrantov in se v tocki 7(0, 5)
dotika ordinatne osi.

Zapisite enacbi kroznic, ki se dotikata koordinat-
nih osi in premice y = 6.

Poiscite polmer kroznice, ki ima srediSce v toCki
S(1, 3) in se dotika premice x = 5. Enacbo kroz-
nice zapisite v obliki x* + y* + Dx + Ey + F=0;
D,E, FeR.

Za katero realno Stevilo F bo enacba
X+ y2 — 2x+ 6y + F=0 dolocala kroznico
s polmerom 5?

ZapiSite enacbo kroznice, ki ima srediSCe na
premici y = %x + 3 in poteka skozi tocki A(2, 4)
in B(—4, -2).

Dana je kroznica z enacbo X —dx + y2 =0. Izra-
Cunajte presecisca kroznice z danimi premicami.
a) y—2=0 c) 2x—5y+10=0

b) x-y—-4=0

Dana je kroznica z enacbo X+ y2 +4x—-12=0.

a) IzraCunajte njeno sredisce in polmer kroznice.

b) Natancno izracunajte dolZino tetive, ki jo na
premici y = —x + 2 odreZe dana kroZnica.

Za katero realno Stevilo n bo premicay =x + n
tangenta na kroznico z enacbo
X+ y2 —2x + 6y + 2 = 0? ZapiSite enacbi tangent.

Dani sta kroZnici z enaCbama

X4y +4x+2y—4=0in

x> 43" = 2x + 10y + 25 = 0. Zapisite koordinate
srediS¢ kroZnic in izraunajte razdaljo med njima.
Ugotovite, ali imata kroznici skupno tocko.

241
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

V koordinatni sistem nariSite mnoZici tock 32
A={(xp)x +y <4}inB={(x,y) <1}
ter oznacite njun presek. Ali je presek mnoZzic A

in B konveksna mnozica?

Najbosta A = {(x,y);x,ye R, x+y—-2=0}

. Na sliki sta dani elipsi. ZapiSite njuni enacbi
in izraGunajte koordinate goris¢.

inB={(x,p);x,yelR, X4y = 2} podmnoZici
ravnine.
a) Ugotovite, katere od danih tock 7(3, —1),

P(=1,1),0(,/2,0)in R(3, 1) pripadajo
mnozici A in katere mnozici B.

b) V mnozici A poiscite tiste tocke, ki lezijo
na abscisni osi.

¢) V mnoZici B poiscite tiste tocke, ki leZijo
na ordinatni osi.

¢) ZapiSite presek mnoZic A in B.

ZapiSite enacbo kroznice, ki je oCrtana trikotniku
ABC z oglisci A(-7, 0), B(-5, 6) in C(-1, =2).

35.

ZapiSite enacbo kroznice, ki ima srediS¢e na ordi-
natni osi in gre skozi toc¢ki A(2, 0) in B(-2, 6).

36.

Izracunajte koordinate preseciS¢ danih kroznic.
a) X+ —2x+4y—24=0,

X4y +6x—4y+8=0
b) X+ )"+ 6x—16y+55=0,
x2+y2—4x—6y+5=0 37.
c) xz+yz—8x+2y+15=0,

X +)y +4x-4-12=0

Elipsa v srediS¢ni legi ima veliko polos 7 in malo
polos 5. Zapisite enacbo elipse, koordinate temen
in goris¢ ter nariSite elipso.

Tocki A(-2, 0) in B(0, —3) sta temeni elipse
v srediS¢ni legi. ZapiSite enacbo elipse, koor-
dinate temen in goriS¢ ter nariSite elipso.

ZapiSite enacbo elipse v srediS¢ni legi, ki ima
gorisce v tocki F|(-2 ﬁ , 0) in je toCka T,(4, 0)
eno izmed njenih temen.

Premica 3x — 4y — 12 = 0 poteka skozi dve temeni
elipse v sredis¢ni legi. NapiSite enacbo elipse
in izracunajte koordinate njenih gorisc.

41.

ZapiSite koordinati temen in goriS¢ elips, podanih
z enacbama:

a) X’ +97°-36=0 b)5x’+3°-30=0

0 1273

33.

34.

38.

39.

40.

Poiscite enaCbo mnozZice tock, za katere je vsota
razdalj do to¢k (-3, 0) in (3, 0) enaka 12.

Linearna ekscentri¢nost elipse z goriS¢ema na
abscisni osi in veliko polosjo 4 je 2. IzraCunajte
malo polos elipse in zapiSite enacbo elipse.

ZapiSite enacbo elipse, ¢e je tocka 7(5, 0) njeno
teme, toCka F(0, —5) pa njeno gorisce.

Elipsa je vertana pravokotniku z oglis¢i A(2, 3),
B(2,-3), C(-2, 3) in D(-2, —3). Izracunajte
koordinate gorisc¢ elipse. V katerih tockah seka
premica y = 2x — 3 dano elipso?

Razdalja med goriScema elipse je 6 ﬁ , mala
polos pa je za 3 manj$a od velike polosi. PoisCite
enacbo elipse, Ce njeni gorisCi lezita na abscisni
osi.

ZapiSite enacbo elipse v srediS¢ni legi, Ce tocki
A(=2,2./3)in B(,/6,-3) lezita na elipsi.

Elipso z enacbo X+ 3y2 =9 zrcalite Cez simetralo
lihih kvadrantov. ZapiSite enacbo dobljene elipse
in koordinati njenih goris¢.

Spodnje enacbe dolocajo elipse. Zapisite polosi,
linearno ekscentri¢nost, koordinate sredisca,
temen in gorisc.

a) 4+ 9" + 16x— 54y +61=0

b) 169x” + 144y° — 2704x + 2880y + 880 =0

¢) I +1 +54x—2p+1=0

Zapisite enacbo elipse z linearno ekscentri¢nostjo
3, Ce sta tocki A(—7, 2) in B(3, 2) temeni velike
osi.



42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.

Zapisite polosi in koordinate sredi$ca ter v koor-
dinatni sistem nariSite elipsi, podani z enacbama.
a) X+ 4" — 10x—32y+73=0

b) 9x +4y" —36x+8y+4=0

Dana je krivulja z enacbo

5%+ 95" +50x — 36y + 116 = 0.

a) Ugotovite, katera krivulja je to, ter zapiSite
njeni polosi in koordinati sredisca.

b) Poiscite numeri¢no ekscentri¢nost in gorisci
krivulje.

¢) V koordinatni sistem nariSite dano krivuljo.

Dana je enacba elipse ¥+ 9y2 = 9. Prva krozZnica
s srediS¢em v izhodiS¢u koordinatnega sistema
ima polmer enak veliki polosi elipse, druga kroz-
nica s srediS¢em v izhodi$¢u koordinatnega
sistema pa ima polmer enak mali polosi elipse.
ZapiSite enacbi obeh kroznic in v koordinatnem
sistemu nariSite vse tri krivulje.

Kroznica ima srediS¢e v desnem goriscu elipse
2 2

;—5 + % =1 in se dotika ordinatne osi. ZapiSite

enacbo kroznice.

x+4y + 4 =0in elipse z enacbo x + 4y" — 32 =0.

Natanc¢no izraCunajte dolzino tetive, ki jo na
elipsi 45" + y2 — 20 =0 odreze premica z enacbo
2x—3y+10=0.

Kroznica se dotika ordinatne osi in ima srediSce

. 2 2 N
v desnem temenu elipse 10x™ + 5y" = 10. ZapiSite
enacbo kroznice.

Izracunajte presecisca kroznice in elipse, ki sta
2 2

X_+L:1‘

podani z enacbama X+ y2 =40in %16

Poiscite presecisca elips, podanih z enacbami:
a) X +47°=8,x+3=6
b) 2 +3y°=13,3x+)" =9

Hiperbola v sredis¢ni legi z goriS¢ema na abscisni
osi ima realno polos 3 in imaginarno polos 5.
ZapiSite enacbo hiperbole, koordinate temen

in goriS¢, enacbi asimptot ter nariSite hiperbolo.

52

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

. Poiscite enacbo mnozice toCk, za katere je abso-
lutna vrednost razlike razdalj do tock (-6, 0)
in (6, 0) enaka 4.

Tocka A(0, —3) je teme hiperbole v srediS¢ni legi
z asimptotama y = +3x. ZapiSite enacbo hiper-
bole, koordinate temen in goris¢ ter nariSite
hiperbolo.

Linearna ekscentri¢nost hiperbole z goris¢ema na
abscisni osi in imaginarno polosjo 3 je 4. Izra-
Cunajte realno polos hiperbole in zapiSite njeno
enacbo.

ZapiSite enacbo hiperbole, ¢e je tocka 7(0, —4)
njeno teme, tocka F(0, —6) pa njeno gorisce.

ZapiSite enacbo hiperbole z goriS¢ema na
abscisni osi, na kateri lezita toCki A(3, —4)

in B(-2, ./6).

ZapiSite enacbo enakostrani¢ne hiperbole
z goriS¢em v tocki F;(0, —8).

ZapiSite koordinati temen in gorisS¢ hiperbol,
podanih z ena¢bama:
a) X -4 —16=0 b)3x -y’ +12=0
Na sliki sta narisani hiperboli. ZapiSite njuni
enacbi in izraCunajte koordinate goriSc.

60.

61.

62.

Premica y = —2x je asimptota hiperbole
z goriS¢ema na abscisni osi, na kateri lezi
tocka 7( ﬁ , 2). ZapiSite enacbo hiperbole.

Premica s smernim koeficientom % je asimptota
hiperbole z goriS¢ema na ordinatni osi, na kateri
lezi tocka T(8, -2 ,/5). Zapisite enacbo
hiperbole.

Hiperbolo z enacbo ¥ - 3»y2 =9 zavrtimo za 90°
okoli izhodis¢a. ZapiSite enacbo dobljene hiper-
bole in koordinati njenih gorisc.
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63. Dana je enacba stoZnice X+ Cy2 =4, pri Cemer
je C poljubno, od 0 razli¢no realno Stevilo.
Za kateri C bo ta enacba:
a) enacba kroznice
b) enacba elipse z malo polosjo 1
¢) enacba hiperbole z linearno ekscentri¢nostjo

2.2

Hiperbola z linearno ekscentri¢nostjo 5 ima
realno polos enako veliki polosi elipse z enacbo
2% + 10y” = 30. Zapisite enacbo hiperbole.

64.

2

2
i X4V
65. Elipsa 5t

imata skupni gorisé¢i. ZapiSite enacbo hiperbole.

= 1 in enakostrani¢na hiperbola

66.
ki sta podani z enaCbama 2x —y — 6 =0
. 2 2
inx —2y"—8=0.

67.V katerih tockah se sekata kroznica z enacbo

2 2
x>+ »” = 106 in hiperbola z enacbo % - % =1?

2 2
68. Katere tocke na hiperboli z enacbo ’% -r =

3
so za 5 oddaljene od izhodis¢a koordinatnega

sistema?

69.

c X _ YV —1in X Y —_
z enacbama s % 1in 3 7] 1.

70. V isti koordinatni sistem skicirajte krivulji,2

2 2 2
podani z enacbama ;—6 +% =1lin x? - % =1.
Izracunajte tocne vrednosti presecisc teh dveh

krivulj.
71. Zapisite enaCbo parabole, ki je simetricna glede
na abscisno os, ima teme v koordinatnem izho-
dis¢u in gre skozi tocko 7(5, —10).
72. ZapiSite enacbo mnozice tock, ki so enako odda-
ljene od tocke F(4, 0) in premice x = — 4. Dano
mnozico tock tudi nariSite.
73. Parabola s temenom v tocki 7(0, 0) ima gorisce
v tocki F(-2, 0). Zapisite njeno enacbo in jo
narisite.
74. ZapiSite enacbo mnozice tock, ki so enako odda-
ljene od tocke F(0, 2) in premice y = —2. Dano
mnozico tock tudi nariSite.

75.

76.

77.

78.

79

80.

81.

82.

83.

84.

85.

ZapiSite koordinate temena in gorisSca ter enacbo
vodnice parabol, podanih z enacbami:

2 2
a) y =6x c) x =12

Na sliki sta narisani paraboli. ZapiSite njuni
enacbi in izraCunajte koordinati gorisca.

Na paraboli z enacbo y2 = 10x poiscite tocki,
ki sta za 3 oddaljeni od njenega gorisca.

IzraCunajte Stevilo p tako, da bo tocka 7(2, —4 ﬁ )
lezala na paraboli y2 = 2px. NariSite parabolo

v koordinatnem sistemu in izra¢unajte oddalje-
nost tocke T od goris¢a parabole in od vodnice
parabole.

. Katere krivulje dolo¢ajo dane enacbe?

a) (x—2)(x+2y)=8— 8y2

b) (x—20)(x+2y)=8-)’

¢) x=2)(x+2)=8-)

&) x—-2)(x+2)=4-y

Izracunajte presecisce parabole y2 =8x
in premice 4x —y — 4 = 0.

Natancno izracunajte dolzino daljice, katere

podani z enaCbama y2 =xiny=-x+2.

Premica z enacbo y = x + 3 je tangenta na
parabolo y2 = 2px. ZapiSite enacbo parabole

in dotikaliSCe tangente.

Izracunajte preseciSCe parabole in kroZnice, ki sta
podani z enacbama y2 =5xin (x — 5)2 + y2 =25.

V katerih tockah se sekata parabola y2 =5x
in elipsa 25x° + 96)" = 400?

2
Izracunajte presecisca hiperbole "5 -
in parabole y2 = 6x.

Sl
[
—_



23. ZAPOREDJA IN VRSTE B

Zaporedje je preslikava iz mnozZice naravnih Stevil v realna Stevila: £ N — R; f(n) = a,.
Zaporedne funkcijske vrednosti a,, a,, a; ... so ¢leni zaporedja, a, je splosni ¢len.
Graf zaporedja s splosnim ¢lenom a, je mnozica vseh urejenih parov (n, a,), pri cemer je n € N.

Graf zaporedja ponazorimo v koordinatnem sistemu s toCkami, katerih abscisa je n, ordinata pa a,,.

[V

n Zaporedje je podano s splosnim ¢lenom a, = 4 — n. ZapiSimo prvih Sest ¢lenov zaporedja
in nari§imo graf zaporedja.

an
ZapiSemo a,=3,a,=2,a;=1,a,=0, as =—1 in a5 = 2.
NariSemo graf. 3.
Mbeccodbooes °

E Za zaporedje 0, 2, 6, 12, 20 ... zapiSimo splo$ni ¢len in izraCunajmo stoti ¢len.

Vsak ¢len zaporedja je produkt zaporednih celih Stevil 1 - 0,2 -1,3-2,4-3,5 -4 ..., zato je splosni ¢len
zaporedja enak a, = n(n — 1).
Stoti ¢len je a;oo = 100(100 — 1) = 9900.

Zaporedje je narascajoce, Ce velja a, | > a, za vsako naravno Stevilo n 0z. a,,. ; — a, > 0 za vsak n € N.
Zaporedje je padajoce, Ce velja a, , | < a, za vsako naravno §tevilo n 0z. a,, | —a, <0 za vsak n € N.

Zaporedje je omejeno navzgor, e obstaja tako realno stevilo M, da je a,< M za vsak n € N. Stevilo M
je zgornja meja zaporedja.

Zaporedje je omejeno navzdol, e obstaja tako realno stevilo m, da je a, > m za vsak n € N. Stevilo m
je spodnja meja zaporedja.

Zaporedje je omejeno, Ce je omejeno navzgor in navzdol.

[y

E Zapisimo prvih pet ¢lenov zaporedja, podanega s splo$nim ¢lenom a, = '%1 , in pokazimo,
da je zaporedje padajocCe. ZapiSimo Se zgornjo mejo.

Prvih pet ¢lenov zaporedja je a, = # =2,012=22Ll =%,a3=3%1 =§,a4= — =45_1’05=T —g.
2

\S]

_ntl+l nt+tl _nt

ntl _(n+2n—m+1)' _p’+2n—n’-2n-1 _ _ -1 0
n+l n n-+ s

n n(n+1) n(n+1) T a(n+1) E
14 1l

je dano zaporedje padajoce, s tem je prvi Clen a, = = 2 najvecji in hkrati tudi zgornja meja zaporedja.

Kerjea,,,—a,

—
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E Zaporedje je podano s splo§nim ¢lenom a, = 2—11 . ZapiSimo prvih pet ¢lenov in pokazimo, da je zapo-

2n
redje naras¢ajoCe in omejeno.

: . .. LB 2 _ 22 _ 4 __2:3 _6 = 2ol a3
Prv1hpetclenovzapored]ajeal—Z.HI—3,a2—2.2+1—5,a3 TATI T M=y T 5
2T 2.5+1 1

- _ o _ 2m+l) _ _2n _2n+2 _ _2n  _ (2n+2)2n+1)-2n(2n+3) _
Kerjed, 1=, =56 131 ~3n+1 ~2n+3 ~ Zntd Qn+3)2n+1)
_4n*+2n+4n+2—4n"—6n _ 2 . . i . SRS
= TEDTED) T TES)) > 0, je zaporedje naras¢ajocCe in je prvi ¢len najmanjsi.
Zato je zaporedje navzdol omejeno z 2 ,kerpajea,= znz_’z 7 < %Zi i = 1, je zaporedje navzgor omejeno

7 1.

Aritmeticno zaporedje

Zaporedje je aritmeticno, ¢e je razlika poljubnih sosednjih ¢lenov a, , | — @, konstantna.
To razliko ozna¢imo z d in jo imenujemo diferenca aritmeticnega zaporedja.

Od tod lahko zapiSemo a,, ; — a, = d oziroma a, , ; = a, + d.

Splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja je ¢, = a, + (n — 1)d.

Za d > 0 je zaporedje narascajoce in omejeno navzdol s prvim ¢lenom.

Za d =0 je zaporedje konstantno.

Za d < 0 je zaporedje padajoce in omejeno navzgor s prvim ¢lenom.

atb
2
je aritmeti¢na sredina simetri¢no leZec¢ih Clenov.

Stevilo

imenujemo aritmeticna sredina Stevil  in b. Vsak Clen aritmetiCnega zaporedja (razen prvega)

n ZapiSimo prvi Clen, diferenco in splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22 ... PoiS¢imo
Se, koliko je stoti ¢len zaporedja.
Prvi Clen je a, = 4. Ker je razlika med sosednjima ¢lenoma vedno 3, je diferenca zaporedja d = 3.
Splosni ¢len zaporedjajea,=a;+(n—1)d=4+(n—-1)-3=4+3n-3=3n+1.
Stoti ¢len zaporedja je a,oo = 301.

E Izracunajmo diferenco aritmeti¢nega zaporedja, danega z a; = — 2 in a4 = 8.
ZapiSemo ag=a; + 5d =-2 + 5d = 8.

Preoblikujemo 54 = 10 in izraCunamo d = 2.

B Izracunajmo aritmeti¢no sredino Stevil 10 in 30 ter log5 in log20.

Aritmetiéna sredina Stevil 10 in 30 je 19330 = 40 = 20,

2
aritmeticna sredina Stevil log5 in log20 pa

log5 +10g20 _ log5-20 _ logl00 _ 2 _ 1
2 2 2 2 :
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u Pokazimo, da so stevﬂa ﬁ ﬁ ﬁ + 1 zaporedni ¢leni aritmeticnega zaporedja. ZapiSimo diferenco
zaporedja.

Ker je razlika sosednjih €lenov /2 — 1+ﬁ /2(111522)—1 = /zlizﬁl = 1/_%3% =lin 2 +1- 2 =1,

so dana Stevila zaporedni trije Cleni aritmeticnega zaporedja. Diferenca zaporedja je d = 1.

E Izracunajmo, za kateri x so x + 1, 3x — 2, -1 prvi trije Cleni aritmeti¢nega zaporedja. Zaporedje tudi
zapiSimo.
Ker je za aritmeticno zaporedje razlika sosednjih ¢lenov enaka, lahko zapiSemo
20— (e D) =7 = 1l = (B =)
Dobimo enacbo x* — 5x + 4 =0
in jo reSimo (x — 1)(x —4) =0.
Za x, = 1 dobimo zaporedje 2, 1, 0 ..., za x, = 4 pa zaporedje 5, 10, 15 ...

ﬂ Deseti Clen aritmetiCnega zaporedja je 53, vsota petega in osmega Clena pa je 71. ZapiSimo splosni Clen
zaporedja.
ZapiSemo enacbi a;g=a; +9d=53inas+as=a,+4d+a,+7d=2a,+ 11d="T1.
Iz prve enacbe izrazimo a, = 53 — 94 in vstavimo v drugo enacbo 2(53 — 9d) + 11d =171,
jo preoblikujemo v 106 — 184 + 11d =71 in iz —7d = —35 dobimo d = 5.

Nato izracunamo a; = 53 —9d =53 — 9 - 5 = 8 in zapiSemo splosni Clen zaporedja
a,=8+(n—-1)5=8+5n-5=5n+3.

Med Stevili 4 in 58 vrinemo 8 Stevil tako, da nastane koncno aritmeti¢no zaporedje. IzraCunajmo
diferenco zaporedja in ga zapiSimo.

Prvi ¢len zaporedja je a, = 4. Ker vrinemo osem ¢lenov zaporedja, je deseti (1 + 8 + 1) ¢len zaporedja
a0 = 58. ZapiSemo a,y = a; + 9d, vstavimo Stevila 58 = 4 + 94 in izracunamo diferenco zaporedja d = 6.

Zapisemo zaporedje 4, 10, 16, 22, 28, 34, 40, 46, 52, 58.

Vsoto prvih n ¢lenov aritmeticnega zaporedja lahko izracunamo po obrazcu
S, = g(al +a,)alis,= 3(2611 +(n - 1)d).

[y

n Izracunajmo vsoto prvih 100 lihih naravnih Stevil.

Zapisemo a, = 1in d = 2. Vsota je s, = 192(2 - 1+ (100 - 1) - 2) = 50 - (2 + 198) = 10 000.

E Izracunajmo vsoto kon¢nega aritmeticnega zaporedja 17, 12, 7, 2, -3, ..., =33.

Zapis§imo a; = 17 in d = -5 in splo$ni ¢len zaporedja a,= 17 +(n — 1)(-5)=17 - 5n+ 5 =22 — 5n.
Od tod iz a, = —33 = 22 — 5n izraCunamo Stevilo ¢lenov zaporedja n = 11.

Vsota je s, = 12—1(2. 17+(11=1)-(=5)) = 12—1 . (~16) =— 88.
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B Kon¢no aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom a, = 10 in diferenco d = 7 ima vsoto s, = 34 947.
Koliko ¢lenov ima zaporedje?

ZapiSemo s, = 3(2 10+ (n—1)-7)=34947,
preoblikujemo v 7(20 + 7n — 7) = 69 894
in od tod zapiSemo kvadratno enacbo Tn* + 13n — 69 894 = 0.

—13+ /13-4 .7.(-69894) _ —13+1399
K] 14

Resitev enacbe dobimo iz n, , = oz.n=99.

Zaporedje ima 99 ¢lenov.

Geometrijsko zaporedje

Zaporedje je geometrijsko, ¢e je koli¢nik poljubnih sosednjih ¢lenov %—*—1 konstanten.

n

Ta koli¢nik oznac¢imo s k in ga imenujemo koli¢nik geometrijskega zaporedja.

- . e a .
Za vsako naravno Stevilo n lahko zapiSemo —ﬁi—‘ =k oziroma a,, = a, - k.
n

Splosni ¢len geometrijskega zaporedja je a, = a, - k"~ "
Geometrijsko zaporedje je narascajoce, Ce jea; >0ink>lalia; <0in0<k<1.
Geometrijsko zaporedje je padajoce, Ce jea; <Oink>1lalig; >0in0<k<1.

Stevilo ./a - b imenujemo geometrijska sredina pozitivnih $tevil « in 5. Vsak élen pozitivnega geometrijskega
zaporedja je geometrijska sredina simetri¢no leZeCih ¢lenov.

Vg

n ZapiSimo splosni ¢len geometrijskega zaporedja 1, 2, 4, 8, 16, 32 ... in izraCcunajmo 11. ¢len zaporedja.

Kerje a, = 1 in k = 2, je splosni ¢len zaporedjaa, =a, - k'~ '=1-2""'=2""".
Enajsti ¢len zaporedjajea' =2""'=2""=1024.

3
E Ugotovimo, ali so Stevila ye ,3/64 OE5R: zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja. ZapiSimo koli¢nik

zaporedja.
J 3
- 2 A232 _ A3 . ceyl _ 1yl
IzraGunamo 4° = (2°)" =2"=8,3/64 =4,(0°5) = () = 2.
Ker je kvocient sosednjih ¢lenov % = % in % = %, so dana Stevila zaporedni Cleni geometrijskega
zaporedja.

Koli¢nik zaporedja je k = i% .

B Izracunajmo geometrijsko sredino Stevil 9 in 81 ter ﬁ in j3_2
Geometrijska sredina Stevil 9 in 81 je ./9 - 81 =3 -9 =27,

geometrijska sredina Stevil /8 in /32 pa ./, /8. /32 = J2./2-4.2 = /16 =4.
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u Za katero realno Stevilo x so x — 1, x + 2, x + 6 zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja? ZapiSimo
koli¢nik in zaporedje.

okt o) S

Ker je za geometrijsko Zaporedje kvocient sosednjih ¢lenov enak, lahko zapiSemo enacbo il

Odpravimo ulomek (x + 2) =(x—-1)(x+6)
1noklepa_]ex +4x+4=x"+5x-6

= &6
x+2°

ter enacbo resimo x = 10.
Cleni zaporedja so 9, 12, 16, koli¢nik pa je k = % = ‘3—‘.

E Izracunajmo koli¢nik geometrijskega zaporedja, za katerega velja @, = 81 in a4 = % )
Zapisemoag=a, -k =81 -k = 3_32_

. SIS R .. 9
Preoblikujemo v k™ = %3 = 3 —(3) in zapiSemo k = 3

ﬂ Med steyvili 16 in 250 vrinimo dve Steyvili tako, da nastane kon¢no geometrijsko zaporedje. Izracunajmo
koli¢nik zaporedja in zapiSimo Clene.
Prvi ¢len zaporedja je a; = 16. Ker vrinemo dva ¢lena, je ¢etrti (1 + 2 + 1) ¢len a, = 250.
ZapisSemo a, =a, - k’, vstavimo Stevila 250 = 16 - &’ in izraGunamo koli¢nik k = % = %/%5- = % .
Drugi ¢len zaporedja je 16 - % = 40, tretji ¢len pa 40 - % = 100.

Zaporedje ima ¢lene 16, 40, 100 in 250.

Tretji ¢len geometrijskega zaporedja je 12, vsota drugega in Cetrtega Clena pa je 26. IzraCunajmo koli¢nik
geometrijskega zaporedja.

ZapiSemo enacbi a; =a; - kK =12in a,+as=a,-k+a,- K = al(k +k°) =26.

Iz prve enacbe izrazimo a; = ;{—% in vstavimo v drugo enacbo -(k+ K )= 26,

jo preoblikujemo v 6k + 6k> = 13k

in iz k(6k" — 13k + 6) = 0; k # 0 dobimo k, ,= 2E10-4:6:6 _ 1323,

Zaporedji sta dve: prvo ima koli¢nik k; = % , drugo pa k, = 5

al(kn* 1)

Vsoto prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja izracunamo po formuli s, = .

[y

n Izracunajmo vsoto prvih petih ¢lenov geometrijskega zaporedja, podanega s splosnim ¢lenom a, = 4 - 3".

ZapiSemo a; = 12 in k= 3.
al(k —1) 12 - (3 -1 _12. (243—1) — 1452.

Vsoto prvih petih ¢lenov izracunamo po formuli s, — G
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E Izracunajmo vsoto 1 + 2 + 4 + 8 + ... + 1024, Ce Stevila v vsoti sestavljajo konéno geometrijsko zaporedje.
Prvi ¢len zaporedja je a; = 1, koli¢nik pa k = 2.
Splosni ¢len zaporedjaje a, =a, - k' '=1.2""'=2""",
Iz zadnjega Clena 1024 = D ugotovimo, da ima dano konéno zaporedje 11 ¢lenov.

ak"=1) _1-"~1) _2048-1 _
lkfl e = i =2047.

Vsoto izraGunamo po formuli s, =

B Konéno geometrijsko zaporedje s prvim ¢lenom a; = 10 in koli€énikom k = 5 ima vsoto s, = 2 441 410.
Koliko ¢lenov ima zaporedje?

Zapisemo s, = ¢ (kk—_ll) 10-5(5"1— D _ 10'5:—10 = 2441410,
preoblikujemo 10 - 5" — 10 = 97 656 240

10-5"=97656250

5"=9765625.

Iz5=5" zapiSemo n = 10. Zaporedje ima 10 ¢lenov.

Limita zaporedja

Stevilo 4 je stekalis¢e zaporedja a,, Ge je v vsaki okolici tocke a neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja.
Stevilo a je limita zaporedja a, (¢ = nh_r)rgo a,), ¢e so v vsaki okolici toc¢ke a vsi ¢leni zaporedja od dolocenega
¢lena napre;j.

Torej: a = nh_r)qﬁ a,, ¢e za vsak &> 0 obstaja tako Stevilo N € N, da za vsak n > N velja: \a - a,,| <e.

Ce obstaja limita zaporedja, reCemo, da je zaporedje konvergentno.

Racunanje z limitami konvergentnih zaporedij:
1. }1_1)1}0 c=c (konstantno zaporedje)

liml=0

2.
n—>on

3. lim (a, +b,) = lima, + lim b,
n—> 0 n—> oo n—> 0

4. lim (a,—b,) = lim a, — lim b,
n— o n— o n— oo

5. lim(a,-b,) = lima,- - lim b,
n— o n— o n—» 0

6. lim & = tou® 0 li 0
'n%b fmp, 0#0 lmp, =

n— o

Vsota, razlika, produkt in kvocient konvergentnih zaporedij a, in b, so tudi konvergentna zaporedja.

[Vy

ntl Jp=2
n IzraCunajmo lim *—= — in lim s2==.

Prvo limito razdelimo na dve: lim 21 = lim (l Ly=lim!l +limL =0+0=0
X —>© n X n x n X

Drugo limito izracunamo tako, da v imenovalcu in Stevcu izpostavimo #:

2 2
lim 32=2 = i n(37”)—11m37_—-hm3_xlgn—=_3—0=§
x—)002n+1 x—>oon(2+l) x—>002+1 11m2+11m_ 240 2
n n X —> oon
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_2n
T ontlc

a) ZapiSimo prvih pet ¢lenov zaporedja in izraCunajmo limito zaporedja.

E Zaporedje je dano s splo$nim ¢lenom a,, =

b) Izracunajmo, od katerega Clena naprej se v danem zaporedju vsi nadaljnji ¢leni od limite razlikujejo
1

za manj kot € = 6

a) Prvih pet ¢lenov zaporedja je %, %, g, g, 1—(12.
: T : 2n  _ 2n - 2 _ 2 _
Po znanih postopkih izraGunamo nll_I)I}O T }1_1)1}0 el }1_1)1}0 ST1=350 1
n n
: < _ _2n 1
b) Nastavimo neenacbo |1 e | <15

Ker zaporedje naraséa k 1 (to smo dokazali v zgledu na strani 246), lahko v neenacbi izpustimo
absolutno vrednost:

1- <l

2n + 1 10
Neenacbo na obeh straneh mnozimo z 10(2# + 1) in dobimo:
102n+1)—20n<2n + 1
Uredimo 20n + 10 — 20n < 2n + 1,
zapiSemo resitev n > 45 in odgovor:
Od petega Clena dalje se vsi ¢leni zaporedja razlikujejo od limite za manj kot

L
10°

Vrste

Zaporedju ay, a,, as, da, ..., 4, ... priredimo vsoto prvih »n ¢lenov:

n
S,=a)+ay+ay+as+.+a,= Zak
k=1
in jo imenujemo n-ta delna vsota ali kon¢na vrsta z n ¢leni.

»Vsoto« a; +a, +as+a, + ... +a, + ... = z a; paimenujemo (neskonéna) vrsta.
- k=1
Vrsta z ay; je konvergentna z vsoto s, e je konvergentno zaporedje njenih delnih vsot sy, 5,, 53 ... in je

Wy

Pois¢imo vsoto vrste —

k=1

s= lims,.
n— o

R
23 3-4 4.5 5.6

Najprej izraCunamo delne vsote:

=l
S el
L N
S A
1] | e | R [| S
53 = R R I

Uganemo formulo za delne vsote s, = s + 7} (dokaz pravilnosti le-te bomo zaradi zahtevnosti izpustili).

i —lim-L =1 -1
IzraGunamo Se s = lim —f— ’111_1)11(]”(2+3)—'111_1)1102+3 740 =5
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Geometrijska vrsta

~ ~ .. . 2 3 . . v
Vsoto vseh ¢lenov neskoncénega geometrijskega zaporedja a,, a,k, a,k”, a;k” ... imenujemo neskonc¢na
. 2 3 .. . ~ - . - . ex . . .
geometrijska vrsta: a; + a,k + a;k” + a;k” + ... in jo lahko izraunamo, Ce za diferencni koli¢nik zaporedja velja

—1 < k < 1. Dobimo jo po obrazcu: s = 2L

1-k
4 8

n Izracunajmo vsoto neskonéne geometrijske vrste 1 + % +gt gt

ZapiSemo a; =11in k= %
Vsoto izraGunamo iz s = <L = i
=i

E Zapisimo geometrijsko vrsto, za katero je ¢, = 6 in s = 9.

052 oF) o 2 . _a _ 6 _
Koli¢nik izraCunamo iz s = =7 = 777 = 9.
Preoblikujemo v 6 = 9 — 9k in izraCunamo k = % .
Zapisemo 6 + 2 + % + % + ...

E Za Kateri x bo vsota geometrijske vrste x + x* + x° + ... = 4?

ZapiSemo a; = x in k = x.
=l = =g

ZapiSemo x = 4 — 4x in izraCunamo x = ‘5—‘ ;

Iz § =

Obrestni racun

S ¢rko G oznacimo glavnico (kapital, vlogo, izposojeni znesek — dolg), s ¢rko o obresti, s p obrestno mero
in s ¢rko n obrestovalno dobo. Kapitalizacijska doba je cas med dvema zaporednima pripisoma obresti.

Pri navadnem obrestovanju se ves ¢as obrestuje le glavnica.

Po n letih pri p % letni obrestni meri dobimo o =n- G- p% = -2 obresti.

100

Banka za hranilne vloge na vpogled ponuja 1 5-odstotno letno obrestno mero. Koliko evrov bodo znasale
obresti za en mesec (30 dni), ¢e smo vloZzili 200 000 evrov?

Obresti za eno leto bi znasaleo=1-G - T& :

i -1.G.2 .30 _1. LS 30 _gupe
za30dnipao=1-G 105 365_1 200 000 155 365—246 58 evra.
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Pri obrestnem obrestovanju se ob koncu kapitalizacijske dobe obresti pripiSejo k dotedanji glavnici in od takrat
naprej se obrestujejo skupaj z njo. Ce oznacimo obrestovalni faktor z r = 1 + T%’ potem zaporedne vrednosti
glavnice G, G,=G-r, G, =G - rz, G;=G- P po koncu kapitalizacijskih dob sestavljajo geometrijsko
zaporedje in po n letih glavnica G naraste na G, =G - 7.

n Znesek, na katerega naraste vloga 1000 evrov po petih letih pri letni obrestni meri 2 % navadnega
obrestovanja, primerjajmo z zneskom, ki ga dobimo pri obrestnem obrestovanju z enako obrestno mero
z letnim pripisom obresti.

Pri navadnem obrestovanju po 5 letih dobimoo=#n-G - T% =5-1000 - 12W = 100 evrov obresti in tako
vloga naraste na 1100 evrov.

Pri obrestnem obrestovanju pa v petih letih vloga naraste na Gs = G - ¥ =1000 - 1°02° = 1104°08 evrov.

Torej v danem primeru pri obrestnem obrestovanju vloga naraste za 4°08 evra ve¢ kot pri navadnem
obrestovanju.

E V banko vsako leto zapored vlozimo po a = 2500 evrov. Te vloge banka obrestuje po 3-odstotni letni
obrestni meri z letnim pripisom obresti. IzraCunajmo, koliko privarCujemo v stirih letih, ¢e vlagamo
na zacetku leta, in koliko, ¢e vlagamo na koncu leta.

Za vlaganje na zacetku leta nariSimo Stevilsko premico.

—_

(=1 X
—_— e O
[NOIE SRS

Zneski, ki jih privaréujemo, so ¢leni geometrijskega zaporedja, zato lahko zapiSemo

4 o/l
S=ar+ar +ar +ar'=ra+ar+ar +ar)=r- ﬂ(ﬁl - 1'03-%)!0(3’3——1) = 10772'84 EUR.

Za vlaganje na koncu leta nariSimo Stevilsko premico.

— 4 Q
N+ Q
we S
e

Zneski, ki jih privar¢ujemo, so Cleni geometrijskega zaporedja, zato je vsota vseh privar¢evanih vlog

S=a+ar+ar +ar= a((ffli) = 25000103 1) _ 10459'07 EUR.

Dve glavnici sta ekvivalentni, Ce sta enaki po preracunu na isti termin.

Nacelo ekvivalentnih glavnic uporabljamo pri izraCunu obro¢nih vplacil ali obro¢nih izpla€il. Glasi se:
vsota vseh vplacil, preraCunanih na dolo¢en termin, je enaka vsoti vseh izplacil, preraCunanih na isti termin.
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n V banko vsako leto zapored vlozimo po a = 1000 EUR. Banka vloge obrestuje po 6-odstotni letni obrestni
meri z letnim pripisom obresti. Izracunajmo, koliko privarcujemo v petih letih, ¢e vlagamo na koncu leta,
oziroma koliko, ¢e vlagamo na zacetku leta.

Za vlaganje na koncu leta nariS§imo Stevilsko premico. G 6 G & &

Zneski, ki jih seStevamo, so ¢leni geometrijskega zaporedja, 0 1 2 3 4 5 6 ¢
zato je vsota vseh privarCevanih vlog:

S=a+ar+ar +ar +ar' = “(: —11) 100({((1)6061—“ =5637'09 EUR

NariSimo Se Stevilsko premico za vlaganje na zacetku leta.

Zneski, ki jih seStevamo, so tudi ¢leni geometriskega zaporedja, zato je vsota vseh privaréevanih vlog:

S=ar+ar2+ar3+ar4+ar5=r(a+ar+ar2+ar3+ar4)=r airr;l) 1°06 - 00(;(1)606_1 =5975'32 €

E Izracunajmo, kolikSno glavnico G je treba vloziti, da bi dobili rento ¢ = 5000 EUR Sstirikrat na koncu leta,
prvi¢ ¢ez 6 let, Ce je letna obrestna mera 4°5-odstotna z letnim pripisom obresti.

NariSemo Stevilsko premico, preracunamo vrednost glavnice in vsoto vseh izplacil na konec 9 leta.

i . . . 9 b_
Po nacelu ekvivalence glavnic zapiSemo G - r = ﬂ%) .

Iz enacbe izrazimo in izracunamo glavnico G = “(r =20 5000(1 04'-1) _ =14917°55 EUR.
Pr—1)  104(104-1)

E Pri banki smo najeli posojilo v znesku G = 10000 EUR, ki ga bomo odplacali v treh enakih obrokih,
prvi obrok ¢ez eno leto. Letna obrestna mera je S5-odstotna z letnim pripisom obresti. Izracunajmo viSino
anuitete ¢ in sestavimo amortizacijski nacrt.

Narisimo Stevilsko premico

3
in po enakosti glavnic zapiSimo G - P = ‘ﬂ%) . 0 1 > 3 ;

IzraGunamo vrednost anuitete a = Gr’ (r 1y AULEYE T 0s° AN P S 09 EURE

r-1 105"~ 1
ZapiSemo amortizacijski nacrt.
Leto Dolg Obresti Anuiteta Ostanek dolga
| 10 000700 500700 3672°09 682791
2 682791 341740 3672°09 349722
3 349722 174°86 3672°08 0°00
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V praksi se uporablja tudi pogostejsa kapitalizacija, to pomeni, da se kapitalizacijska obdobja, ko glavnici
pripiSemo obresti, skrajSajo. Temu primerno se prilagaja tudi obrestna mera. Banke za krajSa kapitalizacijska
obdobja uporabljajo dva nacina prilagajanja obrestne mere.

Ce pri p-odstotni letni obrestni meri pripisujemo obresti M-krat letno, lahko za krajse kapitalizacijsko obdobje
uporabimo:

1?_
a) relativno obrestno mero py, = A-’%[ oz. pripadajoci obrestovalni faktor rj, = 1 + <= 00 =1+ F)I(J)Tl'

V praksi to pomeni, da relativno obrestno mero dobimo iz letne obrestne mere z deljenjem z M = 2
za polletno kapitalizacijsko obdobje, M = 4 za Cetrtletno, M = 12 za mesecno itd.;

b) konformno obrestno mero p,, = 100 - (a/1 + &= 100 — 1), ki jo dobimo iz obrestovalnega faktorja

_ Pu D
w=1+156 =4/1+ 100

V praksi to pomeni, da izraCunamo M-ti koren (drugi, Cetrti, dvanajsti itd.) iz letnega obrestovalnega
faktorja in s tem dobimo konformni obrestovalni faktor.

n Za letno obrestno mero p = 12 % p. a. izraCunajmo polletno, Cetrtletno, mesecno in dnevno:
a) relativno obrestno mero,
b) konformno obrestno mero.

a) =% =(5)%=6%
p=2=2)%=3%

b) r,= /112 = 1'0583005 = p, = 5°83005%
r,=4/1"12 = 1'0287373 = p, = 2'87373%

Po=8 =()%=1% r,=12/T 12 = 1'0094888 = p,, = 0°94888 %
Pi= 5% = (4% )% = 00328767 r,=363/T"12 = 1'0003105 = p,, = 0°03105%

E Koliko obresti smo morali placati za 90-dnevni kredit v znesku G, = 5500°00 EUR pri 10-odstotni
letni obrestni meri in dnevni kapitalizaciji, ¢e uporabimo:

a) relativno obrestno mero,
b) konformno obrestno mero?

a) Najprej izracunamo relativno dnevno b) Najprej izracunamo konformni

obrestno mero.
1z p = 10 % izraCunamo

e Y 365 =0'0273973% in
r=1+Y% 0%3973 =1'000273973.
Nato velikost dolga po 90 dneh
Gy =G, - )’ = 563728 EUR.

Obresti so razlika med obema glavnicama,

kar pomeni, da smo morali placati
137°28 EUR obresti.

obrestovalni faktor r za 1 dan.

Iz p=10 % in r = 1" 10 izraCunamo
ry=363/1-10 = 1'0002612.

Nato velikost dolga po 90 dneh
Goo= Gy - 1) = 5630°79 EUR.

Obresti so razlika med obema glavnicama,
kar pomeni, da smo morali placati
130°79 EUR obresti.
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e

. Zaporedje je podano s sploSnim ¢lenom

Z; i . ZapiSite prvih Sest ¢lenov zaporedja

in nariSite graf zaporedja.

a, =

. Zaporedje je podano s splo§nim ¢lenom

a, = cos((n — 1)m). ZapiSite prvih Sest ¢lenov
zaporedja in nariSite graf zaporedja.

. ZapiSite prvih Sest ¢lenov zaporedij, podanih

s splo$nim ¢lenom a,, = n” — 7n. Kateri €len
zaporedja je enak 44?

. Zapisite prvih pet ¢lenov zaporedij, podanih

s splosnim ¢lenom. Nato zapiSite Se lastnosti

zaporedij.
a) a,=3n-1 ¢) a=3,a,,,=a,+5
b) a,=5-n" &) a,=(-n)"

. Za zaporedje zapiSite sploSni ¢len in izracunajte

deseti Clen.
a) 7,13,19,25,31 ..

b) 2,4,8,16, 32 ...
1 2 1 2 | )
©) 235335 8"
. _2n . ..
. Za zaporedje a, = I ugotovite, ali je

narascajocCe in to tudi dokazite. Izracunajte,
koliko ¢lenov zaporedja je manjSih od é—g .

. Za zaporedje a, = ﬁ pokazite, da je padajoCe

in omejeno.

. ZapiSite prvih Sest ¢lenov aritmetiénega zapo-

redja, Ce je:
a) a,=2,d=6 0) a1=i,d=—1
b) a,=5,d=-3 &) a1=—3,d=§

. Za aritmeti¢no zaporedje —5, —1, 3, 7 ... zapiSite

diferenco in izraCunajte njegov stoti Clen.

. IzraCunajte diferenco in zapiSite splos$ni Clen

aritmeti¢nega zaporedja, ¢e je:
a) a,=4,a;;,=260

b) a;=25,a,=-3

C) ayg = 0, Ay = =30

20.

21.

22.

. Tretji ¢len aritmeti¢nega zaporedja je 10, osmi
Clen pa 25. Zapisite prvi €len in diferenco tega za-
poredja. Kateri ¢len tega zaporedja je Stevilo 1517

. Izracunajte 25. ¢len aritmeti¢nega zaporedja,
v katerem je 7. ¢len 23, 35. ¢len pa 107.

. Med stevili 100 in 142 vrinite pet Stevil tako, da
tvorijo vsa Stevila skupaj aritmeti¢no zaporedje.
ZapiSite diferenco zaporedja in vrinjena Stevila.

. IzraCunajte, za katere n so n, 2(n + 1), n’ zapo-
redni Cleni aritmetiCnega zaporedja. Zaporedje
potem tudi zapiSite.

. IzraCunajte, za katere x so X =5 2x+1,3x+1
zaporedni ¢leni naras¢ajoCega aritmetiCnega
zaporedja. Zaporedje potem tudi zapiSite.

. Izracunajte, za katere x so ,/x + 1, 2x, 3x + 1
zaporedni ¢leni aritmetiCnega zaporedja.
Zaporedje tudi zapiSite.

. IzraCunajte, za kateri x so x + 4, x, ./x + 2 prvi
trije Cleni aritmetiCnega zaporedja. Koliko je
diferenca zaporedja?

. Za kateri x bodo log, 1, log, x, log, (x + 2) zapo-
redni Cleni aritmeti¢nega zaporedja? ZapiSite
diferenco zaporedja.

. Kolik$na je vsota prvih 15-ih ¢lenov aritmetic-
nega zaporedja, danega z a;, = 65 in d = 5?

V aritmeti¢nem zaporedju je a, = 22 in a,, = 4.
Izracunajte diferenco zaporedja in prvi Clen.
Kolik$na je vsota prvih 25 ¢lenov zaporedja?

Za aritmeti¢no zaporedje velja a; + a; = 4,
a, + a4 = —8. Koliko je prvi ¢len zaporedja?

Peti ¢len aritmetiCnega zaporedja je za 8 vecji
od tretjega Clena, vsota drugega in osmega ¢lena
tega zaporedja pa je 42. IzraCunajte prvi Clen a,
in razliko d tega zaporedja.
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23.

24.
25.
26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

V aritmeti¢nem zaporedju je prvi Clen enak 3,
n-ti ¢len pa je enak 703, vsota prvih n ¢lenov je
35 653. Izracunajte Stevilo » in diferenco d tega
zaporedja.

Dano je aritmeti¢no zaporedje z diferenco —4.
Sesti ¢len tega zaporedja je enak petini drugega
¢lena. Izracunajte prvi in deseti ¢len zaporedja.

V aritmeti¢nem zaporedju je prvi ¢len —10,
deveti pa 14. Izracunajte 20. ¢len tega zaporedja
in vsoto prvih 50 ¢lenov zaporedja.

Drugi ¢len aritmeti¢nega zaporedja je 119,
stoti pa 1001. Izracunajte diferenco in prvi ¢len
zaporedja ter vsoto prvih stotih ¢lenov.

Vsota prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja
je 610. Izracunajte n, e je prvi ¢len zaporedja 2,
diferenca pa 3.

Izracunajte 1 + 4 + 7 + 10 + ... + 46, Ce Stevila
v vsoti tvorijo zaporedne Clene aritmeti¢nega
zaporedja.

Kolikokrat v enem dnevu (v 24 urah) zakuka
kukavica, ¢e zakuka vsako polno uro tolikokrat,
kolikor je ura? (Pozor: ko je ura 15.00, torej

3 popoldan, kukavica zakuka 3-krat.)

Kolik$na je vsota prvih n ¢lenov aritmeti¢nega
zaporedja, za katerega velja a, + ag = —10
in ds + a; = 12?

Koliko je vseh trimestnih naravnih Stevil,
ki so deljiva z 20? Izra¢unajte vsoto teh Stevil.

Koliko je vseh trimestnih naravnih Stevil, ki dajo
pri deljenju s 25 ostanek 5? Izracunajte Se njihovo
vsoto.

Za aritmeti¢no zaporedje velja as = 28 in ag = 52.
Koliko ¢lenov tega zaporedja moramo sesteti,
da dobimo vsoto 690?

Izracunajte prvi ¢len in diferenco aritmeticnega
zaporedja, podanega z a,, = 0 in s, = —40.

ZapiSite sploSni ¢len aritmeti¢nega zaporedja,
za katerega je a,o = 61 in s,y = 340.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Koliko stevil moramo vriniti med Stevili 9 in 321,
da dobimo konéno aritmeti¢no zaporedje z vsoto
41257

Dano je aritmeti¢no zaporedje 18, 12, 6 ... Najvec
koliko zacetnih Clenov tega zaporedja lahko seste-
jemo, da bo vsota Se vec¢ja od —7807?

Vsota prvih treh ¢lenov kon¢nega aritmeti¢nega
zaporedja je —3, vsota zadnjih treh ¢lenov pa 60.
ZapiSite zaporedje, Ce je vsota vseh njegovih
¢lenov 95.

Doloc¢eno vsoto denarja moramo razdeliti vec
ljudem tako, da prvi dobi 100 EUR, vsak nasled-
nji pa 6 EUR manj kot prej$nji. Koliko je ljudi
in kolik§no vsoto denarja moramo razdeliti,

¢e zadnji dobi 28 EUR?

Janez se je odlocil, da bo teden dni vsak dan
tekel. Prvi dan je pretekel 3200 m, vsak naslednji
dan pa 500 metrov ve¢. Koliko je pretekel sedmi
dan in koliko v tem tednu?

Notranji koti §tirikotnika so zaporedni ¢leni
aritmeti¢nega zaporedja s prvim ¢lenom 45°.
Koliks$na je diferenca aritmeti¢nega zaporedja
in koliko merijo koti Stirikotnika?

Polmeri petih koncentri¢nih krogov sestavljajo
aritmeti¢no zaporedje. PovrSina kroznega kolo-
barja, ki ga tvorita najvecja kroga, je enaka
plos¢ini srednjega kroga in je 367. IzraCunajte
polmere krogov.

Starosti ¢lanov petélanske druzine so ¢leni
aritmeti¢nega zaporedja. Najmlajsi sin ima 9 let.
Njegova starost je prvi ¢len zaporedja. Starosti
preostalih sinov sta tretji in Cetrti ¢len zapored;ja,
starosti mame in oceta pa enajsti in dvanajsti ¢len
zaporedja. Koliko so stari preostali ¢lani druzine,
Ce je vsota starosti vseh sinov enaka starosti
oceta?

ZapiSite prvih pet ¢lenov geometrijskega

zaporedja.
a) a;=2,k=3 c) aj=—6,k=-2
b)a1=8,k=% &) alz%,kz—l
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

ZapiSite splo$ni Clen geometrijskega zaporedja,
Cejea,=1ina,=8.

Izracunajte koli¢nik geometrijskega zaporedja

in zapiSite splo$ni Clen.

a) a, = _4 a; = -256 C) ay = —54, as = 162

b) a; =81, as= 332 &) a, =016, a, = 0°0064

V geometrijskem zaporedju je a; = as = —1.

Zapisite splosni Clen zaporedja.

ZapiSite prvih Sest ¢lenov geometrijskega zapo-
redja, Ce je a; = 3, k = 2. Kateri Clen je enak
15367

IzraCunajte aritmeti¢no in geometrijsko sredino
danih Stevil a in b.

a) a=18,b=2

b) a= /12 -2,b=4+ /48
_ Bl g B3+

c) a [+1’b_ﬁ—1

Dano je zaporedje x — 3, x + 1, x + 7. IzraCunajte
x tako, da bo zaporedje geometrijsko. Nato zapo-
redje Se zapiSite.

Za katera Stevila x so x, 1 — x, 12x° prvi trije ¢leni
geometrijskega zaporedja?

Izracunajte, za katere x so 1, 1 + x, =5 zapo-
redni Cleni geometrijskega zaporedja. KolikSen
je koli¢nik zaporedja?

IzraCunajte tretji Clen a; geometrijskega zaporedja
z zaGetnima ¢lenoma a, = /3 ina, = @ )
Clen a; zapisite v racionalizirani obliki.

Ali je zaporedje a, = /3 + 1,a,= T [
=3+3 f geometrijsko? Odgovor utemeljite.

Poiscite tista realna Stevila x, za katera so 3",
9* ! 3/37 zaporedni ¢leni geometrijskega
zaporedja. ZapiSite koliénik zaporedja.

Za kateri kot ¢ € [0, ] bodo ,/2 cos 6’
% cos ¢ zaporedni ¢leni aritmeti¢énega zapored_]a

in za kateri kot ¢ € [0, ] bodo ,/2 cosZ,
sin g ; cos ¢ zaporedni ¢leni geometrijskega

zaporedja?

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Prvi ¢len narasCajoCega geometrijskega zaporedja
je 3, peti pa 48. ZapiSite koli¢nik in splos$ni ¢len
tega zaporedja ter ugotovite, koliko ¢lenov je
manjsih od 1000.

Med §tevili 16 in - vrinite 7 stevil tako,
da nastane kon¢no geometrijsko zaporedje.
ZapiSite zaporedje.

Izracunajte prvi Clen geometrijskega zaporedja,
za katerega veljaa, —a,=—4ina;—a, = 8.
Izracunajte vsoto prvih osmih ¢lenov geometrij-
skega zaporedja.

a) a,=-8,a,=4

b) a; =25, a3="78125

c) a,=40,a;=320

Izracunajte vsoto in Stevilo ¢lenov danih geome-
trijskih zaporedij.

— 1 -1
a) a=4,a,= 4,k— 3

b) ay= /2, a,= 55 k=42

c) a3=0709,a3=2187,a,=001

Izracunajte vsoto prvih 10 potenc Stevila 4.

Poiscite realno Stevilo x, za katero so Stevila

2x + 1, x + 14, x — 4 prvi trije Cleni padajocega
geometrijskega zaporedja. Natan¢no izracunajte
vsoto prvih 6 ¢lenov tega zaporedja.

IzraGunajmo, koliko je
1-3+3-3+3"-3+3°-3"+3".

Med stevili 2 in Y] 43 vrinite 4 Stevila tako, da
nastane konéno geometrijsko zaporedje. ZapiSite

zaporedje in izracunajte njegovo vsoto.

Med $tevili 6 in 1536 vrinite 7 Stevil tako,

da nastane kon¢no naras¢ajoce geometrijsko
zaporedje. ZapiSite zaporedje in izracunajte
njegovo vsoto.

ZapiSite koli¢nik in prvi ¢len geometrijskega
zaporedja, za katerega je vsota prvih n ¢lenov
enaka s, = 4(3" - 1).
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68.

69.

70.
71.

72.

73.

74.
75.

76.

ZapiSite Stiri Stevila, ki tvorijo geometrijsko zapo-
redje, v katerem je vsota prvega in Cetrtega Clena
—49, vsota drugega in tretjega ¢lena pa 14.

ZapiSite stiricleno geometrijsko zaporedje, sestav-
ljeno iz celih Stevil, v katerem je drugi ¢len za 35
manjsi od prvega, tretji ¢len pa za 560 vecji

od Cetrtega.

Izracunajte prvi in peti ¢len geometrijskega zapo-
redja s koli¢nikom 3, ¢e je vsota prvih Sestih
Clenov 1820.

Produkt prvih treh ¢lenov geometrijskega zapo-
redja je 1728, njihova vsota pa 63. Izracunajte
prvi ¢len in koliénik zaporedja.

Prvi trije ¢leni zaporedja so x, x + 3, 4x.

a) Za kateri negativni x je zaporedje
geometrijsko?

b) Za x = 3 izraunajte vsoto prvih dvajsetih
¢lenov geometrijskega zaporedja.

¢) Kateri ¢len zaporedja 3, 6, 12 ima vrednost
245767

Izrazia=2""", b=2""", ¢=2""" 5o trije ¢leni

zaporedja.

a) Za x =2 staain b prva dva ¢lena geometrij-
skega zaporedja. Kateri ¢len v tem zaporedju
jec?

b) Dolocite x tako, da bodo a, b in ¢ prvi trije
¢leni geometrijskega zaporedja.

Vsota treh Stevil, ki tvorijo geometrijsko zapo-
redje, je 39. Ce od tretjega Stevila (¢lena) odste-
jemo 9, nastane naras¢ajocCe aritmeti¢no
zaporedje. Katera Stevila so to?

Vsota treh stevil je 14. Ce srednje $tevilo
povecamo za 1, dobimo aritmeti¢no zaporedje.
Ce pa srednje stevilo zmanjsamo za 1, dobimo
geometrijsko zaporedje. Poiscite ta tri Stevila.

Vsota treh Stevil, ki tvorijo geometrijsko zapo-
redje, je 13. Ce pristejemo drugemu ¢&lenu 2,
zaporedje Stevil postane aritmeti¢no. KolikSen je
koli¢nik geometrijskega zaporedja?

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Tri Stevila, katerih vsota je 15, so zaporedni ¢leni
aritmeti¢nega zaporedja. Ce po vrsti tem §tevilom
priStejemo 1, 4 in 19, dobimo zaporedne ¢lene
geometrijskega zaporedja. ZapiSite ta tri Stevila.

Neka vrsta bakterij se razmnozuje z deljenjem
na dve bakteriji. Delitev bakterije na dve bakteriji
se zgodi vsakih 20 minut. Kolik$no je Stevilo
potomcev ene bakterije, e razmnoZevanje
bakterij poteka neovirano, v:

a) eniuri

b) enem dnevu

Prva dva ¢lena zaporedja sta 4 in 8.

a) Dolocite naslednja dva ¢lena tako, da bo
nastalo zaporedje aritmeti¢no. Kateri ¢len
tega zaporedja ima vrednost 1527

b) Dolocite naslednja dva ¢lena tako, da bo zapo-
redje geometrijsko. Kateri Clen tega zaporedja
ima vrednost 16 3847

¢) Stevili 4 in 8 sta prva dva ¢lena zaporedja
s splosnim ¢lenom 4n; n € N. Ugotovite, ali je
to zaporedje nara$cajocCe ali padajocCe ter ali je
omejeno. Odgovor pojasnite.

Dolzine stranic trikotnika tvorijo tricleno geome-
trijsko zaporedje. PoiSc¢ite dolzine stranic trikot-
nika, ¢e je obseg trikotnika 152, razlika dolzin
med najdaljSo in najkrajSo stranico pa 40 cm.

DolZine robov kvadra so trije zaporedni Cleni geo-
metrijskega zaporedja. Plo§¢ina osnovne ploskve

kvadra je 8 cmz, povrSina kvadra pa 112 cm’.

Izracunajte limite zaporedij.

a) : 2n_+47
—1
b 0, £
©) a”z(n+nz)2
012143,

Zaporedje je dano s sploSnim ¢lenom

a, = cos(% + nm).

a) ZapiSite prvih Sest ¢lenov zaporedja.

b) ZapiSite stekali$¢i zaporedja.

¢) Ali je zaporedje konvergentno? Odgovor
utemeljite.
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Zaporedje je podano s sploSnim ¢lenom
a,= 3n” ++24 . Izracunajte limito zaporedja. Naj bo
¢ =0"1. Od vkljuéno katerega Clena naprej lezijo
Cleni zaporedja v € okolici limite? Odgovor zapi-

Site s polnim stavkom.

Zaporedje je dano s sploSnim ¢lenom a, = ’% .
a) Izracunajte prvih sedem Clenov zaporedja
in ugotovite, ali je zaporedje narascajoce
ali padajoce, ter to tudi dokazite.
b) Izracunajte limito zaporedja.
¢) Izracunajte, od katerega Clena naprej se
v danem zaporedju vsi nadaljnji ¢leni od

limite razlikujejo za manj kot € = 1(1)—0 .
Poiscite vsoto vrst.
a) -+ L Lo L

1-3 723 725735737

1 1 1
b) ﬁ+ﬁ+9_-13+“'

Izracunajte vsoto neskoncnih geometrijskih vrst,
za katere je:

a) ay=-3,k=1
b) ;=7 k=-3
) ay=35.k=3

IzraCunajte vsoto neskoncnih geometrijskih vrst.
a) 75+30+12+...

b)6+2+§+m
) 4-3+3 ..

& 1- §
+

d) /3 + ...
e) i/&+3 ﬁ+é+...

2
) 1+sink +sin"2 + ...

6 6
_ T ’n
g) 1 Cos ¢ +Cos” ¢ + ...

2
t3-
3. .0
2+

8 , 16

~ . i" 16
Izracunajte 3 + 2 + 3+ttt

v vsoti tvorijo geometrijsko zaporedje.

., Ce Stevila

Izracunajte vsoto neskonéne geometrijske vrste

_ 1 _1_.1_
2 1+2 itg -

91.

92.

93

924.

95.

96.

97.

98.

99.

. Vsota neskoncne geometrijske vrste ]e

Neskonéno geometrijsko zaporedje s prvim
¢lenom a, = 3 ima vsoto 5. IzraGunajte koli¢nik
zaporedja in vsoto prvih desetih ¢lenov zapo-
redja. Rezultat zaokrozite na Stiri decimalke.

Izracunajte koli¢nik neskonéne geometrijske
vrste s prvim ¢lenom 4 in vsoto 6.

, hjen
drugi Clen pa Zaplslte vrsto.

Vsota prvih treh ¢lenov neskonénega padajocega
geometrijskega zaporedja s pozitivnimi ¢leni je
10°5, vsota neskonéne vrste pa 12. ZapiSite
zaporedje.

Resite enacbo 3 + 9x + 27x + ... = 12, Ce je na
levi strani geometrijska vrsta.

; _3 .1 _ 54
Za kateri a; bo a, 5tz ==

ZapiSite neskonéno geometrijsko zaporedje,

ki ima vsoto 22, vsota kvadratov njegovih ¢lenov

4 ’
pa je 922 625

Dana je geometrijska vrsta

log;9 + log;3 +log; ./3 + ...

a) Pokazite, da je vrsta res geometrijska.

b) IzraCunajte prvi Clen, koli¢nik in vsoto vrste.

V letu 2000 sta podjetnika Janez in JozZe izdelala
enako Stevilo izdelkov, in sicer vsak po 100 000.
Potem je Janez vsako leto povecal proizvodnjo
za 10 %, Joze pa za 10 000 izdelkov.

a) Koliko izdelkov bo v letu 2007 izdelal Janez
in koliko Joze?

b) Za koliko odstotkov je bila v letu 2002 Jane-
zova proizvodnja vecja od Jozetove in za
koliko odstotkov bo Janezova proizvodnja
vecja od Jozetove v letu 20077

¢) Koliko izdelkov je v letih od 2000 do 2005
izdelal Janez in koliko JoZe?

100. Koliko obresti dobi varcevalec po koncu petlet-

nega varcevanja, e je na zacCetku varCevanja
vlozil 5000 EUR in banka obrestuje vlogo

po 6°25 % letni obrestni meri, obresti pa pripise
samo na koncu varéevalnega obdobja?
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101.
102.

103.
104.

105.
106.
107.

108.
109.

110.

V banko smo za tri leta vlozili sredstva, ki jih
banka obrestuje po 5 75-odstotni letni obrestni
meri, pripis obresti pa je na koncu varcevanja.
Koliksen znesek smo vlozili v banko, ¢e nam je
ta na koncu izracunala 5175 EUR obresti?

Kolik$na je letna obrestna mera, ¢e smo za

4 leta vlozili 40 000 EUR in nam je banka po
koncu varcevalne dobe izplacala 48 400 EUR
sredstev in je vlogo obrestovala po navadnem
obrestnem rac¢unu?

Banka za hranilne vloge na vpogled ponuja

1" 5-odstotno letno obrestno mero. Koliko evrov
bodo znaSale obresti za en mesec (30 dni),

¢e smo vlozili 2000 evrov?

Kolik$na je obrestna mera, ¢e od glavnice
450700 EUR dobimo v treh mesecih 6°75 EUR
obresti in za izraCun obresti uporabljamo
navadno obrestovanje?

Nekdo si izposodi 15000 EUR, ki jih mora
vrniti ¢ez 4 leta pri 3-odstotni letni obrestni meri.
Koliko bo moral vrniti, ¢e uporabljamo navadni
obrestni racun, in koliko, ¢e uporabimo obrest-
no obrestni racun z letnim pripisom obresti?

Banka vlogo 1000 EUR obrestuje po 4°5-odstot-
ni letni obrestni meri z letnim pripisom obresti.
Na koliko naraste vloga po petih letih? Koliko
let moramo varcevati, da vloga naraste na

1486 EUR?

Banka vlogo 100 000 EUR najprej 2 leti obre-
stuje po 4-odstotni letni obrestni meri z letnim
pripisom obresti, nato pa 3 leta po 3 5-odstotni
letni obrestni meri z letnim pripisom obresti.
Na koliko naraste vloga po petih letih?

Banka ponuja 5-odstotne letne obresti in letni pri-
pis obresti. Kolik§no glavnico G moramo vloZiti
na zacetku, da bomo imeli ¢ez 4 leta 6000 EUR?

V banko smo vloZzili 10000 EUR in ¢ez 6 let
dobili 12 653719 EUR. Kolik$na je bila letna
obrestna mera, ¢e je letni pripis obresti?

Koliko let se je obrestovala glavnica 2800 00
EUR, da je pri celoletni kapitalizaciji in 4-odsto-
tni letni obrestni meri narasla na 4310°47 EUR?

111

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

. V banko vsako leto zapored vloZzimo po
a = 10000 evrov. Te vloge banka obrestuje po
6-odstotni letni obrestni meri z letnim pripisom
obresti. Izracunajte, koliko privaréujemo v petih
letih, ¢e denar vlagamo na zacetku leta.

Izracunajte, kolikSno rento bomo dobivali na
koncu leta 20 let zapored, prvic€ ¢ez pet let, ¢e
vlozimo glavnico 10 000 EUR. Letna obrestna
mera je 5-odstotna in letni pripis obresti.

Podjetnik je pri banki najel posojilo v znesku
100 000 evrov, ki ga bo odplacal v petih enakih
obrokih, prvi obrok ¢ez eno leto. Letna obrestna
mera je 5°5-odstotna z letnim pripisom obresti.
Izracunajte viSino anuitete in sestavite amorti-
zacijski nacrt.

Glavnica 3500 EUR se je obrestovala 14 mese-

cev po 5-odstotni letni obrestni meri pri obrest-

nem obrestovanju in mesecni kapitalizaciji. Na

koliko je narasla glavnica v tem obdobju, ¢e smo
uporabljali konformno obrestno mero?

Glavnica 2500 EUR se je obrestovala 15 mese-

cev po 3-odstotni letni obrestni meri pri obrest-

nem obrestovanju in mesecni kapitalizaciji. Na

koliko je narasla glavnica v tem obdobju, ¢e smo
uporabljali relativno obrestno mero?

V banko smo vlozili 400°00 EUR, po dveh letih
smo dvignili 459°55 EUR. Po kaksni letni
obrestni meri se je obrestovala glavnica, Ce je §lo
za obrestno obrestovanje, banka pa je uporabila
Cetrtletno kapitalizacijo in relativnho obrestno
mero?

Po kaksni letni obrestni meri je kreditodajalec,
ki uporablja konformni obra¢un z dnevno kapi-
talizacijo, obracunal obresti, ¢e smo mu morali
za posojilo v znesku 2000°00 EUR po 216 dneh
placati 111°49 EUR obresti?

Koliko mesecev se je obrestovala glavnica
23000°00 EUR, da je pri konformni 5-odstotni
letni obrestni meri in mesecni kapitalizaciji
narasla na 24 645°98 EUR?



B 24. ODVOD

Definicija in geometrijski pomen odvoda
Najbofid —> R; 4 < Rin tocki x, xo + /1 € A. y
. o . e flxgt h) = f(xo)
Diferencni koli¢nik funkcije /'v tocki x: - 7 X +h) |
Diferencni koli¢nik funkcije f'v tocki x; je enak smernemu
koeficientu sekante na graf funkcije f'skozi to¢ki z abscisama
Xo in Xo + h f(xO)"
_/
0
Dana je funkcija f{x) = X
a) Zapisimo diferencni koli¢nik funkcije v tocki x, = 1.
b) ZapiSimo enacbo sekante na graf funkcije /v tockah z abscisama x, = 1 in x; = 3 in enacbo sekante

na graf funkcije /v tockah z abscisama x, = 1 in x; = 2.
c) Visti koordinatni sistem nariSimo graf funkcije fin obe sekanti.

- flxo+ ) —flx) _ fL+h)—f1) _ A+h)Y> 1> _ 1+2h+h* 1 _2h+h _ hQ2+h) _
ZapiSemo —=2 7 0= 7 = 7 = =S50 = =2+h.

h
Za sekanto v toc¢kah z abscisama x, = 1 in x; = 3 je 4 = 2 in smerni koeficient
ki=2+h=2+2=4. 7\ 7 b,
Ce izradunamo y, = f{x,) =A(1) = 1 in v y — y, = k;(x — x,) vstavimo podatke
y—1=4(x— 1), dobimo enacbo sekante y, = 4x — 3. »

Za sekanto v to¢kah z abscisama x, = 1 in x; = 2 je # = | in smerni koeficient
k=2+1=2+1=3.

Ce vy —yp = ki(x — xo) vstavimo podatke y — 1 = 3(x — 1), dobimo enac¢bo sekante
Vr=3x-2. 9 /1 :
Narisemo sliko. B

Definicija odvoda:

, jo imenujemo ¥

odvod funkcije f'v to¢ki x, in piSemo f"'(x,) = %%M .

Ce obstaja limita limM
h—=0 h

J(xg+h)

Ce je funkcija fodvedljiva v vsaki tocki definicijskega obmodja A,
pravimo, da je fodvedljiva funkcija. V tem primeru dobimo novo S xo)ﬁ
funkcijo f": 4 — R, ki jo imenujemo odvod funkcije /. o~

0



Izracunajmo odvod funkcije f(x) = ¥’ in izracunajmo f'(3).

Zapisemo f'(x) = imf(x-#h)ff(x) - lim(x+h)27x2 — limx2+2xh+h27x2 = lim2xh+h —
=50 h =) h =Y h h

]
h
=%hn@Qli@:=£§M2x+h)=2xh1ﬁmﬁnmmof(3)=2-3=6

Geometrijski pomen odvoda:

Odvod funkcije /v tocki z absciso x, je enak smernemu koeficientu tangente na graf funkcije fv tocki z absciso x,.
Od tod lahko zapiSemo enacbo tangente na graf funkcije /v tocki (x,, f{xy)):

Y = fxo) = 1" (Xo)(x = Xo).

Normala krivulje y = f{x) je premica, ki je pravokotna na tangento v dotikaliS¢u s krivuljo. Enacba normale
na krivuljo y = f{x) v to€ki To(xg, ¥o): ¥ —fxo) = _J%x()) (x — xp).

[V

ZapiSimo enacbo tangente na graf funkcije f{x) = x> v tocki Xo =1 in v isti ¥ f
koordinatni sistem nariSimo graf funkcije fin iskano tangento. :
Zapisemo y, = fixo) =f(1) = 1. | by
Ker je f'(x) = 2x, je smerni koeficient tangente enak k = f"(x,) =/f"'(1) = 2.

Ce vy —yp = ky(x — xp) vstavimo podatke y — 1 = 2(x — 1), dobimo enacbo tangente o

= e = Il . 1
Narisemo sliko. - _(1)/ 1

Pravila za odvajanje vsote, razlike, produkta in kvocienta funkcij in produkta funkcije s Stevilom:

I (ftg)=/f"+g 3. (g)'zﬁgjfﬁ,gio
2. (f-9) =f'g+/fe 4. (k-f) =k-f" kje konstanta

Odvodi elementarnih funkcij:

1. (k)'=0; k je konstanta
«)Y=r-x""“reR
(sinx)"' = cosx

(cosx)' = —sinx

ok

(tanx)' = 12 ;cosx =0
COS x

6. (cotx)' =— .12 ;sinx #0
sin x

7. () =k - keR
8. (Infkx])' = 1;k e R\ {0}
9. (@) =d'lna

10. (arctanx)' = 21
x +1
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n Izracunajmo odvode danih funkcij.
a) f(x)=x2+3x+4
f'x)=2x+3

b)f(x)=3x“—§x3+x—1

S@)=3-4-2 .3 +1=12¢-2x"+ 1
_,2_1
c) flx)=x <
L) =07 =Xy =257 (=) X =2

&) fx)= Jx +3-3fx
1 1 =l 2
GHENCT dmso s = b " e h
d) fix) =x*(x - 1)
f'(x)=2x(x—l)+x2-1=2x2—2x+x2=3x2—2x
e) fix)=GBx+ " —x)
F)=3"-x)+CBx+D2x—1)=3x"-3x+6x"—3x+2x—1=9x"—4x— 1
) f0)= g
f-(x)=—1(3x+l)—(1—x)~3 :—3x—l—3+3x _ 4

(Bx+1)° (Bx+1)° (Bx+1)°
g) flx) = =
x =3
f.(X)z 2(x2—3)—2x~2x _ 2x2—6—4-x2 i —2x2_6

> -3) (*-3) *—3)

1 N
3% SRt

E Izracunajmo odvode funkcij.
a) fix)=e"
Fle) =22
b) fix) =1In(3x)
[ =1
c) flx)=x"+2°
f'(x)=2x+2"In2
¢) flx)=2sinx — cosx

5 &30

f'(x) =2cosx — (—sinx) = 2 cosx + sinx
d) flx) =sin2x

f'(x)=(2sinx cosx)' = 2cosx - cosx + 2 sinx - (—sinx) = 2(cos2x — sinzx) =2cos2x
e) flx) =(1 —cosx)sinx + x

o 9 o 2 2 o 2 .2
f'(x)=—(—sinx) sinx + (1 — cosx)cosx + 1 =sin"x + cosx —cos x + 1 =sin"x + cosx + sin"x =
o
= 2sin"x + cosx



_ sinx—x
B fix)= cosx + 1
f'(x) = (cosx—1)(cosx+1)— (smx x)(=sinx) _ cos % — 1 + sin’x — xsinx _ __—xsinx
(cosx+1) (cosx+1) (cosx+1)2
g) fix)= cotx(tanx -1)
_ 1 _ -1 /sinx _ cosx 1 _ -1 1 1 -
7 (x)_ 1ot ey | o x(cosx D SINX  cogy  SiNXcCosx + - t Shxcosx
1
-2
sin“x
ﬂ Zapisimo enacbo tangente na graf funkcije f{x) = = LV tocki z absciso x, = — %

=2 ter odvod f'(x) = —x "= =L.

ZapiSemo f(x) = )lc =x ' in izraGunamo Vo =f— % )= b

1
I
2

Kerje k=/f"(-3)=—x" —4, lahko iz y — yo = k;(x — o) zapiSemo y + 2 = —4(x + 1)

& 2)
in dobimo enacbo tangente y = —4x — 4.

u NariSimo graf funkcije f{x) = x'—2x*in izracunajmo kot, pod katerim graf funkcije seka abscisno os

v T(x > 0, 0).

, . . oty
Graf funkcije f'seka abscisno os v niclah.
Zato iz f(x) = x2(x — 2) dobimo nicle x; , = 0 in x;3 = xp = 2. 1
IzraGunamo /"(x) = 3x° — 2 - 2x = 3x” — 4x. 1 9P\
Izk=/'(2)=3-2"-4-2=12-8=4intanp=k INE /2
zapiSemo tan ¢ = 4 in izracunamo kot ¢ = 75°58".

in g(x) = x )
NariSemo krivulji in iz grafa razberemo presecisci P;(0, 0) in Py(1, 1). / 1 0
T &

IzraGunamo odvoda f'(x) = 2x in g'(x) = 3x% 1 N
V tocki P(0, 0) je £'(0) =0 in g'(0) = 0. Grafa funkcij fin g se dotikata, 1
kot med njima je p=0°. 14
V tocki Py(1, 1) jef'(1)=2in g'(l) = 3. Iztan¢—|1+3 2| = dobimo . .
kot med krivuljama ¢ = 8°8’. 0 / 1 ¢

/L

Y
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Odvod sestavljene funkcije:
Ce je funkcija f odvedljiva v tocki x in funkcija g odvedljiva v tocki f{x), potem je sestavljena funkcija g -
odvedljiva v toc¢ki x in je

(g-N'(x)=g'(x) - f'(x).

[Vy

n Izracunajmo odvode funkcij.

a) fix) =(3x+ 1)’
f'x)=2-3x+1)-3=6(3x+1)

b) /0 = (1 -x)’
=3 (1-x)(-1)=-3(1 - )"

c) fix)= 2% —1f6x—1

1 1 1

f@®=(2x) - (6x-1)y=1.(2x)" -2-

&) flx) = Z=Lr

e

)= 22x-1)- 23 -1 = (2x=1)*-2x _ 4Q2x- D=1 =2x(2x=1)* _ 2Q2x-DQRE" -1 =x(2x-1)) _

_2
S(6x—1)7 6= - 2

J2x sfex—1)

1
3

-1y 1) -1y
_202x-1D(2x -2-2x+x) _ 22x-1)(x-2)
-1) -1y
d) fix)=In(x-2)
ey — 1
f(x)—xTz

e) flx) =cos2x
f'(x)=-sin2x - 2 =-2sin2x

sin2x
) fx) = 1+ cos2x
f'(x) _ 2c0s2x(1 + cos2x) — sin22x(—2 sin2x) _ 2c0s2x + 2cos?2x +22sin22x _ 2c082x + 22 _ 2(cos2x + 12) =
(1 + cos2x) (1 + cos2x) (1 + cos2x) (1+ cos2x)
)
1 + cos2x

E Narisimo graf funkcije f(x) = cos% in izraCunajmo naklonski kot tangente na graf funkcije /v tocki 7(r, 0).

Narisemo sliko.

T~ L
)17 -7 _(i" Wn X
y

IzraGunamo odvod f"'(x) = — % sin%

in smerni koeficient tangente

k:f'(n)=—%sing =_% . 1=_%.

Iz tan g, = —% dobimo ¢, =—26°34" in naklonski kot tangente ¢ = 180° — 26°34’' = 153°26'.



B NariSimo graf funkcije f{x) = (x — 1)_2 in izracunajmo kot, pod katerim graf funkcije seka ordinatno os.
NariSemo graf funkcije f.

Graf funkcije seka ordinatno os v tocki (0, {0)) = (0, 1).

IzraGunamo f'(x) = =2(x — 1) in k=/"(0) ==2(0 — 1)~ = (=2)(-1) = 2.
Iz tan ¢ = 2 izraGunamo naklonski kot tangente na graf funkcije v preseciscu
z ordinatno osjo @ = 63°26".

Kot med grafom funkcije f/in ordinatno osjo je komplementaren temu kotu,
zato je y=90°— p=90° — 63°26' =26°34".

n Pois¢imo tocko, v kateri je tangenta na graf funkcije f{x) = (2x — 1)2 vzporedna premici z enacbo y = 12x.

IzraGunamo odvod f'(x) =2(2x — 1) - 2=42x — 1).

V dotikaliscu 7{(x,, y,) grafa funkcije fin tangente je smerni koeficient tangente enak smernemu
koeficientu vzporednice: k = 12.

ZapiSemo enacbo 4(2x,— 1) =12,

jo preoblikujemo v 2x, — 1 = 3 in resimo x, = 2.

IzraGunamo e o = flxo) =A2) = (2 - 2 — 1) = 3> = 9 in zapiSemo 7(2, 9).

Uporaba prvega odvoda. Ekstremi funkcij
Ce je na intervalu 7 odvod /' povsod pozitiven, je funkcija f
na intervalu / naraséajoca.

Ce je na intervalu 7 odvod /' povsod negativen, je funkcija f
na intervalu / padajoca.

y

n ZapiSimo intervale, na katerih je polinom p(x) = X - 3x naraS¢ajocCa funkcija, in intervale, na katerih je
padajoca funkcija.
IzraGunamo p'(x) = 3x" — 3 =3(x" = 1) = 3(x — D(x + 1).
Nicli odvoda sta x; =1 in x, = —1.

Izracunamo f'(0) = —3 < 0, nariSemo Stevilsko premico in zapiSemo , 0 | "
predznak odvoda. -1 0 1

Polinom je narasc¢ajoca funkcija na (—oo, —1) in (1, o), padajo¢a pa na (-1, 1).
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E Izracunajmo intervale, na katerih je funkcija f{x) = 21 r naraScajoca, in intervale, na katerih je padajoca.
X

1> +4)—x-2x _ xX’+4-2x" _ 4-x* _ (2-x)(2+x)
b 2 =T, 2 T = D 2 2 z 0
(x"+4) (x"+4) (x"+4) (x"+4)

IzraGunamo f"'(x) =

Nicli odvoda sta x; = 2 in x, = —2.

2
Izrac¢unamo f'(0) = 42_0 = = lﬁ- =150, narisemo stevilsko
@ @ _— IR
premico in zapiSemo predznak odvoda. el 0 1 2

Funkcija fje padajoca na (—oo, —2) in (2, o) ter narasS¢ajoc¢a na (-2, 2).

B ZapiSimo definicijsko obmocje funkcije f{x) = 2x ﬁ in pokazimo, da je funkcija fnaras¢ajoca na (0, ).

Ker je kvadratni koren definiran le za nenegativna realna Stevila, je D,= [0, o).
1 3 1
Zapisemo f{x) = 2x,/x =2x - x° = 2x" in izracunamo /" (x) = 2 - %x2 =3,/x.

Izracunamo f'(1) = 3 ﬁ = 3 > 0. Ker je nicla odvoda le x = 0, je odvod /"' na celotnem definicijskem
obmocju pozitiven, zato je funkcija fna (0, o) naras¢ajoca.

Tocko x, imenujemo stacionarna to¢ka funkcije f, Ce je f'(x,) = 0. ¥
V stacionarnih tockah je tangenta na graf funkcije f vodoravna.

Ce ima funkcija f'v notranji tocki definicijskega obmogja x,
lokalni ekstrem, potem je f'(x,) = 0 (potrebni pogoj za lokalni eks-
trem). Lokalne ekstreme odvedljive funkcije iS¢emo med nic¢lami

prvega odvoda. Y i x
Naj bo f'(x,) = 0. Velja:

1. Ce je v dovolj majhni okolici tocke x, levo od x, odvod f' pozitiven, desno od x, pa odvod /"' negativen,
potem ima funkcija /v to¢ki x, lokalni maksimum (zadostni pogoj za lokalni maksimum).

y

f’(xo) =0

f(x)>0 f(x,)<0

I

2. Ce je v dovolj majhni okolici tocke x, levo od x, odvod /' negativen, desno od x, pa odvod /"' pozitiven,
potem ima funkcija f'v to¢Ki x, lokalni minimum (zadostni pogoj za lokalni minimum).

TN s

f’(xo) =0



3. Ce odvod f' po prehodu skozi tocko x, ne spremeni predznaka, potem funkcija /v to¢ki x, nima ekstrema.

[y

n IzraGunajmo teme 7(p, ¢) kvadratne funkcije f(x) = X+ 8x + 10.

IzraCunamo f"'(x) = 2x + 8 in pois¢emo stacionarno tocko (niclo odvoda). Iz 2x + 8 = 0 dobimo p = x, = —4.
Ordinata temena je ¢ = f(p) =f(—4) = (—4)2 +8(—4)—-10=16 — 32 + 10 = —6.
IzraGunamo /'(0) =2 - 0 + 8 = 8 > 0 in s Stevilsko premico ugotovimo

predznak odvoda. -
-4 ()R
Kvadratna funkcija fima teme v tocki 7(—4, —6) (lokalni minimum).
E Pois¢imo lokalne ekstreme polinoma p(x) = ¥ - 12x.
Izraunamo p'(x) = 3x" — 12 = 3(x" — 4) = 3(x — 2)(x + 2).
Stacionarni tocki sta x, = 2 in x, = —2.
Pripadajoci ordinati sta y; = p(x;) = p(2) = 2’-12.2=8-24=-16
in y, = p(x,) =p(-2) = (—2)3 —12-(-2)=-8 +24 =16.
Izracunamo p'(0) = —12 < 0, nariSemo Stevilsko premico in zapiSemo : + | : _ : | + :
predznak odvoda. =2 o 1 2

Ker je levo od x, = —2 odvod pozitiven in desno od x, = —2 negativen, ima polinom p v tocki (-2, 16)
lokalni maksimum.

Ker je levo od x; = 2 odvod negativen in desno od x; = 2 pozitiven, ima polinom p v tocki (2, —16)
lokalni minimum.

x* + 49
Tx

20 Tx—(x*+49)-7 _ 14x*—7x*—343 _ Tx’-343 _ 1(x*-49) _ (x=N(x+7)
49x 49x7 49x 49x 7x°

Stacionarni tocki sta x; = 7 in x, = —7.

B Pois¢imo lokalne ekstreme racionalne funkcije f{x) =

Izracunamo f'(x) =

2 2
Pripadajoci ordinati sta y, = f{x,) =A7) = 7;;‘9 =2iny, =f(x,) =A-7) = b;(_;% -
Izracunamo f'(1) = —‘178 < 0, nariSemo Stevilsko premico in zapiSemo + _ _ +
predznak odvoda. _;7 : 0 1 7

Ker je levo od x, = —7 odvod pozitiven in desno od x, = —7 negativen, ima racionalna funkcija f°
v tocki (=7, —2) lokalni maksimum.

Ker je levo od x; = 7 odvod negativen in desno od x; = 7 pozitiven, ima racionalna funkcija f

v tocki (7, 2) lokalni minimum.
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ﬂ Ugotovimo, ali ima polinom p(x) = x* = X’ v tocki (0, 0) lokalni minimum.
IzraGunamo p'(x) = 4%’ = 3x" = x2(4x —3).
Nicle odvoda so x; , =0 in x3 = % g
Stevilo 0 je stacionarna tocka polinoma p. Vendar, ker je dvojna ni¢la odvoda p', odvod p' v toéki 0
ne spremeni predznaka. Tako polinom p v tocki (0, 0) nima lokalnega minimuma.

E Pois¢imo nicle, zaCetno vrednost in nariSimo graf polinoma p(x) = X = 3x+2.

Nicle pois¢emo s Hornerjevim algoritmom. MoZnosti za racionalne ni¢le so: 1, +2.

-1 0 1 2 3
V tocki (1, —3) ima racionalna funkcija flokalni maksimum.
NariSemo graf racionalne funkcije.

1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0 + - +
Nicle 50 x; » = 1 in x; = 2. 101
Zacetna vrednost je p(0) = 2. ¥
IzraGunamo p'(x) = 3x" — 3 =3(x" = 1) = 3(x — D(x + 1).
Stacionarni tocki sta x; = 1 in x, = —1.
Pripadajoci ordinati sta y; = p(x;) = p(1) = ’-3.1+2=0 %
iny,=p()=p(-)=(-1)’ =3 (-1) +2=4. 2 o0l1 x
Izracunamo p'(0) = —3 < 0, nariSemo Stevilsko premico in zapiSemo predznak odvoda.
V tocki (—1, 4) ima polinom p lokalni maksimum, v tocki (1, 0) pa lokalni minimum.
NariSemo graf polinoma.
ﬂ Poiscimo nicle, zaCetno vrednost in nariSimo graf funkcije f{x) = #23 -
W = L=
Nicel nima racionalna funkcija.
Poli racionalne funkcije so ni¢le imenovalca ¥ —2x-3= (x—3)(x+1)=0.
Pola sta x; = 3 in x, = —1.
Zacetna vrednost je f{0) = —4.
e ) = e (2-2x-3)-12(2x=2) _ —24x+24 _ _24(x-1)
()c2—2x—3)2 ()c2—2x—3)2 ()c2—2x—3)2
Stacionarna tocka je x; = 1.
Pripadajoca ordinata je y; = flx,) = A1) = # =L g
el ‘
Izrac¢unamo f'(0) = g > 0, nariSemo S$tevilsko premico in zapiSemo predznak odvoda. :
|
1
R N 0
- ) I
|

=}

—_
7 Y

=

—



Globalne ekstreme funkcije f'na intervalu [, b] poiS¢emo tako, da najprej pois€emo lokalne ekstreme funkcije f°

z vrednostmi funkcije v ekstremnih tockah.

Pois¢imo tocke, v katerih funkcija f{x) = ¥’ + 3x” na intervalu [3, 3] doseZe najvecjo 0z. najmanjso
vrednost.

Izracunamo f"'(x) = 3x” + 6x = 3x(x + 2).

Stacionarni tocki sta x; = 0 in x, = —2.

Izracunamo f'(1) = 9 > 0, nariSemo Stevilsko premico in zapiSemo - - 4 - ,
predznak odvoda. — 0 1
Ordinati ekstremov sta y, = (0) = 0 in y, =-2) = (=2)* + 3(-2)’ =8 + 12 = 4.

V tocki (0, 0) ima funkcija flokalni minimum, v tocki (-2, 4) pa lokalni maksimum.

-
-

Izracunamo Se y
A=3)=(-3)+3(-3)=-27+27=0in (3) = (3)’ + 3(3)* =27 + 27 = 54.
Na intervalu [-3, 3] doseZe funkcija f najvecjo vrednost za x = 3, 4

najmanjSo vrednost pa za x = 0 ali x = —3.

1. ZapiSite naklonske kote premic. 5. ZapiSite enacbo sekante na graf funkcije
a) y=x d)y=2 fix)= +* + 2x v tockah z abscisama x;=-1
b) y=—x e) x=1 in x, = 2. V isti koordinatni sistem nariSite graf
c) y=3x-2 f)y 2x—-3y+1=0 funkcije fin sekanto.
¢) y=-2x+1

6. ZapiSite diferen¢ni koli¢nik funkcije f{x) = x
2. V isti koordinatni sistem narisite simetralo lihih v tocki x, = 1. Koliko je f'(1)?
kvadrantov in premico z enacbo x + 2y — 6 =0
ter izracunajte njuno presecisée in kot med njima. 7 ZapiSite diferencni koli¢nik funkcije
fix)= 2 +xv poljubni tocki x in izraCunajte

3. Izracunajte presecisce in kot med premicama S'(x). Koliko je /'(=2)?
zenaébama—3x+y—3=0in§ -_Kzzl. o B
Narisite sliko. 8. Izracunajte po definiciji odvoda funkcij.

a) flx)=x"—1

4.V isti koordinatni sistem skozi tocko 7(2, 0) b) flx)=x"

nariSite premici z naklonskima kotoma 135°

in 63°26' 6" in zapiSite njuni enacbi. Kolik$na

je ploscina trikotnika, ki ga dani premici oklepata
z ordinatno osjo?
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9.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

ZapiSite odvode funkcij.

a) ) =% ~3x+2 D) 0 = 55— )
b) fx)=x'— . 2x +05x j) fix)=(x-3)

¢) fix)=ax’ +b k) flx) = 1=

&) ) =x+5 D fix) = S5l
d) f)=1-x" m)fx) = ==
&) fix) = 2 )
_ 1
f) fix)= P
g) fix)=Bx—1)(2x+5)
h) flx) = (x = 2)(x" + 5x + 2)
Izracunajte odvod funkcije f{x) = % .

Koliko je f'(=2)?

Dana je funkcija f{x) = xs(x + 4). Izracunajte
odvod funkcije f. Za kateri x bo f"'(x) = 0?

Izracunajte odvod funkcije f{x) = kx + n.
Za katero Stevilo k bo f'(2) = 4?

Izracunajte odvod kvadratne funkcije
fix)= ax” + bx + ¢. Za kateri stevili @ in b bo

f()=3inf'(-1)=-5?

Telo se giblje po premici, tako da je s(z) = 5t + 7,
pri ¢emer je Cas ¢ merjen v sekundah, opravljena
pot s(#) pa v metrih. ZapiSite predpis, ki opisuje
hitrost telesa v v odvisnosti od Casa ¢, Ce je hitrost
telesa v enaka odvodu poti s po Casu z. KolikSna je
hitrost telesa v €asu 7, =5 s.

Zapisite odvode funkcij.

a) fix)=2./x —63x* ) fx)=tanx —x

b) fix) = %C g) fix)=sinx (1 — cosx)
) )= - ) fix) = B

¢) flx) =x" fx ) Sl =Sl
d)f(X): x+[{icc +1

e) fix)=sinx+ 2cosx + 2

Dana je funkcija f{x) = (2x — 1)2. Poenostavite
predpis za funkcijo fin izracunajte njen odvod.
Za kateri x bo f'(x) = 4?

17.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

. Poenostavite predpis za funkcijo f{x) =

Dana je funkcija f({x) = a(x2 — 3x—1). IzraCunajte
odvod funkcije f. Za kateri a bo f'(4) =—-10?

xtfx
3)x

in ugotovite, ali velja f'(x) = I R
g ja f"(x) 6@/;5 3xi/;c

Dana je funkcija f{x) = % . Izracunajte /"'(x)
in/'(%).

x : VT Xa _ 1—sinx
Izracunajte f (4 ), Ceje flx) = TToosr

Oddaljenost s od izhodi$¢a koordinatnega siste-

ma telesa, ki se giblje po ravni Crti, je ¢ sekund

po zacetku gibanja enaka s = 67 — 7> metrov.

a) Izracunajte oddaljenost in hitrost telesa v ¢asu
t=12s.

b) Koliko sekund po zacetku gibanja bo hitrost v
telesa enaka 0? Koliko metrov je takrat telo
odmaknjeno od izhodis¢a?

Telo se giblje po ravni érti. Prvi graf prikazuje
opravljeno pot telesa s v odvisnosti od Casa ¢

in tangento na graf v Casu ¢ = 2 s, drugi graf pa
hitrost telesa v v ¢asu ¢ in tangento na graf v ¢asu
t=2s.

s[m] v[m/s]
2,, .......... i
1+ 17& ...... ;
o 1 2 @ sl o 1/2 s

a) Kaj dolo¢a smerni koeficient tangente na graf
poti s v poljubni toc¢ki grafa in kaj dolo¢a
smerni koeficient tangente na graf hitrosti v
v poljubni tocki grafa?

b) Iz grafov razberite, kolikSna je hitrost telesa v
v Casu 7 = 2 s in kolikSen pospeSek telesa a
vcasut=2s?

Narisite graf funkcije f{x) = X —lin zapisite
enacbo tangente na graf funkcije /v tocki
z absciso x, = 2.

NariSite graf funkcije f{x) = x'=1lin zapiSite
enacbo tangente na graf funkcije /v preseciscu
Z abscisno osjo.



25. 35.
26.

27.

28.

29.

30

31.

32.

33.

34.

. Dana je funkcija f(x) =

ZapiSite enacbo tangente in enacbo normale na

graf polinoma p(x) = ¥ —x+ 2 v tocki To(—1, o).

ZapiSite enacbo tangente in enacbo normale na
« 2
parabolo z enacbo y = x" — 2x v temenu.

ZapiSite enacbo normale na graf funkcije

_ X ki ; _x
fix) = ﬁ sin 3 1 v tocki z absciso x; 3

ZapiSite odvode sestavljenih funkcij.
a) fix)=(4x-1) e) flx) = J2x* + 1
b) fix) =(2x +3)" f) fix)=x./T—x

¢) 1) = 77 g) fix) = 3/T—3x
&) f)=B-x)"  h)flx)= 2=
d) flx) = /2x e
Izracunajte odvod funkcije f(x) = /1 —4x.

Koliko je f'(—6)?

1
(1-x)"
odvod funkcije f. Za kateri x bo f'(x) =

IzraCunajte

Lo
&

ZapiSite odvode sestavljenih funkcij.
a) flx)=sin(3x)
b) f(x) =cos2x

¢) fx) =sin(§ - §)
&) fix)=e"

d) flx) = L=<

e) ix)=3"+x

f) fx)=2"

g) fix)=Inx+In(5x)+5x+5
h) fix)=(1-x)lnx

) fx)=In(x"+1)

Dana je funkcija f{x) = In £ . Izracunajte f"'(x).
Koliko je £'(1)? ¢
Ugotovite, ali je (120X 7 cotry _ _1_

sin“2x

Dana je funkcija f{x) = A sin2x; 4 € R. Za katero
realno Stevilo 4 bo f'( % )=3?

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

ZapiSite enacbo tangente na graf dane funkcije

v tocki Ty,

a) flx) =x" = 5x = 2; Ty(2, o)

b) fix) =x(x+ 1); To(2, o)

¢) fx) = Jx; Ty(4, o)

&) fx) = 3/x ;5 To(=1, yo)

Dana je funkcija f{x) = % — )lc

a) ZapiSite definicijsko obmocje funkcije f.

b) Izracunajte enacbo tangente na graf funkcije
v toc¢ki, v kateri graf funkcije f'seka os x.

ZapiSite enacbo tangente na graf funkcije
fix) =x" = 1 vtoeki T(2, ).

Dan je polinom p(x) = 3 28 —x+ 2. Zapisite
preseciSce grafa polinoma z ordinatno osjo
in izraCunajte enacbo tangente na graf polinoma

v preseciScu z ordinatno osjo. Enacbo tangente
zapiSite v vseh treh oblikah.

Narisite graf kvadratne funkcije f{x) = X' —3x—4
in zapiSite enacbo tangente na graf funkcije f
vtockiA (x <0, 0).

NariSite graf funkcije f: (0, ©) — R;

fix)= ﬁ — 1 in izracunajte smerni koeficient
tangente na graf funkcije /v preseciS¢u z abscisno
osjo. Kolik$en je naklonski kot dane tangente?

ZapiSite enacbo tiste tangente, ki se krivulje

y= ’{Lj dotika v preseciScu z ordinatno osjo.

V kateri tocki parabole y = ¥’ ima tangenta
na parabolo smerni koeficient enak —6?

Dana je funkcija f: (—g , g ) = R; Aix) = tanx.
Narisite graf funkcije fin izraCunajte, za katere x
imajo tangente na graf funkcije f smerni
koeficient 4.

V kateri tocki je tangenta na krivuljo z enacbo
y= ¥ =3+ 2x+ 1 vzporedna premici
y=-x+3?

Ali obstaja na grafu funkcije f{x) = (2x + g )
tocka, v kateri bo tangenta vzporedna simetrali
lihih kvadrantov?
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46.
47.

48.

49.
50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.

ZapiSite dotikali$¢i in enacbi tangent na graf
funkcije f{x) = x’ — 2x + 1, ki sta vzporedni
premicix —y—2=0.

Za katero realno Stevilo b bo premica y = —4x — 3
tangenta na graf funkcije f{x) = ¥+ b? Zapisite
dotikalisCe tangente.

ZapiSite enacbo tangente na graf funkcije
flx) = 3=, ki ima naklonski kot 135°. Zapisite
Se koordinati dotikali§¢a tangente.

Pokazite, da je premica z enacbo y = 2x + 2
tangenta na graf funkcije flx) =1+ ¢ v tocki
170, y).

Tocka Ty (1, y,) lezi na grafu funkcije
f: x = x — Inx. IzraCunajte y, in zapiSite enacbo
tangente na graf funkcije f'v tocki Ty,

Za katero realno Stevilo ¢ bo premica s smernim
koeficientom k = —4 v tocki D(2, y,) tangenta na
parabolo y = a(x — 4)2 — 37 Zapisite koordinati
dotikalis¢a D.

Dana je funkcija f{x) = (x — 1) .
a) NariSite graf funkcije f.
b) Izracunajte naklonski kot tangente na graf

funkcije f'v preseciScu z ordinatno osjo.

Narisite graf funkcije f{x) = X+ lin izraCunajte
naklonski kot tangente na graf funkcije /v prese-
¢iS¢u z abscisno osjo.

x+1

x—1
kot, pod katerim graf funkcije f/'seka abscisno os.

Narisite graf funkcije f(x) = in izraCunajte

Kot zapiSite na stotinko stopinje natan¢no.

Na intervalu [0, 2] nariSite graf funkcije

Alx) =1+ sinx in izraCunajte x € [0, 27], v kate-
rem ima tangenta na graf funkcije smerni koefi-
cient A? . Rezultat zaokroZite na 4 decimalna
mesta.

Narisite graf funkcije f{x) = cos(x — g ) na inter-
valu [0, 7] in na minuto natan¢no izracunajte kot,
pod katerim graf funkcije seka abscisno os.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Narisite graf funkcije f{x) = 2 sin%“ na intervalu

[-2m, 2] in na minuto natanc¢no izracunajte kot,
pod katerim graf funkcije seka ordinatno os.

Narisite graf funkcije f{x) = 3" — 1 in na minuto
natancno izraunajte kot, pod katerim graf
funkcije seka abscisno os.

Dana je funkcija f{x) = —2Inx.

a) NariSite graf funkcije f.

b) V kateri tocki in pod kolik§nim kotom graf
funkcije f'seka abscisno os?

¢) V kateri tocki grafa funkcije fje tangenta na
graf vzporedna simetrali sodih kvadrantov?

Dana je funkcija f{x) = (x + 2)"".

a) NariSite graf funkcije f.

b) IzraCunajte, pod katerim kotom graf funkcije /'
seka ordinatno os.

Narisite graf funkcije f{x) = 3/x—1 in

izraCunajte presecisce in kot, pod katerim graf
funkcije seka abscisno os.

osema in na minuto natanéno kota, pod katerim
graf funkcije f{x) = x° — 2 seka koordinatni osi.

Dana je parabola y = ¥

a) V kateri tocki in pod katerim kotom seka
premica x = 3 dano parabolo?

b) V katerih to¢kah in pod katerima kotoma seka
premica y = 4 dano parabolo?

Izracunajte presecisci in kota, pod katerim
premica y = x + 3 seka parabolo y = ¥+ 1

sekata paraboli z enacbama y = % iny= % + 1.
Izracunajte presecisci in kota, pod katerim
se sekata grafa funkcij f{x) = (x — 2)2

in g(x) = —x" + 6x — 4.

Grafa funkcij f{x) = x ' in g(x) = x° se sekata

v tocki T(x, > 0, y,). IzraCunajte presecisce in kot
med krivuljama.



68. Na sliki sta narisana grafa potenc¢ne funkcije 73. ZapiSite intervale naras¢anja in padanja danih
fix)= ax’ in kvadratne funkcije g(x) = ¥ —c polinomov.
"o a) p(x)=12x" + 15x" — 40x°
+ 78 b) p(x) =x’ —2x" —4x+38
T c) p(x)z—%x3+%x2+2x
/1 1 &) p(x) =—x"+ 8x*
\Jo| 1/ «x 1
17 74. Na katerem intervalu funkcija f{x) = b pada?
7] Kje pada funkcija g(x) = X7 Pomagajte si
\ s predznakom njunih odvodov.
a) Zapisite njuna predpisa in koordinati 75. Zapisite definicijsko obmogje funkcije
presecisca.

_ 1 . . o e
b) Izracunajte kot med krivuljama v preseciscu. fx) = (x-1) in ugotovite, na katerih intervalih je

nara$¢ajoca in na katerih intervalih padajoca.
69. Pokazite, da se grafa funkcij f{x) = Inx in

g(x) = —Inx sekata pod pravim kotom. 76. Zapisite definicijsko obmocje funkcije
-1 _ 3 s racunaite ni i .
70. Izracunajte preseciscCe in kot, ki ga oklepata grafa fx)= x 52 izracunajte njen odvod in ugoto
funkcij f{x) = ¢'in g(x) = ¢ . Kot zapisite na vite, na katerih intervalih naras¢a in na katerih
stotinko stopinje. intervalih pada.

71. Na slikah so dani grafi funkcij f, g in /. ZapiSite ~ 77. Zapisite intervale nara$éanja in padanja

predzpak prvega od'voda danih funkcij v tockah racionalne funkcije f{x) = )2627 13
z abscisama x; = 0 in x, = 2. X —x-6
71 1 g 78. Pokazite, da je funkcija f{x) = ﬁ na vseh
X —0x—

/”\ i intervalih, na katerih je definirana, padajoca.
4 1 L

2
X

0 1 x 0 ¥ 79. Na katerem intervalu je funkcija f(x) = 5 _g
¥
nara$cajoca?
/ 80. Funkcija f{x) = sin2x je definirana na intervalu
[-m, =]. Izracunajte njen odvod in zapiSite inter-
Y h vale, na katerih je funkcija f naras¢ajoca. NariSite
njen graf.
5
81. Zapisite definicijsko obmogje funkcije
1 fix)=x ﬁ in pokazite, da je funkcija fna R*
ol'12 X narasc¢ajoca.
-3
82. Dana je funkcija f{x) = me .
a) ZapiSite njeno definicijsko obmocje.
72. Izracunajte odvod kvadratne funkcije b) Izr af':vqnajte Od‘f‘_)_d fun{(f:ije.f. _
fx) = (x + 3)(5 — x) in zapisite intervale, na Kate- ¢) Zapisite obmocji narasCanja ter padanja

rih funkcija nara$ca, in intervale, na katerih pada. funkcije /.



276  MATEMATIKA V GIMNAZIJI

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

Dana je funkcija f{ix) = i—x .

a) ZapiSite njeno definicijsko obmocje.

b) Izrac¢unajte odvod funkcije f.

¢) ZapiSite obmocji naras¢anja ter padanja
funkcije f.

ZapiSite tocke, v katerih so tangente na graf
polinoma p(x) = 3xt+ 4 — 1247+ 20 vzporedne
abscisni osi.

Izracunajte koordinati temena kvadratne funkcije
fix) =—x" - 10x + 6.

Zapisite koordinate lokalnih ekstremov
polinomov.

a) p(x) = x —3x
b) p(x)=x (x -8)
c) p(x)——— +3x° +6x— 12

¢) p(x)=x — 4%’ +20
d) p(x)=x"—3x"+3x+2

Zapisite koordinate lokalnih ekstremov racional-

nih funkcij.
_1 _ x *_6x—1
2) flx) =25 ©) flx) = 5=t
2x < _ 4x° +4x -3
b) flx) = &) flx) = A3

Dana je funkcija f{x) = x2+x3
Zite, da funkcija nima lokalnih ekstremov.

Funkcija f{x) = cos = je definirana na intervalu
[4m, 4r]. Izracunajte njen odvod in koordinati
maksimumov. NariSite njen graf.

Dana je funkcija f{x) = sinx — cosx.

a) Izracunajte nicle funkcije f.

b) Izracunajte odvod funkcije f.

¢) Na intervalu [0, ] pois¢ite ekstrem funkcije f.

Poisc¢ite lokalni ekstrem funkcije f{x) = % . i—x

Poiscite lokalni ekstrem funkcije flx) = 3/1 — x°.
Za funkcijo fix) = 4@ zapiSite definicijsko

obmocje, izracunajte njen odvod in zapiSite
koordinati lokalnega ekstrema.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

Ugotovite, ali ima funkcija f{x) = 2" + 2" lokalni
ekstrem.

Poiscite najmanjSo in najvecjo vrednost poli-
noma p(x) = x’ = 3x + 2 na intervalu [0, 2].

Poiscite najmanjsSo in najvecjo vrednost poli-
noma p(x) = x* — 8x” — 9 na intervalu [-3, 5]

Dan je polinom p(x) = x’(x + 3).

a) ZapiSite nicle polinoma p.

b) Izracunajte odvod polinoma p in zapiSite
njegove lokalne ekstreme.

¢) NariSite graf.

Dan je polinom p(x) = -+ 6x" = 9x.
Izracunajte nicle in koordinati ekstremov
ter nariSite graf tega polinoma.

Dan je polinom p(x) = X —3x-2. Izracunajte
ni¢le in stacionarne tocke ter nariSite graf tega
polinoma.

Dan je polinom p(x) = 2%+ 2xF = 2x — 2.

a) Izracunajte nicle polinoma.

b) Izracunajte odvod polinoma in zapiSite
lokalne ekstreme polinoma.

¢) NariSite graf polinoma.

Dan je polinom p(x) = 4x2(1 — xz).

a) Izracunajte nicle polinoma.

b) Izracunajte odvod polinoma in zapiSite
lokalne ekstreme polinoma.

¢) NariSite graf polinoma.

Izracunajte nicle in ekstreme polinoma
p(x) = x3(3x + 4)in nariSite njegov graf.

Izracunajte nicle in ekstreme polinoma
p(x) = 3x’ — 5x° in narisite njegov graf.



104. Na sliki je dan graf polinoma 112. Poiscite niCle, pole, zacetno vrednost, enacbo
p(x) = a3(x — x;)(x — x;)(x — x3). ZapiSite asimptote in koordinati lokalnih ekstremov
predpis za polinom p in na stotinko natan¢no ter narisite graf funkcije f{x) = X + 2x+4
izraCunajte abscise lokalnih ekstremov. X x-2

Y 113. Poiscite nicle, pole, enacbo vodoravne asimp-
tote, koordinati lokalnih ekstremov in nariSite
Al graf funkcije f{x) = \x;‘: m | Nasvet: najprej nari-
- K / x Site graf funkcije g(x) = 24x )
x +4
-4
114. Dana je funkcija f{x) =3 - i/;c — x. ZapiSite defi-
nicijsko obmogje, izraCunajte odvod funkcije f
in koordinati ekstremov in skicirajte njen graf,

105. Poiscite nicle, pole, zacetno vrednost, enacbo ¢esox; =-3,/3,x,=0,x;=3,/3 njene nicle.
vodoravne asimptote, koordinati lokalnega _
maksimuma in narigite graf funkcije 115. Stevilo 10 zapiSite kot vsoto dgeh Stevil x in y
fx) = tako, da bo vrednost izraza 2x” + xy najmanjsa.

X = Koliksna je ta vrednost?
2
106. Dana je racionalna funkcija fix) = % ‘ 116. Iz 18 dm dolge zZice naredimo model kvadra,
a) ZapiSite niCle, pole, zacetno vrednost pri katerem je viSina kvadra dvakrat vecja od
in enacbo asimptote. dolzine. Izracunajte dolZine robov kvadra,
b) Izracunajte odvod funkcije fin koordinati tako da bo prostornina kvadra najvecja.
ekstremov.
¢) NariSite graf. 117. Katera tocka v prvem kvadrantu na krivulji
z enacbo y = % je najblizja koordinatnemu
107. Poiscite nicle, pole, zaCetno vrednost, enacbo izhodiscu?

vodoravne asimptote, koordinati lokalnega
maksimuma in nariSite graf funkcije

Sx) = =

x+1

108. Poiscite nicle, pole, enacbo asimptote in koor-
dinati lokalnih ekstzremov ter nariSite graf
funkcije f{x) = e

109. Poiscite nicle, pole, enacbo asimptote in koordi-
nati lokalnih ekstremov ter nariSite graf funkcije

fxxy== -= Nasvet funkcijo f{x) zapiSite

z ulomkom.

110. Poiscite nicle, pole, enacbo asimptote in koordi-
nati lokalnih ekstremov ter nariSite graf funkcije
f( ) x —4x + 3
¥ - 2x

111. Poiscite nicle, pole, zaCetno vrednost, enacbo
asimptote in koordinati lokalnih ekstremov
ter nariSite graf funkcije f{x) = 33;62)‘.



Jl 25. NEDOLOCENI INTEGRAL

Naj bo f definirana na intervalu [, b]. Ce je F taka funkcija, definirana na istem intervalu [, b], da je F' =,
potem reCemo, da je F nedoloc¢eni integral funkcije /. Nedoloceni integral je dolocen le do aditivne konstante,
zato velja: Ce poznamo en nedoloCeni integral za funkcijo f, potem vsakega drugega dobimo tako, da prvemu
priStejemo konstanto, in to zapiSemo: J- fx)dx=F(x)+ C.

n Pokazimo, da je funkcija F(x) = 3x* + x* — x + C nedoloceni integral funkcije f{x) = 12 + 2x — I,
in to zapiSimo z integralskim znakom.
IzraGunajmo F'(x) =3 - 4x’ +2-x—1=12x" + 2x — 1.
Ker je F'(x) = fix), je funkcija F nedoloCeni integral funkcije f, in to zapiSemo
J'(12x3+ - Ddx=3x"+x—x+C

E Pokazimo, da veljajo dane enakosti.

2) jdx=x+c
(x+0)=1
b)J-2xdx=x2+C
(x2+C)'=2x
0) j3x2dx=x3+c
(x'+0)=3x

¢) J.x_2 =G
(x40 =—(-1-x")=x"
d) J-x_ldlenx+ C
(Inx+ C)' = )lc =x"
e) Iexdx=ex+C
@€+0)=¢
f) J.cosxdx =sinx+ C
(sinx + C)' = cosx
g) I sin xdx = —cosx + C
(—cosx + C)' = —(—sinx) = sinx
h) j d_ —tanx+C

cosx
1
(tanx + O)' = —
cos’x
i) | 2% =—cotx+C
sin“x 5 5
(=cotx + C)' = (- COSX ) = _ —sinx - sinx — cosx - cosx _ (sinx+cos’x) _ _1

o B0 .2 .2
sinx sin“x sin“x sin“x




NEDOLOCENI INTEGRAL 279

Nedoloceni integrali:

1. jdx=x+C

2. Ix’dx=%+C (reR,r#-1)
3. j%=1n|x|+c

4. J‘ekxdlel{-ekarC (k e R)

5. [a'ax= +C

6. j sinxdx = —cosx + C

7. jcosxdx =sinx+ C

dx

8. - =tanx + C
COS x

9. | & —_cotx+C
sm x

10. J‘%dxz Larctan? + ¢ (a#0)

x"t+a

IzraGunajmo.
a) Je3xdx
B e3x
je dx = Tt C
b) js"dx
b . Sx
j Sdv= g +C

Nedoloceni integral vsote in razlike funkcij ter produkta funkcije s Stevilom:
1. j (fx) + g(x) dx = jf(x) dx + jg(x) dx
2. I (k- fx) dx =k - j Ax) dx; (k je konstanta)

E Izracunajmo nedolocena integrala.
a) [ (1267 dx
b) [ (6x"+8x—3)dx

a) I(12x72)dx= 12- jxfzdx= 12-(xH+C=—12x"+C
b) j(6x2+8x—3)dx=j(6x2)dx+j(8x)dx—j3dx=2j(3x2)dx+4j 2xdx—3jdx=2x3+4x2—3x+c
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1-

E Izracunajmo nedoloceni integral polinoma p(x) = x° = 3x” — 4x + 12 in racionalne funkcije g(x) = —==
x

4 3 4
Izracunamoj‘(x —3xX —4x+ 12)dx=% c-3.% —4-% +12x+C=% —x =2+ 12x+C

in [ L% de=[ (L - Dyax=[ 7 - Lya de=% —Inpf+C=-1 —mp{+c

B Izracunajmo nedolocene integrale.
1

2) J.(x4—x_3+xz)dx

4 )
I(x +x°+xt )dx—x— s 0

4

b)J'(x—3)(x + 4)dx

j(x 3)( + 4)dx = j(x—3x+4x—12)dx
c)jﬁ%“ldx

I)de=j(x2+l+)—lc)dx=%3+x+1n|x|+C
&) [ (Jx - 3x)ax

j(ﬁc—sﬁc)dx j(x — % )dx—
d)J' I gy

J.A%;@dx Ix 6" dx = Jx
e) I s1n2xd

2cosx

Singag I 2SINXCOSX gy — J. sinxdx = —cosx + C
2cosx 2cosx

f) Itanzxdx
Itanzxdxzj &zzx dx = Il_cosxdx j(

cos’x cos’x
g) I cos2x T

~

=2

—x _x_ _4
+C= 7 +3X +C

EIO [T

X
4

x X x _x 3 2
Z—3§ +4§ —12x+C—Z—x +2x —12X+C

+C)=243XE—24£ C=2uk _3uk . C

lelkwlm
TN LI

win

4

D=
WI»—A
O\I'—‘

=—xi/7 +=C

dx = jx§ dx =

wu.h|><

X

L _dx=tanx-x+C
COos X

sin’x
2 -2 .2 o 2
J' cgs%x dx=I cos x—sinx g - l—sm‘xz—smx S 1—2s1nx o J' e D
sin“x sin“x sin‘x sin’x

n ZapiSimo predpis za funkcijo f, za katero je f{—3) = 6, njen odvod pa je funkcija f'(x) = X

Zapisemo f(x) = If "(x)dx = j X’ dx = "; +C.

Ker je f{—3) = 6, lahko zapiSemo enacbo (%ﬁ +C=6.
Iz -9 + C =6 dobimo C = 15.
Zapisemo f(x) = %3 + 15.
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E Poiscimo predpis za funkcijo 'z ni¢lo 2 in nariSimo njen graf, ¢e je f'(x) = 2
-1
Zapisemo f{x) = j £1(x) dx = j =25 +C=-u"+C
Ker je f{2) = 0, lahko zapiSemo enacbo —2 - 27'+C=0z resitvijo C = 1.

Zapisemo f(x) = —% +1o0z. f(x) = )%2 |

NariSemo graf.

3
1. Pokazite, da je funkcija F(x) = % +x—2 ﬁ +C 5. IzraCunajte nedolocene integrale in rezultate

nedoloceni integral funkcije fix) = x" + 1 — %C preverizte z odvodom.
in to zapiSite z integralskim znakom. a) I x§ dx e) I 3 ﬁ _ + 53F ) dx
it
2. Pokazite, da je F(x) =x' - 3x+ 7 tisti nedoloceni ~ b) [x *ax ) [£=3xtd St dx
integral funkcije f{x) = 2x — 3, za katerega velja
F2) = 5. c)j%cdx g)j(ﬁ— ) dx
o 2 x—3/
3. Zapisite mnozico funkcij, katerih odvod je <) '[ N dx h) j xxz = dx
funkcija f{x) = x°. ;
d) j 3% dx
4. Izracunajte nedoloCene integrale in rezultate
preverite z odvodom. 6. Zapisite predpis za funkcijo F, katere odvod je

a) I (3x” + x) dx i) I 16 dx funkcija f{ix) = 12x°, graf funkcije F pa gre skozi
T+ 12 tocko 7(2, 8).

b)j4dx D) jx—x dx

c) Ixz(x3 — 1)dx

) j(zx— 1)’ dx

K j P—x—6 dx 7. ZapiSite predpis za funkcijo F z ni¢lo x; = —1,
x*—3x katere odvod je funkcija f{x) = 6x — 1.

8. Poiscite predpis za kvadratno funkcijo fz zaCetno
d) j 2+ x)3 dx vrednostjo —2 in nariSite njen graf, Ce je

f'(x) = 4x.
o [+ Lyar
(e — X d 9. Iz mnozice polinomov zapiSite predpis in nariSite
D .[ X(x—x ) dx graf tistega polinoma p, ki gre skozi koordinatno
g) J‘ )%3 dx izhodis¢e in ima odvod p'(x) = 47 = 3x = 2x + 1.

h) j ( 1%‘ Y dx 10. Graf funkcije g gre skozi tocko (=2, 12). Smerni
koeficient tangente na graf funkcije g v poljubni
tocki (x, y) je podan z g'(x) = 6x — 3. ZapiSite
predpis za funkcijo g.
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11. Izracunajte nedo%oéeni integral racionalne

.. 1
funkcije g(x) = *——.

12. Ugotovite, ali velja
2 2
j (=30 gy =% —6x+9 k] + C.

13. IzraCunajte J.

14. Pokazite, da je j i% dx=68/x +C.
X/X

15. Z odvodom pokazite, da je
j 2 gx=In(’+ 1)+ C.
x +1

16. Ali je F(x) = (./x — 1)* + C nedoloceni integral
3
funkcije fix) = ZJA%)—?

17. Racionalizirajte imenovalec in integrirajte

—1
ﬁc dx

18. Izracunajte F (2), e je F(x) = j M dx
in F(3) =27.

19. Pokazite, da Veljaj Lolnx gy = thX +C.
X

20. Izracunajte nedoloCene integrale in rezultate
preverite z odvodom.

a) I(ex+1)dx d) js”xdx

b) je"“dx e) j4‘“‘dx

0) je dx f) j(x3—3*+3x+3)dx
& [(3)ax

21. Izracunajte nedolocene integrale in rezultate
preverite z odvodom.
a) j (1 — sinx) dx

C)J cosx—l
sin’x - cosx

b)j(4—3cosx)dx f) jﬁdx
sin x - COS X

1-— cosx
C dx
) I cos’x &) +9
) J‘sm2x h) J' €oS2X .
2sinx cos 2x
d) jcot xdx i) j _cos2x
cosx—smx

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

ZapiSite nedoloceni integral F funkcije
f(x) = cosx — sinx, za katerega je F(g )=6.

Ali je F(x) = xcosx + C nedoloc¢eni integral
funkcije f{x) = cosx — x sinx?

ZapiSite predpis za funkcijo f, za katero je

f(g ) = /3, njen odvod pa je funkcija

[ =—4
COS

Pokazite, da je funkcija F(x) = sin’x + C
nedoloCeni integral funkcije f{x) = 3 sin’x cosx.
Pri katerem C bo graf funkcije F Sel skozi tocko

T lyo
6’2)'

Ali velja

2
J.—' - 1 - dx—j—zcosx dx=x+C?
sin X — COS X sin X — COoS X

Z racunom pokazite, da je
X 1 1 1
sins — z - —_— dx =
I ( 32 sin’x 2cos’x )

=cot2x — 3cos)3—c +C.

Katera funkcija fz odvodom f"'(x) = 2 sinx seka
ordinatno os pri —2? NariSite njen graf.

Dana je funkcija f{ix) = =1

a) ZapiSite njeno definicijsko obmocje.

b) IzraCunajte odvod funkcije fin pokaZite,
da funkcija f nima lokalnega ekstrema.

¢) ZapiSite niclo in pol funkcije fter enacbo
vodoravne asimptote grafa funkcije /°
in nariSite njen graf.

¢) IzraCunajte J. fx)dx.

Dana je funkcija f{x) = 24 .
X" +4

a) ZapiSite njeno definicijsko obmocje.

b) Izracunajte njen odvod in zapiSite koordinati
lokalnega maksimuma.

¢) NariSite graf funkcije fin zapiSite njeno zalogo
vrednosti.

¢) IzraCunajte j fx)dx.



26. DOLOCENI INTEGRAL

Definicija dolocenega integrala zvezne funkcije f'na intervalu [a, 5]

Interval [a, b] poljubno razdelimo na n manjSih podinter- y
valov [x;_, x;] . Z m;ozna¢imo najmanjSo vrednost ter

z M, najvecjo vrednost funkcije f'na intervalu [x;_, x;],

7 Ax; pa Sirino podintervala [x;_ |, x;]. Doloc¢eni integral

zvezne funkcije fna intervalu [a, b] je Stevilo, kateremu se

od spodaj vedno bolj blizajo spodnje vsote S = Z m;Ax;

i=1
(vsota plos¢in vertanih pravokotnikov — glej sliko) 0 a=x, x, X, X X X, X,=b %

n

in od zgoraj zgornje vsote Z = ZM,-AX,- (vsota ploscin
i=1
oCrtanih pravokotnikov), ko gre Sirina Ax; vsakega od delitvenih intervalov proti 0 in Stevilo teh delitvenih

intervalov raste prek vsake meje. .

Doloceni integral zvezne funkcije f'na intervalu [a, b] oznac¢imo z j fx)dx.

a

Geometrijski pomen doloc¢enega integrala:

Doloceni integral nenegativne funkcije f'je enak plos¢ini lika med grafom funkcije /in abscisno osjo na

intervalu [a, b].

Izracunajmo plosc€ino trikotnika, ki ga omejujo abscisna os ter premici y = 2x — 2 in x = 3.
Racun zapiSimo z dolo€enim integralom.

y
Narisemo sliko. 47
1z slike razberemo, da je nastali trikotnik pravokoten s katetama 2 in 4,
zato je ploscina trikotnika enaka S = 22;4 =4.
3 y .
Zapisemo Se S = j (2x = 2) dx = 4. 0] /1 z
| ¥
Ce je funkcija f na intervalu [a, b] negativna, potem je dolo¢eni integral y

enak nasprotni vrednosti plo$¢ine lika med grafom funkcije fin abscisno
osjo. \Q ? -
b i i
§==[fix) dx f
J v_\f
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IzraGunajmo plos§¢ino trapeza, ki ga omejujejo koordinatni osi in premici y = —%C —2inx=6.
Racun zapiSimo z dolo¢enim integralom.

Narisemo sliko. y

1z slike razberemo, da nastane trapez z osnovnicama dolzine 2 in 4 ter
viSino dolzine 6.

Plos¢ina trapeza je enaka S = +2C) v (2 +;) -6 —18. -6 011 x

6 =2
Zapisemo gesz—j(—g-‘ ~2)dx = 18. -
0

Osnovne lastnosti integralskega racuna:

1. j}‘(x)dsz

b b
2. j (k - fx)) dx = k - j Ax)dx (k je konstanta)

w

b a
: !f(x) dx = —!ﬂx) dx

N

. j. (flx) +g(x))dx = jif(x) dx + ig(x) dx

wn

. jf(x)dx+if(x)dx=if(x)dx (agc<h)

[wWy

3 3 -1
EY 1zracunajmo [ (x+2)dxin [ (3x+6)dxter [ (x+2)ax.
-1 -1 3

Narisemo sliko.
1z slike vidimo, da je plos¢ina lika med grafom funkcije f'in abscisno osjo na intervalu [—1, 3] enaka
danemu dolo¢enemu integralu. Zato najprej izracunamo plos¢ino trapeza S = ﬂlzi) =12 in od tod

zapisemo
3 %
J.(x+2)dx= 12.
| 3 3 3 5
Izracunamo e j(3x+6)dx= j(3(x+2)dx=3 : j(x+2)dx=3 =205 5

. =il s =il =l 1
: 20f1 3 x
1nI(2x+ 1)dx=—j(2x+ dx=-12.

3 -1
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1
E Izracunajmo I (X’ — x) dx. y
-1

Z razstavljanjem p(x) = x° — x = x(x" — 1) = x(x + 1)(x — 1) il
pois¢emo nicle pohnoma x; =0, x, =—1, x3 =1 ter nariSemo njegov graf.

Iz slike razberemo J. (x3 —Xx)dx=— I (x3 — x) dx, zato je 0 = 4

j(xtx)dx:}(x3—x)dx+j(xtx)dx:}(xtx)dx—j(xtx)dx:o.

-1 -1 0 -1 -1

Osnovni izrek integralskega racuna (Newton-Leibnitz):

Ce je funkcija f zvezna na intervalu [a, 4] in je F nedoloceni integral funkcije £, potem je
b

[Ax)ydx=F@), = Fb) - Fa.

[y

n Izracunajmo dane dolocene integrale.
5

a) | 2xdx

!
3 B
[xax=x|,=5*-2*=25-4=21
2
3

b)j(x2+1)dx
1
s 3 3 3 3
[E+Da=G +0f, =G +»-(& +D=9+3-] -1=10%
1

2}
) j(x+ 1)’ dx
)

2 2
o+ rax = [+ 20+ Dav=(% s 40|, = +224+2) - (X +(2)°-2)=
=) 2

_38 — (-8 = 8 _ SORE
_3+4+2 (3+4 2)_3+4+2+3 4+2_93

2
é)j(x3—l3)dx
-1 s
o 1 fo3 x 2 s e 1_1_1 3
jl(x—;)dx=j(x — T = ) = ey ((ER A R
i 21

. 2
d)jx—;ldx

X
1

5 5
sz J- (1-d)ax j(l_x Ydx=(x— % )|?=(x+)lc)|f:5+%—(l+%)=3%
1 1

x
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e) j(1+)1-c)dx
1
j(1+}c)dx=(x+1n]x|)|f =(e+lne)—(l+Inl)=e+1-(1+0)=¢
1

4 gl
N o) d
1

o 30 B A
3 =3 |"_3:8 3. L' _3-4_ 3 _yl
.[(x =l = el == = =
1
64
o) [(Jr -3k
0
o S RN L L E
_ 2 _ .3 _(2x° _ 3x” _2-64"  3-64 _2-0°_ 3-0"_
[ —3xyan= [ (2 —x'yae= (B - 3| = 24 )
0 0
_2-512 _3-256 _ n_ ) — 4096—-2304 _ 1792 _ 1
-3 4 (0-0)= 12 - 12 _1493
[x+1
h) i dx

1 1

4 4
3 = 4 4
A%dx=!(1+%)dx=.!‘(l+x2)dx=(x+2x2)‘1 —(x+2.x)| =4+2.2-(1+2-1)=5

=
4

X X

Y SN Y S

E Izracunajmo dane dolocene integrale.

a) j e dx
0

1
2x _eﬁ‘l_e—e _e—1
Ie = > lo 3 3
0
2
b)j6"dx
=il
: 2 1 36-1
B, @ 6 -6 _ "6 _ 215
,[6‘1’“161 6 In6 _ 6In6
il
c) | cosxdx

T

. 2 .
cosxdx = sinx . =sin
6

—sinz =1-

Na
(o)}
NI

QN ey VIR DA =y NI
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T
1
&) [ (1-sinx)ax
3
T
4 T
_ - 4 B Ty _ (- Iy =L 42 _(_T 42y _T
I(l smx)dx—(x+cosx)‘_%—(4+cos4) (g tcos(-3)=5+%5 -(—7+5)=3
:
T
6
d) J.A%dx
COoS X
0
e
6 1
3 _ 6 _ T - 3
j:)%dx-ﬁtanx%-ﬁtang—ﬁtanO—ﬁ-43£—1
0
T
3
2 cotx
€) Isin2x dx
6
T T T
3 3 3 T
2cotx .. _ 2 cosx _ 1 _ D et B (e B — B _ 2B
Isian dx_Jsinx-Zsinx-cosx dx_jsinzx de=( COtx)|g =( COt3) ( CO‘[6)_ 3 +ﬁ 3
iy Y iy
6 6 6

E Izracunajmo plosc¢ino lika, ki ga omejujeta graf funkcije f(x) = —x" + 6x — 5 in abscisna os.

ZapiSemo f(x) = —(x2 —6x+5)=—(x—1)(x—5) in nariSemo graf kvadratne funkcije.
Izracunamo ploscino lika

5
§=[ (= +6x = 5)dx= (=% + 35"~ 5v)|, = 4
1

FZ 35 e pae P s LRGSO S

i 2
= 10§.

S| —
\
=

_5/
u Izracunajmo plos¢ino lika, ki ga na intervalu [—1, 1] omejujeta graf funkcije f{x) = ¥’ — 1 in abscisna os.

Najprej nariSemo graf potenéne funkcije.
Izracunamo ploscino lika

$==[ (0= D= —f}, ==§ ~D - -1y

- )

1
] 4
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E Pois¢imo plosc¢ino lika, ki ga omejujeta graf kvadratne funkcije f{x) = ¥’ —4xin graf linearne funkcije
g(x) =—x+4.
Yy

Zapisemo f(x) = x(x — 4). Nicli kvadratne funkcije sta x; =0 in x, = 4. il
Nicla linearne funkcije je x = 4, zaCetna vrednost je g(0) = 4.

V isti koordinatni sistem nariSemo grafa obeh funkcij.

Nato izraCunamo abscise presecCiS¢ grafov funkcij.
ZapiSemo enacbo X —dx=-x+4, jo preoblikujemo v X =3x-4=0 0f\ 1 x

in z razstavljanjem (x — 4)(x + 1) = 0 reSimo x;, = 4 in x, = —1. 4 g

Izracunamo ploscino lika med grafoma funkcij fin g

4 4 4
5= [ et —f(x))dx:j(—x+4—x2+4x)dx=j(—x2+3x+4)dx=(—§ +3 Lan), =
=i 5 =i

_ 4 3.4 T O S T e b 1)y — 64 B3 _ 05
_(?+T+4 4)—( 7t =5 +4-(-1)= ?+24+16 3 §+4_2OE'

s e——

1. IzraCunajte ploscine trikotnikov, ki jih s koordi- 4. Premica p na sliki je graf funkcije f. Izracunajte
natnima osema oklepajo dane premice, in racune :
zapiSite z dolocenim integralom. If(x) dx.
a) y=x+4 c) y=—x-3 -4
b) y=—x+5 ¢) x-3y—-6=0 Y1
P
2. Izradunajte. /
0 3 1+
a) [ (2x+6)dx ¢) [ Ilax e BASmEE R
-3 -3 4

4 8
b) j(§+3)dx &) j(—g—z)dx
o) o 5. IzraCunajte plos¢ino lika na sliki in racun zapiSite
z integralom.
3. Dana je linearna funkcija f{x) = 2x — 6.
a) Premica p je graf funkcije f. ZapiSite vse tri
oblike enacbe premice p.

b) Pod koliksnim kotom seka premica p
koordinatni osi? 1

¢) IzraCunajte plos¢ino trikotnika, ki ga premica ol 1 ST
p oklepa s koordinatnima osema. SQ \k
3

&) Koliko je j (2x — 6) dx?
0

y
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6. Slika prikazuje graf funkcije f. Z doloCenima inte- 10. IzraCunajte.

graloma zapisite ploséini likov S, in S, ter nato 4 °
s a)jzﬁdx é)j%ldx
Z njima izrazite J. fix) dx. 2 ;
1 +3
, b)!([—ﬁ)dx d)'!.xfﬁﬁ‘dx
il 8 64 s
S c) !(@wﬁc)dx e) !ux dx

ol 3\a X -
S5 11. Pokazite, daje [ =3~ dx=§ +6In2.
X
1
7. Na intervalu —g, 37“] nariSite graf funkcije 2
37“ 12. Integrirajte J. ALJF;M dx in rezultat zaokrozite
1

f(x) = cosx in izraCunajte J. cosx dx. ]
: na dve mesti.
2
8. Z najvecjo vrednostjo M in najmanjso vred- 13. Izralc unajte.
nostjo m, ki ju na danem intervalu doseze a) J‘ & dx )
-1

dana funkcija: 3

a) fix)= —x + 2x + 8, ocenite j (—x2 + 2x + 8) dx, 2 ~
! b) j ¢ dx d) [27ax
1 0
b) fix) =x" — 3x" + 4, ocenite j (= 3% + 4) dx. 2
’ ©) j 2. 3%dx
1
9. Izracunajte.
[ 3 ¢ 1 - 14. IzraCunajte.
) (G +19d o [(2-xDdx ; .
1 1 2 3 )
5 1 a) | sinxdx e) sin’x - cos’x dx
24 sin’x - cos’x
b) j dx f) j 1 gy e "
& " . .
3 > i
T 3 1 b) I(cosx —sinx)dx f) j L sinx - cos’ 7o
0) Ix(x + 1) dx g) j’i(le dx cos’x
i) 1 X ,g 7&
2 e T T
- 4— 2 h 2dx 3 3
©) :[ (4= x) dx ) .! x c) Itanx~cosxdx g) j(4cot2x) dx
3 0 ;
3
d) ! (2x — 1)’ dx : : 2
) I Sd)zc h) J‘ L+sinx
0 COS X i COS X
x 3
3
dx
) J.sinzx
:
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

T
i

Pokazite, da velja j 2COS2X [y — -,
0

Cos x

Plos¢ino lika na sliki smo izra¢unali na naslednji
nacin

4
4
S=[xav=y, =4 -(4’=16-16=0,
4

ki je ocCitno napacen. Odpravite napako in pravil-
no z dolo¢enim integralom izra¢unajte plos¢ino
lika.

Izracunajte plos€ino lika, ki ga graf funkcije
fix) = X -4 oklepa z abscisno osjo.

Dana je funkcija f{ix) = — +2x + 8.

a) IzraCunajte niclo, zaCetno vrednost in koordi-
nati temena ter nariSite graf funkcije f.

b) Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta graf
funkcije f'in abscisna os.

Izracunajte ploscino lika, ki ga graf funkcije
fix)= 3% + 6x oklepa z abscisno osjo.

Koliko meri plos¢ina lika, ki ga omejuje parabola
z enacbo y = %xz + 2 in premice y=0, x = 1

in x = 37

Narigite graf funkcije £ [0, o0) — R; f: x+— ,/x in
izracunajte plos¢ino lika, ki ga omejujejo premice
x =1, x=4, y =0 in graf funkcije /.

Dana je funkcija f{x) = x’ + 1.

a) Izracunajte niclo in zacetno vrednost
ter nariSite graf funkcije f.

b) Pod kolik§nim kotom graf funkcije f'seka
abscisno o0s?

¢) Koliks$na je plosc¢ina lika, ki ga na intervalu
[-1, 2] omejujeta abscisna os in graf
funkcije /7

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Narisite graf funkcije f{x) = (x + 2)3 in pokazite,
da je ploS¢ina lika, ki ga oklepa graf s koordinat-
nima osema, 4.

Za katero realno §tevilo a bo plos¢ina lika med
grafom funkcije f{x) = ax’ in abscisno 0sjo na
intervalu [0, 2] enaka 16?

Graf funkcije f{x) = X +b (b > 0) in koordinatni
osi omejujejo lik s plo§¢ino % . IzraCunajte
Stevilo b.

Dan je polinom f(x) = xz(x +2).

a) ZapiSite ni¢le dane funkcije in nariSite graf
polinoma.

b) Izracunajte plos¢ino lika med grafom
polinoma p in abscisno osjo.

Koliko meri plos¢ina lika med grafom polinoma
p(x)= ¥ —xin premico y = 0?

NariSite graf polinoma p(x) = X +x +5x+3
in izracunajte plos¢ino lika, ki ga graf polinoma
oklepa z abscisno osjo.

Dan je polinom p(x) = ¥+ 3% — 4.

a) IzraCunajte niCle in zacetno vrednost
in polinom p.

b) Izracunajte odvod polinoma p in koordinate
lokalnih ekstremov ter nariSite graf
polinoma p.

¢) Kolik$na je plosc¢ina lika, ki ga oklepata
abscisna os in graf polinoma p?

Dana je funkcija f{x) = -1
a) ZapiSite niclo in pol dane funkcije in nariSite
njen graf.
b) Izracunajte plos¢ino lika, ki ga na intervalu
[1, 4] omejujeta graf funkcije fin abscisna os.
2

Narisite graf funkcije f{(x) = 5 in izracunajte
X

dx.

—— I

Narisite graf funkcije f{x) = % in izracunajte

X
plos¢ino lika med grafom funkcije in abscisno
osjo na intervalu [1, 3].
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33.

34

35.

36.

37.

38.

39

Dana je funkcija f{x) = )%2 .

a) Izracunajte niclo, pol in enacbo vodoravne
asimptote grafa funkcije fter nariSite njen
graf.

b) Pokazite, da je ploS¢ina lika, ki ga na intervalu
[2, 5] omejujeta abscisna os in graf funkcije f,
enakaS=3—2-ln§.

. Dana je funkcija f{x) = ﬂlz;x) .
X

a) IzraCunajte niclo, pol in enacbo vodoravne
asimptote grafa funkcije fter nariSite njen
graf.

b) Na tiso¢inko natan¢no izracunajte plos¢ino
lika, ki ga omejujejo abscisna os, graf
funkcije fin premica x = 2.

Dana je funkcija f{ix) = 3" - 3.

a) IzraCunajte niclo, zaCetno vrednost in enacbo
vodoravne asimptote grafa funkcije /
ter nariSite graf funkcije f.

b) Pod koliksSnim kotom graf funkcije f seka
abscisno os?

¢) Koliks$na je ploscCina lika, ki ga oklepata
koordinatni osi in graf funkcije f?

Narisite graf funkcije f{x) = ¢" + 1 in natan¢no
izracunajte ploscino lika, ki ga na intervalu [0, 1]
omejujeta graf funkcije fin abscisna os.

Narisite graf funkcije f{x) = 2™ in izradunajte
ploscino lika med grafom funkcije fin abscisno
osjo na intervalu [0, 4]. Rezultat zaokroZite

na stotinko.

1

1
Ugotovite, ali velja I 2 ik = 3
0

. Na sliki je narisan graf funkcije f{x) = cosx.

Izracunajte plos¢ino osencenega lika.

y
—H
3
4
of] a = TX
i 2
_1,,

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Na intervalu [—g , 27t] nariSite graf funkcije
fix) = 2 cosx in izraCunajte plos¢ino lika, ki ga
na intervalu [—g, g] omejujeta graf funkcije
in abscisna os.

Na intervalu [0, 2] nariSite graf funkcije
2n

f(x) = sinx in izracunajte I sinx dx. Koliko meri
0

plos¢ina lika na danem intervalu med grafom

funkcije g(x) = b‘(x)| in abscisno osjo?

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta
parabola in premica.

a) y=x2iny=2x

b) y=—x2+2xiny=—x

¢) y=(x—-3)iny=4

&) y=—x"+10x-16inx—y+2=0

V isti koordinatni sistem nariSite paraboli

ter izraCunajte ploscino lika, ki ga omejujeta.

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta grafa
kvadratnih funkcij f{x) = x4+ 2x+5in
g(x) = ¥+ 1

Na sliki sta paraboli z vodilnima koeficientoma 1
in —1. ZapiSite enacbi parabol in natan¢no izracu-
najte plosc¢ino lika, ki ga oklepata.

y
4+
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51. NariSite graf funkcije f{x) = 2x(x + 2)(x — 1) in
graf funkcije g(x) = lf(x)‘. Izracunajte plos¢ino
lika, ki ga na intervalu [-2, 1] omejujeta graf

46. IzraCunajte ploscino lika s slike, ¢e sta dani krivu-
lji parabola y = ¥’ in premicay =6 — x.

g funkcije g in abscisna os.

2

52. Dana je funkcija f{x) = £ — 1
2 a) Za funkcije f zapiSite nicCle, pol in enacbo
asimptote.
1 b) Izracunajte odvod funkcije fin pokaZite,
ol 1 6N X da funkcija f nima lokalnega ekstrema.
¢) Izracunajte kota, pod katerima graf funkcije /

seka abscisno os.

47.V isti koordinatni sistem nariSite grafa funkcij

fix)= 1/3? in g(x) = 2 — x ter izraCunajte plos¢ino
lika, ki ga omejujeta dana grafa z abscisno osjo.

¢) NariSite graf funkcije f.
d) IzraCunajte plos¢ino lika, ki ga oklepajo graf
funkcije f, abscisna os in premica z enacbo

x=4.
48. Narisite graf funkcije f{x) = |x - 3| in izraCunajte
plos¢ino lika, ki ga na intervalu [0, 4] omejujeta

graf funkcije fin abscisna os.

2

P

a) Za funkcije f zapiSite niclo, zacetno vrednost,
pole in enacbo asimptote ter nariSite njen graf.

b) Izracunajte odvod funkcije fin zapiSite enacbi
tangente in normale na graf funkcije /v tocki
To(—1, yo).

¢) Izracunajte plos¢ino lika, ki ga na intervalu
[-2, 2] oklepata graf funkcije fin abscisna os.

53. Dana je funkcija f(x) =

2
49. Na sliki sta narisani parabola y = 4 — % in pre-
mica y =—x + 5, ki je v tocki 7(2, 3) tangenta
na parabolo. Izraunajte plos¢ino oznacenega

lika s slike.

0 ii2}4\5\}x

50. Na sliki je narisana krivulja y = 2 J;c in premica
y=x+ 1, ki je tangenta na dano krivuljo. Izra-
¢unajte koordinati dotikaliS¢a in izraCunajte
plos¢ino lika, ki ga omejujeta dani krivulji

in abscisna os.




27. KOMBINATORIKA B

Osnovni izrek kombinatorike (pravilo produkta): Naj bo proces odloanja takSen, da poteka v k zaporednih
fazah, pri Cemer je v prvi fazi n, mogocih odlocitev, v drugi fazi n, mogocih odlo¢itev ..., v k-ti fazi n, mogocih
odlocitev, Stevilo izborov v posamezni fazi pa je neodvisno od tega, katere moznosti smo izbrali v predhodnih
fazah. Potem je mogoce celotni izbor opraviti na n = n, - n, - ... - n; nac¢inov.

n Prodajalci ponujajo v akcijski prodaji avtomobil v treh razlicnih barvah (modri — M, rde¢i — R
in zeleni — Z) in dveh razlicnih paketih opreme (standard — S in luksus — L). Koliko razli¢nih
avtomobilov lahko ponujajo prodajalci? ZapiSimo vse mozZnosti.

Za vsak avtomobil lahko najprej ponudijo eno izmed 3 barv in nato enega izmed 2 paketov opreme.
Zato je Stevilo vseh razlicnih avtomobilov enako 3 - 2 = 6.

Vse moznosti so MS, ML, RS, RL, ZS in ZL.

E V podjetju sestavljajo racunalnike. Na voljo imajo tri vrste procesorjev, dve vrsti RAM-a, Stiri razlicne
vrste diskov in tri razlicne vrste graficnih kartic. Koliko razli¢nih racunalnikov lahko sestavijo?

Sestavijo lahko 3 - 2 - 4 - 3 = 72 razliénih racunalnikov.

B V koordinatnem sistemu predstavljamo le tocke, katerih koordinati sta celi Stevili. Koliko razlicnih tock
lahko predstavimo v koordinatnem sistemu, ¢e abscise izbiramo iz mnozice A = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3},
ordinate pa iz mnozZice B = {0, 1, 2, 3, 4}?

Predstavimo lahko 7 - 5 = 35 razli¢nih tock.

Pravilo vsote: Ce se pri izbiranju lahko odlo¢imo bodisi za eno od 1, moznosti iz prve mnozice izborov ali
za eno od n, moZnosti iz druge mnoZice izborov, ki so nezdruzljivi z izbori iz prve mnozZice, potem imamo
v celoti n = n; + n, mogocih izborov.

[y

n Jana je za zabavo Ze izbrala pulover. Izbira Se med tremi razlicnimi hlacami in dvema razlinima kriloma.
Na koliko nacinov lahko izbere oblacilo?

Ker lahko izbere bodisi izmed 3 hla¢ ene hlace bodisi izmed dveh kril eno krilo, ima skupaj 3 +2 =15
razli¢nih izborov oblagil.

E V knjiznici so nam vSe¢ tri kriminalke, ki so zapisane na DVD-ju, in Stiri detektivske zgodbe, ki so zapi-
sane na VHS-u. Ob evidentiranju gradiva za izposojo nam povedo, da lahko izberemo:
a) le en film,
b) le en film na DVD-ju in en film na VHS-u.
Koliko razli¢nih izborov filmov imamo na voljo v prvem primeru in koliko v drugem primeru?

V prvem primeru imamo na voljo 3 + 4 = 7 razli¢nih izborov filmov, v drugem primeru imamo na voljo
3 - 4 = 12 razli¢nih izborov filmov.
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B V gostilni gostom ponujajo Ze sestavljena 2 razliéna »slow fooda« in 3 razlicne menije, ali pa gostje sami
izbirajo med 8 predjedmi, 15 glavnimi jedmi, 10 vrstami solate in 7 sladicami. Izracunajmo, na koliko
razli¢nih nacinov se lahko prehranjujemo.

Prehranjujemo se lahkona 2 + 3+ 8 - 15 - 10 - 7 = 8405 razli¢nih nacinov.

Shemo, s katero grafi¢no prikaZemo mogoce izbore danega odlo¢anja, imenujemo kombinatori¢no drevo.

E NariSimo kombinatori¢no drevo za turnir 8 teniskih igralcev, na katerem zmagovalci posameznih dvobo-
jev napredujejo v naslednje kolo. Koliko teniSkih dvobojev bo odigranih na turnirju?

Na turnirju bo odigranih 7 dvobojev.

E Na izpitu dobimo zaporedoma dve vprasanji, e na eno od njiju ne znamo pravilno odgovoriti, dobimo
$e tretje vprasanje. Ce pravilno odgovorimo na prvi dve vprasanji, opravljanje izpita zaklju¢imo in izpit
uspesno opravimo. Uspesno ga opravimo tudi, ¢e pravilno odgovorimo na dve vprasanji od treh.

Ce nepravilno odgovorimo na prvi dve vprasanji, opravljanje izpita zaklju¢imo in izpit seveda ne
opravimo. Nari§imo kombinatori¢no drevo in zapi§imo, na koliko razlicnih na¢inov se lahko konc¢a izpit.

NariSemo kombinatori¢no drevo za opravljanje izpita.

Izpit se lahko konca na 6 razlicnih nac¢inov.

Permutacije brez ponavljanja: Permutacije brez ponavljanja so razporedi » razlicnih elementov dane mnozZice
v nize dolzine n. Stevilo permutacij brez ponavljanja je P, = n! (n fakulteta ali n faktorsko), pri emer je
n=1-2-3-..(n—1)-nin0! =1.

n Izracunajmo, koliko razli¢nih Stevil lahko zapiSemo s Stevkami 2, 3, 4, 5, Ce vsako Stevko v zapisu Stevila
uporabimo natanko enkrat.

ZapiSemo lahko 4 - 3 - 2 - 1 = 4! = 24 razli¢nih Stevil. Pri izracunu si pomagajmo s kalkulatorjem
in tipko {n!}.
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E Izracunajmo, na koliko nacinov lahko 7 ljudi stoji v vrsti pred blagajno.

Sedem ljudi lahko stoji pred blagajnona 7 -6 -5-4-3-2.1=7!= 5040 razlicnih na¢inov.

B Izracunajmo, koliko je permutacij brez ponavljanja elementov mnozice A = {1, 3, 5, 7, 9}, ¢e:
a) ni nobenih dodatnih omejiteyv,
b) je 5 na prvem mestu,
¢) je 7 na zadnjem mestu.

a) Ce ni nobenih dodatnih omejitev, je vseh permutacij brez ponavljanja elementov mnozice A enako
=5!1=120.

b) Vseh permutacij brez ponavljanja elementov mnoZice A, v katerih je Stevilo 5 na prvem mestu, je
P, = 4! =24, saj preostale Stiri elemente razporejamo na preostala §tiri mesta.

¢) Vseh permutacij brez ponavljanja elementov mnozice A, v katerih je Stevilo 7 na zadnjem mestu,
je ravno tako P, = 4! = 24.

ﬂ Izraunajmo, koliko je permutacij brez ponavljanja elementov mnoZzice B = {0, 2, 4, 6, 8}, Ce:
a) ni nobenih dodatnih omejiteyv,
b) je 68 na zadnjem mestu,
¢) 0 ni na prvem mestu.

a) Ce ni nobenih dodatnih omejitev, je vseh permutacij brez ponavljanja elementov mnoZice B enako
=5!=120.

b) Vseh permutacij brez ponavljanja elementov mnoZzice B, v katerih je 68 na zadnjem mestu, je
P; = 3! =6, saj preostale tri elemente razporejamo na zadnja tri mesta.

¢) Permutacije brez ponavljanja elementov mnozice B, v katerih 0 ni na prvem mestu, dobimo tako,
da od stevila vseh takih permutacij odstejemo Stevilo tistih, v katerih je Stevilo 0 na prvem mestu:
Ps — P,=5!—4!=120 — 24 = 96, ali z uporabo osnovnega izreka kombinatorike: 4 - 4 - 3 -2 - 1 = 96.

Permutacije s ponavljanjem: Ce sestavljamo razporeditve dolzine n iz k razli¢nih elementov, od katerih prvi
element nastopa m-krat, drugi m,krat, ..., k-ti m-krat (m, + m, + ... + m, = n), potem to lahko naredimo na

n!
preteeetes M paginov.
n Lempl e my!

s

n Izracunajmo Stevilo permutacij ¢rk ABBA in jih tudi zapiSimo.

Vseh permutacij je Py > = % = 22—42 = 6. To so ABBA, BABA, BAAB, BBAA, AABB in ABAB.

E Koliko je permutacij besede ABRAKADABRA? Koliko od njih se jih zacne z A?

Vseh permutacij je Pf12 : 5,+ = 83160, na A se jih zacne P;‘O2 . % = 37800.
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Variacije brez ponavljanja: Nize po r razli¢nih elementov izmed n elementov dane mnozice imenujemo
variacije brez ponavljanja n elementov reda r. Stevilo variacij brez ponavljanja n elementov reda » je

Vi=n-(n=1-(n=2)c-(n—r+1)= -2

(n—r)"

g 3 - 0 10 . g S
n Pisno izracunajmo V5 in rezultat preverimo s kalkulatorjem.

IzraGunamo Vig
[2"°F} in {nPr}.

5 s
51

=Gty - = 1089 728 640 in rezultat preverimo s kalkulatorjem in uporabo tipk

E Iz stevil 1, 2, 3, 4 sestavljamo dvomestna Stevila, v katerih posamezna Stevka nastopa kvecjemu enkrat.
Koliko razli¢nih Stevil lahko sestavimo? ZapiSimo vse moznosti.

Sestavimo lahko Vi =4 .3 =12 razli¢nih Stevil.
Toso 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42 in 43.

E Izra¢unajmo, koliko je vseh variacij brez ponavljanja reda 3 z elementi mnoZzice A = {a, e, i, o u}.

Izracunamo Vz =5-4.3=60.

ﬂ Na atletskem tekmovanju je sodelovalo 20 tekmovalcev. Izracunajmo, na koliko nac¢inov lahko tekmoval-
cem podelijo zlato, srebrno in bronasto medaljo, ¢e posamezno medaljo lahko dobi le en tekmovalec.

Medalje lahko podelijo na Vgo =20-19 - 18 = 6840 nacinov.

E V ucilnici je 32 stolov. Izracunajmo, na koliko nacinov se nanje lahko posede 25 ucencev.

32!

. 25 —_—
Posedejo se lahko na V3, = Bz-25)

- % =522 .10 razliénih nacinov.

Variacije s ponavljanjem: Nize dolZine 7 izmed n elementov dane mnozice, v katerih lahko posamezni element
nastopi veckrat, imenujemo variacije s ponavljanjem n elementov reda r. Stevilo variacij s ponavljanjem »
elementov reda rje V'V, = ',

[y

n Izracunajmo, koliko razli¢nih dvomestnih Stevil lahko zapiSemo s Stevkami 1, 2, 3, 4,
¢e posamezna Stevka v zapisu Stevila lahko nastopa tudi veckrat. ZapiSimo vsa Stevila.

Sestavimo lahko Vﬁ = 47 = 16 razli¢nih Stevil.
Toso 11,12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43 in 44.

E Izra¢unajmo, koliko je vseh variacij s ponavljanjem 3 reda z elementi mnozice B = {1, 3, 5, 7, 9}.
Izracunamo Vg =5 =125.

E Test ima 25 vpraSanj, na katera odgovarjamo le z DA ali z NE. IzraGunajmo, na koliko na¢inov je mogoce
reSiti ta test.

Test je mogocCe resiti na ) V%S = 2% = 33 554 432 razli¢nih nacinov.
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u Poiscimo Stevilo vseh razli¢nih Stirimestnih Stevil, ki jih lahko sestavimo s Stevkami 0, 2, 4, 6, 8,
Ce je posamezna Stevka v Stevilu lahko zapisana veckrat in Stevilo 0 ne more biti na prvem mestu.

Vsa razli¢na Stirimestna Stevila, v katerih Stevilo 0 ni na prvem mestu, izraCunamo tako, da od Stevila vseh
Stirimestnih Stevil, zapisanih z zgornjimi Stevkami, odsStejemo Stevilo vseh takih Stevil, ki imajo 0 na prvem
mestu ¥’ Vg = Vg =5*-5"=500, ali pa z osnovnim izrekom kombinatorike: 4 - 5 -5 -5 =500.

Kombinacije brez ponavljanja: Podmnozice z mocjo r konéne mnozice z mocjo n (¥ < n) imenujemo kombina-
cije n elementov reda r. Stevilo kombinacij brez ponavljanja n elementov reda r je

C, =

r'(n —7)! =)

Izraz (f ) imenujemo binomski simbol. Binomski simbol (f ) pove Stevilo podmnozic moc¢i » mnoZice moci 7.
Lastnosti binomskega simbola:

L(M=")

2.(P=n (=1 (7)=1

(G =GID

n Pisno izracunajmo (20 ) in ( 1o ) ter rezultat preverimo s kalkulatorjem.
ZapiSemo in izraéunamo (%)) = % = 4845 ter (\00) = (190) = 19022 — 4950,
Vrednost binomskega simbola preverimo z uporabo kalkulatorja, na katerem uporab1mo tipko {nCr}.

E Izracunajmo Stevilo kombinacij brez ponavljanja reda 3 iz mnozice z mocjo 12.

12-11-10
551 = 220.

Zapisemo Ci’z =( 132)
B Izracunajmo Stevilo vseh podmnoZic s po dvema elementoma mnozice A = {q, e, i, 0, u}. ZapiSimo te
podmnozice.

Vseh podmnozic s po 2 elementoma je Cs = (g )= % = 10.

To so {a, e}, {a, i}, {a, o}, {a, u}, {e, i}, {e, 0}, {e, u}, {i, 0}, {i, u}, {o, u}.
u Na polici je 12 knjig. [zraCunajmo, na koliko nac¢inov lahko s police vzamemo 4 knjige.

12-11-10-9

7331 =495 nacinov.

S police lahko vzamemo 4 knjige na C}, = ( 142 )=

E Izracunajmo Stevilo vseh premic, ki jih doloca 6 tock, katerih nobena trojica ni kolinearna.

Stevilo vseh premic je Cz = (g )= g%f — 15

ﬂ Janez ima 4 prijatelje. IzraCunajmo, na koliko nac¢inov lahko povabi enega ali vec prijateljev v kino.

Tolahkostorina(‘l‘)+(‘2‘)+(‘3‘)+(j)=4+6+4+1= 15 nacinov.
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V kulturnem drustvu je 35 Zensk in 50 moskih. Izracunajmo, na koliko nacinov lahko izberejo 5-Clansko
vodstvo, v katerem sta dve zenski in trije moski.
Vodstvo lahko izberejo na C3s - C3o = (%) - (%)) =595 - 19600 = 11662 000, saj je Stevilo izborov
Zensk v predsedstvo neodvisno od §tevila izborov moskih (pravilo produkta).

E V razredu je 30 dijakov. IzraCunajmo:
a) na koliko nac¢inov lahko izberejo 3-Clansko vodstvo,
b) na koliko nacinov lahko izberejo predsednika, tajnika in blagajnika.

Tri¢lansko vodstvo lahko izberejo na C §0 = (?’30 ) = 4060 nacinov,

predsednika, tajnika in blagajnika pa na Vgo = ot _ 30l

= (SOT)' = 57 = 24 360 nacinov.

Binomski izrek: Za poljubni Stevili ¢ in b ter naravno Stevilo #n velja:

n_ ny\ 1.0 ny n—1;1 ny n—-2;2 n l,n—1 ny Ogn
(a+b) —(O)ab +(1)a b +(2)a b +...+(n_1)a b +(n)ab
oziroma (a + b)" = Z (¢ Ya" kb,

k=0

V razvoju binoma (a + )" dobimo k-ti ¢len po formuli ( ) a

Stevila Pascalovega trikotnika so izracunane vrednosti binomskih simbolov in koeficienti v razvoju binoma:

n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=73 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1
n="17 1 7 21 35 35 21 7 1

Vg

ﬂ Razvijmo potenci binomov (a + b)4 in(2-— y)5.

Zapisemo (a+b)' = (§)a’t’ + (1)a'b' + (5)a’b’ +(3)a'b’ +(3)a’b' = a' + 4a’b + 6a°b’ + 4ab’ + b’
in (2-7)° =2’ + 12 ) + G2 + 2 ()’ + 12’ + G2 =
=32 — 80y + 80y" — 40y’ + 10y* — .
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9 o 4 q sz 0 oo o
E Dana je potenca binoma (x + 2i)", pri Cemer je / imaginarna enota.

a) Za x = 2 izracunajmo njegovo vrednost.
b) Razvijmo potenco danega binoma.

Zax=2je 2+2)' =(2+2))'=(22+2-2-2i+(2)")’ = (4 +8i— 4)’ = (8i)’ = 64i =—64

Zapisimo Se (x + 20)* = ($)x"(2)" + ()xX'(20)' + (G)x*2i)" + (3)x'(20) + (§ )x'(20)" =

=x" + 8x% — 24x* — 32xi + 16.

H Zapisimo Cetrti ¢len v razvoju binoma (J; +3/x )"

V splosni ¢len (" )a" b vstavimo n = 10, r =4 — 1 = 3 (ker ima prvi élen r = 0), a = A/)73 inb=3/x

21 3

ter izraCunamo Cetrti len (130) . (A/)T3 )7 . (i/)—c )3 =120 - x7 . x3 =120x" - ﬁ

e ——

1. Vinko ima v omari 3 hlace, 5 srajc in 4 puloverje.

Na koliko razli¢nih nacinov se lahko oblece, ¢e
vedno uporabi vsako izmed vrst oblacil?

. Na vrh Smarne gore iz Tacna in Smartnega pod

Smarno goro vodijo iz vsakega kraja 3 razlicne

markirane poti. Na koliko razli¢nih nacinov

lahko gremo na vrh Smarne gore in se z nje tudi

spustimo, Ce:

a) gremo navzgor in navzdol po isti poti,

b) ¢e gremo navzdol po drugi poti, kot smo §li
navzgor?

. Spela ima za vecerno prireditev izbrani dve
svecani obleki ter 3 krila in 2 srajci. Na koliko
razli¢nih nacinov se lahko oblecCe, ¢e izbere
bodisi obleko bodisi krilo in srajco?

. Iz Genove lahko pridemo v Palermo na Sicilijo
neposredno z letalom ali z ladjo, lahko pa se
najprej odpravimo bodisi z avtom, avtobusom
ali vlakom v Livorno, od koder so za Palermo
tri razlicne ladijske linije. Na koliko razli¢nih
nacinov lahko pridemo iz Genove v Palermo?

. Iz stevk 2, 4, 6 in 8 sestavljamo Stevila, tako da
vsako Stevko v posameznem zapisu Stevila upo-
rabimo kvecjemu enkrat. Koliko razli¢nih Stevil
lahko sestavimo?

6.

10.

11.

12.

Koliko Stevil, vecjih od 2000, lahko zapiSemo

s Stevkami O, 1, 2, 3, 4 in 5, €e vsako Stevko lahko
v posameznem zapisu Stevila uporabimo kvecjemu
enkrat?

. Iz mnozice §tevk {0, 1, 3, 5, 7, 9} sestavljamo tri-

mestna Stevila, ki se ne zaCenjajo z 0, a se Stevke
lahko ponavljajo. IzraCunajte, koliko Stevil med

njimi je:
a) lihih b) manjsih ali enakih 700
. IzraCunajte.
10! 55!+ 57!
a) or ©) =55
59! — 58!
b) 57!

. IzraCunajte Stevilo permutacij brez ponavljanja

elementov mnozice A = {a, b, ¢, d, e, f, g h, i, j}.

Iz ¢érk besede PETKA sestavljamo besede, tako
da vsako ¢rko uporabimo natanko enkrat.
Koliko je takih besed?

Valerija ima v Cetrtek 7 ur pouka sedmih razli¢nih
predmetov. Koliko razli¢nih razporedov predme-
tov ima lahko v Cetrtek?

Pri urejanju parka se je mestna uprava odlocila,
da ob glavno sprehajalno pot postavi 12 skulptur.
Na koliko nacinov lahko to stori?
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13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

V zacetku Solskega leta smo si v Solskem skladu
za 11 razliénih predmetov izposodili 11 knjig.
Doma smo iz njih naredili kupcek, tako da smo
knjige nalozili drugo na drugo. Na koliko na¢inov
lahko razporedimo knjige v tak kupcek? Na
koliko nacinov so lahko razporejene knjige

v kupcku, Ce je matemati¢na knjiga poloZena

na vrhu?

Koliko permutacij brez ponavljanja elementov
mnoZice A = {4,5,6,7,8, 9} se:

a) zaCnes 7 ¢) konca s sodo Stevko
b) zaéne s sodo Stevko

Koliko permutacij brez ponavljanja elementov
mnoZice B ={1, 2, 3,4, 5} se:

a) ne zacne s 4 ¢) ne konca s 531

b) ne zacne z 51

Na slalomsko progo se 10 smucarjev, od tega
6 moskih in 4 Zenske, spusc¢a drug za drugim.
Na koliko nacinov se lahko spustijo po progi, Ce
se najprej spustijo vse Zenske, nato pa vsi moski?

Na knjiZzno polico bomo postavili 5 knjig malega
formata in 3 knjige velikega formata. Na koliko
nacinov to lahko naredimo, Ce naj knjige enakega
formata stojijo skupaj?

Na koliko nac¢inov lahko na knjizni polici razpo-
redimo 5 leksikonov, 4 slovarje in 3 atlase tako,
da knjige iste skupine ostanejo skupaj?

V ravno vrsto z 9 stoli se Zelijo usesti 4 slavisti,

3 matematiki in 2 zgodovinarja. Na koliko naci-
nov se lahko razporedijo, Ce:

a) ni nobene dodatne omejitve,

b) Ce naj predstavniki iste stroke sedijo skupaj,

¢) Ce zgodovinarja ne smeta sedeti skupaj?

a) Koliko je vseh permutacij besede MISSISSIPPI?
b) Koliko teh permutacij se konc¢a na P?

¢) Koliko teh permutacij se kon¢a na I?

¢) Koliko teh permutacij se kon¢a na MI?

Koliko znakov (besed) s po 6 ¢rkami lahko sesta-
vimo iz ¢rk A, B in C:
a) Ce ni dodatnih omejitev
b) Ce lahko A nastopi kve¢jemu enkrat
B kve¢jemu dvakrat in C kve¢jemu Stirikrat

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

33.

IzraCunajte.
a) 4! Vi, b) -SV%
Koliko je vseh variacij brez ponavljanja reda 3

z elementi mnoZice B = {a, b, ¢, d, e, f}?

Na koliko nacinov lahko iz Stevk 1, 2, 3,4, 5, 6
sestavimo Stirimestna Stevila, Ce je v vsakem posa-
meznem Stevilu posamezna §tevka lahko zapisana
kvecjemu enkrat?

Pred zgradbo stoji 15 oseb. Na koliko na¢inov
lahko v zgradbo drug za drugim vstopijo 3 osebe?

Na koliko nacinov se lahko 5 oseb razporedi
na 10 stolov?

Iz ¢tk @, f, y in O sestavljamo §ifre — besede z naj-
vec€ Stirimi ¢rkami, pri ¢emer v posamezni Sifri
lahko posamezna ¢rka nastopa kvecjemu enkrat.
Koliko razli¢nih Sifer lahko sestavimo?

Koliko je vseh variacij s ponavljanjem reda 2
z elementi mnoZice A = {1, 2, 3}? ZapiSite jih.

Kljucavnica za odpiranje sefa ima $tiri kolobarje,
na katerih so zapisane Stevke od 0 do 9.

Na koliko nacinov lahko izberemo §ifro za
odpiranje sefa?

Iz mnozice Stevk {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} sestavljamo
trimestna Stevila. [zraCunajte, koliko takih Stevil
lahko sestavimo, Ce:
a) se Stevke v posameznem zapisu Stevila

ne smejo ponavljati
b) se Stevke v posameznem zapisu Stevila

lahko ponavljajo

Koliko razli¢nih Stevil, manjsih od 1000, lahko
zapisSemo s Stevkami 4, 5, 6, 7, 8, 9, ¢e v posa-
meznem Stevilu lahko dolo¢eno Stevko zapiSemo
tudi veckrat?

. V pritli¢ju hotela v dvigalo vstopi 8 turistov.

Na koliko nacinov lahko izstopijo iz dvigala,
¢e ima hotel 5 nadstropij? V posameznem nad-
stropju lahko izstopi tudi ve¢ turistov hkrati.

Koliko razli¢nih nizov dolZine 6 lahko sestavimo
iz znakov & in ¥?
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34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Koliko razli¢nih §tirimestnih Stevil lahko zapi-
semo s Stevkami 1, 2 in 3? Koliko od teh Stevil
je sodih?

Poiscite n, za katerega velja:
a) (g )=2n+ 3,

b) () +("52)=151.

Koliko razliénih podmnozic s po 4 elementi ima
mnozica z 10 elementi?

Kosarkarski trener ima na voljo 12 igralcev.
Koliko razli¢nih peterk lahko sestavi?

Pet prijateljev se je odlocilo, da bodo odigrali
teniski turnir, v katerem bo vsak igral eno igro

z vsakim od prijateljev. Koliko iger bodo odigrali?
Najvec koliko presecis¢ lahko doloca 7 razli¢nih
premic, ki leZijo v isti ravnini?

Na hokejskem turnirju sodeluje 16 reprezentanc.
V predtekmovanju so reprezentance razvrscene
v 4 skupine po 4. Koliko tekem bo odigranih

v predtekmovanju, ¢e v vsaki skupini igra vsaka
reprezentanca z vsako natanko enkrat?

Na matemati¢nem tekmovanju so se najbolj izka-
zali Nejc, Matej in Tomaz. Na koliko nacinov
lahko profesor matematike predlaga enega ali ve¢
izmed njih za drZzavno tekmovanje?

Neka zgradba ima na eni strani 6 oken. Na koliko
nacinov je lahko osvetljeno eno ali ve¢ oken na
tej strani zgradbe?

V kupc¢ku je 32 igralnih kart. Iz njega nakljuc¢no
izberemo peterico kart. Koliko razli¢nih peteric
lahko izberemo? Koliko razli¢nih peteric vsebuje
sréevega kralja?

Iz kupa 32 obicajnih igralnih kart hkrati izberemo
4 karte.
a) Koliko razli¢nih ¢etveric lahko izberemo?
b) Koliko razli¢nih Cetveric vsebuje dva asa?
¢) Koliko je razli¢nih Cetveric, ki vsebujejo
vsaj enega asa?

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Na koliko nacinov lahko iz skupine 100 gledalcev
izberemo skupino desetih gledalcev, ki bodo
prejeli spominske majice?

Na lepotnem tekmovanju bodo med 12 novinarji
in 8 dekleti, ki so osvojile naslov Miss Slovenije,
izbirali petclansko komisijo, v kateri bodo trije
novinarji in dve dekleti. Na koliko na¢inov lahko
izberejo komisijo?

Na izpitnem listu je napisanih 10 vprasanj. Dijak
mora odgovarjati na enega izmed prvih 3 vpra-
§anj in na 5 izmed naslednjih 7 vpraSanj. Koliko
razliénih izbir ima dijak na voljo?

V razredu je 8 fantov in 12 deklet. Na koliko
nacinov lahko sestavijo pet¢lansko delegacijo:
a) pri poljubni izbiri,

b) ¢e naj bodo v njej 3 dekleta in 2 fanta,

¢) ¢e naj bo v njej vsaj eno dekle?

Drustvo ima 32 ¢lanov. Na koliko nacinov lahko
izmed njih izberejo:

a) predsednika, tajnika in blagajnika,

b) tri¢lanski odbor, ki jih bo predstavljal?

Razvijte potence danih binomov.

a) (x+2) d) (S -3./)°
b) (3x —)° e) 2+
©) (fB3-a-2-6)" ) (i-x)

&) (2x+ Jx)

Ugotovite, ali velja

(2 +4/2)'=84/8 +84/2 +12./2 +6.

Pokazite, da je (1 — i)6 imaginarno Stevilo.

ZapiSite peti ¢len v razvoju binoma (%c - iz ’
X
Dana je potenca binoma (3/2x — 3)6.

a) Za x =—4 izraCunajte njegovo vrednost.
b) Zapisite Sesti Clen v razvoju danega binoma.

Ugotovite, ali je Cetrti ¢len v razvoju binoma
(2./x — —=)" enak —5280x".

3
23/x
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Poskus je vsako hoteno dejanje, ki poteka v skladu z mnozZico pogojev (je realizacija kompleksa pogojev).
Dogodek je vsak pojav, ki se pri danem poskusu lahko zgodi in ne spada v mnozZico pogojev. Dogodke
oznacujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami.

Dogodek je gotov, e se zgodi pri vsaki ponovitvi poskusa. Oznaka: G.

Dogodek je nemogo¢, Ce se ne zgodi pri nobeni ponovitvi poskusa. Oznaka: N.

Dogodek je slucajen, Ce se pri nekaterih ponovitvah poskusa zgodi, pri nekaterih ponovitvah pa ne.
Dogodek 4 je nacin dogodka B, ¢e se vsakic, ko se zgodi 4, zgodi tudi B.

Ce se je pri neki ponovitvi poskusa zgodil vsaj eden od dogodkov A4 ali B, re¢emo, da se je zgodila vsota
dogodkov 4 in B. Oznaka: A U B.

Ce se pri neki ponovitvi poskusa zgodita dogodka A in B hkrati, re¢emo, da se je zgodil produkt dogodkov
Ain B. Oznaki: A N Bali4 - B.

Ce se pri neki ponovitvi poskusa dogodek 4 ni zgodil, re¢emo, da se je zgodil nasprotni (komplementarni)
dogodek ali negacija dogodka A. Oznaka: A'.

Dogodka 4 in B sta zdruzljiva, ¢e se lahko zgodita hkrati.

Dogodka 4 in B sta nezdruzljiva, Ce se ne moreta zgoditi hkrati. Za nezdruzljiva dogodka 4 in BveljaA N B=N.
Dogodek C je sestavljen, Ce ga lahko zapiSemo kot vsoto dveh ali ve¢ sluc¢ajnih dogodkov: C=4 U B.
Dogodek, ki ni sestavljen, imenujemo elementarni dogodek ali izid.

MnoZico dogodkov S = {4,, 4, ... A,} imenujemo popoln sistem dogodkov, ¢e se pri vsaki ponovitvi poskusa
zgodi natanko eden izmed njih.

Mnozico vseh v danem poskusu moznih dogodkov imenujemo algebra dogodkov in jo oznac¢imo: PG.

n Naj bo opazovani poskus met obicajne igralne kocke.

a) ZapiSimo vse elementarne dogodke danega poskusa.

b) ZapiSimo dva razlicna popolna sistema dogodkov.

c) Ugotovimo, ali je dogodek 4 = {pade vsaj 5 pik} nacin dogodka B = {pade sodo §tevilo pik}.

¢) K dogodku C = {pade sodo §tevilo tock} zapiSimo nasprotni dogodek.

d) Dogodka D = {padejo ve¢ kot 4 pike} in F'= {padejo najve¢ 3 pike} sta sestavljena dogodka.
ZapiSimo ju kot vsoto elementarnih dogodkov.

e) Za dogodka H = {pade liho §tevilo pik} in K = {padejo manj kot 3 pike} zapiSimo produkt dogodkov
in ugotovimo, ali sta dogodka nezdruzljiva.

a) Vsielementarni dogodki danega poskusa so: E; = {pade 1 pika}, £, = {padeta 2 piki},
E; = {padejo 3 pike}, E, = {padejo 4 pike}, E5s = {pade 5 pik} in E; = {pade 6 pik}.

b) Popolna sistema dogodkov sta mnozici S; = {E, E,, E;, Ey, Es, E¢} in S, = {4, 4,}, pri Cemer sta
dogodka 4, = {pade sodo Stevilo pik} in 4, = {pade liho Stevilo pik}.

¢) Dogodek 4 ni nac¢in dogodka B, kajti Ce pade 5 pik, se zgodi dogodek A4, ne zgodi pa se dogodek B.

¢) K dogodku C = {pade sodo stevilo tock} je C'= {pade liho stevilo tock} nasprotni dogodek.

d) ZapiSemo D = {padejo ve¢ kot 4 pike} = E5 U E; in F = {padejo najve¢ 3 pike} = E, U E, U Ej.

e) ZapiSemo H N K = E; in ker njun produkt ni nemogo¢ dogodek, sta dogodka H in K zdruzljiva.
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E Naj bo opazovani poskus slucajni izbor ene igralne karte iz obicajnega kupa 32 igralnih kart.
a) Izracunajmo Stevilo vseh elementarnih dogodkov danega poskusa in jih nekaj tudi zapisimo.
b) K dogodkoma A = {izbrana karta je kralj} in B = {izbrana karta ni srce} zapiSimo nasprotna dogodka.
¢) Dogodkoma C = {izbrana karta je rdece barve} in D = {izbrana karta je as} zapiSimo vsoto dogodkov
in produkt dogodkov.

a) Vseh elementarnih dogodkov je 32; npr. E| = {izbrana karta je sréeva 7},
E, = {izbrana karta je karina 7} ...
b) Nasprotna dogodka sta A" = {izbrana karta ni kralj} in B’ = {izbrana karta je srce}.

c¢) Vsota dogodkov je C U D = {izbrana karta je rdece barve ali as}, produkt dogodkov je
C N D = {izbrana karta je as rdece barve}.

B Iz obicajnega kupa 32 igralnih kart hkrati nakljuéno izberemo dve igralni karti.
a) Izracunajmo Stevilo vseh elementarnih dogodkov danega poskusa in jih nekaj tudi zapisimo.
b) K dogodku 4 = {vsaj ena izbrana karta je kralj} zapi§imo nasprotni dogodek.
¢) Za dogodka C = {izbrani karti sta rdece barve} in D = {izbrani karti sta asa} zapi§imo vsoto dogodkov
in produkt dogodkov.

a) Vseh elementarnih dogodkov je C %2 =X 322 ) =496; npr E| = {izbrani karti sta sréeva 7 in karina 7},
E, = {izbrani karti sta sr€eva 7 in kriZzeva 7} ...
b) Nasproten dogodek je A'= {nobena izbrana karta ni kralj}.

c) Vsota dogodkov je C U D = {izbrani karti sta rdece barve ali asa}, produkt dogodkov je
C N D = {izbrani karti sta srcev in karin as}.

Klasi¢na definicija verjetnosti: Naj bo v nekem poskusu popoln sistem dogodkov, sestavljen iz n, izidov in naj
bo dogodek A vsota katerihkoli m od teh izidov. Potem je verjetnost dogodka 4 kvocient med Stevilom m
za dogodek 4 ugodnih izidov in Stevilom # vseh izidov danega poskusa: P(4) = % .

n Pri metu obicajne igralne kocke izracunajmo verjetnosti dogodkov 4 = {pade 6 pik},
B = {pade sodo §tevilo pik} in C = {pade vsaj pet pik}.

< . _ 1 3 _ _2 _1

Izracunamo: P(4) = E’P(B) e = E’P(C) =z=3-

E Izracunajmo verjetnosti dogodkov 4, B in C pri slucajnem izboru ene igralne karte iz obicajnega kupa
32 Kkart, Ce je:
a) A = {izbrana karta je kralj}
b) B = {izbrana karta je rdece barve}

c) C = {izbrana karta je kralj rdece barve}

wmm:%:

Nj— COol—

mmm:%:

¢) AO) =3 =1
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B Iz stevk 3, 4, 5, 6, 7, 8 nakljucno sestavljamo trimestna Stevila brez ponavljanja Stevk. KoliksSna je
verjetnost:
a) A = {da bomo na slepo sestavili Stevilo 8§76}
b) B = {da bomo na slepo sestavili Stevilo, deljivo s 5}
¢) C= {dabomo na slepo sestavili Stevilo, deljivo z 2}

DAD=gaody D AB=EEI-l o AO-3id-)

ﬂ Na polico zelimo zloziti 4 matematicne in 3 fizikalne knjige. IzraCunajmo verjetnost, da bodo pri
nakljuénem zlaganju knjig na polico stale matematicne knjige skupaj in fizikalne knjige skupaj.

Stevilo vseh dogodkov je 7!, §tevilo ugodnih dogodkov pa je 2 - 4! - 3! = 288.

Zato je P(4) = 2% = 0'0571.

E V skatli je 10 enakih kroglic, oStevilcenih s Stevilkami od 1 do 10. Hkrati slu¢ajno izberemo dve kroglici.
Izracunajmo verjetnosti dogodkov:
a) A = {izbrani kroglici imata Stevilki 1 in 2}
b) B = {izbrani kroglici imata sodi Stevilki}

a) Vseh elementarnih dogodkov v danem poskusu je ( 120 ) = 45, zato lahko izraCunamo P(4) = R

10 45
A ()
b) P(B)= - =13 =3.
(5)
Racunanje verjetnosti:
1. P(4)>0 3. (N)=0 5. (AU B)=PA)+P(B)— P(AN B)

2. P(G)=1 4. P(A')=1- P(A)

[y

n Racunalnik iz mnozice naravnih Stevil » < 1000 naklju¢no izbere eno Stevilo. Izra¢unajmo verjetnosti
dogodkov:
a) A = {izbrano S§tevilo je deljivo z 10}
b) B = {izbrano Stevilo ni deljivo z 10}

a) IzraCunamo P(4) = % = %
b) Ker je dogodek B nasproten dogodku 4, je A(B)=1—-P(4) =1 - 1_16 = 1_96

E V posodi imamo 6 belih in 8 ¢rnih kroglic. Na slepo izvleCemo tri kroglice. Izraunajmo verjetnosti
dogodkov:
a) A = {izbrane kroglice so bele}
b) B = {vsaj ena izbrana kroglica je ¢rna}

6
;)
a) IzraGunamo P(4) = 13—4 = % = 95_1
%

b) Dogodek {nobena izbrana kroglica ni ¢rna} = {vse kroglice so bele} = A je nasproten dogodku
B = {vsaj ena izbrana kroglica je ¢rna}, zato je P(B)=1—-P(A)=1 — 551— = % = (0945
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B V razredu s 15 fanti in 17 dekleti ucitelj nakljucno izbere dva dijaka. KolikSne so verjetnosti dogodkov:
a) A = {izbrana sta en fant in eno dekle}
b) B = {izbrana sta dva fanta}
c) C={izbrano je vsaj eno dekle}

15, 17
(1)‘(1)_15-17

a) Izracunamo P(A) = 3 =TT =0'5141.
5)
)
b) AB)= & = 12 =0°2117.
(2)

c) Ker je dogodek {izbrano ni nobeno dekle} = {izbrana sta dva fanta} = B nasproten dogodku C, je
P(CO)=1-PB)=1-02117=0"7883.
Za dogodek C pa velja tudi C = {izbrano je eno dekle in en fant} U {izbrani sta dve dekleti}, zato je
CORCOENEY!
1 1 27 _ 18- 17136 _ 391

P(C) = 496 = 79 =07883.

5)

n Iz obicajnega kupa 32 kart smo Ze izbrali tri karte: dva kralja in enega asa. Na slepo izberemo hkrati
Se dve karti. IzraCunajmo verjetnost, da bosta med izbranima kartama en kralj in en as.

2 3

-

V kupéku z 29 kartami sta Se dva kralja in trije asi, zato je P(4) = — =5 I _ 1763 =001478.
(

5)

E V skatli je 100 enakih kroglic, oStevil¢enih s Stevilkami od 1 do 100. Hkrati slu¢ajno izberemo eno
kroglico. IzraCunajmo verjetnosti dogodkov:
a) A = {izbrana kroglica ima Stevilko 100}
b) B = {izbrana kroglica je deljiva s 5}
c) C = {izbrana kroglica je deljiva z 8}
¢) D = {izbrana kroglica je deljivas 5 in z 8}
d) F= {izbrana kroglica je deljiva s 5 ali z 8}

a) P(4) = 15 ¢) PD)=PBNC)= 1% = =
b) P(B)= 2% =1 d) A =PBUCO)=PB)+PCO)-PBNO)=1+% -2 =3 =3

¢) AO)= 155 = 55

ﬂ Iz obicajnega kupa 32 igralnih kart hkrati nakljuéno izberemo dve igralni karti. [zra¢unajmo verjetnosti
dogodkov:
a) A = {izbrani sta dve karti rdece barve}
b) B = {izbrani sta dve dami}
c) C = {izbrani karti sta rdece barve ali dami}
() _ 120
a) Izracunamo P(A) = &5 = 206 = =0'2419.
2

A
=

b) P(B) = (2) 496 =0'0121.
(2)

¢) Zapisemo P(C) = P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A " B) = }ég 436 ¢ = 02520,



I. Gaussova ali normalna krivulja je graf funkcije y(x) =

standardni odklon.

Njen graf je znacilne zvonaste oblike.

a

_(x—a)

1 2
c-21te
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2

, pri cemer je a srednja vrednost in

Z vsako normalno porazdeljeno spremenljivko lahko pri¢akujemo, da bodo pri velikim Stevilu poskusov
(realizacij te spremenljivke) vrednosti v priblizno:

68°3% ujete v interval
[a —0,a+ o]

(za en standardni odklon
od srednje vrednosti).

95°4% ujete v interval
[a - 20, a+ 20]

(za dva standardna odklona
od srednje vrednosti).

99°7% ujete v interval
[a - 30, a+ 30]

(za tri standardne odklone
od srednje vrednosti).

99,7%

a+30

1. Iz obiCajnega kupa 32 kart smo Ze izbrali Stiri 5
karte: dva kralja in dve dami. Izracunajmo verjet-
nost, da bo naslednja na slepo izbrana karta kralj
ali dama.

2.V §katli so listki s Stevilkami od 50 do 69. Na
slepo izberemo en listek. Izracunajte verjetnosti
dogodkov:

a) A = {Stevilo na listku je sodo}
b) B = {Stevilo na listku sestavljata enaki Stevki}

3. Iz mnozice naravnih Stevil, manjSih od 100, 7.

nakljuc¢no izberemo eno Stevilo. Kolik$na je
verjetnost, da je to Stevilo sodo, ki ni deljivo

z osem? 8.

4. Iz mnozice naravnih Stevil » < 100 naklju¢no
izberemo eno Stevilo. KolikSna je verjetnost,
da je to stevilo deljivo z 2 ali s 5?

. Dvakrat zaporedoma vrzemo igralno kocko.

Prvi¢ smo vrgli 6 pik. Koliksna je verjetnost,
da tudi drugi¢ vrZzemo 6 pik?

. Enkrat vrzemo igralno kocko. Izracunajte verjet-

nosti dogodkov:

a) A = {pade Stevilo pik, ki je deljivo s 3}

b) B = {pade sodo Stevilo pik}

¢) C= {pade §tevilo pik, ki je bodisi sodo bodisi
deljivo s 3}

Kolik$na je verjetnost, da pri enem metu igralne
kocke pade prastevilo ali pa Stevilo, manjSe od 5?

Trikrat zaporedoma vrZzemo igralno kocko. Kolik-
$na je verjetnost, da vsaj enkrat pade 6 pik?

. Hkrati vrZzemo dve igralni kocki. KolikSne so

verjetnosti naslednjih dogodkov:

a) A = {na obeh kockah pade 6 pik},

b) B = {vsota pik obeh kock je 7},

¢) C= {na obeh kockah sta Stevilki vecji od 3}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

V oddelku z 32 dijaki se vsak dijak uci vsaj en tuji
jezik. Angleski jezik se uci 24 dijakov, nemski
jezik pa 18 dijakov. Nakljuéno izberemo enega
ucenca. KolikSna je verjetnost, da se izbrani dijak
uci oba tuja jezika?

Iz kupa 32 kart na slepo izberemo eno karto.
Kolik$na je verjetnost, da je izbrana karta pik
ali kralj?

Racunalnik iz ¢rk M, A, A, A, T, T, U, R, Nin K
nakljuc¢no sestavlja besede tako, da vsaki¢ porabi
vse omenjene ¢rke. Kolik$na je verjetnost, da
sestavi besedo MATURANTKA?

Koliko je permutacij znakov AA VYV ¥ ¢ ¢ ¢?
Kolik$na je verjetnost, da se pri slepem sestavlja-
nju permutacije ta zacne s ¢?

Racunalnik iz ¢rk T, E, L, E, V, I, Z, I, J in A
naklju¢no sestavlja besede tako, da vsaki¢ porabi
vse omenjene ¢rke. KolikSna je verjetnost, da se
pri slepem sestavljanju permutacije beseda konca:
a) naLE

b) na samoglasnik

Iz stevk 1, 2, 4, 5, 8 sestavljamo Stirimestna Ste-
vila s samimi razlicnimi Stevkami. Naj bo ‘M
mnozica vseh takih Stirimestnih Stevil. Koliko ele-
mentov ima mnozica M? Koliks$na je verjetnost,
da bo naklju¢no izbrano §tevilo iz mnozice M
deljivo s 5?

1z érk besede ODLICNJAK sestavljamo besede,
tako da vsako ¢rko uporabimo natanko enkrat.
Koliko je takih besed? Izracunajte verjetnost,

da nakljucno sestavljena beseda vsebuje besedico
DIJAK (¢rke D, I, J, A, K morajo stati skupaj

v tem vrstnem redu).

Blaz povabi v cirkus Se dva soSolca in §tiri soSol-

ke, ki se nakljucno usedejo na 7 praznih sedezev

v vrsti.

a) Na koliko razliénih nacinov se lahko
posedejo?

b) Izracunajte verjetnost, da sedijo fantje skupaj
in dekleta skupaj.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Na letalu so v vsaki vrsti razporejeni trije sedeZi
levo od prehoda in trije sedezi desno od prehoda.
Trije zakonski pari se naklju¢no razporedijo

v eno vrsto. Kolik$na je verjetnost dogodka,

da sedijo moZje skupaj in Zene skupaj?

Dana je mnozica A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. MnoZica

‘B je mnozica Stirimestnih Stevil (Stevilo 0 ne

more biti na prvem mestu), ki jih sestavljamo

iz elementov mnozice A, pri Cemer vsako Stevko

uporabimo kvecjemu enkrat.

a) Koliko elementov ima mnoZica B?

b) Koliko Stevil iz mnozZice B je veckratnikov
Stevila 5?

¢) Iz mnozice B naklju¢no izberemo eno Stevilo.
Koliksna je verjetnost, da smo izbrali Stevilo,
ki je vecje od 3000 in manjSe od 5000?

Iz mnozZice Stevk {1, 3, 5, 7, 8, 9} sestavljamo

trimestna Stevila, katerih Stevke se ne morejo

ponavljati.

a) Izracunajte, koliko Stevil lahko sestavimo.

b) Izracunajte, koliksSna je verjetnost, da je
naklju¢no izbrano §tevilo deljivo z 2.

¢) IzraCunajte, kolikSna je verjetnost, da je vsota
Stevk nakljuéno izbranega Stevila enaka 9.

Iz mnozice Stevk {2, 3, 4, 5, 6} racunalnik
nakljuéno sestavlja trimestna Stevila, pri cemer
je lahko v posameznem Stevilu posamezna Stevka
zapisana tudi veckrat. KolikSna je verjetnost:

a) da sestavi Stevilo 555

b) da je sestavljeno Stevilo manjse od 400

V prvi §katli so 3 bele in 6 zelenih, v drugi Skatli
pa je 6 belih in 4 zelene kroglice. Na slepo izvle-
¢emo eno kroglico iz prve Skatle in eno iz druge
Skatle. Kolik$na je verjetnost, da sta:

a) obe izvleCeni kroglici zeleni,

b) kroglici razli¢ne barve?

Na sedmih ploS¢icah so napisane ¢rke O, D, L, I,
C, E, N (na vsaki ploséici po ena érka). Na slepo
hkrati izberemo tri plos¢ice. Kolik$na je verjet-
nost, da iz njih lahko sestavimo besedo NOC?
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24. 31.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

Pri Zrebanju Lota med Stevili od 1 do 39

nakljuéno izberejo 7 Stevil.

a) Naklju¢no izpolnimo en navadni listek s sed-
mimi Stevili. Kolik$na je verjetnost, da bomo
zadeli »sedmico« in kolikSna je verjetnost,
da bomo zadeli »Stirico«?

b) Nakljuc¢no izpolnimo en kombinirani listek
z desetimi Stevili. Kolik$na je verjetnost,
da bomo zadeli »sedmico« in kolikSna je
verjetnost, da bomo zadeli »Stirico«?

1z kupa 32 kart na slepo izberemo tri karte.
Kolik$ne so verjetnosti dogodkov:

a) A = {vse tri karte so desetke}

b) B = {vse tri karte so kare}

c) C={vsaj ena karta je 7}

Na 15 listkih, ki so shranjeni v posodi, so zapi-
sana Stevila od 1 do 15. Naklju¢no iz posode
izvleCemo dva listka. IzraCunajte verjetnost
dogodka A, da je vsaj na enem od izvlecenih
listkov zapisano Stevilo, ki je vecje od 10.

1z skupine 20 moskih in 14 Zensk naklju¢no izbe-
remo Stiri osebe. KolikSna je verjetnost, da je v tej
skupini izbranih oseb vsaj ena Zenska?

V razredu z 18 dekleti in 11 fanti nakljuéno
sestavljajo petclanski odbor, ki bo pripravil
poslovilno slovesnost. IzraCunajte verjetnost,
da bosta v tem odboru zastopana oba spola.

V skatli imamo 3 bele, 5 rdecih in 6 modrih krog-
lic. Naklju¢no izberemo 3 kroglice hkrati.
Izracunajte verjetnost dogodkov:

a) A = {kroglice so razli¢ne barve}

b) B = {vsaj ena kroglica je rdeca}

Na ribiski ladji imajo 8 trnkov s plovci in 2 trnka
brez plovca. V morje naklju¢no vrzemo 6 trnkov.
Kolik$na je verjetnost, da v morje nismo vrgli vse
trnke s plovci?

32.

33.

34.

35.

1z obicajnega kupa 32 igralnih kart hkrati nakljuc-

no izberemo dve igralni karti. IzraCunajmo verjet-

nosti dogodkov:

a) A = {izbrani karti sta ¢rne barve}

b) B = {izbrani sta dve devetki}

c) C = {izbrani karti sta ¢rne barve ali devetki}

¢) D= {ena izbrana karta je rdece barve, druga
pa ¢rne}

Dijak se je od 50 vprasanj naucil odgovore

na 40 vpraSanj. Na izpitu dobi §tiri vpraSanja.
Kolik$na je verjetnost, da bo pravilno odgovoril
vsaj na dve vprasanji?

Iz mnozice M = {4k — 1; k € N, k < 8} na slepo
izberemo dve Stevili. ZapiSite elemente mnozice
M in izraCunajte verjetnosti dogodkov:

a) A = {obe izbrani §tevili sta deljivi s 3}

b) B = {vsaj eno izbrano §tevilo je deljivo s 3}

Pri proizvodnji 2000 Zarnic so naklju¢no izbrali

vzorec 50 Zarnic in jih testirali.

a) Koliko neuporabnih Zarnic lahko pricakujemo
v celotni proizvodnji, e so v tem vzorcu
3 neuporabne Zarnice?

b) V daljSem ¢asovnem obdobju nadzora proiz-
vodnje so ugotovili, da so v povprecju v seriji
50 zarnic 3 neuporabne. Kolik$na je verjet-
nost, da pri slepem izboru 3 Zarnic iz vzorca
s 50 Zarnicami izberemo vse tri neuporabne
Zarnice, in kolik$na je verjetnost, da pri sle-
pem izboru 3 Zarnic iz vzorca s 50 Zarnicami
izberemo vse 3 uporabne Zarnice?

Standardizirano normalno porazdelitev dobimo,
¢e za Gaussovo (normalno) krivuljo uporabimo
a=0in o = 1. Z uporabo IKT-ja nariSite njen
graf.



29. STATISTIKA B

Osnovni statisticni pojmi.
Grupiranje, urejanje in prikazovanje podatkov

Populacija je konc¢na ali neskonéna mnozZica, ki jo statisticno proucujemo.
Vzorec je konéna podmnozica populacije.
Enota je posamezen element populacije.

Statisticni znaki (spremenljivke) so znacCilnosti posameznih enot, ki nas v danem primeru zanimajo, statisticni
parametri pa znacilnosti populacije kot celote.

Vc¢asih za lazjo obravnavo populacije celotni interval vrednosti statisticnega znaka razdelimo v manjse
intervale, ki jih imenujemo razredi (sredine razredov oznac¢imo z x;).

Absolutna frekvenca f, pove Stevilo enot, ki spadajo v k-ti razred, relativna frekvenca f,: pa delez teh enot.
Ce je N stevilo vseh enot v populaciji, potem velja fko = J]%,

Pridobljene in urejene podatke grafiéno prikazujemo predvsem s kroznim diagramom ali strukturnim krogom
(tortni diagram), poligonom in histogramom.

[y

Na Solski akciji zbiranja starega papirja so zabelezili naslednje mase prinesenega papirja (v kg):

105, 120, 144, 151, 82, 85, 91, 124, 199, 196, 100, 52, 68, 77, 83, 167, 155, 192, 187, 175, 156, 74, 55,
96, 137, 139, 171, 117, 88, 181, 164, 146, 92, 84, 51, 134, 157, 113, 66, 57.

Podatke grupirajmo v 6 razredov, izraCunajmo absolutno in relativno frekvenco posameznega razreda
in podatke grafi¢no predstavimo.

Razlika med najvec¢jo in najmanjSo maso je 199 kg — 50 kg = 149 kg, zato bomo naredili 6 razredov
s §irino 25 kg.
Nato prestejemo Stevilo enot v posameznem razredu in zapiSemo absolutne frekvence f;.

Izracunamo Se relativne frekvence fk0 ~ Ik pri Cemer je N Stevilo vseh enot (N = 40).

e
Razred | Masa (v kg) Sredina razreda x; | Absolutna frekvenca f, | Relativna frekvenca ﬁco
1 50-75 625 7 0°175
2 75—-100 87°5 9 0°225
3 100-125 112°5 6 0°150
4 125-150 137°5 5 07125
5 150-175 162°5 7 0175
6 175-200 187°5 6 07150
SKUPAJ 40 1000
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Narisemo frekvencni kola¢, histogram in poligon (linijski diagram).

razred
0,
17,5% I:I 1

M2

B3
0,

25% m,

12,5 % Os

15% Oe

15%

—_

=

17,5%

absolutna frekvenca j]’C
i el U N MO O
absolutna frekvenca j]’(

S —m N WA U0
T~~~
| 4

50 75 100 125 150 175 200 375 625 87,5 1125 1375 162,5 1875 2125
masa (v kg) sredina razreda x;,

Srednja vrednost in standardni odklon

Aritmeti¢na sredina ali srednja vrednost Steviléno izrazenega statisticnega znaka pove vrednost, ki bi jo dobili,
¢e bi vsoto vseh vrednosti statisticnega znaka enakomerno razdelili na vse enote v celotni populaciji.

Ce z x;, X, ... xyoznacimo vrednosti, ki jih statisti¢ni znak zavzame na posameznih enotah dane populacije,

. e . . - _ . 4.+
potem aritmeti¢no sredino izraGunamo po obrazcu x = W

Dolzina drzavne meje Republike Slovenije s Hrvasko je 670 km, z Madzarsko 102 km, z Avstrijo 318 km
in z Italijo 280 km (Vir: Statistiéni urad RS). IzraCunajmo, koliksna je povprecna dolzina drZavne meje
Slovenije s sosednjimi drzavami.

IzraGunamo x =

670 +102 + 318 +280 _ 342°5 km
7 .

Ce statisticni znak zavzame isto vrednost na ve¢ enotah populacije ali pa je vrednost statisticnega znaka
. . ~ . .~ . .= + + ...+
razdeljena v razrede, potem izra¢unamo tehtano aritmeti¢no sredino po formuli: x = fixy fzxZN JE L

Tu so x;, x5 ... x, sredine razredov, f, /5 ... f, pa frekvence razredov.

Vg

n Borzni posrednik je 5 delnic kupil po 373°00 EUR, 8 delnic po 37420 EUR, 3 delnice po 37180 EUR
in 5 delnic po 36890 EUR. Izracunajmo, po koliko evrov je povprec¢no kupil posamezno delnico.

Borzni posrednik je v povprecju posamezno delnico kupil po

e 5.373,00+8- 374,202+13 371,80 +5 - 368,90 _ 372°31 evra.




E Pri matemati¢nem testu so trije dijaki bili ocenjeni z nzd(1), sedem dijakov z zd(2), Sest dijakov z db(3),
7 dijakov s pd(4), preostali dijaki pa z odl(5). Izracunajmo, koliko dijakov je bilo ocenjenih z odli¢no
oceno, Ce je bila povprecna ocena testa 3°0.

3~1+7~2+2§~+3n+7~4+n~5 —30

in s preoblikovanjem v 3 + 14 + 18 + 28 + 51 =69 + 3n
reSimo dobljeno enacbo n = 3.

Odli¢no oceno so dobili trije dijaki.

ZapiSemo x =

Mediana m (srediSCnica) je tista vrednost statisticne spremenljivke, pri kateri je polovica vrednosti manjsih
ali enakih, druga polovica vrednosti pa je vecjih ali enakih od nje.

Modus M (gostiS¢nica) je vrednost podatka, ki se v mnozici vseh vrednosti najveckrat ponavlja.

Za grupirane podatke namesto modusa pois¢emo modalni razred.

Mediana razdeli podatke na dve polovici, ¢e pa ti dve polovici ponovno razpolovimo, dobimo §tiri enako
mocne skupine podatkov. Mejnike posameznih skupin podatkov imenujemo Kkvartili.

Prvi kvartil Q, je mediana spodnje polovice podatkov, drugi kvartil @, je mediana m vseh podatkov,
tretji kvartil Q; pa je mediana zgornje polovice podatkov.

Vse tri kvartile ter minimalno in maksimalno vrednost mnozice podatkov grafiéno predstavimo z diagramom
kvartilov oz. Skatlo z brki.

xmin Ql sz m Q3 xmax

Mere za razprsenost podatkov so:

1. Variacijski razmik je razlika med najvecjo in najmanjso vrednostjo v populaciji: R = Xpax — Xmin
2. Medcetrtinski razmik je razlika med tretjim in prvim kvartilom: Q = Q; — Q,

3. Standardni odklon o ali standardna deviacija vrednosti Steviléno izrazenega statisticnega znaka od
aritmeti¢ne sredine pove, za koliko se statisti¢ni znak v povprecju odklanja od srednje vrednosti.

—\2 —\2 —\2
Standardno deviacijo izraGunamo po obrazcu o= A//l(xlfx) /0 ’;) T A X
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[y

n Na olimpijskih igrah v Londonu so v metu kladiva tekmovalci dosegli naslednja mesta in rezultate:

1. | K. Pars MAD | 8059 m | 7. S.Ziolkowski POL 77°10 m
2. | P. Kozmus SLO 79'36 m | 8. | N. Vizzoni ITA 76°07 m
3. | K. Murofusi JAP 7871 m | 9. | K. Johnson ZDA | 7495 m
4. | O. Sokirski UKR | 7825m | 10. | D. Nazarov TAD 7380 m
5. | K. Ikonikov RUS 77°'8 m | 11. V. Sviatoha BLR | 73'13m
6. | L. Melich CES 77°'17m | 12. | A. Smith VB 7287 m

(Vir: http://www.rtvslo.si/sport)

ZapiSimo mediano in kvartile. Izracunajmo variacijski in medcetrtinski razmik ter povprecno dolzino
meta. NariSimo diagram kvartilov.

Mediana je sredina med 6. in 7. mestom: m = 77'172& = 77" 135

Prvi kvartil je sredina med 9. in 10. mestom: Q, = 22227380 — 74375

Drugi kvartil je enak mediani: Q, = m = 77135
Tretji kvartil je sredina med 3. in 4. mestom: Q,
Variacijski razmik R = 80°59 — 72°87 = 7°72, medcCetrtinski razmik pa Q = 7848 — 74°375 = 4°105.
Povprec¢na dolzina meta je:

_80°59+79°36+7871+7825+7786+77°17+77°10+76°07 +74°95+73°'80+73°13 +72°87 _ 76°655
12

_ 7871 : 7825 _ 78°48

By

Narisemo diagram.

|

72 LTI G g g Rl 82 [m]

xmin Ql Q2 = Q3 xmax

E Pregledovali smo dosezZene kose koSarkarskih klubov, ki tekmujejo v ligi Goodyear, in po 14. kolu dobili
naslednje podatke, ki smo jih zZe uredili po razredih.

Razred Stevilo dosezenih kosev Sredina razreda x; Absolutna frekvenca f;
1 1000-1040 1020 1
2 1040—1080 1060 3
3 1080—-1120 1100 4
4 1120-1160 1140 6
Skupaj 14

Izracunajmo povprecno Stevilo dosezenih koSev in standardni odklon.

1-1020+3-1060+4-1100+6-1140
14

i A/1 (1020 - 1103)° +3 - (1060 — 1103)* +4 - (1100 - 1103)> +6 - (1140~ 1103)* - 384
14 '

Povprecno stevilo dosezenih kosev je x = = 1103, standardni odklon pa




1. Pri matematiénem testu so Jure, Rok in Ziga
dobili prav dobro 4, Matej pa odli¢no 5. Izracu-
najte njihovo povprecno oceno.

2. Vletu 2005 je deset najuspesnejSih avtomobilskih
znamk doseglo naslednje Stevilo prodanih avto-
mobilov: 13761, 6693, 6080, 4694, 4270, 2988,
2738, 2719, 2142 in 1786 (vir: Delo). ZapiSite
mediano in kvartile. IzraCunajte variacijski in
medcetrtinski razmik ter povpre¢no prodajo
najboljsih desetih avtomobilskih znamk. Narisite
diagram kvartilov.

3. Izracunajte povprecni ¢as najboljsih petih tekmo-

valk slaloma na Zlati lisici, ki so dosegle nasled-
nje Case: 1:48:34, 1:49:31, 1:49:43, 1:49:52,
1:50:06.

4. Pri igri Clovek ne jezi se smo belezili stevilo pik
na igralni kocki. IzraCunajte, kolikokrat je padla
enica, Ce je dvojka padla petkrat, trojka sedem-
krat, Stirica osemkrat, petica Sestkrat in Sestica
desetkrat in je povprecje pik na kocki vseh metov
znaSalo 3°6.

5. Spodnji diagram prikazuje dolZino skladb
(v minutah in sekundah) na glasbeni zgos§cenki.
Izracunajte dolzino skladbe x, e je povprecna
dolzina skladb na zgoscenki 3 minute
in 5 sekund.

3:26

3:27

2:27

2:36

STATISTIKA

6.V prvem razredu devetletke so izmerili vi§ino
ucencev. Dobili so naslednje vrednosti (v centi-
metrih): 105, 106, 107, 108, 108, 109, 109, 110,
111,112,112, 112, 113, 114, 116, 116, 116, 117,
117,118, 119, 120, 120, 121, 121, 122, 123 in
124.

a) ZapiSite mediano in kvartile. IzraCunajte varia-

cijski in medcetrtinski razmik.

b) Podatke grupirajte v pet frekvenénih razredov
Sirine 4.

¢) Iz grupiranih podatkov izraCunajte povprecno
viSino ucenceyv.

¢) Podatke prikazite s frekvencnim histogramom
ali frekven¢nim poligonom.

7. Isto maso je stehtalo 6 dijakov. Njihove meritve
so: 13°52 kg, 13°50 kg, 13°77 kg, 13765 kg,
13°57 kg in 1372 kg. IzraCunajte srednjo
vrednost meritve in standardni odklon.

8. V maratonskem klubu so v zadnjem tednu zabe-
lezili naslednje Stevilo preteCenih kilometrov
za posamezne maratonce in podatke uredili
po razredih.

Razred 1 ) 3 4 :
Stevilo pretecenih X
e — 0-50 | 50-100 |100-150|150-200 E
Sredina razreda 95 75 125 175 .
Xk i

Absolutna

frekvenca f, ? 6 7 3 |25

IzraCunajte povprec¢no Stevilo pretecenih
kilometrov in standardni odklon.

9. Tovarna proizvaja tri vrste hladilnikov. V maju so
prodali 356 hladilnikov po 520°00 EUR za posa-
mezen hladilnik, 290 hladilnikov po 610°00 EUR
in 180 hladilnikov po 720°00 EUR. Izracunajte
povprecno ceno prodanega hladilnika v maju
in standardni odklon prodaje v maju.
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10. Pri preverjanju znanja 25 dijakov iz statistike
je bil dosezZen naslednji uspeh, predstavljen
na spodnjem frekvenénem kolacu.

12% 12% ocene
1
16 % o
249%  [2
3
B4
36% s

a) Izracunajte Stevilo dijakov, ki so pridobili
posamezno oceno, in rezultate prikazite
s tabelo, frekvenénim histogramom
in frekven¢nim poligonom.

b) Izracunajte povpreéno oceno in standardni
odklon.

11. Spodnji histogram prikazuje Stevilo Zivorojenih
deklic in deckov v Sloveniji v letih od 2000 do
2004 (Vir: Statistiéni urad RS).

9600
9400
9200 1
9000 -
8800 1

9368

9064
910

9025
8930
8860

88[12

B decki

Stevilo zivorojenih
deklic in deckov

8600
8400 -
8200 1
8000 -

84113

847

8391

[] deklice

2000 2001

2002

2003

2004

leto

a) Za to obdobje izracunajte povprecno Stevilo
rojenih deckov in povprecno Stevilo rojenih
deklic ter njuna standardna odklona.

b) Za vsako leto izracunajte, koliko odstotkov
vec je bilo deckov kot deklic, in to prikazite
s frekven¢nim poligonom.

12. Trgovca Miha in Janez sta v zadnjem tednu pro-

13.

dala enako Stevilo koles. Spodnja tabela prikazuje
Stevilo prodanih koles po posameznih dnevih,

ki jih je v zadnjem tednu uspel prodati trgovec
Miha, spodnji frekven¢ni kola¢ pa prikazuje delez
prodanih koles po posameznih dnevih tega tedna,
ki jih je uspel prodati trgovec Janez.

8%
12% 12% [ ponedeljek
[ torek
|:| sreda
8% [ cetrtek
209 B petek

Stevilo prodanih koles po posameznih dnevih —

Miha
Ponedeljek 5
Torek
Sreda 11
Cetrtek X
Petek 13

Za Miho in Janeza izraCunajte Stevilo prodanih
koles za posamezen dan, in to prikazite s tabelo
in s frekven¢nim poligonom, Ce veste, da sta

v torek prodala enako §tevilo koles.

V podjetju TAXI, d. 0. 0., so v prvi polovici
meseca zapisali naslednje Stevilo prepeljanih kilo-
metrov po posameznih vozilih: 510, 1120, 2080,
1110, 1550, 810, 1512, 1632, 509, 812, 2005,
1601, 807, 2087, 897, 1605, 1154 in 875.

a) Podatke uredite po velikosti, zapiSite
mediano, kvartile, variacijski in medcetrtinski
razmik.

b) Podatke grupirajte v Stiri razrede, zapiSite
modalni razred, izracunajte frekvenéno
porazdelitev, povprecno Stevilo prevozenih
kilometrov in standardni odklon.

¢) Urejene podatke graficno predstavite.



30. PREGLEDNA TESTA

l. test

4.

5.

10.

11.

12.

. Natancno pisno izraCunajte 1% S i 12°. ( )_1 2

12 12

. Dana je funkcija f{x) = % + x — 4. IzraCunajte nicli, zaCetno vrednost ter teme te funkcije in nariSite njen

graf.

. Stranlca kvadrata ABCD meri 4 cm. Tocka E deh stramco BC v razmerju ‘Bﬂ ’EC‘ 3: 1

Vektor AE izrazite z vektorjema a = AB in b AD ter izracunajte AE AD

Resite enacbo logsx + log; (x — 8) = 2.

Za trikotnik ABC velja S = 27 cm’, |4B| : [AC| = 3 : 4 in X BAC = a = 30°. Izracunajte dolzini stranic
ABin AC.

- . L T
. ReSite enacbo ﬁ sinx = cos( 3 X).

. Hiperbolo z enacbo X - 4y2 = 4 zavrtimo za 90° okoli izhodiS¢a. ZapiSite enacbo dobljene hiperbole

in koordinati njenih gorisc.

. Dani sta premici z enacbama 3x — 2y + 2 =0 in ax + 3y — 5 = 0, pri Cemer je a realno Stevilo. Za katero

realno Stevilo a bosta premici vzporedni in za katero realno $tevilo ¢ bosta premici pravokotni?

. V aritmeti¢nem zaporedju je tretji ¢len enak 11, deseti Clen pa je Stirikratnik drugega Clena. Zapisite

splosni ¢len zaporedja.

Janez je na mizi naredil tri kupc¢ke igralnih kart, ki so bile s hrbtno stranjo obrnjene navzgor. V prvem
kupcku so bili vsi §tirje asi, v drugem srcev, pikov in karin kralj, v tretjem sréeva, pikova in karina dama.
Na slepo je iz vsakega kupcka vzel eno karto. Kolik$na je verjetnost, da so bile vse tri izvleCene karte iste
igralne barve (vse tri bodisi srca bodisi piki bodisi kare)?

IzraCunajte niclo in koordinati maksimuma in minimuma funkcije f{x) = ;4—)51 .
X+

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta parabola y =2 — ¥’ in premica y = —2.
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Il. test

1.Kateri veckratniki Stevila 12 so delitelji Stevila 5047
2. Ali tocke A(3, 7), B(-=7, —13) in C(66, 133) lezijo na isti premici? Odgovor utemeljite.

3.V trikotniku ABC za stranici AB in BC velja |4B| : [BC| = 1 : 3. Tocka E leZi na stranici AC, tocka F pa leZi
na stranici BC, tako da je daljica EF vzporedna stranici 4B in ‘Eﬂ = \FB‘ = 6 cm. IzraCunajte dolzini stranic
AB in BC.

1
2 2
4. Izraz _(ﬁ)27—1 zapiSite v obliki aa/B , pri Cemer je a celo Stevilo, b in n pa sta naravni Stevili.
/144 .47.0,125°

5. Za katero kompleksno Stevilo z je (2 + i)z =z + 4i?

6. Dana je tocka A(2, —3, 1). Tocka M(3, 3, —1) je razpolovisce daljice AB. ZapiSite komponente vektorja
AM in koordinate tocke B.

7. Resite enacbo 4" "' — 4° = 12 - 4™, Resitev zapisite v obliki ulomka.
8. Dana je funkcija f{x) = sin(2x — n). Na intervalu (—=, 1) nariSite grafa funkcij x — f(x) in x — V(x)\.

9. Plasc¢ enakostrani¢nega stoZca meri 727 cm’. Koliko meri polmer stoZca in koliko meri prostornina
stozca? Rezultata zapiSite v natan¢ni obliki.

10. Za kateri realni stevili x bodo Stevila 2, x°, 3x zaporedni Cleni kon¢nega aritmeti¢nega zaporedja?
ZapiSite zaporedji.

11. Slovenska koSarkarska reprezentanca bo na turnirju na evropskem prvenstvu igrala v skupini z BiH,
Gr¢ijo in Francijo. Vsaka reprezentanca iz skupine igra z vsako natanko enkrat. Koliko tekem bo odigra-
nih v tej skupini? Andrej je na slepo kupil vstopnico za ogled tekme te skupine. Kolik§na je verjetnost,
da bo gledal tekmo, v kateri bo igrala slovenska reprezentanca?

x+1

12. NariSite graf funkcije f{x) = - Izracunajte kot, pod katerim graf funkcije /' seka abscisno os.

Rezultat zapiSite na minuto natan¢no.



1. Osnove logike

1. Izjava je pravilna. 2. Zapisemo A < B: Stevilo 7 je liho §tevilo natanko takrat, ko je * liho stevilo. (p) Izjavi sta enakovredni.
3.

A B A=B A=B)vA

p p p

p n n p

n p p p

n n p p

Izjava je tavtologija, saj je pravilna pri vseh razli¢nih naborih osnovnih izjav 4 in B.

4,
A B A=B —B —-Bv A A=>B)= (=BVvA)
p P n p p
p n n p p n
n p p n n n
n n p p p p

Izjava ni tavtologija, saj ni pravilna pri vseh naborih osnovnih izjav 4 in B.

5. a)
A B —B —BAA A= ((=B)AA)
p p n n n
p n p p p
n p n n p
n n p n p
b)
A B A=B —B —A (=B) = (—A4) (A= B) & ((—=B) = (—4))
p p p n n p p
P n n P n n p
n p p n p p p
n n p p p p p
6. Izjava A: 2| n, izjava B: 2’1’(n + 1). Sestavljena izjava je: 2ln < 2*(n +1).

1. Pravilne so sestavljene izjave 4 = B, B=> A inodtod 4 < Bter D = BinD = C.

2. Mnozice

1. U={1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15,16}, A ={2,3,7,8, 11, 12, 15, 16}, B={3,4,6, 7, 12, 13, 14}
ANB={37,12}, AUB=1{234678 11,12, 13, 14,15, 16}, A= {1,4,5,6,9, 10, 13, 14, }, B = {1,2,5, 8,9, 10, 11, 15, 16}
2. A={a,b,c,é de,fg h i}, B={a, e, i,o,u}, AnB={a,e, i}, AVB={a,b,s,¢defghioul, A\B=1{bc¢df g h}in

B\A = {o,u} 3. 2) A={2} b) B = {-5.5} ©) C={-5-4-3-2,-1} O D=1{1,2} d)F=1{2,71217}
4, A={-1,0,1}, A x A ={(-1,—-1), (-1, 0), (=1, 1), (0, =1), (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0), (1, 1)} 5 2) AN B=1{0,2 4}

D) C=AUB={-4-2012345} ¢)D=C\B={-4 -2} 6. a) B = {6,7,8,9, 10}, m(B)=5

D) ANB={2 4}, mANB)=2 )AUB=1{0,1,234568}, mAUB)=8 & A\B=1{0,6,8), mA\B)=3

7. A=1{1,23.4,567289 ={neN:n<10}, A°={10,11,12, 13,14, .} = {n € N; n > 10} 8. ANB={1}
AUB={1,23.57LA\B={2LB\A=1{357.AxB={(11).(3).(5). (7,2 1.(23).25,.2 7D} in
C=(AUB\ANB)={23.517 9. a) Da. b) Da. ¢) Ne. ¢) Da. 10. 2) m(A x B) =8, m(B x B) =4
b) A x B ={(~1,-1), (=1, 1), (0, =1), (0, 1), (1, =1), (1, 1), (2, =1), (2, D)}, B x B = {(~1, =), (=1, 1), (1, =1), (1, 1)} ¢) Ne. Da.

¢) Da. 1. A=1{4,812},B=1{1,2,3,4,6, 12}, AnB=1{4 12}, B\A={1,2,3,6}
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12. ) A={neN;n|48} = {1,2,3,4,6,8, 12, 16, 24, 48} b) B = {2, 3} ¢) Da.
&) B x {a, b} = {(2.a), (3.a), (2. b), (3. b)} d)(a,2) ¢ Bx{ab}

13. A=1{1,2,3,4,5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}, B = {-8,-7,-6,-5,5,6,7,8, }
Kerje A n B = {5, 6} #J, mnozici A in B nista disjunktni.
14. A={510,15},B=1{2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15}, A n B ={10, 15},
A\B={5} 15, a) A={-3,-1,1,3}, B={-2,1,4} b) AN B={1},
D) 3 (ANB)={-4-3-2-1023,4 16. A ={-1, 3}, B={3},

2 3 C={-2,-1,2}, Au(Bu(O)={-2,-1,2,3},( AnB)nC=9

1. a) A={2k; ke Z} b) B={2k-1l;keZ} c)C={6k;keZ} O)D={6k+1;keZ}

18. a) A N B={6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48} b) m(A U B)=m(A)+m(B)—m(ANB)=16+24—-8=32 19. a) 200

b) 142 ¢) 200 + 142 -28 =314 20. ay m(A)=62-6=56 b) m(B)=41—-4=37 c)m(AUB)=56+37T-18=175
21. a) A={5nn e N}={5,10,15,20,25..} b) B={1,2,5,10, 25,50}, m(B)=6 ¢) AnB={510,25 750}, m(ANB)=4
) AUB={l1,275,10,15,20,25,30..} 22. Q) Q,Re A, Qe B b) (1,0) ¢) (0, 1), (0,-1)

) ANB={0,1),(1,0)} 23. a) Prehranjujemo se lahko na 5 - 3 = 15 razli¢nih nacinov.

b) {(¢, k), (r, k), (h, k), (p, k), (0, k), (¢, 5), (1, 5), (h, 5), (D, 5), (0, 5), (¢ V), (r,v), (h,v), (p, v), (0, v)} 24. Vsaj en abonma obiskuje

51 dijakov, oba abonmaja pa 17 dijakov. 25. Z nobeno od teh dejavnosti se ne ukvarja 45 dijakov. 26. 237 +379—-41+ 108 =683.
V telefonski anketi so izprasali 683 ljudi. 21. Dva fanta nista uspela izdelati 1. letnika. 28. PoviSanega holesterola v krvi nima

24 ljudi s prekomerno maso. 29, a) Stirje dijaki se ukvarjajo z vsemi tremi §porti. b) 13 se jih ukvarja z vsaj dvema Sportoma.

¢) 19 se jih ukvarja s koSarko. ¢) Devet se jih ukvarja z nogometom, ne pa z odbojko. 30. a) 333 b) 250 ¢) 200

¢) 333 +250-83 =500 d) 333 +250 +200-83—-66—50+ 16 =600

3. Naravna stevila

1. a) 784 b) 308 2. (18+13)-7+3-18=271 Dobimo 271. 3. (5-39+2-57)-9=2781 Dobimo 2781.

4. Zaizdelavo zunanjega ometa hise sta bili porabljeni 602 delovni uri. 5. Marko je privarceval 3300 EUR, Tine pa 3520 EUR.
Torej je Tine privaréeval ve¢ denarja. Cez eno leto bo Marko privaréeval 6820 EUR, torej veé kot Tine, ki bo privaréeval 5150 EUR.

6. a) V letu 2004 je bilo 640 vec zivorojenih otrok kot v letu 2003. b) Najvec v letu 2000, najmanj v letu 2003. Razlika je znaSala
859 otrok. ¢) V tem obdobju je bilo 105 973 vseh zZivorojenih otrok. 1. Ziva je v celem tednu pretekla 20 km.

8. Letna koliCina pridelanih jabolk znasa priblizno 23 ton. 9.a)611 b) 1932 10. a) 5x° + 4x b) 2%° + 6x
o) 74° Ox +17x7+ 2 +x) 22" +28=2° 11. a) 2%" = 256x" b)a'b" ) 9x%y’ &) 274'b"

d) 2°a"’p" e) 3888x"%y" 12 2)3-8.24°=3. (2. (3-8)=3-2°.(3-2)'=3.2°.3".2°=2" . 3*
b)4-48-18°=2-16-3-(2-9)°=2"-2*.3.(2-3)’=22.2*.3.2°.3°=2". 37

13. (5-10°)*-(4-10%’=5"-10°-4"-10"-2-10=25-4-2-10"=25-4-4*.2-10"=100-32- 10" =32 - 10" 14. 28"

15. 72" 16. 3% +2.37+3"=31+2-3+3%=3"1+18+81)=100-3" 17. 26 - 3" 18. Dano stevilo je deljivo
z2,3,4in6. 19. 2)0,2,4,6,8 b)1,4,7 ¢)2,6 ¢)0,5 d) 4 e)7 20. a)2,5,8 b) 8

¢) Nobeno. 21. A=1{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}, B={1,2,3,4,6,10, 15,30}, A nB=1{3,6,15,30}, B\A={1,2,5, 10}
22. A={1,2,3,456,7,8},B={1,3,57},C={1,3,515},, AnB={1,3,5,7},(AnB)\C={7}

23. a) A=1{3,6,9,12,15,18}, B=1{2,4,5,6,38, 10, 12, 14, 15,16, 18}, A n B =1{6, 12, 15, 18}, A\ B={3,9}

20, a) A=1{4,8,12,16,20..} = {4m;n e N} = {n e N; 4|n}, B=1{6,12,18,24 .}= {6m;n € N} = {n € N; 6| n}

D) ANB={neN;4|n) A6 \ n)} je mnozica naravnih $tevil, ki so deljivas 4ins 6, A U B={neN; (4 | n)v (6 \ n)} je mnozica naravnih
Stevil, ki so deljiva z vsaj enim od §tevil 4 ali 6. 25.a) AuB={neN;(2 \ n)v (3 |n)}

b) ANB={neN;Q2|n)AB|n)}={neN;6|n}={6kkeN} 26.2)7 +4-7"" + 7" =71 +4-747)=78-7"=13-6-7"
Da. b)6" P +6" ' +3.6"=6"(6"+6+3)=45-6"=15-3- 6" Da. 21. a) Zapisemo n = 2k — 1; k € N in izratunamo

n’ = 2k — l)2 =4’ —4k+1= 4k(k—1)+ 1. b) Iz prej$njega zapisa dobimo, da je ostanek pri deljenju kvadrata lihega naravnega Stevila
s 4 enak 1. 28. 1z b =12k in ¢ = 8n lahko zapiSemo 2b + 3¢ =2 - 12k + 3 - 8n =24k + 24n =24(k + n). 29. Dolzina garaze je 585 cm.
30. a) A ={2k; k € N} b) B={2k-1;k e N} ¢) C={9%: ke N} &) D={%+5keN} 3. n=10-9+6=96.
Kerje 96 =4 - 23 + 4, je ostanek pri deljenju Stevila n s 23 enak 4. 32. Najmanjse Stevilo je 96 = 12 - 8 + 0, najvecje pa 103=12-8 + 7.
33. Kerjea=k-36+25=k-9-4+2-9+7=9-(4k+2)+7, je ostanek pri deljenju Stevila a z 9 enak 7. 3. a)n=5-5+4=29
b) 29 =4 -7 + 1 Naredil bi 4 skupine po sedem dijakov, en dijak bi mu ostal. 35. Izn=20k+7=15(k +5) + 2 lahko izraGunamo
k=141in od tod n =14 - 20 + 7 = 287. Obrtnikova dnevna proizvodnja je 287 srajc. 36. 95 37. a)90=2"- 3.5

b) 184=2".23 ¢)432=2".3 €528=2"3-11 d)1575=3>.5.7 38. 135 =3 5 Stevilo 135 je deljivo

z naslednjimi veckratniki Stevila 5: 5, 15, 45 in 135. 39, 448 = 2°. 7 Stevilo 448 je deljivo z naslednjimi potencami §tevila 2: 2, 4, 8, 16,
32 in 64. 40. a) A=1{2,3,5},B=1{1,2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}, C = {3, 5}, D ={1, 3,5, 15, 25, 75}
b)CcA,DazB 41. a) D=36,v=432 b) D=1,v=9240 ¢)D=56,v=6160 ¢) D=90,v=56700
d)D=12,v=2520 e) D=15,v=44460 42, 576 =2°- 3, 1296 = 2* . 3* Ker je D(576, 1296) = 144 50 najvegji stirje delitelji
danih Stevil 144, 72, 48 in 36. 43. a) A=1{1,2,3,4,6,8,112,16,24,48}, B=1{1,2,3,4,6,8,12,24},C={1,2,3,6,9, 18, 27, 54},
ANBnNnC={1,2,3,6} b) Najvecji element mnozice A N B N C je Stevilo 6, ki je najvecji skupni delitelj stevil 48, 24 in 54.

M o a=7,b=21 45. a=3,b=18,a=6,b=9 46. Dobimo najvecji skupni delitelj Stevil 432 in 1056, to je 48.




47. Dobimo §tevilo 1. 48. a=34,b=51alia=17,b=102 49. Ker je 88 = 2* . 11in224=2°. 7, bosta Merkur in Venera zopet
prvi¢ v istem polozaju po v(88, 224) = 2°. 711 = 2464 dneh, kar je priblizno 675 let. 50. 2°5 ure = 150 minut =2 - 3 - 52 minut,

3 % ure = 200 minut = 2° - 5% minut, (150, 200) = 2’ - 3 - 5> = 600 minut = 10 ur. Prvi¢ bosta s postaje kraja A zopet hkrati odpeljala dez 10 ur,
to je ob 14.40. 51. 936 =2-3%.13,2160=2%-3". 5, D(936,2160) = 2’ - 3’ = 72 Najve¢ja mozna masa enega kosa je 72 g.

52. 144=2".3% 108 =2 3,96 = 2° - 3; Najvegja dolzina ploice je lahko D(144, 108, 96) = 2° - 3 dm = 12 dm.

4. Cela stevila

1. a) 16 b) —493 ) —44 & 15 2. (3-81-5-17)-6+113=1061
3. 7-(237=323)+2- (=97) + (-256) = —1052 4. (7-19+2-73)-5-10-139=5,5* =625

5.13-31+3-85-666=-8, (—8) =-512 6. —2"

7.3 .2 3.2 —6"=3.2". 223732 —6"=(3-2) -2 -3"3-2)’-6"=6"-4+9-6-6=12-6=2-6-6=2-6"

8. Kerje3-(=9)°+5- (=27 +(-81)°'=3-9°+5-27"-81°=3-3"+5.3%-3%=3"3+5-1)=7- 3" stevilo 7 deli dano §tevilo.
9

. —x'", 2048 10. a) —a° b) —8a'"p* ¢) -72x%/ &) 3244'%" 1. 2737 X!
12. Pravilno je (_2)2 . (_2)3 . (_2)n . (_2)n+ 1_92. (_23) . (_2)n+n+l _ _22+3(_2)2n+1 — 95, (_22n+1) _pStumEl_ b+ 13. 2)22 - 3
b) —44 - 5" 14. a)Da, sajje 7" +4-7""'+7""?=6-59.7""" b) Da, sajje 6" 2 +6" ' +3-6"=5-47-6"""
15. ANB=1{-3-2,-1}, AUB={-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,56, A\B={0,1,2,3,4,5,6}, B\ A = {-4} 16. Dana stevila so
3,-2,33,0,-1,-99,—100, 81, 32, njim nasprotna pa —3, 2, =33, 0, 1, 99, 100, —81, —32 in urejena 100 >99 >2>1>0>-3>-32 >33 > -81.
17. (10’ <=6’ < (=3’ <3 - (=2’ < 2" < =32 < (- 1)° < (-3)’ 18. a) 3x"+ 11x+6 b) 64 — 22a + 20 ¢)u’ —9u” — 4u+ 36
& 11x° +3x 19, a) x(4x" — 1)) b) a(6a’ + a — 6) ¢) 2a°b(a’ + 3ab — 2b") &) (x—2)(x+3) d) (a—b)(a—2b)
e) (x+ DX+ 1) f) (a—4)(d +4) 20. a)x* + 2x+ 1 b)a’ —6a+9 c)4—4b+b’ &) 9%+ 6xy +)°
d)x* - 4xy + 4 €) 4x” + 20xy + 25y f) 1 — 4ab + 4a’b’ g)a'—8d’b+ 16b° h) @’ + 6ab’c + 9b°¢
21. a) (a+4)° b) (x— 1) ¢)(z-5) &) (1 + 3x) 22 a)x +3x +3x + 1 b) xX* + 9x’y + 27x)” + 27y
¢)u’ —6u'v+ 12" — 8y &) 1+ 12a + 484" + 64a° d) 1254" + 1504°b + 60ab’ + 8b° e) 64x’ — 48x°y + 12xy° — )
f) 8x° — 36x°y + 54xy” — 27 g) 125x° + 755"y + 15w’z +y°2° h) 274° — 544’6 + 36ab’ — 8b°
23. ) 125x° — 75x°y + 15x° — b) —343 24. a) (x— 2)(x + 2) b) (a—1)(a+1) ¢) (b—6c)(b + 6c)
&) Qx—Ty)(2x +Ty) d)(a+b-3)a+b+3) ) (5-x+1)(5-x-y) 25. a) (x+ D)(x +2) b) (a — 4)(a — 6)
) (x—2)(x+1) &) (a—6)a+4) d) (1 —2b6)(1—106) 20-a—a =— (" +a-20)=—(a+5)(a—4)
f) —(x — D(x + 16) g) (x — Ty)(x + 3y) h) (x — y)(x — 15) DO+ Hx-Dx+1) 26. a) (a — 4b)(a + 3b)
b) —68 21. a) (a—3)(d +3a+9) b) (x+ D' —x+1) ¢) (a+2b)(a’ = 2ab + 4b°) &) 3x — 4)(9x" + 12xy + 16)°)
d) (1 —ab)(1 +ab+a’b) €) (5x +»)(25x = 5xy +°) 28. 2) 4x°(x" — 16) = 4x"(x — 4)(x + 4)
b) Sa(1 — 254°) = 5a(1 — 5a)(1 + 5a) ¢)d’(a+8)a+4) &) b(b-3)(b- 10) 29, a) xy(x + 6y)(x — y)
b) 2x°(x = 2»)(x - 3y) ) —x'y(x = 129)(x +) &) 3x°y(x = 3p)(x — 4p) d) (x = 3)(x + 3)(x = 2)(x + 2)
e) (x—2)(x+2)(x’+9) f) ab(a — 3b)(a’ + 3ab + 9b°) g) 16a(a + 2b)(a’ — 2ab + 4b") h) 4a’b(a — 4b)(a” + 4ab + 16b°)
i) ab’(3a + 5b)(9a” — 15ab + 25b°) P ata+ D(a-3)a+3) K) (x =) (x +0)(4x + 1) 30. a) (a +b)(2 +x)
b) (a - b)(x—y) ) (x=»x-1) &) (x=—y)a+1) d) (a—1)(1-b) e) (a—x)(a’ +1) f) (a+3)d +3)
g) (a—5)a—-2)(a+2) h) (x — 20)(* + 47) D) (x—2)(x+ Dx—1) ) x(3x = 21 (2x* +y) K)a’b*(a+ 1)(a—-3)a+3)
31. a) Ker je at =24 - 3547 = az(a —T)(a+5),a— 17 deli dani izraz. b) Ker je = 190" — 42n = n(n—21)(n+2), n— 6 ne deli danega
izraza. ¢) Ker je 25x* — 25x3% — x> + 3% = (x — »)(x + 1)(5x — 1)(5x + 1), je dani izraz deljiv s 5x + 1.

32 a)a’— 16=(a—4)a+4),d" +3a-28=(a+T)a—4),D=a—4terv=(a—4)a+4)(a+7)
b)a’+8a+16=(a+4) ", d +64=(a+4)ad" —4a+16),D=a+4, v=(a+4)(d’ - 4a+ 16)

0)4a’ —4a=4a(a—1)a+1),84a —8a"=8d*(a— 1)’ +a+1),D=4a(a— 1), v=8a"(a— 1)a+ 1) +a+1) &) D=4x(x+ 1),
v=16x"(x— Dx+ D —x+1) 33. A=3(x+8)(x—4), B=(10—-x)(100 + 10x +x) Zax =10 je A = 324 in B=0.

34. Da, saj je 160"+ 8n+25 = (4n + 1)2 + 24. Najmanjsa vrednost izraza je 25 in jo dobimo pri n = 0. 3. a)(x—-2)x—-1)

b) =3(x+ 1)(x—2) ¢) x(x + D)(x + 10) 36. a) (n—2)(n+9) b) 42 n=2inn=-9

37. 25(x+ 1)’ = (5(x + 1))’ 38. a) 18ab (3b — 2a) b) 3888 39, Izraz poenostavimo v (5a + b)’. Zato je vrednost izraza
nenegativno celo Stevilo. 40. a) 16n(n + 3) b) Vrednost izraza je sestavljeno stevilo. c)0 41, a)3(n+ 1)(n-15)

b) Ce zapisemo n = 2k — 1, pri Gemer je k celo tevilo, potem je
3n+ 1D)(n=5)=32k-1+1)2k-1-5)=3-2k(2k—6)=3 -2k - 2(k — 3) = 12k(k — 3).
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5. Racionalna stevila

6=2 3.4 3.4 7.9 3. T 51 6.5
1. 06=3 Za)5<5.75>75.3>] b)-§>-5.5<35.75 <3
3 1 3 1 4
; ©93>5-"3<g-3>79
I 11 5 3 2 1 7 13 11
t 3_ﬁ<_€<_1<_§<1§<lﬁ<§<'6'
4 11 1 M 1
4 a)3§ b)—7 c)8 c)4§
vath _atb-2a _b-a : atb _2b—a-b _b-a s Stauila At D oy : 1
5. Kerje 5 —a= 5= =S >0inb— e =ss— =5 > 0, je Stevilo 5 med Steviloma a in b. 6. a) i
b) 1 % c) ﬁ ¢) g—‘ d)8 e) —% )11 % 1. Ostane nam §e 90288 EUR. 8. Napolnimo lahko
108 plocevink. 9. Vseh dobitnikov priznanj je bilo 24, vsi so dobili po 5171 skupnega zneska. 10. Povrsina zemljis¢a je 940 m’,
- h 2(s — vyt y 232
obseg pa 135 L m. 1. 2) 1= 2% b) p, = 2422 c)a:—(itz—“ﬁ O h="520 d)v= i
a 1 2+a4 < 2(a+1) 2 oxy P x+3 2
12.2) 3 b) - S & =3 ) —== € o I— D
3 1 2 1 3a+2 N _2x+1 2
83 b = 13.2) 3 b o ey DN prmay ) oD
_6 _atl_ 201 imo i Mo — 2 x+1
e) FeEs) f) STEE)) g) @ @D 14. Izraz poenostavimo in dobimo —1. 15. a) x b) 3
x—6 Xy a—2 2-a +2a+4 x—1 1 X A x—1
3 0% D 4d° 2 a’—2a+4 (x+3)° ® D W= Da-1 U
1 10x x+2 1 1 5
k)_a_b I)—x-2 16. ey 17. e 18. a)‘—‘ b) 1 19. -2
20, (-2 <27 = (27 < (=37 <4 < (=13 < (})” 21. a)a '’ b) 2°d’h DR & —ha'h”
d)27'd’h e) 34 f)3a7'p g)3-2° %'y h)-15-4""" 22. 3*.7=63 23. 247" 24. 2°a°’
25, a) (a=blatb) b) la=3b)(a+h) ¢) EE6NGr=3v) &) (b—a)(b>+ab +d*)
: ab a2 2 x2y2 a3b3
26. Da,sajje 5" '=3-5" 2 —5""1=5""%(5-3-5)=-123.5""7=—41.3.5""", 21. a) b) 2 0%
%\ 64 136 &) 2 3
¢) % d) 5 28. a) 20 b) 625 29. a) -1 b) -2 c)l ¢) 5 d)2 e) TS
30. }—1 31 22. 37 32. 127 33. Vrednost izraza je 128 000. 34, —# 2 35. a)x=5 b) x = g
c)x=2 é)x:—% d)x=-17 36. a)x,=1,x,=0 b) x;=5,x,=-5 ¢)x;=-4,x,=0 )x =5x=2
Ay, =0,x,=-2,x=4 e)x ,=—1 31. a)x:—g‘ b) x =2 )x=4 Hx=7 3. a)x=—1
b)x=35 ¢) Enacba nima resitve. )x=1 d)x=3 e) Enacba nima resitve. 39. Za x =15 je vrednost izraza na
levi strani enacbe enaka % , prav toliko je vrednost izraza na desni strani enacbe. 40. Iz #—33) + é = #733) izkljucimo resitvi
x # 0 in x # 3, nato re§imo enacbo in dobimo x = 0, kar pa ni resitev. M. A={-53}LB={3},C={-3,1,3},
AUVBUC={-5-3 1,3}, AnBNnC={3} 42. n=15 43. To je % . 44, Peti dan je pretekel 3600 metrov.
45. Srecala se bosta po 48 minutah. 46. Janez je zbral 36 avtomobilov, Miha 12 in Andrej 24. 47. V skladu je bilo zbranih
4800 EUR. Najboljsi tekmovalec dobi 3200 EUR, drugi 800 EUR in tretji 600 EUR. 48. Nakupna cena jagod je bila 6 EUR za
kilogram. 49. a) Da ima agencija pokrite stroske izleta, se ga mora udeleziti 40 oseb. b) Pri polni zasedenosti avtobusa ima
agencija 112 EUR dobicka. 50. Petra ima 10 let. 51. Tina ima 12 let, Jana pa 18. 52. Dolzina igrisca je 20 m, §irina pa
12 m. 53. a)x=-1,y=1 b)x=2,y=—4 ¢) Sistem enacb nima resitve. )x=0,y=-2 d)x=3,y=2
54. a)A=-1,B=2 b)yA=1,B=-1 55. a=104,b=18 56. a—2b=4,b+2a=58,a=24,b=10 51. n=97
98. a=458,b=173 59. Imeli smo ulomek 1—5222% in smo ga krajSali s 175. 60. 330 61. 30 m, 84 m 62. 54,18
63. Prvi stroj zmelje 120 kg moke na uro, drugi stroj pa 90 kg moke na uro. 64. Okno stane 240 evrov, balkonska vrata pa 270 evrov.
65. Hitrost reCnega toka je 3°6 km/h. 66. a)x=1,y=—-1,z=1 b)x=1,y=-1,z=2 )x=2,y=1,z=-1
)x=2,y=4,z=5 67. Bratje imajo 16, 18 in 24 let. 68. 3°60 EUR 69. 22°5 minute. 70. 10
71. Prevozimo lahko Se 341°8 km. 72. Prevozimo lahko 8975 km. 13. 1z 4 kg svezih orehov smo po susenju dobili 3 kg suhih
orehov. 74. Pridobili smo 148°5 kJ. 175. a) Energijska vrednost 15 g mlecne cokolade znasa 36172 kJ.

b) Z zauzitjem 10 dag mlecne Cokolade pridobi 30 % vse potrebne energijske vrednosti. 16. a) Cisterna se bo praznila 78 minut.



b) Cas praznjenja cisterne so skrajsali za 24 minut. 71. V 12 urah. 78. 8 delavcev mora delati po 9 ur na dan.
79. Sest obiralcev sadja obere 12 dreves v 5 urah in 20 minutah. 80. Ce bosta tlakovala dvori§ée oba, bo delo opravljeno v 3 urah
in 45 minutah. 81. Ob 12.00. 82. a) V 24 urah. b) V 32 urah. 83. 274'56 EUR 84. 6'8%
85. 7°5% 86. Zmagovalec je Janez, ki je dobil 24°1 % vseh glasov. 87. Cena sodcka nafte je porasla za 5°9 %.
88. Vseh anketirancev je bilo 210, od tega 42 za Spanijo, 63 za Gr¢ijo, 21 za Italijo, 16 za Hrvasko in 68 za Korziko. 89. 190, 142°5,
156°75,43°25;21°6 % 90. 80 EUR 91. 65 EUR 92. a) 40 EUR b) 13704 % 93. 80 EUR 94. Ne. Cena
leksikona brez popusta znasa 111°11 EUR. 95. 350 EUR; 17°50 EUR 96. 43800 EUR 97. a) 60 EUR b) 19°5 %.
98. 8% 99. V drustvu je 40 ¢lanov. Samo balina 22 ¢lanov, samo igra pikado pa 14. 100. 44 % 101. 43°75%
102. 3°2%. 103. 1325 EUR 104. Cez eno leto bo imel Jure na banki 2060 EUR, &ez 4 leta pa 2251°02 EUR. 105. 16
106. 150 107. Prvi dobi 600 EUR, drugi 450 EUR in tretji 300 EUR. 108. Zan dobi 73°5 EUR, Jure 546 EUR in Nejc 81°90 EUR.
109. a)
Leto 2002 | Leto 2003 | Leto 2004 | Leto 2005 Skupaj leta od 2002 do 2005

Tovarna A 1000000 1120000 1254400 1404928 4779328

Tovarna B 1000000 1120000 1240000 1360000 4720000
b) V letu 2005 je bila proizvodnja tovarne 4 za 330 % vecja od proizvodnje tovarne B. ¢) Skupna proizvodnja tovarne 4 je bila
za 1726 % vecja od skupne proizvodnje tovarne B. 110. 3 kg 111. 42 litrov 112. 50 litrov 113. Zmesati moramo
S litrov 30 % kisline in 20 litrov 55 % kisline. 114. a=60,b=284

6. Realna stevila

1. a) 1'565 b) 1'6 2. a) 23'7355 b) 23°735 . a+b=53La-b=345a-b=40T;a:b=4"71
4 -5<a+b<10,-6<a-b<9,-18<a-b<24 5.a) A=(-23) b) B =11, 4] c)C=(-1,2] ¢) D =(—x,5)
d) E=[2, ) 6.a)(-2, )N (-1,4)=(1,1),(-2, DuU(-1,4)=(-2,4)
b) [-4, 1] [-3,2] =[-3,-1], [-4, 1] U [-3, 2] = [-4, 2] o)[L2ln(-1, )=, [1,2]u (-1, 1)=(-1,2]
€) (=2, 0) N[5, 5] = (=2, 5], (=2, 0) U [-5, 5] =[5, ) d) (o0, 4] N (2, 6) = (2, 4], (o, 4] U (2, 6) = (-0, 6)
1.ayA=(-3,3)n[-1,5]=[-13) b) B=(-3,3)U[-1,5]=(-3,5] c)C=[-1,5]-(-3,3)=[3, 5]
&) D=R"~[-1,5]= (5, ) d) £=R-(-3,3) = (—0,-3] U [3, ) e) F=(5, )
8. a)x<4o0z.x € (—o,4) b)x>T1§oz.xe(1—13—,oo)

} : : : -t f 1

0 1 2 3 4 5 13 . . . .

0 1 2 3 4 5
x=1lozx e[l o 9.x2% 10. a)x< 00z x € (—0, 0] b)x>T7T oz.xe(%,oo)
} o t t t } c)x<-1oz. x e (o —1] ¢)x>-90z.x € (-9, ©)

0 1 2 3 4 5

11. Resitev prve neenacbe je x <7 0z. 4= {x € R, x <7} = (-0, 7), resitev druge neenacbe je x> 2 B = {x € R; x > 2} = (2, ») oz.

ANB=(27). 12. a)%<x<3 b)§<x<15—2 c)2<x$13—0 13. 0<x<loz.xel0,1) 14. a)x:Z—a—;—S

b)a> 11 15. a) x < —2m b)m:—% 16. 24 17. 4 18. a) -5 b)—§—2 19.2- .2

20. a)24 - /5 b) 10 o1 21. a)[7-4/=3 b) |5 - (-1)|=6 o) -12-(=3)|=9

22. Zaa>3jela—3|=a-3terzatoa+la—3/=a+a-3=2a-3. Zaa<3jela-3l=—(a-3)=—-a+3terzatoa+la—3/=a-a+3=3.

23. Zaa>0je |a|:aterzat0l‘_ﬂ|-ﬁl +M21:l :g—% +l}_;_l =2. Zaa<0je |a|:—aterzat0|£“7+‘—l +|g—|a;l ::i_;_l +:la:‘l :—%.

24. a)x;=5,x,=-5 b)x, =3, x,=-3 ¢) Enacba nima resitve. ¢)x;=3,x=-1 d)x; =4,x,=2

e)x =—g ,x2=—g f)yx=0 g)x; =1,x= % h) Enacba nima resitve. Dx =-7,x,= % PDxi=1x=-3

25 a)x e (-1,7) b) x e [-5, 1] ¢)x € (—o0,—1) U (2, ) &) x € (=00, 2) U (4, )

2. A={xeRx-2<3}={xeR-1<x<5}=(-1,5) 21 B={x e R x— (-1)[>3} = {x e Ry [x + 1| > 3} = (o0, =4) U (2, 0)
-4-3-2-1 0123456 78 -7-6-5-4-32-1 012 3 45

28 a) A={xeR—4<x<2}=(-42],B={xe R 2<x<5}=[-2,5),C={x e R |[x—1|< 3} = [-2, 4]

e TR b)ANB=[-2,2], AuB=(-45) c)CzA,CcB

-5-4-3-2-1 01234567
29. 0°267 litra; 0'38 € 30. 15793 + 0°04; absolutna napaka vsote je 0'04, ocena za relativno napako pa 0°25 %.
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31. Povrsina je priblizno 747 2 mz, ocena za absolutno napako je 0°57 mz, za relativno napako pa 0°074 %. 32. a)51 b) 60
33
1 1
4

L 1 1 10 1 1 1 1 lI5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
34. 2)9./2 b) ./3 053 ¢ 531/3 35. a) (x - 3)(x + 3) b) (x— 2)x+ ./2)
¢) Dani izraz v mnoZici realnih stevil se ne da razstaviti. &) (x—32)x+342) d) (x+ D(x - B)Hx+ ./3)
e) (x+2)(x— . J3)x+ ./5) 36. a)x; = J5,%,=-./5 b)x,=1,x=/2,x=-/2 37.2)3./6 b) 9 +2./2
¢)-15 &) -30 d) 12 e) 21 f) 2 & 38. %ﬁ 39, 2) 0°56 b) 5 40. 26 - 15./3
41. Da, 13. 42. a) L0 b) 22 02+ .3 &3+ .2 d)-7-3./3 e) 19— 6,/T0 43. Da.
44.B:A:2%4—12,%2::ii’8—3£ 5. 2)7./3 -2 b) 2 -3 6. 1-3./3 47. 11,2 -8 18. a) Ja - Jb
b)% 49, a)x=2 b) x =3 ¢)x=-1 Hx=5 d)x, = 0x2——% e)x=2 Hx=3/2
50, x, =16, x,=1 51, a) x=—2 b) x=-2 )x=0 Ox =-2,x,=2 52. a) A = {-4, 6} b) B=(1,5)

oC={-/2,.2} &) D={1,3},BNnD={3} 53. 2) 2 b)5./5 ¢)2-42 ¢) 313 d) 4 e)3
f-L 54. a)a - 13/a b) Ja ¢)4./a &) azfa d) ¢/2°ab”’ e) 4/a’b’ f) 2

m
g)2- 3@ 55. 7 56. 3—;’@,6 57. a)Z% b)g ol &) 101 d) 8 e) 40 58. a)a |
13
b)a oa’ 50. a) 1 b) 4
2
L_L,z 3_1 752+ ./7) N 50— 25—
60. ( ) 7 +3 I+2 -0,008 * = (3) ﬁ+(27ﬁ)(2+ﬁ)+2 ((3)) " =25./7 -50-25./T +2-25=0
21 17 21
61. 3'q * - B" 62.a)a ‘b b) 1 63. x = 1000 64. 3x./x, 81
2 2
3 3,_ 1 31 _ -
B, (59) - (1-3a ) =(74—) (- D)=gh5 - 453 = =a
a’-3a a(a 3)

7. Kompleksna stevila

1. Re(9-3)=9,Im(9—3)=-3,Re (3+1)=3,Im (3+i) =1, Re (=6 — 2i) =6, Im (~6 — 2)) =—2, Re (1) = 1, Im (1) =0,
Re (=10/) = 0, Im (—10/) =10

2. 3. z=-2+17i. 4 z=3+i
Im Im
. z
214; ............................ . T .
l.”
4 -Lof 1 23 5 Re 0 1 2 3 4 Re
i
_0jde ........ 5
_3if
—4[’4;




5 Ty=1-2i 6. a)—1 b) —6 + 4i 7. -2i
Im 8.
1 T;
F /.?1
2-10 1 7 4 Re
N I
P20t
T2'5’ S =
_l"
-2t
9. a)x=3,y=-5 b)x=2,y=-1 10 z+w=14+2,z-w=8i,2=24+70i,z-w= 64+ 14i 1. a) 14+ 2i
b) & ¢)9+5i./3 ¢) 8 —6i d-2-3i e)—11-2i 12. 16i 13. a) 6 + 10i b)—11—-i
o) 1 —4i €) 14 - 35i 14, z=—46—9i, Tmz=—9 15. —4— 4i 16. x=38 A
18. a) (x — 2)(x + 2) b) (a + bi)(a — bi) ¢) 3x + 10)(3x — 10) ) (4x+D)(4x— i) d) (0°5x +)(0"5x — i)
e) (x./3)x+ ./3) faa—i f3)a+iJ3) g) (x + D)(x + 2i)(x — 2i) h) (x + D(x—i /3 )x+i./3)
i) (x — 3)(x + 3)(x — 2i)(x + 2i) 19. a)x;=5,x,=-5 b) x, =5i, x,=-5i ¢) x;= gi,xzz—gi &) x;=0,x,=4i, x;=—4i
d)x =i /6,x,=-i/6 e)x;=2i /2 ,x=-2i /2 f)x;=—1,x,=3i, x3=-3i ) x =1,x%=3/2,x=-312
20, 242 =10,2-2 =—6i,z- 2 =34,(2)" = 16 + 30i 21 z4+2w=1—-6i,Z2—w =—8—6i, Z—w —w =2+ 22,
z-W -4z =—107 + 66i 22. 2) 15 +9i b) 18 — 3i 23, z=5+7i 20, z)=5—4i,z,==5—4i 25 z=2—4i
26 2,=2—iz,=2+i 2. x=26 28. z‘1:§+§i 29. a) 3 +4i b) 4 + 3i ¢)-1-3i &3+l
. 4 1 . 1.
30. 7—i 3l. a) b) -3 +5i o 1-3i 32. 4
Im 33, Rez=—1,Imz=-2 M.2=35 =] ~6iz - n=4+1L,
zin=-3-L%i 35. a) =31 — 20i b)—1-2i
il 36 z=8-2i Imz=-2 3. a=5 38. a)[4-3i]=5
} b)[1-i=./2 ¢) 24 - 71 =25 O -3-61=3./5
Re 02+2i/2|=2.03 39, a,=2, a,=-2
40. 5 =4+ 3i, |z1| =5 /10 inZ =1+3i
2
aow=2 -3, 42. 64— 104i 43 a)z=3-iw=-2+i b) J25+4 = /29 Q)z-w+Z =—6+6i
_1 2i | _ 2i(1+i./3) 200 +i By | B 3T _ Y IRV
M. |7=1 45'|1—iﬁ|_|(1—iﬁ)(1+iﬁ)|_| L) | = [t | =2t = g 46. 10 - 3 47. a)—14 - 3i
b) 17 + 4i 48. zy=4-3i,z,=—4-3i 49, z)=—6+i,z,=4+1i 50. Oglisca kvadrata so z, = 4i, z, = —4i, z; = 4, z, = —4.
Stranica kvadrata meri 4 ,/2 .
8. Osnove geometrije v ravnini in prostoru
1. Konveksne so mnozice A, B, D in E. 2. Pari sosednjih kotov so &, f3; B, v; 5 O; O, nin n, a. Pari sokotov so £, yin o, y. Sovr$na pa
sta kota Sin &, 3. a) a+ f=161°3", a— B=47°4T b) y+ = 2—37—[,;/— 5=1 4. a) B=55°41", y=145°41"
b) =%, 7= %T" 5. a) a= 12479 b) f=271588 ¢) 5=04413 ¢) y=15293 6. a) a=300287°=30°1"44"
b) y=60° ¢) 6=150° ¢) f=85'9437° = 85°56' 37" 1. a=65° 8. a=80° 9. a) a=50°, B=130°, y=40°,
o= 140° 10. Osnovnica meri 30 c¢m, kraka pa 40 cm. 11. Velja ABAD = AABE in ADCB = AECA. Ker je ABAD = AABE,

je |4D| = |BEL. 12. Ker je ACVB = ADVA, je trikotnik CDV enakokrak.
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13. a) AABT = AADT, ker imata trikotnika paroma skladne stranice. b) Tocka T lezi na diagonali AC, saj je X TAB = X TAD in oba
merita 45°. 14. / 15. Tocka T je presecisce simetrale kota in simetrale daljice BC. 16. / 17. Simetrala kota.

18. / 19. / 20. NariSemo daljico AB in kroZnico s sredi§¢em v tocki 4 in polmerom 2°5 cm. Na poltraku, ki gre skozi tocko B

in ima vrh v tocki 4, pois¢imo tocko C, za katero je d(B, C) = 2'5 cm. Tangenta na kroZnico je simetrala daljice AC. 21. / 22. /
23. / 24. / 25, / 26. / 21. / 28. / 29, / 30. / 3./ 32. / 3./ 34. /
35. / 36. / 37. / 38. / 39. / 40. / 41, a) ¢=123°6", y=62°29', o' =156°54', B’ =85°35’
b)f=2,y=UE o' =38 = x 42. B=49°21", y=82°15' 43. a=36°, f=60°, y=184°, £=54°

4., a=63°2", f=69°7", p=47°55' 45. @=90°36", f=53°52", o' =89°24', y' =144°29', p=44°42’ 46. 100°

47. 105°, 45°,30°, XASB = 60° 48. 72°, 48°, 60° 49. X ABC=35° XACB=90°, X BAC=55°, X.SCA=55° XSCB=35°,

X CSB=110° 50. |AD|:|DF|=5: 4 51. / 52, / 53. Ker imata trikotnika paroma skladne kote, sta podobna.

54. Kerje 30:18=20:12=25:15=15: 3, sta trikotnika podobna. Koeficient podobnosti je % . 55. ¢’ =8 cm

56. 10 cm, 20 cm, 25 cm 57. AABC ~ ADEC, |DE‘ =6 cm 58. 1'5cm,4’5cm 59. 121 cm, 132 cm, 143 cm

60. d(4, B) =7 km, d(B, C) =4 km, d(4, C)=5km,a' = 1'6 cm, b’ =2 cm, ¢’ =2'8 cm 61. |[EF =8, |DE =9

62. AAEB ~ AFGD, |AE1 =15cm 63. Trikotnik AEF je enakostranicen, tako da vsi notranji koti merijo 60°, stranice pa 10 cm.

64. AAFD = ABFE = ACDE, |AE| = 24 cm 65. 6 cm, 2 cm. 66. |CD| =6 cm 67. D=8 cm

68.c=12cm,R=§=6cm 69.a=b=9ﬁ cm 70. x=14 7I.a=b=4ﬁ cm, c=8cm 72. a=10cm, =24 cm
73.a=4% cm,c=9%cm 1. c=5dm,b=4dm,v=2"4dm 75. b=12cm,a=134cm,v=89 cm 76. ¢=25cm,
a=15cm, b=20cm 77. 1'5 dm, 3'6 dm 78. a=b=39 cm 79. v=6,3 cm,a=10,/3 cm 80. b=9cm

8. d=8,/2 cm,a=10/2 cm = 14'1 cm 82. e=30cm 83. v=6cm 84. b=3cm,c=3"75cm

85. 7= lgé cm=1875cm 86. Druga kateta meri 16 cm, notranja kota pa 36°52" in 53°8’. 81. |AC| =7cm, XCBA=16°16'

88. v=2195m 89. f=122°37", =67°23",¢c=13dm, v.,=4'62 dm 90. ¢c=49"7dm, a; =158 dm 91. a=14'48°,
B=7552°b=8 /15 =30'98cm,c=32cm 92. y=96'4°, a=f=41'8°c=4,/5 cm 93. a=4, y=90° 94. ¢=32"9cm
95. y.=1'68 dm, v, =129 dm 9. c=4 /11 ecm, a= B=56°27", y=67°13' 97. d=24cm, b=12,/3 cm, S= 144 /3 cm’
98. |DE/ = 10 cm, |4E| = 13745 cm, = 48°1" 99, |4E = 8°06 dm, p=74'74° 100. v, =435 cm 101, a=y=72°13,
P=0=107°47", p=17°4T7" 102. y=849cm, /=918 cm 103. a=3"15¢cm, =192 cm 104. v=7"25cm

105. o= 3=63°26", y=6=116°43’ 106. a=131°49",v=2,/5 cm 107. f=12"3 cm, X ABC=28°57" 108. a=8,/3 cm
109. h=26"6cm, v,=10"7 cm 110. a=40"3 cm 1M1, t=13'8 cm,/=16"76 cm 112, |AB\=11'60m,1=4ncmi12'6 cm
113. t=14cm,d=5cm 114. /=8t cm =25"1cm 115. =178 dm 116. 1=30"64 cm 117. p=47°45'

118. p=17°27" 119. Tocka A4 opise lok dolzine 202 cm, toc¢ka B opiSe lok dolzine 11°0 cm. 120. 45°,60°, 75°; 4712 mm,
62°83 mm, 78 54 mm 121. d=10"5cm 122. p=162°, N=170 123. Osemkotnik ima 20 diagonal.

124, |40 =3 /3 cm, |AD| = 6 cm, p=30° 125. ¢=108° a=1162 cm 126. ¢ =205 cm

9. Geometrijski liki

1. §=196 cm’ 2. 8=3375m’ 3. 8dm, 5 dm 4, S=4204 cm’ 5 a=80°18",S=62"1cm’

6. S=1638 cm’ 7.a=10cm, b=4cm,e=13"1cm 8. a =30 mm, S =864 mm’ 9. §=32,/3 dm’ 10. §=96 cm’
1. a)e=24cm,a=13cm b)v=92cm, a=45°14' 12. =360 cmz,c:38'4 cm 13. 357 %

14, 8 dm, 15dmin 17 dm 15. S=l73'2cm2,a=15'2 cm 16. v=15"65 cm,S=219'lcm2 17. @’ =20cm, " =192 cm?
18. ¢'=8cm 19. 8 cm 20. B=87°16 21. ¢=72cm,v,=58cm 22, y=2"3cm, |AC=73 cm

23. a=10cm, f=768 cm 24. a)c=585cm b) [4D| = 13795 cm 25. a)y=28cm, S=14"1cm’ b) /=36 cm

c) Povecase za 7°5 %. 26. p=75°31" 21. d=19'8 cm 28. lAB\ =33'9cm 29. a) y=130° b)c=43cm

¢) |BE| = 6'56 cm 30. |4B|=4'36 cm, |CD| = 4'07 cm, X.CDA = 47°4' 31. a)c=,/21 cm b)7,=./19 cm ©3:5
32. a)0=38,8=599 cm’ b) y=92°52’ 33. Ploscina trikotnika meri ISﬁ cm’, tretja stranica pa meri2A/1_9 cm.

34. 56°27" 3. §=6./6 cm’, v, =12 cm 36. a=33"2cm, f=42°8', a=62°52' 37. b=2'08 dm, c=1'80 dm

38. L.a=10"6 cm, y=75°11", ar=39°49’ ILa=29cm, y=104°49', = 10°11’ 39. a) a=60°, f=40°, y=80°
b)a=10"55cm, b=7"83 cm 40. Le=141cm,0=1241cm, S=2"72cm’ 1L c=7"78 cm, 0= 18"78 cm, S = 15°00 cm’

4. =35°29", y=76°16",c=836 cm,r=18cm, R=43cm, S= 1941 cm’



42. a) b) «=38°13', ;/=81°47',c=8cm,S=17'3cm2
C 43. a:53°8’,R:2§5 cm=3"125cm 44. 4 =30°ali y, = 150°
45. 9°'15cm in 4°50 cm 46. r=3cm 47. Ploscina trikotnika se zmanjsa
za 9 %. 48. a=20cm, c=24 cm 49. a)a=253cm, a=87°39', f=27°1'
b)S=132'1cm2 c)r=44cm,R=12"7cm ¢)b'=05cm
| ﬁ 50. a) =53°8', f=78°17', y=48°35' b) S=73cm’
A B 51. =96 dm’, 0 =20 dm + 10 dm + 12 dm + 6 dm = 48 dm
52 y=4'8 cm, S =26"4m’ 53. S=912cm’, b=d=25cm 54, S=24cm’, e=7"2cm, y=126°52' 55. v=84cm,
S§=92"4cm’ 56. =56 cm’, X.BAE =53°8’ 57. 13:11 58. a=5cm,b=12cm 59. a) =50°17'
b) |AB\:31'4 cm, CD\: 174 cm 60. S=144 cm’ 61. e=2cm,f=70cm 62. S=168 cm’ 63. S=808°5 mm’
64. 0=21"4cm, S=32"1 cm’ 65. a) R =§ =3cm b) Ploscina kroga je vecja od ploscine trikotnika za 814 %.
66. d =8 cm 67. a)/=10"5dm b) S =314 dm’ 68. /=1m,S=2m’ 69. 135° 0=(9n+24)cm =52"27 cm
70. S=56cm’ 71. S=69 cm’, 0=14'75 cm 72. r=574cm, S=388 cm’ 73. 144°, N=35,S=423"2 cm’
74 =868 cm, S=273'6 cm’ 75. §=332m’ 76. S=656 cm’

71. Vse 5-kotnikove diagonale so enako dolge in merijo 1°62 m.

10. Geometrijska telesa

1. V=112"5cm’, ¥’ = 1000V = 112500 cm® = 112°5 dm” 2. v=10cm, P=592 cm’ 3. 9=50°12' 4. ]4d =5 dm,
4G =13 dm, p=67°23" 5 a=18cm, b=27 cm, ¢ =36 cm 6. ¥'=2197 cm’ 7. V=157 464 cm’. V zaboj lahko zlozimo
216 kock z robom 8 cm. 8. XBEC' =63°26 9. |Bl|=5cm, |1J] =8 cm, |[IK| = 8 cm 10. a) @=45°, f=175° y=60°

b) b=13"66 cm, c= 1225 cm ¢) V=295'8 cm’ 1. v=8cm, V=480 cm’, P= 424 cm’ 12. XBDC=25"8°

13. a=4cm, P=203 cm’ 14. P=1130 cm’, p=135° 15. a) /=982 cm b) v=9'78 cm, V=955 cm’

16. P=680 cm’ 17. ¥=4608 cm’ 18. P=384 cm’, V=384 cm’ 19. ¥=231cm’ 20. V=420cm’, P=3982 cm’
21. P=430"9 cm’, ¥'=632"7 cm’ 22. V=603 cm’ 23. p=109°28’ 24, V=2 dm’ 25. P=325'15 cm’

26. V=465 dm’ 21. a) f=53°25", y=66°35",a=7"55 cm, S = 2425 cm’ b) V=97 cm’ 28, v=489 cm, V=31'5cm’
29, Tretja stranica piramide meri 2 /3 = 3'46 dm, V'=2"58 dm”. 30. V=32cm’ 31. a) S=110 cm’ b) v, = 6793 cm,
y=42cm ¢) p=37°18’ &) V=154 cm’, P=249 cm’ 32 ¥=028m’ P=391lm’ 33, P=271"2dm’,
V=344'8 dm’ 34, r=16 dm, V= 16085 dm’ 35. V=38143 cm’ 36. V=697 cm’, P=173"lem’ 37. V=686m cm’
38. r=542cm,v=1084 cm 39, V'=8363 cm’ 40. V loncu je priblizno 10 litrov vode. 41, a)v=32"5cm

b) 34'7 dm’ 42. a) V=15 litra b)a =197 mm, b= 112 mm ¢) P=332964 mm’ = 33'3 dm’, V= 1'1 litra

43. a)a=3cm,v=12cm, V=108 cm’ b) r=191cm,v=12cm, V=138 cm’ ¢)Za21'7%.

44, 2) V="V, - ¥,= 125000 cm’ — 98 175 cm’ = 26 825 cm’ b)p=2146% ¢) P=11780 cm’ 45. P=1005 dm’

46. Prostornina valja je za 39°5 % manjSa od prostornine prizme. 47. P=120 dm? V=81 dm’ 48. V=35m’, S,=9'8 m’

49, P=96m cm’, V=96m cm’, = 73°44’ 50. P=731cm’, ¥=216m cm’ = 697 cm’ 51. V'=226"7dm’, P= 2356 dm’

52. P=364m’ 53, P=938"3 cm’ 504, v=93"3 cm, V'=61065 cm’ 55. P=603"2 dm’ 56. r=2cm,v=2,/3 cm,
V:S%ﬁ cm’ 57. r=6cm 58. r=8cm, S, =19 /3 cm’, V:”% cm’ 59. V=18 dm’=1'8 litra 60. S,:S,=2:1
61. v=16 cm 62. P=15"6 dm’, V=58 dm’ 63. a) P=380"1 cm’, V'= 697 cm’ b) m=3763g=3"763 ke

64. V=0094 m’ 65. 2R=124m 66. Lunina prostornina je 2 % prostornine Zemlje. 67. r=8736cm,v=174"72 cm

68. S, =27m cm’
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11. Vektoriji

1. 2. 44' + AB = AB', BC + BB + CD = BD', CB' - DC = CD',
ﬁ+m:6,ﬁ+ﬁ—m:ﬁ
3. 128 - L(fvadr=a-2b
1. N
1a a

9. FF=580N, F,=230N 10. F,=45N, p=63° 11. Vektor & = 1 & je enotski vektor v smeri vektorja & .

1
3

v

s

=-3a +b
i 3bem=—ln=1.
—£E+ﬁ—iﬁ+}1,ﬁ:f—‘ﬁ
& MC=2a+b-2¢ 19.2)a-b=10/2
- b =22 &) - b=-16 fa b=1616
g a-b=-2911 20. & -(b-a)=-63 21. [a +2b|=J(a+2D) - (@ +2b) =.Ja* + 4abcosd5°® + 4b° = JATA =206
23. (4 +b) (& -b)=-21+9./3 2. 9=60°

25. |a —2\=3ﬁ enote

2% MB=d-3b.MC=a+2b, MB - MC =54

21. FD =24 +b,FB =& - b, FD - FB =24

28. |9 |= /153, p=14°2" 29. AB - AM =15,5=10°5



30.BT/[:%I§+Z‘,1W\V:—?1+%Z+E BM - BN = (%Z‘F ). (—a +%I;+ )=

:—%3~I§+}‘I;2+%I§ ¢-a- E+%I; C+E =049+0-0+0+36=45

3. a=ga+gz,7r=a +2b 2 G+b=-i+)=(11,a—-b=31 -5 =(3,-5).2b =47 +6] =(4,6)

3. 4 +b=(-25).4-b=(-4-1),-2a =(6,-4), & +2b =(-1.8) 3. AB =iy — 7y =(-1,7), BC = re — iy = (=3, 1),
Fac =3+ 7e)=(1,2) 35. AB =(-2,2), BA =(2,-2), CD =(1,-3), AC =(-5,0), DB =(2.5). Ryp = (2, } D

36. & =24 +3b 31. D(4, 4) 38, a)|a|=5.]b &b =16 p=75°45 b)|al=5/2.b|=2/2.4 b =-12,
p=126°52' olal=/5.1b|=2./5.a b =-10, p=180° 3. ¢ =14-3=-1- 0. G =41, b =(-1,3),
p=94°44' 0. |a -2b|=|-6,-8)|=10 42. a) k= -5,k =5 b) k=-3 43. p=156°19

14, a) p=137°44' b) 7 = (2, 14) 05. 8 + b =4i +] —Th=(41,-7).d4 —b =-21 —3] +5k =(-2,-3,5),
—b—21+ ]—4k_(2,3,—4) 45.?z+l?:(0,3,2),13—3=(—4,5,—4),2?z=(6,—4,8),3a+21§=(2,5,7)

4. e =7y +—AB =(4,-1,-4) 48. a) Rix(3,3, 1) b) AB = (4, 11,-3) ¢) B'(-3,-15,5) 49. 43, 1,2)

50. 23 =-2(3,0,-6)=(-2.0,4)= b 51. & =34 —4b 52.d=a+b-¢ 53. d(4, B)=3./5

54. [CcD|=d(C. D) =3 /3 55. a)|a|=7.|b|=9. 4 - b =43, p=46°57" byla|= JT4,|b|= /3.4 b =0 p=0°
ola|=3.p|=5a b =-14 p=158°58' 56. k = (0,0, 1), p=42°2' 57. X =(3,-3,2), p=64'76°

58. i1 =(2,0,-4), v =(~6,8,-8),[v|=2/41, % - v =20 59. a) R(3, 1,2) b) 7x = (3, 1,2), AB = (2.6, 2), p=80°44’
60. a) by =-2 b) b, =20 61. x;= /2, x,=—,/2 tiz.yzz,zzf—1 63. m=2 64. ky=1,ky=3

65. a) D(6, 2, 2) b) p=67'4°

12. Pravokotni koordinatni sistem v ravnini

a) Iy b) y | c) I Y
I AT 3 | 37
) 2l )
|
27 1 , | 11
el & — — —
| -2 -10 1 2 3 X 2 -10 1 2 X
2 ol 1 2 3x ! | ol
1t ) } [ =l
| | |
¢) y | d) y e) Y |
3t ! 3t 4 |
27 | - =2 === I 37 |
11 [ 11 ' 2t [
| I |
-10 2 3 4% -10 2 3 4% o .
-l ! - “10[ 1 2 3 4%x
-21 | -21 -1 .
I | |
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f) o | g) y h) v
3 [ 3 3t
o] 1 1 2,, 2,,
| |
T | 1t il o e B
-10] 1 2 3 4x 2ol 1 2 3x 2 -10] 1 2 3x
-17 | =17 -17
-2+ 1 I 2 -2t
| |
D y Do y , k) . |
3t | 3t | 3t
| |
i [ | 2t | 2+ | ]
| | | ]
11 | 1t | 1t | |
-2 -10] 1 2 3% 3 -2-10] 1 2 3* -10] 12 3 ax
=17 | =1 | =17 i |
e | -2+ | - =2+ 4= =9 - -
| | | |
2.a)-2<x<3,-1<y<2 b) 1<x<4,y<3 3. a)A'(-2,-4),B'(3,2) b) A'(2, 4), B'(-3,-2) c)A'(2,-4),B'(-3,2)
4. a) D(-3,2), E(-1, 5) b) P'(5, 4) 5. Bi(3,-4) 6. D(1,-3),S=16 1. a)d(4,B)=14"9 b)o=128"5
8. d(T,P)=2,/3 9. 4B +|4Cf = 10 + 90 = 100 = |BCf’ 10. Ne. Trikotnik je enakokrak, a ni pravokoten. 11. a) D(5, 0)
b) Md =10, BD| =894 12. By(-2,5), B,(10, 5) 13. P,(0,-26), P5(0, 4) 14. d (4, B) =2 /13, R(1,-4)
15. B(3,-5) 16. B(-3,0), C(-1,2), D(1, 4) 11. A(4,-3), B(6,-2), C(8,-1) 18. a) Orientacija trikotnika je pozitivna,
ploséina je S=12. b) Orientacija trikotnika je negativna, plos¢ina je S = 7. 19. A'(2,6),B'(-3,-7)in C'(1,-5); S =21
20. S=25'5 21. S =26 Ploscina trikotnika je za 42 % veCja od plosCine stirikotnika.
»' B 22. a) S=1 b) Rye= (=2, 3), d(A, Rye) = /29 23, §=8
AE b) t,c=2 m 24. Da, saj je ploscina trikotnika 4ABC enaka 0.
37 25. Ker je plos€ina trikotnika ABC razli¢na od 0, tocke A4, B in C niso kolinearne
(ne lezijo na isti premici). 26. x=2 21. C(2,2)
28. Abscisno os seka v tocki M(6, 0), ordinatno os pa v N(0, 2).
29. a) |4 =|Bd =5 b) N(O, 139 ) 30. a) |BD| =3 ,/T0 b) R(3, 2)
¢) Abscisno os seka v M(-2, 0), ordinatno os v N(0, —1). 3. y=4
32. C(4,0) 33. B\(2,-2), B(-5, %)

34. Ker je [4B| = [BC = |cD| = |4D| = /10, so tocke 4, B, C in D oglis¢a romba s ploscino S = 8.

13. Funkcije

1. a) Niclaje x = % , zacetna vrednost pa f{0) = —1. b) Nicli sta x; = 5, x, = —4, zacetna vrednost pa f{0) = —20.
¢) Nicle so x; = —1, x, = 1, x3 = 4, zaCetna vrednost pa f{0) = —4. 2. a) Abscisno os seka v (=6, 0), ordinatno os v (0, 4).
b) Abscisno os seka v (5, 0) in (-3, 0), ordinatno os v (0, 15). ¢) Abscisno os seka v (-1, 0) in (0, 1), ordinatno os v (0, % ).
3. D= R, Z,=N 4. Polinom je pozitiven na intervalih (=1, 1) in (1, o), negativen pa na intervalu (—oo, —1).
cl€] 5. Funkcija f'je negativna na intervalu (2, o), pozitivna pa na intervalu (—oo, 2).
LR SIETITI RN o—sm
o Yy 6. Polinom nara$ca na intervalih (-1, 0) in (0, 1), pada pa
A HR 37 na intervalih (—o0, —1) in (1, ).
K STy o 2+ 1. Funkcija f'ni ne liha ne soda, funkcija g je soda
, SR \ f (g(=) = g(x)). funkeija h pa liha (h(=x) = ~h(x)).
\ 8. Funkcija fje periodi¢na z osnovno periodo 27.
[ 1 1 —t 9. Funkcija fje navzdol omejena z 0, funkcija g je omejena,
: Lo -10f 1 2 4 X . . :
R S S R 1t navzdol je omejena z 0 in navzgor z 2.
0 1 2 3 4 5]h]
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10. (f+g)(x) =x+4x—1in f+2)(-2)=-17,(f— 2)(x) =—x'+2x+3in f-29-2)=17,( gx) = 3+t +3x = 5x—2in (f-2)(3)=60
11. Funkcija f'ima v tocki (0, 0) lokalni minimum, v toc¢kah (-1, 1) in (1, 1) pa globalna maksimuma. Funkcija g ima v tocki (2, —3) lokalni
maksimum, v tocki (0, 1) pa lokalni minimum. 12. Definicijsko obmogje so vsa realna stevila (D,= R), zaloga vrednosti je zaprti interval
od 0 do 2: (Z;= [0, 2]). Ima niclo x = 1, zacetno vrednost f{0) = 1, je pozitivna na R — {1}, narad¢ajoca na intervalih (oo, —1) in (1, ),
padajoca na intervalu (-1, 1), je omejena, navzgor z 2 in navzdol z 0, ni ne liha ne soda, ne injektivna ne surjektivna. Globalni maksimum fun-

kcije fje v tocki (-1, 2), globalni minimum pa v toc¢ki (1, 0). 13. a)0 b) 4 c) 12 ¢é)3 d) —44Q e) %
_ i —lim 25 _ T 2 2 2 g < . . 3
f)-3 14. Xlgr}of(x) = xlgr(lm)chr ;= }%xz(l i xllil’(lm 1T 2 in zapisemo enacbo vodoravne asimptote y = 2.
1
15. a) 3 b) 1 o1 62 16. a) e’ = Je b) ¢’

17. a) b) —0 ¢)Z=R

/

123 4 5¢%

18. Niéli stax, =2, x, =2, pola x, =1, x,= 3, {0) = -3, lim fix) = -3 .

[SSTIO8]

Ker je }g}}o f(x) = -2, je enacba vodoravne asimptote y = —2.

2 2
19. fix) = )ﬁ—*%;ﬂ-l = Lx—;;l Niéli stax; , = I,

pola x, , = 0. Ker je xliflof(x) = 1, je enacba vodoravne

asimptote y = 1. lengl fix)=4, Xl% f(x) =00

20. a) b) Z;= [0, »)
- ©)f(2)=4,/0)=0

¢) }Lnlz fix)=4, }13‘1 Of(x) ne obstaja.

Funkcija fni zvezna za x = 0.

R e oy
‘

_./k;;;

-3 -2-10] 1 2 3 X

21. a) b) -1)=2,1)=1 ¢) xli_}r%f(x) =2, }i_)mlf(x) ne obstaja. Funkcija fje zvezna na (—o, 1) in na (1, o).
22. a) Zy= (~0, 1] v
2,,
1,

/ 5-4-3-2-10f 1 2 3 4 5%
~1t
—_— 27
-3-2-10| 1 2 3 4 5 6 7%

b) (1)=1, li_)mlf(x) = 1. Ker je funkcija f'definirana za x = 1

inje li_)mlf(x) =£1), je v tocki x = 1 zvezna.
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23 (goNX)=xX"+1, (fog)x)=(x + 1) 24, (g o f)(x) =sin(1 —x°), (f° g)(x) = 1 — sin’x = cos’x

—2x+1 _2x-1 2621 % 2x—x° 4l PO T UL PRN . .
25. a) g b) o c) T ¢) T d) 5— 26. Funkcija fje injektivna in surjektivna, torej
je tudi je bijektivna; g ni injektivna in je surjektivna; 4 je injektivna in surjektivna, torej tudi bijektivna.
21. () =% -2 28 () =-%+1

29, g(x)=flx+1)=2(x+1)-2=2x,

h(x)=flx) +1=2x—2+1=2x-1 30,
38 h/f
2,,
1,,
-2 -1 71 2 3%
32. Nicla je x = —1, zacetna vrednost je 0) = —2. 38 g() =flx—6)=—F(x—6)+2=—-Ix—Tlaligh)=fx)-3=—-Fx-1

M RS RAx)=—x+4ins R Ris(x)=(x—-1)

2 -10
_l*

35. g: [0, 0) = [0, —0), g(x) = — /X, 3. g R>Rgx)=3/x +1,
b [~4, %) > [0, %), h(x) = x + 4 hR— R hx) = 3fx—1
y y
3t h 3 g
— 2

/

—3=2 -1
-1T /
4 _2,,




37, i RA{0} > R; A(x) =(x— l)_l, ssRV{0} > R, s(x) = _—

y ‘ y
3 7 | 21 S
[
] -4/23 2 -10| /1 2 3 4 X
2 <10\ 1 2 ¥ | -l
_1’ | _2,
-2+ h : -3f
39.
| | | |
;j,, ;: | | ;} | Itanxl |
sinx+1 ] : : : :
! o\ 2T ! !
: _m \ 11 i ‘
\ 3 3 \
—4/53 -2 -1 1.2 4 X
I I 1T I I
| Vi |
I I ltanx
40. Premik za 4 desno; y =fix —4) = % x-4)+1= ix. Premik za 2 levo; y = g(x + 2) = x(x + 1)(x — 1).
y Yy y g
3+ 3T
2+ f 24
//y 1T
-4 -3 -2—=T0| 1 2X 10[>1 23 4 x
1T 1t
_2,,

41. Premik za 1 levo; g(x) = fix + 1) = [2(x + 1) — 2| = |24].

y
it & Jf

—‘2—‘1(1) 1 2 3x
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14. Linearna funkcija

L k=-2,n=4,fix)=-2x+4
5. fix)y=x-2

2 f)=1x+5 3 a)fx) = dx+ ] b)fix)=Lx+1 4 flx)=—3x+3

6. Nicla je x = 2, zaCetna vrednost je f{0) = 3. PresecisCe s premico y = 6 je tocka (-2, 6), s premico x = 4 pa (4, —-3)

\i
3
2,,
1+
-10] 1 Nx
-1t

o=

1 2x

12,

8. Nicla x = —4, zacetna vrednost je f{0) = 4.
Zax>—-4jef(x)>0.

g

7. P(=3, 1)

/—6/4 -3 -2-10] 1%
-1t

10. Funkcija fje negativna za x < 4. Graf funkcije seka simetralo sodih kvadrantov v tocki P(%1 s —‘3‘ ).
¥ 1. x>-4 y
27 37
1T 2t
1

5

13. g(x)=2x—-2, h(x) =2x

‘ ol

- =

NS

b N
=

15.

g

-10 1\1\\2 3 X
“113\
g\ \f

N
f g -6/

1. D;=R, Z,=R, D,= R, Z,= [0, =)

y - y
7l | 1-x]| ol
31 //12x 21
g
2l R x T~
\ : 12-2| o ——
: : of 1 2 N
S — S -1
3-2-10[ 1 2 3 4 5%
-1 -2 f




18. Lastnosti funkcije fso: D,= R, Z,= [0, ), nicla je % , zaCetna vrednost f{0) = 3, funkcija je narascajoca na (% , ), padajoca na (—oo, % ),

pozitivna za vsa realna Stevila razen% in navzdol omejena z 0. 19. a) b)S=4
1 X
20. 0<x<8 21. a) Nicla je x =—3, zaCetna vrednost pa f(0) = —6.
y b) T(-2,-2)
g 2t ¢) Glej graf pri nalogi a).
)y=-2x—-1
-10[ 123 4 5 6 7% .
_—1 X
J -2
22. a) y = 3x — 4 b) Tocka 4 lezi, tocka B ne lezi na dani premici. 23. A(—§ ,2)in B(-3,-1) 2. a)y=-2x+4,2x+y—-4=0,
142= b)x=4,x-4=0 )y=-2,y+2=0 Yr=3x-32r-3y-9=03 +% =1 25 y=x-35
2
26. y=3x—15 21. Ne. Enacba premice skozi tocki 4 in B je y = 4x — 7, tocka C ne lezi na nje;j. 28. x—2y—-3=0
20, a=4,y=-2x—1 0. a=—4k=-%
y 31. Presecisce premice z abscisno osjo je to¢ka M(g , 0), z ordinatno osjo pa N(0, 2). Za x < ‘3—‘ poteka
premica nad abscisno osjo.
1 ¥ x ) ) - : )
o1 41 32. 5 + -5 = | Premica seka abscisno os v tocki (2, 0) in ordinatno
0 X :
5 N os v (0, —13—0 ). S= % 33. Kerje%g +:Y7 =1, premica seka
=51+ M abscisno os v tocki (—% , 0), ordinatno os pa v (0, —7).
ol ias 5 x 3. a)y=% + 1 b) S =32
1 3
-1 35, 2) Sx—2y—9 =0 b)y+2=0
36. a)y=a-(-3)+3a+1=1 b)Da.y=x+4 37. §+:"§:1,y:)§‘—2,x—2y—4:0 38. —3x+y—10:0,%m+T%:1

Premica seka abscisno os v (—% , 0), ordinatno os v (0, —8). Ne, ker toc¢ka C ne lezZi na premici skozi tocki 4 in B.

39.y=—x+3,’§‘ +§=l,x+y—3=0 40. a=—-6 41. a)y=%x,y=—2x
y v b) d(0, A)=d(0,B)=2./5;
{7 0=2./5+2./5 +2,/10 =4,/5 +2 /10
3 A
21 :
1,,

— o

TN A \B
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12. a)y=-5x+mneR,n=3

b)y=kx+2-kkeR 43. A(-4, 10), B(0, 0), C(4, 2)

44.
a) ¥ b) y ) y
37 2713 37
21 11? 2t -
1+ — — 1+~
- =2 =10 1 2 X - -
To| 1 2 3+ - 32 10| 1%
-17 =27 -17
=2Ar =37 -2t
¢) \ y d) y e) ¥
\ 1+ 2T \ 37
\ A\ ol
3 -2 -10] 1* N
\ _1—7 N\ 1,,
\ A\
\ 727 ! e
\ -2 -10(~1 2 3 X
-3+ -1t
\ \
~4t1 =2 h N
51 N
\
_6.1,
\
45. a)x=2,y=-1 b) x= ‘3—‘ ,y= % ¢) Sistem nima resitve. ¢) Resitev sistema so vsi urejeni pari realnih stevil, ki zadoscajo
prvi (ali drugi) enacbi. d)x=3,y=1
46. P(-3,-4) 1. A(-1,-4) 48. P(1,3),S=9 49. S=24'5
y y
2 2 y=2
i N
-3 /01 3 X N1 X
2 \ x=3
/ ’
__5 3 _ _ _
50. a) P(-1,4) b)y——§x+ 5 51. ’;‘ +¥ =1,P(-1,4) 52. a)%‘ +§ = 1,’5‘ +4 =1 b) P(4, 1)

53. P(=3,-3); 2x—y+3=0
55. a)

50, P(1,2);y=-2x+4
b)

-1T
—x _ 14 ,__
57.y—3 30V= 3x+2
c) p=108°26' ¢) p=
c) 71°34’ ¢) 18°26'

59,
e) p=21°48'

58. y
90°

60. a) p=45°
61. a) 60°15’

b) = 135°
b) 32°28’

=X
=35 +4

d) p=0°
62. P(1,-2), p=78°41

y=-x+3,k=-1, ¢p=135°
f) p=108°26'



63. a) P(2, 1) b) 90° ¢c)a=./5,8=5
¥ 64. Oglisca trikotnika so A(—1, —=2), B(3, —=2) in C(3, 2), velikosti notranjih kotov so 45°, 45° in 90°.
5\ 65. kAC=%,kBC=—2, laci=|BCl=2./5 66. a) R(1, —2) b)y=2x—4
41 67. a=-9,a=4 68. y=2x, P(2,4) 69. 7(~1,2)
37 70 a)y=-1xy=-2 b) 49°24’ ¢)S=2'5
2,,
| P
5. y
| — 3+
0 1 223 4 x
2 2
A ..................
-4 -3 é{ok 2 x
L\ B
LD\B
N

15. Potencna in korenska funkcija

1. a) 2. a)
y b) Na grafu funkcije lezita b) Na grafu funkcije
f g tocki (3, 0) in (-1, =8). lezita tocki (1, 8)
) Pi(=1,-8), P2, -5) in (-1, 0).
25
_ 041 X
3.
a) el b)
: 4 :
. .1,,..
X
¢) d)
X

4. fix)= %x+2,g(x)=(x—2)2, h(x)=x—1
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5. Negativna na (—oo, —2) in (2, o). 7. Niclaje x = —i/i =-126,
Funkcija je navzgor omejena s 4.

presecisce grafa z ordinatno osjo pa (0, 2).

f

6. A(-1,-2), B(0, -1), C(1, 0)
y

8 x<-1 9. P,(0, 1), P(1, 0) 10. 2,0, -1), Py(L,

Bl

-3y 1. a)

b) Funkcija g je soda.
12.

13. a)

14. Funkcija je pozitivna na intervalu
(1, o) in negativna na (—oo, 1).

b) Na grafu funkcije g lezita tocki (% , )yin (1, 0).

O Pi(3. 1), Py(-2.-3)

15. filx)= — Funkcija je naras¢ajoca na (—oo, 0) in (0, o), je liha in ni omejena. Funkcija nima nicel.
16. a) in b) Funkcija g je soda.¢) x < -l alix> 1 11.

a) b)




)

19 i) =x"+1,g(x)=(x+ 1)
20. x=0,y=2

23.

21, Zy= (-, 1)

26. NicCla je x = 4, zaCetna vrednost f0) = —4. Za x € [0, 4) je f{ix) <O0.

f

21. Funkcija fni omejena. Za x € (—o0, —1) U (0, 1)
je graf funkcije nad simetralo lihih kvadrantov.

18, Py(-2,-5). P(=3,-2)

25. a) D;=[3, ), Z;=[0, «0)
b) Nicla je x = 3.

c) P(4, 1)

28. NicCla je x =—1, zaCetna vrednost
f(0) =—1. Na (-, —1) je funkcija f
pozitivna.
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16. Kvadratna funkcija

1 flx) ==5x"+ 10x + 2 2. y=3x"-2x—4 3. b=-3,c=1 4 y=x"—2x—-1 5 flx)=—x"—2x+5
6. flx)= %x2+ %
1. y=2x 8. g(x)=-3x" 8,
y y
A
AVE
2,, T
At =
10| 1 X
_ 1.2 _ 1.2 _ 1 2
10. a)y—ix b)y—ix +3 c)y—i(x+2)
M. y=—(x+2) 12, (=2,-2),(1,-3)
¥ 13. a) (x—2)" + 4
T b) 2(x + 4)” — 33
4 1+ g ¢)-3(x+2)+8
y:(X*Z)Z — : /
-2 0+ 2 X
- _
==
y=-(x+2)’ /
14. a) T( -2, 1) b) T( -1, -2) 0 T(3,-3)

OT(=31)




16. 7(3,-1), y=x"~ 1 17, fix) = L' = 2x 18 flx) =—(x—4)*+ 5
y 7 ¥ 19. ¥
I y=x-1
o 1,
11 :
‘ ‘ o ‘ 0
—&’/1234‘)6 o1 2 A4 x
L I B ; f
20. a) fix) =3(x—2)" -6 b) fix) =-2(x+1)" + 8
y y 21. Pri x = —4 doseze funkcija najvecjo vrednost —5.
6 g 22. flx)=(x+ 3)2 — 10 Za x = -3 ima funkcija f najmanjso vrednost —10.
2. k=-2 24 b=12p=-3.b=-12.p,=3
25. T( -1, 9) Najvecja funkcijska vrednost je 9. Presecisca grafa funkcije
1 s koordinatnima osema so A(—4, 0), B(2, 0) in C(0, 8).
0 T 26 flx)=-3x"+Ix+9 27. 100 = 50 + 50
X
28. 30=15+ 15 29. a=5b=15 30. a=b=18 cm,
§=324cm’ 31. [4B|=|BCl=12cm,d=12 /2 cm
-6 f 32. by=4,b,=—10
33 a)x, =4, x,=1 b)x,=-3,x,=4 c)x, =17, x,=-17 ¢) Enacba nima realnih resitev. d)x, =-1- 2ﬁ,
Xo=—1+2./2 e)xl‘zzééﬁ 3. oa)x, =13, x,=-1;(x—13)(x+1)=0 b)x; = /5, 0=-A5:(x-./5)x+ . /5)=0
Ox;=1-/6,x,=1+ /6;(x—1+ /6)x-1-./6)=0 3. a)x; =1 —ix,=1+i b) x, = 3i, x, = =3i ¢)x;=2-3i,
X =2+3i Ox =4 - Lix,=-1+47; 36, a)x,= S ix,=— 20 (x— 2D+ J21)=0 b) x, = -3 + 2i,
Xo==3-2i(x+3-2)(x+3+2))=0 )x; =5+ J6i,x,=5- J6i;(x-5- . J6)(x-5+/6i)=0 37.a=3,x2=—§
38. P:%,x1,2=—1 39.A=4,xm:§ 40. 2)x* —6x+8=0 b)x’ +x—72=0 0)x'—2=0 &x —2x-2=0
41, X" =5x+4=0,x,=1,x,=4 42 ¥ = 10x+23=0,x,=5+ 2. x,=5- .2 43 m=1,x,= 2, x,=—/2
44, k=2,x1=2,x2=% 45. m:7,x1=—%,x2:—% 46. 5 41. n=21 48. Tosta 15 in 17. 49, Stranici
pravokotnika merita 12 cm in 15 cm. 50. Stranici merita 10 cm in 7°5 cm. 5. a=464cm,b=2"68 cm, c=5"36 cm
52. Stranica kvadrata meri 20 cm, stranici pravokotnika pa merita 40 cm in 8 cm. 53. a)x,;=0,x,=10 b) x;=0,x,=-7
)xi =5, %=-25 &Ox;=-3+./5,%,=-3-/5 54, a)x, =1, x,=—1,x;=4, x,=—4 b)x; ,=0,x;=-8,x,=8
¢)x; =3, x,=-3 55. a) flx) = —x" —dx—3=—(x+3)(x+ 1) b)fix)=3x"+6x—9=3(x+1)"—12
Q) Ax) =4(x+ 1)’ =4 =(2x— 1)(2x+3) 56. f{x)=3(x+ 1)(x—7)=3x"— 18x — 21 = 3(x — 3)* — 48 57. flx)=x"+ 3 x - 3
Koordinati temena sta T(—% s —‘1‘—2 ). 58. flx)= 25" — 4x — 6 Nicli funkcije f'sta 3 in —1.
59. a)x,; =2, x,=—4, T( -1, -9), {0) = -8 b) x; , = 3, T(3, 0), {0) =—9 Ox=—1,x,=-2T(-3,-1),/0)=4
y y
1 /
x 011/3 x
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& x,=0,x,=-4, T(-2,-4) dx =—1,x=1,T(0,3) 60. /(x):x; —5x+8; 7(5,-3)
y y 61. a) Funkcija f nima nicel, 7(1, 2), {0) = 3.
T b) g(x) = (x ~ 1)’
3
y
1
1,,
-4 -2 0t 1 X
10 x
-4 +
62. a)x; =2, x,=—6, T( -4, —2) b)x;,=3,7(3,0) ¢) Nicel ni, 7( -1, —1).
y/ y
6 17
1 X
1
-4 /201 X

&x=2-J6,x,=2+ ,/6,T(2,-6)

y 63. Presecisca s koordinatnima osema so ( —3, 0), (1, 0) in (0, 6), teme 7( —1, 8).
Enacba zrcaljene parabole je g(x) = —2x* +4x + 6.

2-V6 2+V6
q = 64.f(x)=%(x—1)2—2=%(x+l)(x—3)=%xz—x—%
-2 65. y=—2x"—12x— 10
_6 .. T
86. x, =—1,x,=—4, T(-3,-3),A0) =8 67. a) Nicli stax, = 0, x, = 4, teme je T(2, —4). b)c=-2, g(x)=x"—4
gl f
9
2
1 X
1 X
o NN
2




68. a) x, =—1, x, =5, T( =3, 4), A0) =5 69. b=—12, fx) = 3x* — 12x + 9 Nicli funkeije /'sta 3 in 1, teme pa T(2, —3).

1,,
X
1 X
_5 \
b) Funkcija fje padajoca na ( —3, »),
nara$cajoca pa na ( —oo, —3).
70 my = L3y = L2 M.omy=0,m=3 2. my =4, my=1 73. a)x e (-4,2) 0z —d<x<2 b)x e (—4,3)
¢) Vsa realna Stevila. ¢) Ni resitve. d)xe (-, 1)U(3, ooz (x<1)v(x>3) 14. x € (—o0,—1) U (4, )
75. a) Presecisci z x osjo sta (—4, 0) in (3, 0), z y osjo pa (0, —6). b) x € (-0, 4] U [3, )
y 16. k<0 11. p<-4 78. k>0 719. -10<b< 10
80. Za m <—4 ali m > 4 je diskriminanta funkcij negativna, zato grafi funkcij ne sekajo
abscisne osi. 81. A(-2,5),B(12, 1) 82. P(—1,11), P,(-3,29)
83. P\(-4,8), P(-1,5)
1
- 011 X 84. a) Nicli za f'sta x; =0, x, = 2, teme je 7(1, 1), presecisci
s koordinatnima osema za g sta (1, 0) in (0, —6).
N 7 g
1 .
1 X
-6
b) P\( =3, -15), Py(2, 0)
85. a=2
86. a) 81. a)a=-1
y b) a =-1, Nicli sta x; = 1, x, = 2, {0) = -2, teme je T(% R }‘ ).
y
111
4.
= 0] /1 3\ X
8 -2
b) P,(3,0), Py(—1,4)
¢) d(P,. P,)=4./2 0

c)a<—§

88. a)x=20m b)r=3s ¢)v=30m/s ¢)r=31s
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17. Eksponentna funkcija

1
1) =25/3)=8,(3) = 1'5874 2. =5 =4 =) =4"=(2) " =2 =5 =%
3. a) b) ¢)

1 o ! ¥
,,,,,, :1,,77777 ,,,,_2<,,,,,,
¢) d) 4 fix)=8"
g\ h| 7 y
N )
0 X ol 1 X
s
5. a) Graf seka abscisno os v (1, 0), 6. Niclajex=0, 1. x € (-, 1)
ordinatno os pa v (0, —2). Asimptota je y = —3. enacba vodoravne asimptote y = 1.
b) D= R, Z,= (-3, ). D;=R, Z= (-, 1). Y
y y
[ 73‘ P .
T
=\, =—= - Ar - - - 1
0| /1 x 01™\.1 X \K
0 1 x

8. (-1,0),(0,1),y=2,x € (-1, ) 9. a) 10. a)

10[ 1 x
) JZ
of 1 A

b)g(v) =¢"", g(0) =e b) g(x)=2'5" 3




1. 2) (3,0),(0, 1), y=2 12. a) (-2, 0), (0, 3) b)
" oe y
ﬁ 77777 3
0 X
1
2 0| 1 x
—_— gt
f
13, flx) = 3% g(x) ==3" h(x) =3+ 1, s(x) = 3" 14, a)x=-3 b)x=1 ox=-1 §x=1% d)x=13
e)x=1 fx=12 gx=1 h)x=-5 Hx=5 Hx=0 15. a)x=0 b)x=4 16. a)x=0
b)x=4 c)x:% &x=1 d)x=0 e)x=73
17. x=-2 18. a) 19. a) 20. a) (-1, 0), (0, 6)
y r y y b)
y
! ! 6
,,,,, {)0 } T X
0 X
_2“... 1
y —0{1----%
_./:g ,,,,,, b)x>1 —‘—*’1 x
- _34, [
b) (-1, 3),(3,225)
) (-1, 0), (0, 6)
21. P(1,-2) 22. P(2,4) 23. P(1,1) 24. P(2, 1)
y y y y
(o fllg g f
1
=l I3 ) 1L 5P, 1)
y (1,-2) 4/1’ 0+ 12 X
-4 0+ 1 X 0
7
t
25. Funkcija je f{x) = 1000 - 2%, po eni uri je v vzorcu f{60) = 4 096 000 gliv kvasovk.
18. Logaritemska funkcija
1. a)3 b) 1 -1 ¢! 2. a) 1'3084 b) —0°3863 4. a)x b) 3x ¢)x
e 43 NE f)2 g) 1 h) 4 0)5./3 nZ 6. a)log7 + 3loga — 5logh
1 1 35 _ _ 2abc’ _ 104°
b) 1 + 3 loga—2logb — 3 logc . —3 — 3 logsa 8. 19 9.1 10. log,81 =1 1. a)x—% b)x—TZ
c)x=li75@ 12. a)x=38 b)x=2 c)x=—% ¢)x=-3 e)x=2 f)x=35 g)x=1
h)x=3 Hrx=-1 Dx=é K)x=0 1)x=—‘3-‘ m) x=-126 n)x=1—96 13. x=a42
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14. a)x=8 b)x=7 15 a) v, =0, %, = 1 b)x=-3 ¢)x=3 Ox=1 d)x, =12, 6=—-1
e)x=0 fx=1 g)x=25 h)x=9 D)x; =4 x,=1 16. a) x = 5196 b) x = 1°465 ¢)x=-0"3010
¢)x=1898 d) x=0'3219 e)x=1151 f) x=0"292 g)x=2'151
17. a) b) c)
o f Y y

| h
! : L
" i x T

0
|
- \
¢) d) 18. Graf seka abscisno os v (-2, 0),
¥ ordinatno os pa v (0, 1).
g g Na grafu leZita tocki 4 in C.
| h Y
[ 1 | ‘
0 X ol 17— | b
\ ) f \ _ f | _H
| | 3L 0l 1 x
\ h \ ‘
19. Graf seka os x v (6, 0) in ne seka 20. D= (0, ), Z;,=R, D, = (0, ), Z;= [0, o) 21.
ordinatne osi, enacba navpicne
asimptote je x = 0. Y g ’ g
y
1 1
—t—
04/1 x 01/1 x
1 K‘
011 6 X f f
22. 23. flx) = logsx, g(x) = —logsx, h(x) =logs(x — 1), s(x) = logsx — 1 24, x>—4
y ‘ y
. I
f \
1 /g I /_L—__
0 V/e x -S4 of1 x
\
[
[
\
25.0<x£}t 26. a)0<x< 16 b)0<x<3 c)x>2 21. (-1, 0), (0,0°30)
y




28. (4,0)x= - 29 x=2 30. Py(3, 1°1), Py(7°4, 2)
y Ny y X
B(74,2
N 1 T T
o1 4 x of/1 4 i
0(1 3 7 X
f f
31 P(4, 1), f(4) =log,4 = 1ing(d)=—4+5=1 32, a) P(—1, 4)

3

f

1 Lo :
oft \"
g
33. D;=R, Z;=(2, ), D, = (-2, ), Z,=R 34. a) f{0) = ;—‘,f(2) =1,A3)=15
Ly - y
T ! x
| /,
‘ 1 .
[
I3 g T
___74/2/ v
I }, / y
+ 1+
9071 * el I
| o] 1 T x
b) (4, 2°25), (377095, 2)
36. P(—0°28,0°68) 37. P(1, 1)
N B i !
i S
—t-In2
38, k= ﬁ 1n2 = (priblizno enako) 0°0001244; y=y,- ¢ > . Po 10000 letih je v vzorcu e priblizno 29 % ogljika C**.
19. Polinomi
1. Vodilni koeficient je 3, konstantni ¢len pa 5. p(2) = 51, p(—1) = 12. Vsota vseh koeficientov polinoma p je enaka p(1) = 8.
2. p(x)= 230+ 4x? = 5x -3 3. -2p(x) = 4~ 2x+8 p(x)+q(x)= Yaxttx-2 q(x) — p(x) = 3+ —x+6
p(x) - q(x) = 42 =t 9 — 4’ +2x - 8 4. Stopnja polinoma je 7, vodilni koeficient je 8, vodilni ¢len 8x', konstantni ¢len pa

—-27.p(2) =25 5 a=8,b=-3 6. 2) p(x) = (3x* —2x+ D(x-2)— 1 b) p(x) = (2x" + 3x + 10) (x=3)
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)px)=0"-2)" = 3x+1)—5x+8 )=t +2¢ =3¢ = 9x — 6)(x’ = 2x + 4) + 13x + 36
Dpx) = -+ DE +x+1)—x-2 7. Kolicnik je k(x) = 2x* — 4x° + 15x” — 60x + 246, ostanek pa —980. 8. r(x)=4,
p(=3)=4 9. Koli¢nik je k(x) = XX+ 1, ostanek pa r(x) = 0. Ker je r(x) = 0, je Stevilo 5 ni¢la polinoma p.
10. Ker je p(x) = (x — 3)2(x +4), je stevilo 3 dvojna ni¢la polinoma p. Stevilo —4 je tudi ni¢la polinoma p. 1. a=-3 12. a=4,
h=38 13. p(2) =39, p(-3) =86 14, p(x) = (x — 3)(3x° + 9x” + 26x + 81) + 244, p(x) = (x + (3’ = 3x" + 2x + 1)
15. a)p(—%)zl b) p(x) = (2x" = 3x + 1)(2x + 3) + 1 16. p(x) = (2x + D(x+2)(x—4) + 3 17. a=3 18. a=3,
b=-10 19. Ker je p(x) = (x — 2)2(x2 +4), je 2 dvojna nic¢la polinoma p, ki nima drugih realnih nicel. 20. a=-5,b=3
21, p(x) = (x + 5)°(x = 2)(x +2), X1, = =5, x3 = 2, x4 = 2 22. p(x) =—x"+4x° — 6x* + 8x — 8 23. a)x;=1,x,=-2, x3=-3
b) x;=0,x,3=2,x4=—4 c)xlzé,x2:—2,x3:—3 é)x1,2:% d)x1:2,x2:—}‘ e)xlz—%,m:ﬁ,)@:—ﬁ
28 x,,=1 25. a)x; = 1,03 =2, x, =3 b)x;,=0,x545=2 Q)x=0x=2x=-1 26. x;=2,x,=-2,
x;=—4 21. Stranice kvadra merijo 4 cm, 5 cm in 6 cm. 28. To Stevilo je 5. 29. a)x;,=—1,x3=-2 b) x; ,=-1,
X3,4="2 e)x =1x=2,x3=-3 é)xlzl,x“:%,x‘,:—% dDx,=-2,x=-4, x3=06,x,=—I e)x; =0, x,=-3,
Xy=—2+0,Xx3=—-2—1 f)x1=—3,x2=—%,x3=—1+i,x4=—1—i 30. p(3i)=0,p(-i)=0 31. x1=3,x2=ﬁi,x3=— 3
32, a)x;,=0,x3=2,x4=1—-4i,xs=1+1i b)xlz—l,xzz%,x3:iﬁ,x4:—iﬁ c)xlz—%,xzzﬁ,m:—ﬁ
3. x,=2-ix,=2+0x5= /5, x=—,/5 34 a)x; ,=—1, %322, x, =6, p(x) = (x + 1)’ (x + 6)(x + 2) b)x,=—Lx,=2,
x3=%,p(x)=(2x—1)(x—2)(x+1) c)x1=—2,xz:—3,x3=%,x4,s=0,p(x)=x2(3x—1)(x+2)(x+ 3) €)x;=0,x,3=-2,
p(x) =x(x +2)°( + 1) d)x,=—1x;5=-3p(x) = (x+ 3)(x + 1’ +2x +2) 35. Stevilo% ni ni¢la polinoma p, ker je
p(3) =322 Niclesox; = 1,x,= =2, x3==3. p(x) = —(x = D(x+2)(x +3) 36. p(x)=2x" -9 +7x +6
37, p(x) = 3x" + 6x° — 81x* — 168x + 240 38, p(x) = —4x" +24x° — 4x + 24 39, p(x)=—x"+9x° — 19x" + x + 30
40. a)x € (=2,2) U (4, ») b) x € (4, 1) U (-1, 3) ¢)x € (—o0, -3] &) xe[-5 -1]U {0} U[3,»)
41. a) Zacetna vrednost je p(0) = 6. b) Nicle sox; =—1,x,3=1,x4=2, x5=3. ¢) Polinom p je pozitiven na (-1, 1), (1, 2)
in (3, o0) ter negativen na (—oo, —1) in (2, 3).
42, g(x)=—-(x— 1)2(x+ D(x-2) 43. a)x;=1,x,=2, x3=3, p(0) =—6, b)x;=-1,x,=1,x;=-3,p(0)=6,
y y y
1 6
2 L
1
I X
0{/1273 x 1

X 4 o X
-6
-6
€) x;,,=-2,x3=0,p(0)=0, & x=1,x=-2,x=-4x=0,p0)=0, dx;=1,x=-1,x3=3,x,=-2, p(0) =6,
y y L e
17 A
—t : 1
-2 1 X




e)x;,=0,x3=1,x,=3,x=-4,p0)=0, 44. a) Nicle so x; = 3, x; 3 =—-2, f{0) =—6. 45. a)
b)
y
1
2\ 0+ 1 X
X X
_6 |

b)p(x)=x3— %x2+2x+2

46. a) x € (—o0, —2] U [0, 2]
b)in c)

47. a) p(x) =—(x + 2)(x— D(x—=3) ="+ 2x + 5x - 6
b) g(x) =3(x— D(x+ D (x—2)=3x" =3 = 9" + 3x + 6
48. Py(2,-5), Py(=2, 3)

49. a) Nicle so x; = —1, x, ; = 3, presecisce grafa z ordinatno osjo je (0, 3).

b) ¢) P(0, 3), P,(2, 1), P5(3,0) 50. Niclesox; ,=1,x3=2,x4=-1, p(0) =6, x € [-1, 2].
v
1
-1j0+/1 X
, b 6
51 ) p(-2) +p(-5)=5+5 =5’ 52. a)a=21,b=8
b) Nicle so x; ,=—1,x3 = % , presecisce grafa z osjo y je 7(0, 1). b)x; 4=1
c) c)
Yy Yy
8
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20. Racionalne funkcije

1. a) D,=R\ {3} Enacba vodoravne asimptote je y = % . b) D,=R\ {3, 0, 4} Enacba vodoravne asimptote je y = 0.
¢)D=R\{-1, % } Enacba vodoravne asimptote je y = % . ¢) D;=R\ {-2, 1, 3} Enacba vodoravne asimptote je y = —2.
2. filx)= ;‘13 Zacetna vrednost funkcije f'je —% ;f(—% )=3. 3. a) Zacetna vrednost je f{0) = 2, ni€la je x, = -2, pol je x; = 1.
b) Definicijsko obmocje je D;= R \ {1}, enacba vodoravne asimptote pa y = —1. ¢) Funkcija je pozitivna na intervalu (-2, 1) ter
negativna na (—oo, —2) in (1, o).
4. a) Nicla je x =0, zaCetna vrednost f{0) =0, pol x =—1, b) Nicla je x = —% , zaCetna vrednost f{0) =-3, pol x =1,
enacba vodoravne asimptote je y = 1. enacba vodoravne asimptote je y = 2.
v Yt
\ [
[ [
[ [
[ [
,,,,,,, \i,,,,,, B 1 T
} 1 |
161 1 X )
[ 1 X
\ [
| -3 \ I
\ [
[
[

¢) Nicla je x = 3, zaCetna vrednost f{0) = % R ¢) Nicla je x = —% ,polx=0,
pol x = -2, enacba vodoravne asimptote je y = —1. enacba vodoravne asimptote je y = % . 5.
y y Yrhg

N

\ _—ﬁ Rm}% 777777

|
|

|

|

|

i

————— 20{1- 3% ok 1 x S =

|

|

|

|

|

|

b)
1. a) Nicla je x =1, pol je x = —1, enacba 8. a) Nicle ni, pol je x; = 1, enacba
y vodoravne asimptote y = 2, presecisce grafa vodoravne asimptote y = 0, presecisce grafa
z ordinatno osjo pa (0, —=2). z ordinatno osjo pa (0, 1).

|
|
l b) b)
|

D=R\{-1},Z=R\ {2} D=R\ {1}, Z=R\ {0}
c)P(%,—l) c)xe[0,1)



10. a) Niclistax; =—-1,x,=1,
zacetna vrednost f{0) = é s
pola sta x; = -2, x, = 3, enacba

vodoravne asimptote je y = 1.

) I
| |
| |
| |
| |

|

,,Li, ,,,,,,,,

i

¢) Nicli sta x; =-2, x, = 1 Zacetna vrednost f{0) = —% R

5

pola sta x; = —1, x, = —3, enacba vodoravne asimptote je y = 2.
LW y
[
[
\
[
,,,,, b e
| y — === - 1\
\

|
|
|
|
|
! |
—3‘2:0’1
| |
| |
| |
| |
| |

11. a) Zacetna vrednost je f{0) = —1, nicCli sta x; =

vodoravne asimptote pa y = 0.

b)g= 23

RESITVE

b) Nicli sta x; , =0,
zacetna vrednost f{0) =0,
pola sta x; = -2, x, = 2, enacba

vodoravne asimptote je y = —1.

¢) Nicli sta x; , = -3,
pola sta x; , =0,
enacba vodoravne

asimptote je y = 1.

|y I
| I
[ |
! [ \
! [ \
[ [ \
i 1 }
————— 20112 =2k
! ‘ —— Y
l l 3001 x
[ [ \
\ \ \
\ \ \
d) Nicli sta x, = ﬁ , X, =—./3, vtocki 0 funkcija ni definirana,

pola sta x; = 0, x, = 3, enacba vodoravne asimptote je y = 1.

%,x2=2,polis0x1,2:1,x3=4‘

b) Definicijsko obmocje je D,;= R\ {1, 4}, enacba

¢) Funkcija je pozitivna na intervalih (% , 1), (1, 2) ter (4, ), negativna na (—oo, % )in (2, 4).
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12. a) Niclajex =1, poliso x; , =0, x3=-2,

enacba vodoravne asimptote je y = 0. 13.
y a) Niclajex=1, b) Nicla je x = 2,
zacetna vrednost f{0) = Tli s polasta x; , =0,
pola sta x; =—4, x, =3, enacba vodoravne asimptote je y = 0.
1: enacba vodoravne asimptote je y = 0.
: otf1 x

I
I
I
I
!
?
I
I
I
I
I
[

[ 1
b) x € (=0, -2) U [1, ®0) 0112 x
\
\
\
c) Niélajex=—%,pola stax; =0, x,=1, ¢) Niclistax; ,=0,polisox;=-1,x,=1, d) Nicle so x; 5, 3=0, polisox; ,3=1,
enacba vodoravne asimptote je y = 0. X3 = 2, enacba vodoravne asimptote je enacba vodoravne asimptote je y = 1.
y=0.
Y \ Yo
[ [ [
[ [ [
\ \ \
4 [ I [
1 \l N 1+ L - —=
041 4 X | T |
| ‘\wo 12 x 011 *
[ Il [
\ Iyl \
[ I\ [
N At [
-4 ﬂ\ (| !
L] I [
e) Nicla je x; = 1/2 ,polisox;,3;=0, 14. a) Nicli sta x; , = 1, zaCetna vrednost f{0) = 1,
enacba vodoravne asimptote je y = 1. pol je x = —1, enacba poSevne asimptote je y = x — 3.
Yy
\ N\
\ S
I — ol
0 g 71:0 3 b) Nicli stavxl =2, N0l
o X, =—2, zaCetna
) vrednost f{0) =—4,
) . -4
2 poljex, =1,
: P enacba posevne
\ L : asimptote je
/ | y=—-xX- 1.
7,
\
[

[
[
[
[
- [
c¢) Niclesox; =0,x,3=1, |
zacetna vrednost f{0) = 0, pola sta I
Xx; = -2, x, = 2, enaCba poSevne -2
asimptote je y=x — 1.




15. Nicli sta x; =0, x, = 1, pola x, = 2, x, = -2, enacba vodoravne asimptote y = —1, presecisce grafa funkcije f z vodoravno asimptoto je tocka

(4, -1). 16. a) b) )
| Yo Y Yo
| | |
| | |
| I |
A1) ‘ ‘ |
NN == o | !
————— 20112, 04/1 X It /! 011 x
1 e FE=—=
| | | |
I | | |
I I |
: I | I
17. fix) = 52 g(x) = 3222 2)

2-x’ (x=1)(x-3)
18. a) f(4) +A(-2) = ‘7‘ 19. a) Nicli sta x; = 1, x, =—1, pola sta x; = 2, x, = -2, 20.
b) Nicla je x, = -1, polasta x; = 3, x, =—1, enacba vodoravne asimptote y = 1, presecisce grafa
enacba vodoravne asimptote je y = 0, z ordinatno osjo (0, }‘ ).
presecisce grafa funkcije z osjo y pa (0, —% ). b)
c)
y X
\
\
[ [
| 1 !
SN 7
\ \
I I
| \
\ \
‘ ‘ ) x € (=0, =2) U (=1, 1) U (2, )
21. Nicli sta x; = 1, x, = 0, polov ni, 22. a) Ker je f{—x) = f(x), je funkcija f'soda. 23. flx)= —5"—;1—1
y=1je enacba vodoravne asimptote, tocka (-1, 1) b) Xt
pa presecisce grafa funkcije f z vodoravno asimptoto.
Yy v
T [
[
\
11
0/1 x
\
[
[
\
[
[
\
[
24. a)x=-5,x=—1 b) x =2 ¢) Nima resitve. 25, a)—3<x£% b)—% <x<1 c)(—% <x<-1)v(x>3)
O (x<0)v(x>3) 26. x<—3 alix>—}
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21. Nicli sta x; = -3, x, = 3, zaCetna vrednost f{0) = % R 28. Niclaje x=-2, pol x=—1, 29,
pola sta x; = —1, x, = 6, enacba vodoravne asimptote zacetna vrednost f{0) = 3, enacba y
jey=1. vodoravne asimptote je y = % . :
[
|
| |
[ [
| 1“ A .
| + +
SR Pl1. 4 x
”7\'”7 Tl 7777777 :
-2\ 011 X !
| |
| |
1 Py(0,0), Po(4, 1)
|
Presecisci sta pri Py(~3, -3 ), Py(2, 2).
30. a) 31. a) b)
y [ y \ Ly \
| | | |
5 [ \ [ \
777777 - - - = [ [ [ [
_\ 1: /_ ! ! | |
2ol X 777777‘774k {77777 ,,,,,,;,1,,, ,; ,,,,,
-‘4 2 011 %4 X -‘2 1 ?6 x
| | | |
| I | I
‘ [ \ [ \
| I | I
: | I | I
b)x € (-1,0) U (0, 1) x(x=6) _ X —6x

)= 56D - X -3x-10

1
2. P L)




RESITVE

21. Kotne funkcije

1. L2 2. AQ2./3,2). B2.J2,2./2), C(2,2./3 ). D(O, 4), E(~4, 0, F(0, -4), G(4, 0)
3.
_ 15 _ 15
4. cosa-—%,tana__a%
5. Sina=—44ﬁ Jtana = Ag ,cota= %ﬁ

6. cosa= 4? ,sina= 555

1. sinazz—%%,cosoc= a%,tanaz—S

8. tanx =3
g. COSSX — COS3X — COSSX — %X = cotx
sinx—sin®x  sinx(1—sin’x)  sinxcos’x  SINX¥
10. a) 1 b) cosx — sinx )2 &) = 11. Ne.
simx
cos(—a) cos0—sina _ _cosa 1-sina _ cos’a+ (1 —sing)’ _ cos’a+1-2sina+sin’a _ _2-2sina _ _2(l-sine) _ _2
sinf + sin(-a) cosT+ cosa l-sina 0+ cosa (1 -sina)cosa (1 —sina)cosa (I -sina)cosa  (l-sina)cosa  cosa
12. 2) 0 b) -1 028 o1 42+ /2 e)3 nl g) 2 h) -2
_1 By -2 Ly na=— 1 —coslg =— 1L —_ P& __2./6 =25i —0. (226 (_1y_4./6
18 B(-1,-2),1=2 =209 14. sing=—/1 - cos’a = A/1 5 = J;_S_ L6 sin2a=2sinacosa=2- (-2L0) . (-1)=4d
% sin2x 1 — sinx
15. a) tanx b) cotx ¢) 2tanx ¢)2 d) == e) Seinx
16. 1 sin2x— 1 cos(2x+ F) = 1 (sin2x — cos(F — (-2x))) = 1 (sin2x — sin(~2x)) = 1 (sin2x + sin2x) = 1 sin2x = sinx cosx
sinz(n—x)—cos4n+sin(5—x) in2 2
17. Ne 2 _ sin"x—1+cosx _ —cos"x+cosx _ —cosx(cosx—1) — _cosx 18. a) [6 I 2 b) [6 4 2
' ' sin(§ +x) + sinZf cosx— 1 cosx— 1 cosx — 1 ’ 4 4 4 4
_ ¢) L0 4 L2 _.f6 .2 L2 _a2 1 ¢) L3
2-./3 &) &+ d) — 5 19. a) & b) — < ©); &) 5
20. a) Ne. sin(% +a)=cosa b) Da. 21. cos(a+ fB) = %g 22, cosa:—% ,sin(a— %‘): 40229 3
23. sina= A%—é , sin2a:—é%_§,tan(a+ %): A£57’—8 24, 4sinx
25, sin(x — §)+cos(x— §)=sinx cos% — cosx sing + COSX COS ’é sinx sing =sinx - % — CcosXx - é2§ + Cosx - 425 + sinx - % = sinx
26. Da.
21. Amplituda funkcije fje 3, perioda pa 2. x € (—27, —n) U (0, m) 28. Amplituda funkcije fje 2, perioda pa 2m. x € (—3—2E s —g )R (%, 3—25 )
y y
3+ 2+
1+ t t
T 32 2w X
2m 3 -fy _x 7 3 :
2 2 _i+ 2 2
_3,,
29. a) b)




/.
X
N
X
X
X

b)
)
e)

g)
i)

-3

3. x € [-m, ]

27

=TT

MATEMATIKA V GIMNAZJI

|

<
/\/\}'\ JANNVAN
_zn\/_ﬂ\g/—?wlwn\/m x
NI ANA
VANVAN JV\ /\

27
2

30. a)
©)
d)
f)
h)

354

o

)]



RESITVE 355

3n T T 3n _3 _ T
32. x e —7,—7)U(7,7) 33.A—§,g(x)—3COS(X+Z)

8
; A
3 20 X
2 : } |
: =27 JT 20 X
1 4
_2,,
_3,,

34, fix)=3 sin%‘ ,g(x)=2cos(x— :—{ ). Amplituda funkcije f’je 3, funkcije g pa 2. Osnovna perioda funkcije fje 2r, funkcije g pa m.

35. flx) =cos2x + 1. Osnovna perioda funkcije fje 27” =7, amplituda je 1, zaloga vrednosti pa interval [0, 2].

o L
2 2
3. a) b) 2 )% &) -1 0z e n g) 3% h) iz -2
k)—% 37. a)x=§+2kn,x=%"+2kn;kel b)x=£—‘+2kn,x=—§+2kn;kel c)x=§+kn;keZ
é)x:—§+2kn,x:i35 +2km ke d)x:%E +2krt,x:—z3E +2km;keZ e)x:—g +kmkeZ f)x:§+2kn;keZ
g)x=§+kﬂ:;kel h)x=—§+2kﬂ:;kel Dx=n+2kmke”Z 38. a)x=%‘+3kn,x=52—“+3kn;kel
D)x=2+kZ x=-% +klkeZ Ox=2+2d%nx=n+kkeZ Qx=3F + U1y Un k7
d)x:—g+k72—t;kel e)x:§+2kn,x:—§+2k‘n;kez 39. a)x:krc;x=§+k1'c;kel b)x:§+kn;keZ
Ox=%+kmkeZ é)x:§+kn;x=3§+kn;kez )x=% +kmkeZ Q)x=2+kmkeZ f)x=%";kel
g)x:kn;x:S—ST—‘+k7r;x:—§6E +kmkeZ h)x:kn;x:—g+kn;keZ i)x=§+kn;x:—g+kn;kel
j)ng +k7'c;x=§ +2kn;x=—%‘ +2km;keZ k) x= 265 +2k7'c;x=—g +2km;ke?
40. Nicle song +k1t;x=—’§‘ +kmkeZ. 41, Presecis¢a z x 0sjo so (—g + kzﬂ,O);ke 7, presecisce z osjo y je (0, ﬁéz).
X

42. a) Nicle so x = %" s kel. b) Najvecje vrednosti so v x = —% + km; k € Z, najmanjse vrednosti pa v x = % +km ke ”.
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¢) 43. x= 2 + 4k x=3F +dkm ke 7
y y
3t 21 A
, N 1 /\\ y
| -2 - 7T 27
" 0 T X
2 -2+
44, a) 45. a)

: 1
“Un\ 3z Jalo 7z\ sz /2w * -4 7
12 4 12 12 4 1 }
-t -Z 4 /n X
-4 % %
[ [ y
b) Pi(—1IE, 2), P(— 5, 2), (35, 2), P(-EE, 2) | |
| |
| | f
b) Pi(=%, —1), Py(3E, -1
16 P18, L2, P38 L2y, pyE, L2y, PSR -2 VAL DR
T T 3n
C)XG(—E,—E)U(T,W)
X
4
47. a)c=13cm, sina= % cosa= }g,tana— 5. cota= 15—2 b) @ =22°37", f=67°23", y=90°
48. f=55°b=2941cm,a=20"59 cm, c=3590 cm 49. a= ﬁ,b: l,e=2 50. »,=30°, % =150° 51. e=1546 cm,
=768 cm 52. f1=64°9",,=75°51", By=115°51", p, =24°9’ 53. a=102°38', f=51°19", y=263",c=844 cm
54, f=56°27", y=48°33",a=11"59 cm, c=8"99 cm 55. a=806cm, b=394cm,c=9"27 cm
e .
22. Stoznice
1. x*+3° =25 B(-3, 4) 2. (x+2)’ +1° =13, P,(=5,2), P(1,2) 3 (x=2 +0+1)Y=100,p,=7,p,=-9
4. Enacba kroznice je (x — 3) +(y+2) = 5. PresecCisci z abscisno osjo sta tocki (2, 0) in (4, 0), kroZnica ne seka ordinatne osi.
5. Enacba kroznice je (x+1) +(y—4) = 10. 6. (x+4) +(y—2) =18 1. (x—l) +(y+3) =16, S(1,-3), r=4;
(x— 1)+ @ +3)" =64
8 (x-2)'+(v+3) =4
y 9. S=8n 10. 84, 1); (x -4+ (- 1)’ =18 M (x+2+(+3)°=25
T 12 (k=3 + O+ 1)°=25 13. (x— 5+ (r—5)"=25 14 (x=3)+(-3)"=9,
I8 (x+3+@-3"=9 15 r=4,x+y = 2x—6y-6=0 16. F=—-15
T 17. (x+2)2+(y—2)2=20 18. a) P(2,2) b) P,(2,-2), P,(4,0) ¢) Ni presecisc.
19. a) (x + 2)2+y2— 16, S(-2,0), r=4 b) P,(2,0), Py(-2, 4),d=4ﬁ
20, m=0,y=0,1=-8 y=x—8 21, 8,(=2, —1), Sy(1, =5), d(S,, S,) = §
Ker sta polmera kroznic 3 in 1 ter je razdalja med sredis¢ema 5 > 3 + 1, kroZnici nimata skupne tocke.




22. Da. 23. a)TeAdP,QcB b) (2, 0) ) (0, /2),(0,-./2) HANB={(1,1)}
¥ 20, (x+3)+(-2"=20 25, X +(y—3)"=13 26. a) P(—4, 0), Py(~1, 3)
T b) P(0, 5) ¢) Kroznici se ne sekata.

2T 21. j;—; + % = 1. Temena so T\(7, 0), 28. )572 + %2 = 1. Temena so T,(2, 0),

1..
T,(-7, 0), T5(0, 5), T,(0, -5), T5(=2,0), T5(0, 3), Ty(0, -3),
_&\_1 0 7 X goriséi sta F(2 /6, 0), Fy(=2 /6, 0). goriséi sta (0, /5 ), F,(0, - ./5).
ol — y y

1
7 0t 1 X X
2 2 2 2
2. L +% =1 0.+ L =1, F(J/7,0), F(-./7,0) 31, a) Temena elipse so T1(6, 0), T5(—6, 0), T5(0, —2), T4(0, 2),
gorisci pa Fi(4 /2, 0), F(—4 /2, 0). b) Temena elipse so 71( /6, 0), To(~ /6 , 0), T5(0, — /10 ), Ty(0, ,/10), gorisci pa F,(0, -2),
2 2 2 2 2 2
F5(0, 2). 2.5 +4 = 1, Fi(2./2,0), F(=2./2,0), L +% =1L F(O, J3).Fx0,-./5) BE+L =1
3. b=2./3 . Enacba elipse je % + % = 1 3B Loy L= 36. F,(0, /3), Fx0, —./5 ). Enacba elipse je = + ¥ = 1
. b=2./3. nacba elipse je {7 + {3 = 1. Dt = . Fi(0, J5), Fx(0,-,/5). nacba elipse je 7 + 5 = 1.
2 2 2 2 2 2
Presediséi sta P,(0,~3), Pz(‘%, %). M L+k =1 85+ x =1 39. 3x* +y* =9 oz. 5 +% =1LF(, /6),
F(0,-./6)

40, ) G20 L 0230 — 1 g =3 h=2 0= /5. S(-2.3), Ty(L, 3). Tx(=5. 3). Ty(=2. 5). Tu(-2. 1. Fy(-2. 3+ /5 ). Bx(-2.3~ .f5)
by B L QIR g g 12 = 13, 0= 5, S(8, ~10). T3(20, ~10), T5(—4, —10), T5(8, 3), Ty(8.~23), Fi(8. =5), Fx(8.~15)

¢ G 4 0 — 1 g=3,5=9,0=6,/2. S(=3, 1). (0. 1), Tx(=6, 1), Ty(=3, 10), Ty(=3, ~8), Fy(=3, 1 + 6 /2 ), Fy(=3, 1~ 6./2)
41 §(-2,2), G20 4 220

2 2 2 2
42 a) C3 4 odl — 55, 4),a=4,b=2 b) G20 4 0L — 1 52, 1), a=2,b=3

= =

0} 1 5 x
2 2
43. a) Krivulja je elipsa. @iig—i)- + Q’:s-Z)— =1,8-5,2,a=3,b= /5 b) e =2, Fi(=3, 2), Fy(-7, 2)

o) Ty(=5+ 285, 0), Ty(-5 - 25 0) &)
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4. X+ =9+’ =1 45, (x -3+ =9 46. P,(4,-2), Pz(—28 2) 41. Py(1,4), Py(=2, 2), d(P, P,) = /13
y 18 (x—1)’+) =1 49. Py(6, 2), Py(6, ~2), Py(=6, 2), P(~6, -2)
50. a) P,(0, /2), Py(0,—./2) b) Pi( /2. 3L PA2. = S3) (=2, J3). P(=2,-./3)
| 51. %2— —1; T(3, 0), Ty(=3, 0), F,(./34,0), Fy(—./34,0);y = —x1ny——§x
X y
5 ’
\\1 l/,’
ol
_5 X
54 x—z—ﬁ—l 55 ﬁ—ﬁ——l 56 "—2—3’—2—1 57 ﬁ—ﬁ——l 58. a) Temeni hiperbole sta 7;(4, 0)
"7 79 T " 20 16 s v R ' p 14 L)
Ty(~4, 0), gorisci pa Fi(2,/5,0), Fy(-2./5, 0) b) Temeni hiperbole sta 7,(0, 2 /3 ), T5(0, =2 /3 ), gorisci pa Fy(0, —4), F5(0, 4).
2 2 2 2 2 2
5. 5 ¥ = 1L A(J/T3.0). B JT3.00% ~ % =—1F, /3). F(0.-/3) 60. £ - % =1 Bl %2 — % =-1
2 2
62. 3x’ =)’ =9 oz.x; —%2 =—1; F(0,2./3), Fx0.-2./3) 63. ) C=1,b) C=4,¢) C=-1 64. & -1 =1
65. X; —J’; =1 66. Py(4,2), Py(2, -2 67. Py(9,5), P9, —5), Px(=9, 5), P{(-9, —5) 68. Py(4, 3), Py(4, -3), Py(—4. 3),
Py(—4,-3) 69. Pi(3,4), P,(3,-4), P;(-3,4), P,(-3,—4) 70. Krivulji sta elipsa in hiperbola, presecisca pa P;(4, ﬁ ), Pr(—4, ﬁ ),
Py(4,—./5), Py(—4, - ./5). 1. y2—20x
72. ' = 16x 73. 1" =-8 70, x* =38y
y \ |
1 1
——
) | / B i x

175. a) Teme je 7(0, 0), gorisce F(% , 0), enacba vodnice pa x = —% . b) Teme je 7(0, 0), gorisce F(0, —% ), enacba vodnice pa x = 42; .

¢) Teme je 7(0, 0), gorisce F(0, 3), enacba vodnice pa y = -3. 16. y2 =8x, F(2,0), X = 4y, K0, 1) 11. Al(% s ﬁ ), Az(% ,— ﬁ )
18. p=12, y2 = 24x; enacba vodnice v je x = —6; koordinata goris¢a F(6, 0); d(T, F) =d(T,v) =8 79. a) elipso b) hiperbolo

¢) kroznico d) parabolo 80. P(2,4), Pz(% ,=2) 81. P,(1, 1), P,(4,-2),d(P,, P,) =2 ﬁ 82. y2 =12x, D(3, 6)

83. Py(0, 0), Py(5,5), P5(5,-5) 84, Pl(gt ,2), Py(%,-2) 85. Pi(2,2./3), P2, -2./3)



23. Zaporedja in vrste

l.a= Oaz—%,ag—%,a4=%,a5=§inzz6=% 2.a=l,a,=-1,a3=1,a,=-1,a5=1inas=-1
a, an
0.7’{:ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ', """ ' 4o PR o
(15 ERTTTRPTOSOTTI e é é % ‘ ? ‘ % ‘ ‘
(1)1 R o OJI 1 2 3 4 5 6 n
0‘4” _1 .......... @ i - TR ®
I PO o : : :
8; : 3. a,=-6,a,=-10,a;=-12,a,=-12, as =-10, ag = -6, a,, = 44 4. a)2,5,8,11, 14.
; Narascajoce zaporedje, navzdol omejeno z 2. b) 4, -3, -22, —59, —120. Padajoce
01t : zaporedje, navzgor omejeno s 5. ¢) 3,8, 13, 18, 23. Zaporedje je narascajoce in navzdol
0 T 2 3 4 5 6 i omejeno s 3. ¢)—1,4,-27,256,—-3125. Zaporedje ni omejeno, je alternirajoce.
5. a)a,=6n+1,a4=61 b)a,=2", a,=2""=1024 Q9a,=3%, a0= 1
n

2(n+1) 2 _2m+2 _ _2n _ 2
S+ D+1  3n+1  3n+4  3n+1 - BardHGnrl)

6. Kerjea,,,—a,= > 0, je zaporedje narascajoce. Prvih sedem c¢lenov zaporedja je

16
manjsih od 53

Tty —ay= — - L= a+3h-@a+3"hy _ _ 3n-3mt! __3"1-3) —7. 3" <01 =g, Lo
T e 1a3t T (1+3" T +3h)  (1+37Th(a+3")  (1+3" T Ha+30) (1+3""H(1+3" 4 TS
3 7 11 15 19 M 13 11 9 7

8. 2)2, 8, 14, 20,26, 32 b)5, 2,—1,—4,—7,—10 C)Z,—Z,—Z,——“—,—T,—‘I C)—3,——5—,——5-,—§,—§,—1
9.d=4,app=a,+(n—1)d=-5+99-4=391 10. a)a,=16n-12 b)a,=37—4n ¢)a,=10-n
1. a,=4,d=3,a5=151 12. a,s=1717 13. d=17;107, 114, 121, 128, 135 14. Za n = 4 je zaporedje 4, 10, 16 ...,
za n =—1 je zaporedje —1, 0, 1 ... 15. x = 3, zaporedje je 4, 7, 10 ... 16. x =4, zaporedje je 3, 8, 13 ... 17. x=7,d=-4
18. x=2,d=1 19. 5,5=675 20. d=-3,a,=31,s55=-125 21. a,=10 22. a,=5,d=4 23. n=101,d=17
24. a;=24,a,,=-12 25. d=3,a,=—10+19-3=47,55= 3175 26. d=9,a,=110, 5,00= 55550 21. n=20
28. 5,4=1376 20, 5,,=78,5 =25, =156 30. 5, = 2in109) 31. 1 =45, 5,5 = 24300 32. n =36, 555 =19530
33. Sesteti moramo prvih 15 ¢lenov zaporedja. 3. a,=-36,d=4 35. a,=1+6n 36. Vriniti moramo 23 Stevil.
37. Najvec 19 ¢lenov. 38. —4,-1,2,5,8,11, 14, 17, 20, 23 39. Ljudi je 13, razdeliti moramo 832 EUR. 40. a, = 3200,
d =500, a; = 6200, s;,=32900 m 41. Diferenca zaporedja je 30°. Koti §tirikotnika merijo 45°, 75°, 105° in 135°.

2. Polmeri so 2, 4, 6, 8 in 10. 43. Drugi Clani druzine so stari 15, 18, 39 in 42 let. 44. a) 2,6, 18,54, 162 ... b)8,4,2, 1, %

a1 1 11 _1 _ -1 — — 4.1 =2 4 =81.-(2
¢)—6,12,-24,48,-96 ... c)—g,g,—g,g,—g 45. aq,=2 46. a)k=2,a,=—-4-2 b)k—3,a,,—81 (3)
) k=-3,a,=2-(-3)"" &k=02,a,=08-(02)""" 47. Prvi splosni ¢len je a, = —1, drugi pa a, = (-1)".
48. 3,6, 12,24, 48,96, a,0= 1536 48, a)%b:m, Ja-b =6 b)%b:1+3ﬁ, fa-b =4 c)%b=2, Ja-b =1
50. x=11;8, 12, 18 51. x =} 52. x=-3,k=-2 53. a3=4237_6 54, Da.%:%:ﬁ 55. x=—1, k=3
96. Za o= g , bodo dana Stevila zaporedni Cleni aritmeti¢nega zaporedja, za p=3 T pa zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja.
57. k=2,a,=3-2"""Prvih 9 &lenov zaporedja je manjsih od 1000. 56. 16,8, 4,2, 1,1, 1, % L6 ali 16,-8,4,-2,1,-1, 4"%’1%
59, a,=1,k=-3 60. a) 5, =23 b) s, =97 656 ¢)s, = 1275 61. a)n=5,s55=31 b)n=12s,= 4322@
)n=1,5,=001 62. a;=4,k=4,5,=1398100 63.x:40s6:221% 64. a;=1,k=-3,5=4921
2 2 2 2 2 728

65. 2, £ 55 % 875535553 66. 6, 12,24, 48,96, 192, 384, 768, 1536, s, = 3066 67. a;=8,k=3 68. 7,-14,28,-56
69. 7,-28, 112,448 70. a; =5, a; =405 7. a1:3,k:4alia1:48,k:4—1‘ 12. a) x =-1 b) 550 = 3145725
c)a,,=24576 73. a)a =2, b=38, c=2048 in je Sesti Clen tega zaporedja. b)x=-4 74. 4,10, 25 75. 1,4,9ali9,4,1
6. k, =3, k,= % 71. 2,5, 8 ali 26, 5, —16 78. a)2° =8 b) 27 79. a)a; =12, ay = 16, azy = 152
b) a;=16,a,=32,a,;=16384 c¢)Kerjea,,, —a,=4(n+1)— 4n =4, je zaporedje narascajoCe in navzdol omejeno s 4.
80. 32 cm, 48 cm, 72 cm 8l.a=2cm,b=4cm,c=8cm 82. a)2 b) -1 c)0 ¢) %

83. a) % ,— % 5 —% 5 —% b) % in— % ¢) Ne, ker ima zaporedje dve razli¢ni stekalisc¢i, limita zaporedja ne obstaja.



360  MATEMATIKA V GIMNAZIJI

84. lim 324 =3 Cleni zaporedja leZijo v dani okolici od vklju¢no 19. ¢lena dalje.

5127 s __ 2(n+1) _ 2n _ 2

3 7,4Zaporedje]enarascajoce.a,,H an—(n+1)+1 n+1_(n+2)(n+1)>0
1

100

=2

8 2n
5’ +1

dobimo 7 > 199. 86. a)s,= 2=, s5=1 b)s,= A, s=1 81. a)s=-3 b)s=1%

% 88. a)s= 125 b)s=9 0)s=1 Os=3+.3 dys=/6(J2 +1) e)s=3+2./3

f)s=2 g)s=22-.J3) 89. 9 90. s= 91 k=2, 5,0=49995 9. k=1

93.§+§+¥+...an§+ﬁ+§+... 94. 6, 3,

-1 = 1
5+ 95. x=3z 96. a,=9 97. 5,1, 3

10g33 _1 3 _
98. a) KerJe 2,log3 fogs =1

99. a) Janez bo v letu 2007 izdelal 194 872 izdelkov, Joze pa 170 000 izdelkov. b) V letu 2002 je bila Janezova proizvodnja vecja za
0°83 %, v letu 2007 pa bo vecja za 14763 %. ¢) Od leta 2000 do leta 2005 Je Janez izdelal 771 561 izdelkov, Joze pa 750 000 izdelkov.
100. Varcevalec dobi 1562°50 EUR obresti. 101. Vlozili smo 30 000 EUR. 102. Letna obrestna mera je znasala 5°25 %.

= % , je vrsta res geometrijska. b)a, =2, k= =4

; g -n-G- 15 30 _ ie 6~
103. Obresti za en mesec bodo znaSale o =n - G 1 5 3 65 =1-2000 - 5 &5 =247 EUR. 104. Obrestna mera je 6-odstotna.

105. Pri navadnem obrestovanju mora vrniti G + o = 15000 + 1800 = 16 800 EUR, pri obrestnem obrestovanju pa

Gy = Gor4 =15000-1°034=16882"63 EUR. 106. Vloga naraste na as = 1246°18 EUR. Varcevati moramo 9 let.

107. V petih letih vloga naraste na 119918°93 EUR. 108. Vloziti moramo 4936°21 EUR. 109. Letna obrestna mera znasa 4 %.
110. Glavnica se Je obrestovala 11 let

M. S=ak+ak> +ak’ +ak* + ak’ = ak(1 + k + k> + kK + k) = ak - -!k—:l—l =1'06-10000 - -&0—6—*—1) =59753'18 EUR

112. Dobivali bomo 97535 EUR rente.

113. Anuiteta znasa 23 417 64 evrov, amortizacijski nacrt je:

Leto Dolg Obresti Anuiteta Ostanek dolga
1 100 000°00 550000 23417°64 8208236 14, r, = lm = 1°0040741,
2 82082°36 451453 23417 64 63 179°25 G, = 3500 - 1'004074114 =3705'05 EUR
3 6317925 347486 23417°64 43236°47 15, p, = & =0°25%, r/, = 1°0025,
4 43236°47 237801 23417764 2219684
3236 3780 34176 968 15=2500- 1'0025" = 2595°41 EUR
5 2219684 1220°80 23417°64 000
116. G, = Gor ==y /3(5)3 (5)(5) =1'0175 Letna obrestna mera je: p =4 - p;=4 - 175 = 7-odstotna.

N7, Goe=Gy- 1l = rf“" = % = r,;= 10002512 = r= 10002512 = 1°096 Letna obrestna mera je 9°6-odstotna.
0

118. r,,=12/1'05 = 1004074 G,=G,-r, = logG,=10g(G, - r,") = log G,=1log G, + nlogr,

_ logG,—1ogGy _ 10g24645 98 —10g23000 _ : :
n= Tozr,, = Tog 1002074 =17 Glavnica se je obrestovala 17 mesecev.

24. Odvod

1. a) p=45° b) = 135° ¢) p=71°34' &) p=116°34' d) p=0° e) p=90° f) p=33°41"
2. P(2,2), p=11°34" 3. P(=2,-3), = 45° 4 y=—x+2iny=2x—-4,S=6 5 y=3x+2
y y y
iy y
% \ 2
~Slp 1
1/ 0+1 x
12 6~ f
yZ -4 y] 2}]
1 X




6. f(1+h}27f(1) — 1+3h+3’fzz+h371 =343h+h5f(1)=3 1. f(x+h}37f(x) _ 2(x+h)2+xh+h—2x2—x —dxt L4 () = dx+ 1,

fi(=2)=-17 8. a)f'(x) = 2x b) f'(x) = 3x 9. a)f'(x)=% -3 b)f(x)=4x’ -3 J2x°+0°5 ) f'(x) = 3ax’

O f'(x)=-2x" d)/'(x) =3x" e)f'(x)=—2x" ) /'(x) = —4—1-3 g)f'(x)=12x+ 13 h) f'(x) = 3x" + 6x—8

0)/'(x) = 20" + 15x" = 5x*(4x + 3) D) =2(x=3) k) /'(x) = (72—7 DS =5 T m) £(x) = —(—12‘17
-X X"+ —

10, f'(x) = (——3-"2—’—3—5,f'(—2):9 . f'(x)=4x + 12x" Zax; , =0 in x3 = -3 je f'(x) = 0. 12. f'(x)=k, k=4

K H2x+1)

13. f'(x)=2ax+ b a=2,b=—1 14, v(£) =5 +21,%(5) = 15 m/s 15. a) f'(x) = —ﬁ - 3—}— b)f'(x)z—z;l—ﬁ

¢)f'(x)= _T &/ () =3x [x d)f'(x)= ;x*fi €) /'(x) = cosx — 2 sinx f) f'(x) = tan’x
g) £'(x) = cosx — cos 2x ) /') = =t i) f(x) = sinx b1 16. x=1 17. f'(x)=a(2x - 3);a=2
18. fix)=x" +x° Nef(x)— 6[5 332[. 19. f'(x) = =, (2 20. 6-4,/2

21, a)s(2)=8m,v(1)=s'(t)=6-2t,w(2)=2 ms”' b)Zatr=3sjev=0 ms ' in s(3) =9 m. 22. a) Smerni koeficient tangente na
graf poti s doloc¢a hitrost telesa v v izbranem ¢asu, smerni koeficient tangente na graf hitrosti v v odvisnosti od ¢asa pa pospesek telesa a.

b) Hitrost telesa v éasur=2sjev=23 ms ), pospesek telesa v Casur=2spaa=2 ms .

23. y=4x-5 24, y=—x+1
y Yy 25. Enacba tangente je y = 2x + 4, enacba normale pay = —% + % .
26. Teme T(1, —1), enacba tangente y = —1, enacba normale x = 1.
2. y=-2x+m
28. a) ['(x) = 12(4x -1y b) f'(x) = 8(2x + 3)°
X ' 2x
c)f'(x)=— ¢) f'(x)=
; T 10 =
1 AL ' — 2x ' — 2-3x
| - /0= 5% ()= TH— D/ = 7725
' 1 " 2-—x
= h - _2-x

29, f'(x):—J—T%—T‘;,ﬂ—G):—% 30. f(x)— 3 (= 1)— 31. a) f'(x) = 3sinx b) f'(x) = =2 cosx sinx = —sin(2x)
S ()= 5 cos(5 = 5) OfW=3" DS )=-1 Of(M)=3M3+3"  Df()=-2""In2
e
9/ (=2 +5 W@ =-Inx DS = 2.0 = AL () =
tanx — cot. 1 1 1 sin’x + cos’ 1 1
3. Da, (lmzeotry 1L loy_sinieesh oL 1 34-/3 35 ay-—x-6
4 4" cos’x sin“x 4sin“xcos " x (2sinxcosx) sin“2x
b)y=—’5—c+% c)y=—4x+18 é)y=’3—‘—% 36. a) D,=R - {0} b)T1(2,0),y=§—% 37. y=12x-17
38. (0,2),y=—x+2,x+y—-2=0,12 +«‘3:1
39. A(-1,0),y=-5x-5 40, k=1 3. 9=26° 34’ 41, y=3x+2 42. T(-3,9)
y f y 43. x1=—73—‘,x2=’§I
! !
Y M|
Al 1 i My
1 4 x o4 1l
/0’ | [
3
s Ry I
2 32
[ [
Yy -4 ‘
[ [
[ [
[ [
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4. T(1, 1) 45. T—%, %) 46. T1(1,0),y=x—-1;Ty(-1,2),y=x+3 41. D(=2,5),b=1 48. Di(1,1),y=—x+2,
Dy(-3,-3),y=—x—-6 49. / 50. yo=1,To(1, 1), y=1 5. a=1,D(2,1)
52. a) 53. p=71°34' 54. p=153°26' 55. x; =079553,x,=2"1863
il y Yo y
: 41 [ 2
‘ I
| 1
‘ | l
| I
0 4 T 3 2w X
M 2 2
0+ 1 X :
\ 10 X
T [
b) p=63°26’ 1 [
[
[
56. @=135° 51. p=45° 58. p=47°41'
y y y

2t 21
14 It

ol T 1 \g x -2 - 7 2w X
-1+ 4 2 1 1
_2,, | } R —
59. a) 60. a) b) p=75°58’ 61. P(1,0), p=90°
y y Y1y
|
‘ S
1 : !

1 //0,/1 X

b) P(1,0), p=116°34’
¢) 7(2, -21In2)

)
g

62. P(3/2,0), p="78°8", P50, -2), y=90° 63. a) P(3,9), p=9°28' b) (=2, 4), p=T75°58"; Py(2, 4), p=T75°58"
64. P(~1,2), p=T1°34", P,(2, 5), w=30°58’ 65. P,(~2,2), p=18°26", Py(2,2), y=18°26’ 66. P,(1, 1), p=40°36',

Py(4, 4), y=140°36' 67. 7(1, 1), p=63°26' 68. a) fx) = x°, g(x) = x> — 2, P(~1, 1) b) o= 45° 69. f'(x) =1,

g‘(x)=—)lc,k1=1,k2=—1 70. PO, 1), p=T71"57° 11. '(0)>0,/'(2)<0,£'0)<0,g'(2)=0,4'0)>0,n(2)=0

72. f'(x) = —2x + 2. Funkcija narasca na (—oo, 1) in pada na (1, ). 73. a) Polinom narasca na (—oo, —2) in (1, ), pada pa na (-2, 0)
in (0, 1). b) Polinom naras§ca na (—oo, —% ) in (2, ©), pada pa na (—% ,2). ¢) Polinom pada na (-0, —1) in (2, ), naras¢a pa
na (-1, 2). ¢) Polinom narasca na (—oo, 0) in (0, 4) ter pada na (4, «). 74. Funkciji fin g padata na (—o0, 0) in (0, o).

15. D;= (-0, 1) U (1, o0). Funkcija nara$¢a na (—oo, 1) in pada na (1, o). 16. D= (=0, 0) U (0, 00), f'(x) = 6;3" . Funkcija f narasca
X

na (0, 6), pada pa na (—o0, 0) in (6, ). 71. Funkcija fpada na (—oo, —2) in (-2, 1) ter narasca na (1, 3) in (3, ). 78. Funkcija je
definirana na (—oo, —2), (=2, 8) in (8, o). Na teh intervalih je tudi njen odvod negativen. 79. Funkcija f narasca na (—oo, —3) in (=3, 0).

80. f'(x) = 2 cos 2x Funkeija fje narascajoca na (-, -2 ), (-2, 2), (3F, m). 81. Dy=[0,0),/'(x)= 3 & >0;x e R

yJ[/-\ 82. a) D= (0, 0) b) f'(x) = #‘ ¢) Funkcija narasca na (0, e¢) in pada na (e, o).
X

T _ L\/J‘[ o 83. a) Dy= (-, 0) U (0, ) b) f'(x) = e_xxx; il ¢) Funkcija narasca na (0, e)
2 in pada na (¢, ®). 84. D,(~2,~12), Dy(0, 20), Dy(1, 15)

85. 7(-5, 31) 86. a) Maksimum v (-1, 2), minimum v (1, =2). b) Maksimum v (0, 0), minimuma v (=2, —16) in (2, 16).



¢) Minimum v (—% R % ), maksimum v (2, 0). ¢) Minimum v (3, =7). d) Ni lokalnih ekstremov. 87. a) Maksimum v (2, 1 ).
b) Minimum v (-3, —% ), maksimum v (3, % ). ¢) Minimum v (1, —1), maksimum v (-1, 5). ¢) Minimum v (% , —1), maksimum
v (0, 16). 88. Kerjef'(x)= ( 63)2 > 0, odvod nima nicel, zato funkcija nima lokalnega ekstrema.

x+

89. f'(x)= —% sin’i‘ . Maksimumi so v (4=, 1), (0, 1), (4=, 1).

(-4,1) /i (4m,1)
-4m BT~ 2t __—w 0 n 27 3 4 X
-1T
90. a)x= % +km kel b) f'(x) = cosx + sinx ¢) V tocki ( 3n , ﬁ ) je na danem intervalu maksimum. 91. Funkcija fima
lokalni minimum v tocki (1, 1). 92. Funkcija fima lokalni maksimum v tocki (0, 1). 93. D;=[1,),f'(x)= 222;"1 . Lokalni
X X —
maksimum je v 7(2, 1 ). 94. Funkcija ima v tocki (0, 2) lokalni minimum. 95. Najmanjsa vrednost je 0 za x = 1, najvecja
vrednost pa 4 za x = 2. 96. Najmanjsa vrednost je —25 za x =—2, najvecja vrednost pa 416 za x = 5. 97. a) Ni¢lesox; , =0, x;=-3.
b) p'(x) = 3x” + 6x Lokalni maksimum je v (=2, 4), minimum v (0, 0).
c) 98. Niclesox; =0, x; ;=3, 99. Nicle so x; =2, x; 3=—1,
¥ ekstrema sta 77(3, 0) (maksimum) stacionarni tocki sta x; = —1 (maksimum)
in T,(1, —4) (minimum). in x, = 1 (minimum).
4 y
_ 041 X
| A I
041 /3 x 1 X
-2
-4 44X
I L
100. a) Nicle sox; = 1, x, 3= ~-1 b) p'(x) = 6x° + 4x — 2, v tocki T7(—1, 0) ima funkcija lokalni maksimum, v tocki Tz(% s —g—‘% )
pa lokalni minimum. c) 101. a) Nicleso x; ,=0,x;=—1,x,= 1.
y b) p'(x) = 8x(1 — 2x2), v to¢ki 77(0, 0) ima funkcija lokalni minimum,
v tockah Tz(—AZQ , 1)in T3( Ag , 1) pa lokalna minimuma.
c)
5 g
T Ll
I ‘
10 7; 1 x
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102. Nicle s0.x,5,3=0,x, =2, 103. Niclesox, 53=0,x,= £ x;=—L =13,
v tocki (-1, —1) je lokalni minimum. ekstrema sta (—1, 2) lokalni maksimum
in (1, —2) lokalni minimum.
y
T y 104, a=2,p(x) =2x" + 4x" — 2x — 4,
T I p'(x):2(3x2+4x— 1), x,=—155,x,=0722
:1- 21 105. Nicel ni, pola sta x, = -2, x, = 2, zaCetna
: 14+ vrednost je f{0) = —2, enacba vodoravne
: asimptote je y = 0, v (0, —2) je lokalni
1+ ‘ Jl 0 1 3 maksimum.
: — o\ ‘ :
1 0 1 X _2,,....: | Y |
1 T [ [
7; + 2 [ [
[ [
[ [
[ [
106. a) Nicli sta x, , = 1, polov ni, f0) = 1, y = 1. — CAT S
) 20112 x
b) f'(x) = =2 E8X=6 v tocki (1, 0) je minimum, v tocki (3, 2) je maksimum. ! !
(x2 —4x+5) I I
[ [
[ [
[ [
107. Nicel in polov ni, zacetna vrednost je 108. Nicli sta x; , =0, pola sta x; = 3, 109. fix)= 4 _24" Nicla je x,=1,
f(0) =4, enacba asimptote je y = 0, v tocki X, =—3, enacba asimptote je y = —2. ) _x 0 sba asi .
(0, 4) je lokalni maksimum. V tocki (0, 0) je lokalni minimum. pola sta *1,2= ¥, enacba asimptote je
y=0.Vtocki (2, —1) je lokalni minimum.
y Ny [
! [ \
[ [ \
44T : :
[ [
1 ! ‘
| }
011 x -3 g 1 3 X 11| 2
777777 s e B —t—t= —T—\— =
! | 0; Mo X
| | 1 h
[ [
[ [
[ [
110. Niclistax; =1, x,=3, 111. Nicla je x, = -5, pola sta x; = -3, x, = 3, zace- 112. Nicel ni, pola sta x; =2, x, =—1,
pola sta x; = 0, x, = 2, enacba tna vrednost je f{0) = 139 , enacba asimptote zacetna vrednost je f{0) = —2, enacba
asimptote je y = 1. Funkcija nima jey=0.Vtocki (-1, 3) je lokalni minimum, asimptote je y = 1. V tocki (—4, % )
lokalnih ekstremov. v tocki (-9, i ) je lokalni maksimum. je lokalni minimum, v tocki (0, —2)
|y ‘ je lokalni maksimum.
[ [
[ [ Wy I
T [ [ \ [
T [ 4 [ \ [
77777 | [ [ \ [
1\ I ]; | 7;1 | T I I
01/1 2/3 x e * - A =S e
[ -9 -5\-3 0+1 3 X y !
| | ‘ -4 0t+12 x
[ [ NG
i [ [ \ [
i [ [ [ [
‘ [ [ [ [
\ [
\ [




113. Nicla je x, = 0, polov ni, asimptota je y = 0, maksimuma 114. Definicijsko obmogije je D, = R, odvod je f*(x) = 1 1,
sta v tockah (-2, 1) in (2, 1) in lokalni minimum v tocki (0, 0). 4 i/x—2
maksimum je v tocki (1, 2), minimum pa v tocki (-1, —2).

21
N\ i
-5 o] 1 5N
0 1 AN
T
115. x =-5, y =15 Vrednost je —25. 116. a=1dm,b=15dm,c=2dm

N7, dx)=d(T, 0) = S+ = 2+ (2x ") = JX* +4x7 d(x)——f])L_st S>u-8"=0=x= 2 = (2, 2)
x

25. Nedoloceni integral

3
I.F'(x):( +x— 2ﬁ+C)_x+1—- J.(x+l—f dx=% +x-2,fx +C 2 F'(x)=2x—3,F(2)=2"-3-2+7=5
3 2 6 3
3. F)=%+CCeR Loayx'+ % +C b) 4x + C 9L -L +C §ix -2 +x+C
3
d)’fT +20° + 65"+ 8x+ C e)21n|x\—# +C NI +'+C g)x+3In+C h)x -1 —2In|x]
X
o X2 o X2 5 % 4
S +4x+C DE -3x+C K) x +2ln[x| + C 5.a)2x +C b) % x* +c
4 1
323 .x +c=E2 3k +C H4x’ +C=4fx +C d)gxi/)_c+C e) v /x — Jx +3xifY +C
2
N2’ -0 k+c ) L -2+ In{+C h) - 23[2 6. F(x):jf(x)dxzj12x2dx=4x3+c,F(x):4x3—24

1. F(x):]'ﬂx)dxzj(éx— Ddx=3"-x+C, F(x)=3x2—x—4

8. flx) :If'(x)dx=j4xdx= 2+ C
IZfI0)=-2je C=-2, flx)=2x"—2 9 p)=x"—x - +x 10. g(x)=3x"-3x—6

gl | 11.j>‘2—;1 ae=[(1-Lyax=x+lrc
X X

12 Da.J'Q-‘-—xif dx:J.(x—6+)%)dx:x; —6x+ 9|+ C

1,,
- O ‘ X 1
- 1 X
-2
dx_ _ 2 _ +2 _
18 [ g a2 25 = [ (25 + Fy)ax=[ B ar=[ ax=x+C 14, '[ﬂ[dx J.x dr= 630 +C= 645 +C
15 (In(" + 1) + O)' = 2x+0= 2
x+1
3
16. Da,sajjeF'(x):((ﬁc—1)“+C)':4(ﬁc—1)3~(ﬁ)'+0=4(ﬁ—1)3-§—lﬁ=2 3;1 . 17. %xﬁc —-x+C
3 1
-k o _[(4 _ _ B 2.2 _ 10l x A R (g P
ls.j ! dx—J.(ﬁ 4+ frydx=8 fx —4x+%x +CR2) =101 19 (n2 + 0= 5 0= L]
. . . . . (l)x —x X x+1
20. a)e +x+C b)e-¢'+C=e""+C 0 ie+C ”ﬁg*cz‘%ﬁ +C d)3~%§:31n3
(l)x 4 4—x+l 4 3"
e)4. 2 =4. B f)%—m+——+3x+C 21. a)x+cosx+ C b) 4x — 3sinx + C ¢) tanx —sinx + C

In 4 = 4

ENT
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¢) sinx+ C d) —cotx—x+C e) —tanx + C f) 2tanx — 2 cotx + C g) % arctan%‘ +C h) 2x —tanx + C
i) sinx — cosx + C 22. F(x)=sinx +cosx +5 23. Da, saj je F'(x) = (xcosx + C)' = cosx — xsinx + 0 = cosx — x sinx.
24. flx) = tanx + 235 25. F'(x) = (sin’x + €)' = 3sin’x - cosx, C = 3

2. Da.j 1 dx—ZI cos’x dx:I I—ZCosx dx = J’smx-%—cosx ZCosxdx .[smx—cosxdx Idx:x+C

.2 2 .2 2
sin X — COS X Sin X — COS X sin X—COS x sin x — Cos x sin x — COs X

. 2 .2
ox 1 __ x .1 _1 _ X cosx _ _sinx _ X cos x — sin"x _
21. .[(sm Efayencn 200s2x )dx =-3cos % 3+3 L cotx tanx + C=-3cos 3t 5 " oo T C=-3cos 3t Senrooss T C

=—3cos¥ + 982X | C=cot2x — 3cos— +C
3 Sin2x

28. filx)=-2cosx

NI ‘ _/
-27 ot g 3 21 X
2 2
29. a) D,=R - {0} b)f'(x)= ——— . Ker je odvod funkcije f'vseskozi razlicen od 0, funkcija f nima stacionarnih tock in zato tudi ne
lokalnih ekstremov. ¢) Nicla x = —1, pol x = 0, enacba vodoravne asimptote y = 1. ¢) I fxX)dx=x+1n \x| +C
Yy
30. a)D,=R b) f'(x) = ——=— Lokalni maksimum v (0, 1).
4)
: 0 Z=10,1] &) jﬂx)dxzzarctang +C
\
,,,,,,, 1 ‘, e ——— y

-5-4-3-2-10] 1 2 3 4 5%

-1t
v . 0
26. Doloceni integral
0 5 0 6
l.a)S=8 8= J'(x+4)dx b)S=12'5,S= j(—x+ 5)dx c)S=4'5,S=—J(—x—3)dx é)S:G,S:—j(g ~2)dx
4 s s 0 . -3
2. 2)9 b) 21 c)I|x|dx=2~jxdx:2-37:9 € -30 3 a)y=2c-62-y-6=0%+L =1
-3 0
b) Abscisno os seka pod kotom ¢ =63°26', ordinatno os pa = 90°—63°26" =26°34'. ¢)S=9 ¢) I(Zx—é)dx:—9
2 5 7 0
a. jf(x)dx=9 5. S= j(—x+ 5)dx — J(—x+5)dx= 18— (=2)=20
4 -1 5

6. S, = .S[f(x)dx, Szz—}f(x)dx, }f(x)dx: j-f(x)dx+ }f(x)dx
1 3 1 1 3



v
B

7 3 ¥ 3 H 3 !
1. .[cosxdx= Icosxdx+ Jcosxdx= Jcosxdx— J.cosxdx=0 8. a)l5< I(—x2+2x+8)dx<27 b)0< I(x3—3x2+4)dx<8
T T T T T -1
2 2 2 2 2
y 9. a) 12}1 b) 10 )0 &) 39 d) 68 e)e’ f) 10§
g)ln3+2 h) 2
| ; ; 10. a) 10 2 b) 22 ¢)331 &13l d)253 e)371
T 0 Ju4 T T X 3 3 3 3 5 5
2 -1Jr M
4 3 4 2 4
[t aes Joor 3 — 4 dv= (5 + 3+ D) =84 3Ind+1-5 31 -4=3 +3n2’'= 3 +6In2
1 1
12.2,/2 +332 +In2-5=2'3 13. a)e—‘le b) 2¢ — 2 c)% é)% d)ﬁ 14. a)%
b) 2 O &5 d)§:3-«l3 )0 f)2 g)d-n h) $2
i i i i i .
j cos2x dx = 2Icos xfsmx de=2 cos’x - 2 —tanx)|3 _
COS.X 0 COS X
2 4 4 0.2
=2 —tanf - (0-0)=n-2 16. §=2- dex=2-% h=2-(3 -$)M=2-8=16
2
1. S=— [ (- 4)dv=—~(% —4x)|’, =102
S=— [ - Hax=~§ - 40f, =102
-2
18. a) Nicli sta x; = -2, x, = 4, zaCetna vrednost je f{0) = 8, teme je v tocki 7(1, 9). b) S= I(—xz +2x+ 8)dx =36
y 0 3
2 3 2,10 1.2 1
18, 5==[(Gx' +6x) dx =~(x + 35", = 4 20. 5= [(} ¥ +2)av=8}
8 O
21. S= Iﬁ dx=4% 22. a) Nicla je x = —1, zaCetna vrednost f(0) = 1.
y
y 9
1 4
L2ot1 4 X + —
0 R A
1 of12 X
0 0 4
23. _[(x+2)3dx= I(x3+6x2+12x+8)dx=(% +20°+6x°+8x)=0—(4—16+24—16) =4 b) p=71°34"
-2 -2 2
) S= J'(x3+1)dx=6§
y
] 24, a,=6,a,=—6 25. h=1 -!
1

-2 011 X
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26. a) Nicle so x; , =0, x3=-2. 21. Nicle so x; ,=0, x3=1. 28. Niclesox; ,=—1,x;=3,
presecisce z ordinatno osjo je (0, 3).

y y
1 1 y
11 11
X X
2 0] 1 of 1 3
0} 1 1 x
0
b)S:J.(xz(x+2))dx:1% S= J.(x ~xXydv=} 3
A S= I(—x3+x2+5x+3)dx:21%
-1
3
2
2. a) Nicle so x, , =—2, x5 = I, 30. a) Nicla je x = 1, pol je x = 0. 31. j% dx=2
X
1

zacetna vrednost je p(0) = —4.

b) p'(x) = 3x”+ 6, v tocki (~2, 0)
je lokalni maksimum, v tocki (0, —4) +
pa lokalni minimum. [

| T
y I \ 4 L

[
2\0 x 77‘74747:77‘7‘4747
3 X
4 O\ 17
4 _

- b)S:—I(xl—l)dx=3—2ln2
1

. 33. a) Nicla je x =2, pol je x = 0, enacba asimptote je y = 1.
0)S= —J.p(x)dx =675

_4
32.S—§ |

5
s=[x2 I(l—g)dx (x-2Inx); =
2
=5-

2In5-2+2In2=3-2(In2~In5)=3-2In}

34. a) Nicla je x = 1, pola sta x, , = 0, enacba asimptote je y = 0.

y
1
I
1
iR
I
i
I
11 2 2
I _ 51— _ 1 1 _
— b)S_—J.JxT")dx—SJ‘()—C—;)dx—
0, K X 1 1
i — = s(nx+ L) =523 = 0966
I



35. a) Nicla je x = 1, zacetna vrednost je f{0) = —2, 36. S=e¢ 3. §= 35 =135
enacba asimptote je y = —3.

y

of 1 X
b) p=73°7"
1
c)S:—I(3x—3)dx=3—T§§
0
1 1 1 1.x 1.1 1,0
1-x _ —x _ 1 \x _ (i) l_ (5) (§) _ 1 1 _ 1 1
38. jz dx_jz-z dx—2j(§)dx—2~m|0—2~(—1;I—E—l—)—2-(_21nz—:m)—2~—lﬁ—m
0 0 0 2 2 2
T 3n
2 3
3. S= [cosxdx— [oosxav=1-L2 +1- L =2- /2
i 5
g 2n T
0. S= jzcosxdx=4 a. Isinxdx:O,S:2~ J‘sinxdx=2-2=4
n 0 0

2
42. 2) S = I(2x—xz)dx=1
0

1
3

3
b) S = I(—x2+2x—(—x))dx:4%
0

5
©)S= J.(4—(x—3)2)dx= 102
1

6
| O S=[(=+10x- 16~ (v +2)) dx=4'S
43. P,(1,0), Py(—1,0); S = j(xz— 1-(3x = 3)dx =22 3
-1

2
g 4. S= j(—x2+2x+5—(x2+1))dx:9
-1
3,5

45, y=—x"+2x+3,y=x"—3x—4,S = j(—x2+2x+3—(x2—3x—4))dx:30%
-1

2 6
46. S= szdx+ I(6—x)dx:§ +8=102
0 2
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2

1
a1. S:'[3ﬁcabc+J'(z—x)dxzi+%=1}t 4. S=5
0 1
y
g I \
2 f
i I

1
50. P(1,2); S=8, + J'(x+1—2ﬁc)dx=1—i—l +1=1
0

(=

0 1
51. S= J2x(x+2)(x— ) dx - J.2x(x+2)(x—1)dx= l6+3-6
0

-2

52. a) Nicli x; =1, x, = —1, pol x = 0, enacba asimptote y = x.

y

2
b)f'(x)= ’%l > 0 in funkcija nima stacionarnih tock.
X

€) 63°26"in 118°34’

4 4
2 2
d)S= J‘x__;ldx: j(x_)l()dx:(% —Inx)i=6'1137
1 1

53. a) Nicel ni, polov ni, enacba asimptote y = 0, f{0) = 2.
2

b)f'(x)= z’“ 5 » enacba tangente je y = x + 2, enacba normale je y = —x. c)S= 2ildx:dx:(2arctanx)32:4'4286
x> +1) o)X
Yy
Jk
5-4-3-2-10] 1 2 3 4 57X
-1t
27. Kombinatorika
1.n=3-5-4=60 2.a)3+3=6 b)6-5=30 3. Oblece se lahko na 2 + 3 - 2 = 8 razlicnih nacinov.
4. Iz Genove v Palermo lahko pridemona 1 + 1 + 3 - 3 =11 razli¢nih nacinov. 5. n=4+4-3+4-3-2+4-3-2-1=064
6.n=4.5-4.3+5.5-4.3.2+5-5-4.3.2-1=1440 1. aQ)n=5-6-5=150 bym=3-6-6+1=109 8. a) 5040

b) 3364 ¢) 3193 9. Pp=10!'=3628800 10. n=5!'=120 11. 7= 5040 12. 12!'=479001 600



13, n =111, m= 10! 14. a) 5! = 120 b) 3 - 5! =360 ¢)3-5!=360 15. a) 4 - 41=51—41=96 b)5!—31=114
¢)51-21=118 16. n=4!-61=17280 17. n=2-5!-31= 1440 18. n=5!-41.31.31=103 680 19. 2) 9! =362 880
b) 3!-41.31.21=1728 ) 9! —81.21=282240 20. a) ;1 = 34650 b) 7% = 6300 ©) st = 12600
&) 91— = 1260 21. a)3°=729 b) 58 + 50 + % =15+60+30=105 22. ) 3628 800 b) 99

23. V2 =120 24. Vi =360 25. Vis =2730 26. V3, = 30240 2. n=4+4.3+4.3.2+4.3.2.1=64

28. P13 =3 =9. Variacije so 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33. 29. Pyl =10"=10000 30.a) V3 =7-6.5=210

b) PV =7 =343 3. YV + PV + PV =6+ 6"+ 6" =258 32. VP8 =58 =390625

33. Sestavimo lahko Vg = 2° = 64 razli¢nih nizov.

34. Zapisemo lahko V3 = 3" = 81 razli¢nih $tevil, od tega je 3 - 3 - 3 -1 =27 sodih. 35. a)n="6 b)n=15

36. Clo =(1))=210 1. Chy =(12)=792 8. C5=(3)=10 3. ¢G5 =(])=21 0. n=4-(3)=24

M. H+GHr+G)=3+3+1=7 2. (H+EH+H+H+ G+ (§)=6+15120+15+6+1=63

43. C3, =(3)=201376, C3, = (3] )=31465 4. Cyy =(3)=35960,n=(3) - (%)=2268, m=(3}) - (%) = 15485

45, C}SO_(1 y=173-10" 46. n=('2)-(§)=220-28=6160 41.3-(1)=63 48. a) (X)) = 15504

b) (9)(5)=220-28=6160 ) (B —(3)=15504 - 56 = 15448 49. a) V3, =32-31-30=29760

b) C3, = (3} ) =4960 50. a) x’+ 6x + 12 +f§ b) 729 -x°— 1458 - x7- p+ 1215 x* -y =540 7y’ + 13527y — 18 x -7 4
)9-a*-24.- 3.4 0+72-47-6°-32- .3 -a-b’+16-b" €) 32x° + 80x* & +80x" +40x° fx + 10X + 17 Jx
d)x3—6-x%+15~x§—20~x%+15-x%—6~x% +x e) 7 +24i £) —x + Six* + 10" — 10ix” — 5x + i 51. Da.

52. (1—0)°=8i 53. 1008x "> 54, a)15625 b) Sesti clen je —14583/2x .

55. (Y. x)'- F) = 165 256x" - (- 15 ) =-5280¢°

28. Verjetnostni racun

_4 _1 _ 10 _ 1 _ 2 _ 1 49712 _ 37
1 P(A)_——7 2. a)P4)=10 =1 b) P(B)= & = & 3 Py =251z =37
20 10 _ 60 _ _1 _2 _ _3 _1
4 PU) = 55 + 755~ 105 = 100 =06 5 PA) =g 6.a)PA)=F =5 b PB) =% =3
Q) PC)=PA) +PB)-PUNB) =1 +1 -1 -2 1. (CO)=PA)+P(B)-PANB)=3 +3 -2 =3
8P =1-(3)=1-18 = 2L 04213 9. 2) A(4) = & bPB=L =1 QPO =L =1
_8 .4 _ 1 _11 -6
10, P(A) = 19 = 03125 nern=%+5-L5=4 12 P(A)_ﬁ =33-10
. _u I
— 31.21-21 20 _ —
13, 53 =560 P(4) = 122 =0'375 14, a)P(A)—IZ' FUL60 — 00222
9! 9' 9'
Tty — 90720 + 181440 + 181440 _ 453600 _ (- _ _ -2 1
b) A(B) = 907200 907200 ~ 907200 =05 15. n=5-4-3-2=120, X(4) = 5 4 3.2°5
5! 1 2-31-4! 2 . 2-3!-.3! 1
16. n=9!=362880, P(4) = 3t = 55 17. 2) 7! = 5040 b) P(4) = 234 = 2 — 00571 18, P(4) =233 - L
19. 2)5-5-4-3=300 b)5-4-3+4-4.3=108 ¢) P(O) = ;38_04 20. a)n=6-5-4=120
11 _3-2-1 _ 1 _ 1 _ _2:5-5_2 _qn
b) P(B) = 33-1 =1 QPO =13 = L 21 a) P(A) = 51— = 3= = 07008 b)P(B) =333 =2 =04
6.4 _4 Z1 (6.4 43 6y 8 4ipBy=3.4 ;6.6 _48_8
2. ) PA)=3 - 5 =13 D PB)=1-(5 15+5 15)=15 iPBY=5 5+5 15 =5 =15
11 1 -5 @ -6 52 6
23. P(A) =+ = L 070286 20, a) P(A) = = =6'5 - 107, P(4,) = 5~ =228 10 b) P(B)) = -5 =78-107,
(3) 9] ) )
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adh y G 5o &)
P(By) = 5= = 1365 - 10 25. a) P(4) = = = 070008 b) P(B) = =5~ =0°0113 ¢) P(C) = 1— = =03395
&) ) ) &)
10 20 18 N 11
2. P(A')=1- (—125-) =1- % =1 —% —‘7‘ 21. P(A)=1- (—44-) =0'8955 28. P(4")=1- (—5)79&—) =0'9240
) &h &)
2 4 5
3,,5,,6 9,5 9,/5
( (7)+ +
9 a)}!)(,q):(_l)_ll“_)g_1185E b)p(B):(j)_ﬁ_(l_)(_Z)_M %Q 30. P(A)—l—() —%:0'8667
( )
3 3 6
SR )
31. a) P(4) = 2~ 6 =02419 b) P(B) = e o= =00121
2 2
) P(C)=P(AUB)=PA)+PB)—PANB)=120 6 _ L _ 135 _(35)
496 496 496 496
16 16 10 10,,40
. G+ ) 1204120 _ 256 _ 16 GO
& PD)=1- e 1- 1200120 _ 256 _ 16 _g'5162 32. P(A)=1- 0, =0'9782
2 4
&) (69)
33, M=1{3,7,11,15,19, 23,27} a)P(A):—%—:% b)P(B)—l———:l—%:%
) )
2
&) &
34. a) V celotni proizvodnji lahko pri¢akujemo 120 neuporabnih zarnic. b) P(4) = %0— =0'00005, P(B) = =0'8273
) &)

35. Graf je narisan z uporabo programa Graph.

ty
/ol N\
/e \
/S \
N\
-4 -3 2 -1 )é

29. Statistika
1. Povpre¢na ocena je 4°25.
2. Mediana: m = 3629, Q, = 2719, Q, = m, Q; = 6080. Variacijski razmik je R = 11975, medcetrtinski razmik pa Q = 3361. Povprecna prodaja
je x =4787.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 14000

xmin Ql szm Q3 xmax

3. x=1:49:33

4. Enica je padla devetkrat.

5. Dolzina skladbe x je 3 minute 16 sekund.

6. a) Mediana: m =115, Q, =

109°5, O, = m, Q3= 119°5. Variacijski razmik je R =

19, medcetrtinski razmik pa Q = 10.



RESITVE

b) ¢)x =1149cm
Razred Visina Sredina razreda x; Absolutna frekvenca f;,
1 105-109 107 5
2 109-113 111 7
3 113-117 115 5
4 117-121 119 6
5 121-125 123 5
SKUPAJ 28
¢)
poligon histogram
8 8
7 7
> >
86 I~ 86
55 v 55
85117 \ 5
54 S 4
2 / \ 2
=3 =3
22 22
T/ v
0 0-
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5
razred razred
7. x =13'62kg, =010 kg 8. Povprecno Stevilo pretecenih kilometrov je x = 2:25+6-75 +2Z 12543175 _g3 km,
standardni odklon pa o= f (25 -83)"+6-(75-83)" Sk (125 -83)"+3- (175 -83)" - 57°3 km, 9. % = 5952 EUR, o= 76'9 EUR
10. a)
Ocena 1 2 3 4 5 10 10
Stevilo dijak 3060943 9 9 A
evilo dijakov > 3 .3 //\
7 £ / N\
S 6 S /
S 5] S g //’ N\
= 4 24 N
23 531 .
> 2 > 2
1 1
0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
ocena ocena

b)x =292, 0=1'16
11. a) Povprecno Stevilo rojenih deckov v tem obdobju je 9098, standardni odklon je 147. Povprecno §tevilo rojenih deklic v tem obdobju je

8590, standardni odklon pa 203. b)
g 77
7 65 | 64
— —\
g 563 N
] N
24 N
S 3 -
2 27
1
0

2000 2001 2002 2003 2004
leto
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12. Stevilo prodanih koles po posameznih dnevih — Janez Stevilo prodanih koles po posameznih dnevih — Miha
Ponedeljek 4 20 Ponedeljek 5
Torek 6 ] " Torek 6
s 15 e
Sreda 14 ~ 10 N \ Sreda 11
o v
Cetrtek 10 = Cetrtek 15
2
Petek 16 d \ Petek 13
ned pon tor sre cet pet sob
dan
20
¢ 15
o)
~
® 5 - L
> 0 / \
ned pon tor sre cCet pet sob
dan

13. a) Urejeni podatki (po velikosti): 509, 510, 807, 810, 812, 875, 897, 1110, 1120, 1154, 1512, 1550, 1601, 1605, 1632, 2005, 2080 in 2087.
m=1137, Q, =812, Q; = 1605. Variacijski razmik je 1578, medcetrtinski razmik pa 793. Diagram kvartilov:

Io—1 ! ; ! ; Lo—1 ! ; ! ! ; ! ; ! ; ! ; b- ; ! ; ! ; ! ; ! ol

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100
Xmin Ql Me Q3 Xmax
Povpreéno Stevilo prepeljanih kilometrov je x = 1189 km, standardni odklon pa ¢ = 453 km.
Razred | Stevilo prevoZenih kilometrov | Sredina razredax, | Absolutna frekvenca f; Relativna frekvenca /.
1 500-900 700 7 0°3889
2 900-1300 1100 3 071667
3 1300-1700 1500 5 02777
4 1700-2100 1900 3 071667
Skupaj 18 10000
Delez vozil po prepeljanih kilometrih
8
1700-2100 7
17% _ A
< 6
500-900 & / \
38,89 % —_—
—‘g 4 / \\//\\ Niz 1
1300-1700 2
23
27,78 % 5 // \\
17% o/ RN

900-1300 400 700 1100 1500 1900 2300

Stevilo prevozenih kilometrov

= 61—
S5l =
2 Niz 1
; 1Z
o

2

>

OO = N W A LN

00 900 1300 1700 2100
Stevilo prevozenih kilometrov
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30. Pregledna testa

Resitve nalog 1. testa
1.1
2. Nicli funkcije f'sta x; = —4, x, = 2. Zacetna vrednost funkcije fje f{0) = —4, teme je v tocki 7(—1, —% ).

Y

N

3. AE=a +3b,AE - AD =12 4 x=9 5. 4B/ =9 cm, 4C = 12 em
6. x=F+imkeZ 1. X =47 =—4, F(0,-./5), Fx0, ./5) 8. Premici sta vzporedni za

—-_9 i — - —3.1. 1. 1_ 1
a= 2,pravokotmpazaa—Z. 9. a,=3n+2 10. P(A)=3 133D

X 11. Nicla funkcije fje x = 0, maksimum je v tocki 7'(1, 2), minimum pa v tocki 7,(—1, —2).

2
12. §= I(2—x2—(—2))dx: 10

-2

Resitve nalog II. testa

1. Veckratniki Stevila 12, ki so delitelji Stevila 504; so 12, 24, 36, 72, 84, 168, 252, 504. 2. Da. Tocke A4, Bin C lezijo na premici z enacbo
y=2x+ 1l kerje7=2-3+1,-13=2-(-7)+1in 133=2-66 + 1. 3. |[4B|= 8 cm, |B(I = 24 cm 4. 24 /3 5. z=1+i
6. m =(1,6,-2),B(4,9,-3) 1. x= %
8. 9. r=6cm, V=72 ﬁ 7 em’ 10. Zax, = —% je zaporedje 2, ‘l‘ s —% , Za x, = 2 je zaporedje 2, 4, 6.
_ 4y _ _ 3 _1
mon=()=6pra== =1
()
12. p=161°34’
y

375




m(A)

29
=

CA, A°

“— D CAnN
X
S

OZONZE
g

—_——~
&

S

~

a, b]

I+IVI/\V/\II"H»II@ULIJ<E<>_|

a | b
a Jf b
D(a, b)
v(a, b)

d(A, B)

4B

Matematicni znaki

je element dane mnoZice

ni element dane mnoZice
mo¢ mnozice A

poten¢na mnoZica mnozice A
prazna mnoZica
univerzalna mnozZzica
komplement mnoZzice A

je podmnozica

ni podmnozica

unija

presek

razlika mnozic

kartezi¢ni produkt

urejeni par

mnozica naravnih Stevil
mnozica celih Stevil
mnoZica racionalnih Stevil
mnozica realnih Stevil
mnozica kompleksnih Stevil
odprti interval

zaprti interval

negacija

in (konjunkcija)

ali (disjunkcija)

za vsak

obstaja

sledi (implikacija)

natanko takrat (ekvivalenca)
je enako

ni enako

je priblizno enako

je manjSe

je vecje

je manjSe ali enako

je vecje ali enako

plus

minus

krat

deljeno

adeli b

anedelib

najvecji skupni delitelj
najmanjsi skupni veckratnik
absolutna vrednost

znak za vsoto

razdalja med tockama A4 in B
dolzina daljice AB

kot

trikotnik

I

13

lim f{x)

-
Iﬂx) dx

b
I fx)dx

Re z

Imz

N

n!

Vi
(p)VZ

je vzporedna
je pravokotna
je skladen

je podoben

vektor a, vektor AB
dolzina vektorja a

skalarni produkt vektorjev @ in l;
tocka T s koordinatama x, y
preslikava (funkcija) iz mnozZice A
v B

x se preslika v f{x)

definicijsko obmocje funkcije f

zaloga vrednosti funkcije f

inverzna funkcija funkcije f
kompozitum (sestava) funkcij

limita funkcije £, ko gre x proti a
prvi odvod funkcije f

nedolocCeni integral funkcije /

doloceni integral funkcije f'v mejah
odadob

imaginarna enota

realna komponenta kompleksnega
Stevila z

imaginarna komponenta
kompleksnega Stevila z
konjugirano kompleksno Stevilo k z
Stevilo permutacij # elementov
brez ponavljanja

n fakulteta

Stevilo variacij brez ponavljanja

n elementov reda r

Stevilo variacij s ponavljanjem

n elem. reda r

n nad k (binomski simbol)

Stevilo kombinacij brez ponavljanja
n elementov reda r

dogodki

nasprotni dogodek dogodka 4
vsota dogodkov 4 in B
produkt dogodkov 4 in B
verjetnost dogodka A
povprecna vrednost
standardna deviacija
(standardni odklon)
disperzija
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