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Vektorski produkt vektorjev v R3
Vektorski produkt:

ai b1 agbs — azbo
ax b= an X b2 = a3b1 — 31b3
as b3 aiby — axby

Za nenielna vektorja 3’ in Evelja, da 7x b = 0 natanko takrat,
kadar sta vektorja kolinearna.



Geomerijski pomen vektorskega produkta: plos¢ina
Velja:
» Vektorski produkt 3 x Eje pravokoten na oba vektorja, 3 in b.
> ||3x b|| = ||d]| - ||b|| sin ¢ je plo¥ina paralelograma, ki je
napet na vektorja 3 in b.
» Kaksna je smer vektorja 3 x b?

axb

b
El

Naloge

1. Vektorski produkti vektorjev standardne baze

IXJj= In jJXI=
ixk= in kxj=
Kxi= in ixk=



Naloge

2. lzralunajmo plos¢ino paralelograma, napetega na vektorja

s[4 wo-g

Naloge

3. lIzralunajmo plos&ino trikotnika z oglis¢i A (1,—1,0),
B (2,1,—1)in C (~1,1,2).



Lastnosti vektorskega produkta

4. ||ax bl = [|a] - [|b]| - sin ¢, B
kjer je ¢ € [0, 7] kot med vektorjema 3'in b.

MeSani produkt
Mesani produkt vektorjev a, b in C je skalarni produkt vektorjev &
in bxc

—

(3,b,8) =3 (b x ).

lzrek

3,b,¢) = (b a)= (¢ 3b)=
:_(5757 _’) — _(57575) :_(—’7575)



Geometrijski pomen meSanega produkta

Mesani produkt (&, b, C) je po absolutni vrednosti enak prostornini
paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji a, b in C.

5

7

C) je enak 0, &e je kateri izmed faktorjev enak

MesSani produkt (&, b,
C leZijo v isti ravnini, pravimo, da so koplanarni.

Oallpacea b in

Naloge

1. Naj bosta & in b takéna vektorja, da je ||3]| = 2, kot med
njima Z(3, b) = 60° in da sta vektorja 23 + bter 5— b
pravokotna. Dolodi dolzino vektorja b.



Naloge

2. lzralunajmo prostornino piramide z oglis¢i

Naloge

3. lzralunajmo prostornino tetraedra z oglis¢i
A(1,-1,0)
B(2,1,-1)
C(-1,1,2)
D (0,1,2)



Povzetek

Vektorje smo opremili s tremi produkti:
1. skalarni
2. vektorski
3. meSani
Za vsakega smo podali:
» racunsko definicijo
» izraZavo z dolZinami in koti
» geometrijski pomen
Z nimi lahko preverjamo:
1. pravokotnost
2. kolinearnost

3. koplanarnost

Ravnina v prostoru

» Ravnina X je dololena s tremi tockami A, B in C.

» Normala na ravnino X: 0 = /ﬁ X R 13,
> Ac .
» Parametrizacija X : p(t,s) =rp+t- AB +s- AC.



Naloga

Dolo¢imo enalbo ravnine X, ki gre skozi to¢ki A(1,2,3) in
B(3,2,1) ter je pravokotna na ravnino [1=4x — y + 2z =17.

Premica v prostoru
Premica p je dolocena s totko A(ai, a, asz) na premici in smernim
e
vektorjem € = {eé]
€3

p: rp =ra-+ te€.

Z eliminacijo parametra pa $e kanoni¢no enacbo premice
X —a y —a Z — as

€1 € €3



Nalogi

Dolo¢imo ena¢bo premice p, ki je pravokotna na ravnino
Y :4x —y 42z =7 in gre skozi totko A(1,2,1).

V kateri to¢ki premica p prebada ravnino X7

Nalogi

V R3 sta dani premici

p: x—1=y—-2=z

x—2 y—-3 z-1
T T 2 T3
Pokazimo, da se premici sekata in zapiSimo enac¢bo ravnine, ki ju

vsebuje.




Razdalja toc¢ke od ravnine

Ce je ravnina X dologena s to¢ko A in normalnim vektorjem n,
potem je

—

(FT — F;L\) - n
7]

d(T,X) =

Zgled

V R3 sta dani premica

In ravnina
2 2x—y+2z=2.

Pokazi, da sta p in X vzporedni in izraunaj razdaljo med njima.



Razdalja to¢ke od premice

Ce je premica p dolotena s smernim vektorjem €& in totko A potem
je

—

é
(rr —7ra) X 7=
€]

d(T,p):‘

‘ _ I(Fr —Fa) > &
€]

Razdalja med premicama P; in Ps.

1. Ce sta py in py vzporedni (tj. & x & = 6) potem je
d(p1, p2) = d(Bi, p2), oziroma razdalji katerekoli totke z ene
od premic do druge premice.

2. Ce py in po nista vzporedni, ima ravnina ¥, ki je vzporedna
obema premicama normalo 7= ¢é; X &. Naj A€ p1, B € p».

Razdalja med p; in p> je enaka dolzini pravokotne projekcije
raA— fg nan.

R, €] X &
d(P17P2): (fA—fB)'m =

(FA - FB7517€2)
& x &]|




Zgled

: : . 4 : .
Dolo¢i razdaljo tocke ry = [g} od premice p: rp = [

wNhwW

e[ 2]

Zgled

Dolo¢i razdaljo med premicama p;y : rp, =

S 4 2
=[] +<[3]

—
whw
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17.
—I—t{—z} In
0



Matrike

Matrika velikosti m x n je pravokotna tabela m - n Steuvil,
razporejenih v m vrstic in n stolpcev

d11  d12 -+ din
d21 422 -+ d2p
A=Amnxn =
| dm1 dm2 " dmn |
ali krajse
[aU][— ,J 1

Matrika z enim stolpcem je stolpcni vektor, matrika z eno samo
vrstico je vrsticni vektor.

Racunanje z matrikami

Matriki Amxn In Bpxg Sta enaki natanko tedaj, ko sta enake
velikosti (m = p in n = q) in so enaki istolezni elementi (a;; = bj;

zavsak i=1,...,minj=1,... n).
MnoZenje matrike s skalarjem: Vsak element matrike pomnoZimo s
skalarjem

aA = [aaj]” 1,J 1

Sestevanje matrik: SeStevamo lahko le matrike enakih velikosti.

A+ B =[aj+ bj]_ 11 1



Transponiranje matrik

Matriko transponiramo tako, da zamenjamo vlogi vrstic in stolpcev.
Primer: Ce je

1 3 6
A= |2 4 -7,
05 8

potem je

Lastnosti transponiranja:
1. (A+B)T =AT 4+ BT

2. (a@A)T = aAT
3. (AT = A
4. det(A) = det(AT)

Naloga

/Za matrike

>
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izracunaj

A+ B

A+ C

AT

AT +C

—B

B + (—B)

2-B

(3-A+2-B)T —4.C



	Ravnine in premice v prostoru

