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Povpre¢na vrednost funkcije

Povpre¢na vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je

1 b
= f :
L b—a/a (x) dx

(- visina pravokotnika z osnovnico [a, b], ki ima plos¢ino enako kot
obmogje pod grafom y = f(x).
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Zveza med dolo¢enim in nedolocenim integralom

f :[a, b] = R zvezna. Torej je f je zvezna (in zato integrabilna) na
vsakem intervalu [a, x|, x € [a, b].

Izrek (Osnovni izrek integralskega ratuna)
Ce je f zvezna na [a, b], je funkcija

zvezna in odvedljiva na |[a, b] in velja

F'(x) = f(x).

Funkcija F je torej nedolo&eni integral funkcije f na [a, b].

Posledica

Vsaka zvezna funkcija ima svoj nedoloceni integral. Dobimo vrsto
novih, neelementarnih funkcij, na primer:

2 X
Erf(x) = ﬁ/o e " dt funkcija napake
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Posledice

Si(x) = —— dt integralski sinus

Newton-Leibnizova formula

Newton-Leibnizova formula za ra¢unanje dologenih integralov:
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b
/ f(x) dx = F(b) — F(a)

kjer je F nedoloceni integral funkcije f.



Pravila za ra¢unanje doloCenih integralov

Vpeljava nove spremenljivke
Ce je u zvezno odvedljiva na [a, b| ter f zvezna na Z,, potem je

b u(b)
/ Fu)) W () e = / ) o

Integriranje po delih: Ce sta u, v odvedljivi na [a, b], potem je

b b
/ u(x)v'(x) dx = [u(x)v(x)]: —/ v (x)v(x) dx.

Primeri

2 3
1. / X dx
0 1+X4

2
2. / x*log x dx
1

3
. / X% — 4] dx
0

4. Dolo¢imo plos¢ino enega od likov med krivuljama y = sinx in

y = COS X.
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Primeri
5. Dologimo plosino omejenega lika med krivuljama y = x? in
_ 1
y = 1+x2°

Uporaba integrala

» Plos¢ine likov omejenih s krivuljami ...
» Pot, hitrost, pospesek ter prehod med njimi.

» f: [a, b] — R pozitivna funkcija. Naj bo T vrtenina, dobljena
z vrtenjem grafa f okoli x osi na [a, b].

b
prostornina: V(T) = 7r/ F2(x)dx
a

b
povrsina plaséa: P(T) = 2n / Fx)y/1+ (F(x))2dx
a
» DolZina loka grafa y = f(x), a < x < b:

/= /ab 1+ (F()) a

» Akumulacija koli¢ine, ¢e poznamo hitrost: pretok vode, pretok
podatkov, absorbcija delcev, silo na pametni telefon,...




Integral na neomejenem intervalu

» f(x) zvezna na [a, c0)

> lim /atf(x)dx:/:of(x)dx

t—o0

» Integral ne obstaja vedno!

b b
» Podobno: lim / f(x) dx :/ f(x) dx.
t—=—00 J4 0

Primeri

1./ x% dx

1

2./ e X dx
0

3. Gabrijelov rog dobimo z vrtenjem krivulje y = 1/x na intervalu
[1,00) okrog osi x, pokaZimo, da je volumen roga konZ&en.



Kaj je vektor?
» Vektor je
» geometrijsko: usmerjena daljica, natan¢no dolocena s svojo
zacetno in kon¢no tocko.

® d
A B

Pri tem sta dve usmerjeni daljici enaki, ¢e obstaja vzporedni
premik, ki slika zaetno to¢ko prve daljice v zadetno tocko
druge daljice in kon&no tocko prve daljice v kon&no to¢ko
druge daljice.
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» ralunsko: urejena n-terica realnih Stevil A§ =
dp

» a1,...a, so koordinate ali komponente vektorja /ﬁ

Sestevanje vektorjev

ai b a1 + by |
an by ar + b
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MnoZenje vektorjev s skalarji

a € R skalar

a1
a2

Lastnosti operacij

1. 3+b=b+3
2 (5+E)+E:5+(E+E)
o
. 0
3.0=1| . | invelja
_O_
> F+0=3
> I3+ (-1)a=0

4. a(Ba) = (af)azavse o, € R

aal
aar




Vektorji v ravnini

Ravnino R? si predstavljamo opremljeno s koordinatnim sistemom.

y/\
A(a1, a2)
A F---=-=-=---
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J/\ :
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i a X
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Vektor v R? .. .stolpec dveh realnih $tevil

A= 1 = a 1+ao—aﬁ+aﬁ
—32—1O 21—11 2J

je krajevni vektor tocke A.

Vektorji v prostoru

Prostor R3 si predstavljamo opremljen s koordinatnim sistemom.

A = an —=a1 | 0 |+a | 1 |+a3]| 0 :a17+a217+a3ﬁ



Vektorji v prostoru

Kako dolo¢imo vektor /ﬁ ki se za¢ne v tocki A in kon&a v toc&ki
B?

e

Nalogi

1. Zapisimo koordinate razpolovis¢a daljice med to¢kama
A(1,2,3) in B(3,0,—1)



Nalogi

2. Cestadinb krajevna vektorja to¢k A in B, je
> {7+ a(b—3),a R} ...
> (G+a(b—3),0<a<1}...

> {03+ Bb0<a<1,0<pB<1}...

Kolinearnost in linearna kombinacija vektorjev

Vektorja &' in b sta kolinearna (tudi vzporedna) , e obstaja tak
skalar «, da je
a=ab ali b=aa.

Ce so 31, 3, ..., am vektorji iz prostora R3 in a1, as,...,am € R
skalarji, je vektor

C=a1a1 +aa+ -+ amam

—

linearna kombinacija vektorjev a1, ao, ..., am.



Kolinearnost in linearna kombinacija vektorjev

|zrek
Naj bosta a in b nekolinearna vektorja. Vsak vektor ¢ € R? lahko
zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev a in b.

|zrek

Naj bodo a, bin¢ vektorji, ki ne leZijo v isti ravnini. Vsak vektor
d € R3 lahko zapi§emo kot linearno kombinacijo treh vektorjev 3,
b in C.

Naloga

ZapiSimo vektor 3 = [_51] kot linearno kombinacijo vektorjev
b=[]inc=["1].



Skalarni produkt

Skalarni produkt vektorjev & in b je skalar (realno 3tevilo)
a- EZ aibi + a»br + azbs.

Lastnost' ska Iarnega produkta:

1. 3-b=b-3
2. (3+b)-¢=3-¢+b-¢
3. & (ab) =

Dolzina vektorja

DolZina (ali Evklidska norma) vektorja 3 je $tevilo
&l = va-a
Vektorju, katerega dolZina je enaka 1, pravimo enotski (ali

normirani) vektor.

Zgled: {I_;j_: E} so enotski in paroma pravokotni vektorji.
Imenujemo jih standardna baza prostora R3.



Dolzina vektorja

lzrek (trikotniska neenakost)

Za poljubna vektorja a in b velja

|&+ bl < ||l + |||

Geomerijski pomen skalarnega produkta: kot med

vektorjema
Kot ¢ med vektorjema a'in Eje dologen z enakostjo
, i b
Y= =
Ial] - [| ]l

Vektorja &in b sta pravokotna (ali ortogonalna) natanko tedaj, ko
je @3- b=0. Pisemo aLb.

Zgled: Dolo¢imo kot med robom in telesno diagonalo kocke.



Pravokotna projekcija
Pravokotna projekcija vektorja a na vektor b je taksen vektor
projz(a), ki
» je kolinearen z vektorjem b in

> je 3 — projz(a) pravokoten na b.

Torej,
58 = =25
projz(a) = —
1b][2
a
proj;(a) b
Naloga

V trikotniku z oglis¢i A(0,0,1), B(1,2,1) in C(—2,1,1) pois¢imo
noZis¢e visine na stranico BC in izra¢unajmo dolZino viSine.
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