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Diferenéni kvocient

f:(a,b) = R, xo € (a,b)

» Sprememba xp — xp + h povzroli spremembo
f(xo) — f(xo + h)
» Hitrost spreminjanja nam pove kvocient
f(xo + h) — f(x0)
h

in ga imenujemo diferencni kvocient funkcije f v tocki xp.

» Diferen¢ni kvocient je enak naklonskemu koeficientu premice
sekante skozi to¢ki (xp, f(xp)) in (xo + h, f(xo + h)).



Odvod

Definicija
Odvod funkcije f v to¢ki xg je limita diferenénega kvocienta
f(Xo -+ h) — f(Xo)

! = | )
(*o) hino h

Funkcija je odvedljiva v tocki xg, e obstaja f'(xp).
Funkcija f: D — R je odvedljiva na D, &e je odvedljiva v vsaki
tocki xg € D.

Zgled: Izratunajmo odvod funkcij f(x) = x, g(x) = x2.

Odvod
Odvod f'(xp) je

» relativna sprememba vrednosti f(xg), &e se vrednost
spremenljivke xg malce spremeni

» hitrost spreminjanja funkcije f v xp
» naklonski koeficient tangente na graf v totki (xp, f(xp))

Ce je f odvedljiva v totki xg, potem je v xo tudi zvezna.
Ce je f zvezna v tolki xg, potem v xg ni nujno odvedljiva.

Zgled: f(x) = |x|.



Primeri

Po definiciji izracunajmo odvode funkcij:

1. f(x)=c
2. f(x)=1
3. f(x) =¢"
4. f(x) =sinx

Pravila za rac¢unanje odvodov
Ce sta f in g odvedljivi funkciji, potem velja
> (f+g)(x)=1f(x)+&'(x)

> (af)(x) = af'(x)
> (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

()Y F(0e(kx) - F(x)g'(x)
g (g(x)> - (e(x))?

> (fog)(x)="r"(g(x))g'(x) ...posredno odvajanje funkcij

, kjer g(x) #0

> (F1Y(F(x)) = f,(lx), Ker £1(x) # 0.




Tabela elementarnih odvodov

f(x) f'(x)
X OéXa_l
e* e*

ax a*loga
1
log x X
|Oga X xlog a
sin x COS X
COS X —sin x
tan x 12
COS 1X
cot x ~ (sinx)?2
arcsin x 1
11—X2
arctan x T2

Primeri

Odvajajmo naslednje funkcije:
1. f(x) =+vx
2. f(x) =vx2 -1

1—
3. g(x) = arctan o

1+ x



Priblizek z diferencialom

» Tangenta v xp : y = f(xp) + '(x0)(x — x0).
» Tangenta se blizu xp dobro prilega grafu f. Zato jo uporabimo
za priblizke bliznjih vrednosti:

f(XO + h) = f(Xo) + f/(Xo)h

» Zgodovinska oznaka: f’ = d—); oziroma df = f'dx.

Priblizek z diferencialom

Izratunajmo /0.98 in cos(33%).



Narascanje in padanje funkcij

f:(a, b) — R odvedljiva in xg € (a, b)
> Ceje f'(xp) > 0, je f v totki xg nara&tajota.
» Ce je f'(xp) < 0, je f v totki xg padajota.
> Kaj se zgodi, &e je f'(a) =07

Definicija
Ce je f : (a, b) — R odvedljiva potem to&ko xo € (a, b), kjer je
f'(x0) = 0 imenujemo stacionarna (ali kriti¢na to¢ka) funkcije f.

V stacionarni tocki je tangenta na graf vodoravna.

| okalni ekstremi

Definicija
Funkcija f ima v tocki xg lokalni maksimum, &e obstaja tak § > 0,
da je f(x) < f(xo) za vsak x, ki je oddaljen od xy za manj kot ¢.

Funkcija f ima v tocki xo lokalni minimum, e obstaja tak 6 > 0,
da je f(x) > f(xo) za vsak x, ki je oddaljen od xy za manj kot ¢.

Lokalni ekstrem . .. lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Zgled: f(x) = |x| ima v to€ki x = 0 lokalni minimum.



Potreben pogoj za lokalni ekstrem

|zrek
Ce je funkcija f : (a, b) — R v toZki xo € (a, b) odvedljiva in ima v
xo lokalni ekstrem, potem je xg stacionarna tocka funkcije f.

» Pogoj f'(xp) = 0 je za odvedljive funkcije potreben pogoj za
lokalni ekstrem v tocki xp.

» Ce f'(xg) = 0 v toZki xg € (a, b), ni nujno, da ima f v xp tudi
lokalni ekstrem.

» Lokalne ekstreme is¢emo med stacionarnimi to¢kami, drugje
lokalnih ekstremov ni.

» Primer: f(x) = x3, to¢ka xg = 0 je stacionarna totka, vendar
f(0) = 0 ni lokalni ekstrem.

Primeri stacionarnih to¢k

lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo

..in $e x3sin(1/x)...



Primer

1. Poitimo stacionarne totke funkcije f(x) = x> — 3x + 2.

| okalni ekstremi

Funkcija ima v stacionarni totki xg lokalni ektrem, & odvod f’ ob
prehodu skozi xg spremeni predznak.
V tocki xg je
» lokalni minimum, &e f'(x) < 0za x < xp in f/(x) >0 za
X > Xp.
» lokalni maksimum, &e f'(x) > 02za x < xp in f'(x) <0 za
X > Xp.

Primer
Razi&¢imo, ali ima funkcija f(x) = x3 — 3x + 2 lokalne ekstreme in

katere.



Visji odvodi
f : D — R odvedljiva

» Ce f': D — R odvedljiva, potem je f dvakrat odvedljiva na
D, odvod funkcije f’ pa zapisemo kot

() = ('Y ()

in imenujemo drugi odvod funkcije f.

» Ce f” : D — R odvedljiva, potem je f trikrat odvedljiva na D,
f"'(x) = (f")'(x) imenujemo tretji odvod funkcije f.

» Ce lahko funkcijo f n-krat odvajamo na D, potem pravimo,

da je funkcija f n-krat odvedljiva na D, n-ti odvod funkcije f
pa oznadimo z

F() = (Fr=DY (x).

» Funkcije, ki jih lahko poljubnokrat odvajamo, imenujemo
neskoncénokrat odvedljive funkcije.

Drugi zadostni pogoj za lokalni ekstrem

|zrek
f: [a, b] = R (vsaj) dvakrat odvedljiva funkcija in xy € (a, b)
stacionarna tocka funkcije f.

> Ce f"(xg) > 0, potem je v xg lokalni minimum.

» Ce f"(x0) < 0, potem je v xo lokalni maksimum.



Uporaba odvodov za risanje grafov

f : [a, b] — R dvakrat odvedljiva
» Prvi odvod nam pove, kje funkcija naras¢a, kje pada in kje so
stacionarne tocke,

» Drugi odvod pove, kako se graf krivi:
> kjer je f’(x) > 0, je f konveksna, graf funkcije f leZi nad

tangento grafa
> &eje f(x) <0, je f konkavna, graf funkcije f lezi pod

tangento grafa

Tabela informacij o grafu, podanih s prvim ter drugim odvodom.

Primer

Podana je funkcija f(x) = x* — x2. Izratunaj ni¢le, doloti intervale
naras¢anja in padanja, klasificiraj lokalne ekstreme, dolo¢i intervale
konveksnosti in konkavnosti ter ¢imbolj natanéno narisi njen graf.



Globalni ekstremi

Vemo: Vsaka odvedljiva funkcija doseZe na zaprtem intervalu [a, b]
svoj maksimum in minimum. Kje?

» v stacionarni tocki ali

» na robu intervala

Primeri

1. Narigimo graf funkcije f(x) = x> — 3x + 2 in dologimo
najvejo in najmanj%o vrednost f na intervalu [0, 2].



Primeri

2. Kaksne oblike naj bo valjasta plo¢evinka s prostornino 1l, da
bo koli¢ina plocevine, potrebna za njeno izdelavo, najmanjsa
mozna?

Primeri

3. Kot dobri vrtnarji bi radi ogradili vrt s 6000m ograje, ki nam
je na razpolago. Zelimo imeti pravokotno ograditev, ki je
razdeljena na stiri dele, kot to kaZe slika. Kolik3na je najvegja
povrsina, ki jo lahko tako ogradimo?




Primeri

4. Metoda najmanjsih kvadratov: Dane so totke A(1,7),
B(2,13), C(3,18). Pois¢imo premico y = kx, ki se jim
najbolje prilega.

L"Hospitalovo pravilo
f in g odvedljivi na intervalu (a, b), g’(x) # 0.
> Ceje lim f(x) = limg(x) =0, je

X—a

> Ceje lim f(x) = lim g(x) = oo, je

X—a X—a

» Pravili veljata tudi za enostranski limiti, ko gre x — oo ali
X — —OQ.



Primera

1. lzra¢unajmo limiti

» |im x" log x
x—0

1 1
» |im (— — — )
x—0 \ X SIn X

Primera

2. Narigimo graf funkcije f(x) = x?e™*.



Taylorjevi polinomi

Taylorjev polinom prve stopnje okrog tocke xq :
T1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) = f(x0) + df

Taylorjev polinom stopnje n:

T”(X) = f(XO) + f/(XO)(X — XO) 4+t

Velja: T,(x0) = f(x0), T,(x0) = f'(x0),
T (x0) = " (x0).-- .. T (x0) = £ (x0)

Taylorjev izrek

|zrek
Ce je f vsaj (n+ 1)-krat odvedljiva v tocki xq, potem na nekem

intervalu okrog xg velja:

(n) ( x
f(x)=f(xo) + f(x0)(x — x0) + -+ f n(! 0) (x —x0)" + Rn(x),
kjer je
Jer J f-(n—l—l)(c) -
Rn(x) = W(X —x0)"",

za nek ¢ € [xp, x].



Taylorjevi

razvoji elementarnih funkcij

|zracunaj priblizek Stevila e.
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