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Limita funkcije
Zanima nas, kako se funkcija f obnasa v okolici to¢ke a, torej na
intervalu (a — d,a+ 9) za nek 6 > 0, razen morda v tocki a.

Stevilo L je limita funkcije f v totki a, &e za vsak € > 0 obstaja tak
d>0,daje|f(x)—L|<e Cejel<|x—a| <éd.

L je limita funkcije f v tocki a: vrednost f(x) je poljubno blizu L,
e je le x dovolj blizu a (a ne enak a).

Pisemo:
L = lim f(x)

X—ra

Limita funkcije f v toc¢ki a ni odvisna od vrednosti funkcije f v
tocki a.



Zgledi

Ali obstajajo limite naslednjih funkcij v tocki 0, torej L = IimO f(x)?
X—

1. f(x) = x?

2 f(x) = l, xeZ,
0, x¢Z.

3. f(x) = Xix

Limita funkcije in limita zaporedja
Funkcija f ima v tocki a limito L natanko tedaj, ko za vsako

zaporedje (an)n, ki konvergira proti a (ter ne vsebuje a) velja
lim f(a,) = L.

n—oo

Za racunanje limit veljajo enaka pravila kot pri zaporedjih. Naj bo
lim f(x) = Lin lim g(x) = K. Potem je
X—a

X—ra

> lim(f(x)+g(x)=L+K

X—a

» lim(af(x)) = al za vsak o € R
X—a

» lim f(x)g(x) = LK
X—ra

: .. f(x) L
p ¢ -~ 7 - _
Ce je K #0, je )I(lma ) K’



Limita funkcije in limita zaporedja

Zgled:
» lim (1 + x)

x—0

el L

=€

Primeri

1. lim sin - =

x—2
s
1

2. lim sin <

x—0

3. lim &hx
x—0 X

4. lim sin i =
X—00 X



L eva in desna limita

Stevilo L je leva limita funkcije f v totki a, &e za vsak £ > 0 obstaja
tak § > 0, da je |f(x) — L| <¢e, & je a—§ < x < a. Oznalimo:
L=1limf(x)= lim f(x).
x,/a x—a~
Stevilo L je desna limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0

obstaja tak § > 0, da je |[f(x) — L| <e,Cejea< x < a+.
Oznadimo:

L= Ilim f(x)= lim f(x).
x\,a ( ) x—at ( )
Funkcija f ima v toc¢ki a limito natanko tedaj, ko ima v tocki a
tako levo kot desno limito in sta ti dve limiti enaki.

Primer

1. Ali ima funkcija f(x) = sign(x) v to¢ki a =0
» leva limito?

» desno limito?
» |imito?



Asimptoti¢ne vrednosti

Ce za vsako &tevilo M € R obstaja tak > 0, da je f(x) > M, &e
le a— 0 < x < a, potem piSemo Ii}n f(x) =00
X /'a
Podobno definiramo simbol Iip f(x) = —oo, &e za vsako Stevilo
X 'a
m € R obstaja tak 0 > 0, da je f(x) <m, & lea—3d < x< a.

Ce za vsako &tevilo M € R obstaja tak § > 0, da je f(x) > M, &

le a < x < a+ 9, potem pisemo Ii@ f(x) =00
X \(a
Podobno definiramo simbol Ii{(n f(x) = —oo, &e za vsako $tevilo
X \a

m € R obstaja tak 6 > 0, da je f(x) < m, ele a < x < a+d.

Asimptoti¢ne vrednosti

Oznaka Ii_)m f(x) = L pomeni, da je Stevilo L limita funkcije f, ko

gre x ez vse meje, torej da za vsak € > 0 obstaja tako Stevilo M,
da je |f(x) — L| < € za vsak x > M.

Podobno definiramo s simbolom lim f(x) =L, da za vsak ¢ > 0
X——00

obstaja tako Stevilo m, da je |f(x) — L| < € za vsak x < m.



/veznost

Funkcija f je zvezna v to¢ki a natanko tedaj, ko je

lim f(x) = £(a) = lim f(x).

Ce velja samo leva enakost, je funkcija zvezna z leve, &e velja samo
desna enakost, pa je zvezna z desne.

|zrek
Funkcija f : D — R je v to¢ki a € D zvezna, natanko tedaj, ko za
vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je

f(x) = f(a)l <,

Ce je |x — a| < 4.

Zgled

Dolo¢imo taksen a, da bo funkcija

F(x) = x2+2x+1 © x<1
ax+3 o x>1

zvezna v toc¢ki x = 0.



Opis zveznosti

>
>

Zgleda

Vse elementarne funkcije so zvezne povsod, kjer so definirane.

Sestavljene funkcije zveznih funkcij so zvezne funkcije, kjer so
definirani.

Ce je podatek a podan dovolj natan¢no (z napako manj3o od
9), bo vrednost f(a) izratunana z napako manjso od ¢.

Graf zvezne funkcije bo v to&ki (a, f(a)) “nepretrgana
krivulja”.

Ce vrednost f(a) ni definirana, vendar obstaja L = Iigq f(x),

lahko funkcijo f razsirimo, tako da definiramo f(a) = L. Tako
razSirjena funkcija je zvezna v tocki a.

PokaZimo, da je funkcija

2x—1 : x<0
f(X)_{—X—I—l x>0

Zvezna.



/veznost

|zrek
Ce je lim g(x) = L in je funkcija f zvezna v toZki L, je
X—a

lim (f o g)(x) = f(L).

X—ra

Torej lahko zamenjamo vrsti red rac¢unanja limite in vrednosti
zvezne funkcije.

Zgled: lzragunajmo limito lim sin(3x? + 7)
x—0

Nicle zveznih funkcij

|zrek
Ce je f zvezna na zaprtem omejenem intervalu [a, b] in je
f(a)f(b) <O, tj. f v krajis¢ih intervala sta predznaka razli¢na,
potem obstaja to¢ka c € (a, b), kjer je f(c) = 0.
Dokaz z bisekcijo: definiramo tri zaporedja, a,, b, in ¢,
> dp = 4, b() =b
» ¢, = (an+ bn)/2, to je razpolovis&e intervala [a,, b,| za vsak n

» a,y1in byy1 pa sta krajiséi tiste polovice intervala [ag, by],
kjer ima f v krajis¢ih razli¢na predznaka.

Ce za kak&en c, velja f(c,) =0, je ¢ = c,. Sicer pa:
» zaporedja a,, b, in ¢, vsa konvergirajo k istemu Stevilu c,
> f(c)=0.



Uporaba: numeri¢no reSevanje enacb

x3+2x2 +10x —20=0

» Re3ujemo enalbo f(x) = 0 na intervalu [a, b], kjer je f zvezna,

» poi¥¢emo rekurzivno zaporedje (x,), ki konvergira k resitvi.

Tri metode

» Bisekcija
» Sekantna metoda

» a= Xxp in b= xq zaletna priblizka,
f(Xn—l)(Xn—l - Xn—2)
f(Xn_l) — f(Xn_Q)

14 /5
+2\/_ ~ 1.618 (zlati rez).

> Xn = Xp—1 —

» red metode: o =

» Splosna iteracija
» Enacbo zapi¥emo v obliki g(x) = x (na primer (f(x) + x) = x).
» Ce je rekurzivno zaporedje xo, x, = g(xn—1) konvergentno,
konvergira proti eni od reSitev.
» Red metode (in konvergenca) je odvisen od odvoda funkcije
g(x) v reditvi.



Omejenost zveznih funkcij

Za funkcijo f, ki je zvezna na zaprtem intervalu [a, b], velja

» f omejena na [a, b], tj. obstaja
M = max{f(x); x € [a,b]}, m = min{f(x); x € [a, b]}

» obstaja xys € [a, b], kjer je f(xp) = M in x, € [a, b], kjer je
f(xm) = m (tj. M in m sta maksimum in minimum, ne le
supremum in infimum)

» za vsako vrednost y med min M, m < y < M, obstaja toc¢ka
X, € [a, b], kjer je f(x,) =y, tj. enatba f(x) =y ima reSitev
na intervalu [a, b].



	Limite funkcij in zveznost

