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Determinante

Determinanta je Stevilo, ki pripada vsaki kvadratni matriki.

Pogled naprej | Determinanto lahko izraunamo

1. z mnoZenjem pivotov - pivotna formula
2. s seStevanjem n! produktov - velika formula

3. s seStevanjem n manjsih determinant - kofaktorska formula

Namesto z obiajno (precej zapleteno) formulo, bomo
determinanto definirali z njenimi osnovnimi lastnostmi.

Determinanto kvadratne matrike A bomo zapisali kot |A| ali
det(A).



Osnovne lastnosti determinant

Osnovne lastnosti popolnoma dolo¢ajo determinante. Ostale
lastnosti determinant so posledica osnovnih lastnosti.

1. det(/) = 1 determinanta enotske matrike je enaka 1.

2. Ko v matriki zamenjamo dve vrstici, determinanta spremeni

predznak.
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3. Determinanta je linearna funkcija vsake vrstice posebe;.
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Lastnosti determinant

4. Matrika z dvema enakima vrsticama ima determinanto 0.
Posledica lastnosti 2.

5. Ce v matriki od poljubne vrstice odstejem mnogokratnik neke
druge vrstice, se determinanta ne spremeni.
Posledica lastnosti lastnosti 3 in 4.

Posledica: | Pri Gaussovi eliminaciji se determinanta matrike
ohranja (ali kve&jemu spremeni predznak, & menjavamo
vrstice).

6. Matrika, ki ima eno vrstico samih nicel, je enaka 0.
Posledica lastnosti 3.



Lastnosti determinant (nadaljevanje)

7. Determinanta trikotne (spodnje ali zgornje) matrike je
produkt diagonalnih elementov.
Ce so vsi diagonalni elementi razli¢ni od 0, lahko z obi&ajnimi
vrsti¢nimi operacijami (Gaussova eliminacija) eliminiramo vse
poddiagonalne elemente, nato pa z istimi pivoti Se
naddiagonalne elemente. Potem uporabimo lastnost 3.
Ce je vsaj eden izmed diagonalnih elementov enak 0, z
eliminacijo dobimo vsaj eno nicelno vrstico in je (zaradi
lastnosti 6) determinanta enaka 0.

8. Transponirana matrika A’ ima isto determinanto kot A

Posledica: | Vsaka lastnost, ki velja za vrstice determinante, velja
tudi za njene stolpce.

» Determinanta spremeni predznak, ¢e med seboj zamenjamo
dva stolpca;

» Determinanta je enaka 0, ¢e sta dva stolpca enaka;

» Determinanta je enaka 0, ¢e so v vsaj enem stolpcu same
nicle.

Determinante 2 X 2

S pomodjo osnovnih lastnosti 1-3 izratunajmo determinanto

. a b
matrlkeA—[C d]'

Zaradi linearnosti (lastnost 3b) je
Al =

a 0
c d c d

+

0b|

Zaradi lastnosti 7 je prva determinanta enaka ad, pri drugi pa
najprej zamenjamo vrstici (lastnost 2) in Sele potem uporabimo
lastnost 7.

Konéni rezultat je |A| = ad — bc.



Determinanta 3 x 3
Podobno lahko izratunamo determinanto matrike 3 x 3

di1 412 adi3
d21 az2 az;s
d31 d32 4a33

Vsako vrstico raz¢lenimo v 3 enostavneje vrstice (npr. [a11 0 0]) s
pomocjo lastnosti 3b. Tako dobimo 27 enostavnih determinant.
Ko spustimo tiste, ki imajo vsaj eno ni¢elno vrstico ali stolpec, nam
ostane 6 determinant brez nenicelnih vrstic in stolpcev

di1 4d12 413
d21 d22 423
d31 d32 433
all 0 0 0 ai2 0 0 0 di3
= 0O a» 0 |+] O 0 ax3 |+ | a1 O 0
0 0 d33 a3l 0 0 0 d3o 0
all 0 0 0 aio 0 0 0 ais
+ 0 0 a3 |+|a1 O O |+ 0 ax» O
0 d3o 0 0 0 das3 a3l 0 0

Detrerminanta 3 x 3 (nadaljevanje)
Z upostevanjem lastnosti 3b lahko zapisemo

1 0 0 010

‘A‘ = a11a»a33| 0 1 0 |+ apaxaz1| 0 0 1
0 0 1 1 0 O

0 0 1 1 0 O

+ aizasiazxe| 1 0 O |+ aj1a3a32| 0 0 1

0 1 0 010

0 10 0 01

4+ aipasiazz| 1 0 O |+ a13a»pa31]/ 0 1 0

0 01 1 0 O

Za vsako determinanto Se prestejemo, s koliko menjavami vrstic
dobimo enotsko matriko in kon&no

Al =

— d114234d32 — d12d214d33 — d134d224d31

411822433 + 812a234831 + 8134214832



Kofaktorji

Determinanto 3 x 3 lahko zapiSemo tudi kot
|A| = a11(ax2a33—az3azn)+aia(azzazi—arias3)+aiz(aziasa—azrasi) .

V tej formuli so faktorji ajj pomnoZeni s kofaktorji Cyj, ki so, do
predznaka natancno, determinante Aj; dimenzije 2 x 2, ki jih
dobimo, ko v prvotni determinanti izpustimo vrstico in stolpec, v
katerih se nahaja ay;.

Kofaktorji elementov ite vrstice so C;j = (—1)"A;;. Razvoj
determinante po kofaktorjih je

det(A) = anC1+apCpo+---+ainCh.

Razvoj po kofaktorjih je uporaben predvsem takrat, ko ima matrika
veliko elementov enakih O.

4 x 4 determinanta s kofaktorji

1 2 3 4
5 6 7 8 |
0 10 11 12|
13 14 15 16
6 7 8 5 7 8 5 6 8 5 6 7
=110 11 12 (2| 9 11 12 (+3| 9 10 12 |-4| 9 10 11
14 15 16 13 15 16 13 14 16 13 14 15

Razvoj delamo lahko tudi po prvem stolpcu.



Racunanja determinant z Gaussovo eliminacijo

Ideja. izvajamo Gaussovo eliminacijo na (nerazsirjeni) matriki z
naslednjimi pravili:
(D1) Ce vse elemente v eni vrstici pomnoZimo z istim faktorjem d,
se vrednost determinante pomnoZi z d.
(D2) Vrednost determinante se ne spremeni, e vrstici pristejemo
katero drugo vrstico pomnoZeno s poljubnim faktorjem d.
(D3) Ce zamenjamo med seboj dve vrstici (ali stolpca), se spremeni
predznak determinante.
(D4) Ce so vsi elementi na eni strani glavne diagonale enaki 0,
potem je vrednost determinante enaka produktu diagonalnih
elementov.

Vse trditve, ki smo jih navedli za vrstice, veljajo tudi za stolpce!
Lastnosti (D1)-(D4) lahko uporabimo v kombinaciji z razvojem po
vrstici/stolpcu.

Zgledi:

>12

3 4

1 3 -4 1 2 3 1 2 3
» |2 8 -9 1 2 4 1 4 6
2 14 —4 2 5 6 1 6 9
1 010

>2110

0 01 2

01 01




Uporaba determinant - vektorski produkt

Vektorski produkt je posebna operacija, ki je definirana samo v R3.
Vektorski produkt vektorjev a = [a1, a0, as]” in

Definicija:
b = [by, by, b3]" je vektor
i j k
dy 4d2 as :(32b3—a3b2)i—(alb3—a3b1)j—|—(31b2—32b1)k

axb =
by by b3

Uporaba determinant - mesani produkt
ail b1 1
Mesani produkt vektorjev 3= |ax|, b= |by| in ¢ = || lahko
as b3 c3
zapisemo kot
dp d2 as
(5,b,8):5-(b><5): b1 b2 b3
ci G @3
» Vektorja 3, b sta kolinearna natanko tedaj, ko je a x b=0.
3, b, € so koplanarni natanko tedaj, ko je (&, b, c)=0

» Vektorji



Determinante in sistemi enac¢b

|zrek
Naj bo A matrika velikosti n x n. Naslednje trditve so
ekvivalentne:

1. det A #0O.

2. Vsi diagonalni elementi v vrsti¢no stopnicasti obliki so
neni¢elni (med drugim imamo v vsakem stolpcu pivot).

Homogen sistem AX = 0 je enoli¢no resljiv.
AX = b Je enoli¢no resljiv pri poljubnem beR"
AX=b Jje resljiv pri poljubnem beR"

Stoplci matrike A so linearno neodvisni vektorji.

N o O~ w

Vrstice matrike A so linearno neodvisni vektorji.

MnoZenje matrik

» Matriki Apxn In Bpxgq lahko zmnoZzimo, e je n = p.
> Amxn ) Bn><q - Cm><q-
» ¢;; je skalarni produkt i-te vrstice A in j-tega stolpca B.

n
cj =Y aixby
k=1

-1 -1 10 § _11 -6 -2 1
G | ] = | -9 Gl 3
2 3 40 5 . 9 -2 5



MnoZenje matrik
Naloga: Za matrike

1 2 1 3
A=1|3 4| ,B= 2 4 inCz[? _15 g]

5 6 -5 2

izracunaj

A-C

C-A

A-B

A-BT

Lastnosti matri¢nega mnozenja

A A T o A

Ne velja nuno A-B=B-A

A-(B-C)=(A-B)-C
(A+B)-C=A-C+B-CinA-(B+C)=A-B+A-C
Transponiranje produkta: (A-B)T =BT . AT

det(A- B) = det(A) - det(B).

Enotska matrika ali identiteta: Kvadratna matrika /,,, velikosti
m X m, ki ima enice po diagonali, sicer pa same nicle.

Za vsako matriko Anxn velja Amxn - Ih = Amxn in

Im ) Amxn — Am><n

7. Pazi! Obstaja A, B, davelja A- B =0.

8. Pazi! Za matri¢éno mnozZenje pravilo krajSanja ne velja!



Kvadratne matrike

Za kvadratno matriko A lahko definiramo potence

Al =A A2 =A. A A3 A% ...

Definiramo lahko tudi A° = /.

Potence matrik

Naloga: Potenciraj matriki

AN
I
o oo
oo w
I
o
=
oY)
I
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o~ O

o= DN



Inverzne matrike

Kvadratna matrika A je obrnljiva (tudi nesingularna), &e obstaja
matrika A~!, za katero velja

A-AT=AT A=,

Matriki A=! pravimo inverz matrike A.
Kvadratna matrika, ki nima inverzne matrike, je neobrnljiva ali
singularna.

Potenco obrnljive matrike lahko definiramo tudi za negativne

eksponente
AN — (A—l)n

Inverzne matrike

|zrek
Naj bo Anxn, Xnpx1 In Enxl- Naslednje trditve so enakovredne.

1. A je obrnljiva.

AX = b Je enoli¢no resljiv pri poljubnem beR"
AX=b Jje resljiv pri poljubnem beR"

det A #£ 0.

rangA = n.

A o



Inverzne matrike

Naloga: lzracunaj inverz matrike

-1 2 3
A= 2 -3 -7
-1 3 1

Inverzne matrike

Trditev

: a o .
Inverz 2 x 2 matrike A = [ c ] izracunamo po formuli




Matri¢ne enacbe
» /a matriki

[33] = ee[3d]

reSi matri¢no enatbo A- X = B.
» Resi matri¢no enacbo A- X - B = C, kjer je

1 2 3] -1 2 -1
A=|-23 1|, B=| 2 -1 2 in
3 2 —1 | 2 -2 1

48 —25 38
C=|23 —20 22
| 46 —41 34
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