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Matrike

Matrika dimenzije ali reda m x n je pravokotna tabelica m- n
(realnih) $tevil, razporejenih v m vrstic in n stolpcev.

a1 412 adi3 ... Aain

ax1 daxp a3 ... azp

AMXn — a31 432 ad33 ... a3p
| dm1 dm2 dm3 --- dmn |

A = (aj)1<i<m1<j<n



Linearne enacbe
Oglejmo si resitve enacbe

x + 2y + 3z = 0.

Kaj pa so resitve sistema enacb
x + vy + 2z =1
-X -y — z
2x + 4y + bz = 57

I
o

Sistem enacb

Sistem m linearnih enalb z n neznankami je zaporedje enacb

ajix1 + apxo + aizxz + .-+ ainxp = bx
ag1X1 + axnxo + axx3 + -+ aypxn, = b

azix1 + azxo +azzxz+ -+ apxp = bz

AmiX1 + ameX2 + am3x3 + -+ amnXn = bm



Matrike sistema

all dai2 ... din
d1 d22 ... ap ) :
matrika sistema

dml  dm2 dmn |

ail a2 ... an | b

a1 ax ... ax | b o L

_ razsirjena matrika sistema
| dml  dm2 amn | bm i

b1

: desna stran sistema
bm

Postopek resevanja sistema

Pravimo, da sta dva sistema enacb ekvivalentna, ¢e imata enake
reSitve. Sistem reSujemo tako, da ga menjamo z ekvivalentnimi
sistemi, dokler ne dobimo sistema, ki ga je zelo enostavno resiti.
Ekvivalentni sistem dobimo tako, da

(E1) Med seboj lahko zamenjamo dve enai&bi.

(E2) Posamezni ena&bi lahko pristejemo vetkratnik druge enalbe.

(E3) Enatbo lahko pomnoZimo z realnim $tevilom a, ki je razli¢no
od nic,

V resnici bomo operacije izvajali na razsirjeni matriki sistema:

(E1) Med seboj lahko zamenjamo dve vrstici.

(E2) Posamezni vrstici lahko pristejemo vekratnik druge vrstice.

(E3) Vrstico lahko pomnoZimo z realnim $tevilom a, ki je razli¢no
od nic.



Gaussova eliminacija — prvi korak

Gaussova eliminacija je postopek reSevanja sistema enacb, ki
temelji na zaporednem izlo¢evanju spremenljivk.

ail1 4di12 ... din b1
ar1 d22 ... dasn b2
| dnl dn2 ... dpn bn i
Prvi korak: Lahko privzamemo, da je vsaj eno od S$tevil ai1,...,an1

razli¢no od 0. Z zamenjavo vrstic doseZzemo, da je a1 # 0.
Elementu ai; reemo pivot.

Od druge vrstice odStejemo z ap1/a;; pomnoZeno prvo vrstico.
Od tretje vrstice odStejemo z a31/a;; pomnoZeno prvo vrstico.

Od i-te vrstice odStejemo z a;1/a11 pomnoZeno prvo vrstico.

Od zadnje vrstice odStejemo z ap1/a;; pomnoZeno prvo vrstico.

Gaussova eliminacija — naslednji koraki

Po prvem koraku Gaussove eliminacije je matrika sistema oblike

ail ai ... ann | b
/ / /
0 ay ... a,| b
/ / /
| 0 &, ... an, | by

(Sistem, ki odgovarja tej matriki, ima spremenljivko x; le v prvi
enalbi.)



Gaussova eliminacija — naslednji koraki

Po

Ce je a5, = 0, v drugen stolpcu pois¢emo nenitelno Stevilo in
ustrezni vrstici zamenjamo. Tako lahko smatramo, da je v drugi
vrstici na drugem mestu od 0 razli¢no Stevilo. To Stevilo
proglasimo za drugi pivot in podobno kot v prevem koraku Stevila
pod pivotom v drugem stolpcu spremenimo v nicle.

Postopek ponovimo na ostalih stolpcih. Tako dobimo matriko, pri
kateri so pod diagonalo same nicle

ail aik Al k+1 --- ain | b1
/ / / /
0 ay ay ... a,| b
/! 1 /!
0 0 azz ... 43, b3
/! /!
| 0 0 0 .. apn | by ]

Gaussovi eliminaciji — izra¢un neznank

Vsaka vrstica v tako predelani razsirejeni matriki predstavlja eno
ena¢bo sistema, ki ima 3e vedno isto resitev.
|z zadnje vrstice, ki pomeni enaébo z eno samo nezanako x, njeno
vrednost izraunamo

xp, = bl /al.
Njeno vrednost vstavimo v predzanjo enacbo

" 7, o
dn—1,n—1Xn—1 + dn—i,nXn = bn—l?

ki tako vsebuje le eno neznanko x,_1, ki jo izratunamo
!/ /!
Xn—1 = (bn—l - an—i,nxn)/an—l,n—l'

Postopek nadaljujemo do prve enacbe, iz katere izraunamo $e
vrednost neznanke xj.



Gaussov postopek Se enkrat

Katere operacije lahko izvajamo v sistemu linearnih enacb?

(E1) Med sabo lahko zamenjamo dve enalbi.

(E2) Posamezni enalbi lahko pristejemo vetkratnik druge enalbe.

(E3) Enatbo lahko pomnoZimo z realnim Stevilom a, ki je razli¢no
od nic.

V resnici bomo operacije izvajali na razsirjeni matriki sistema:

(E1) Med sabo lahko zamenjamo dve vrstici.

(E2) Posamezni vrstici lahko pristejemo vekratnik druge vrstice.

(E3) Vrstico lahko pomnoZimo z realnim Stevilom a, ki je razli¢no
od nic,

Cilj: v razsirjeni matriki sistema pridelati ¢imve¢ nicel pod

diagonalo.

Rang matrike in resljivost sistema

Rang matrike je $tevilo nenicelnih vrstic, ki jih dobimo po prvi ali
drugi fazi Gaussovega postopka.

|zrek
Sistem m linearnih enalb z n neznankami je resljiv natanko tedaj,
ko je rang matrike sistema enak rangu razsSirjene matrike sistema.



Gauss-Jordanova eliminacija — reducirana vrsti¢na
stopnicasta oblika

Ce sistem ima reitve, lahko nadaljujemo postopek (kot pri
Gaussovi eliminaciji) za elemente nad pivoti.

pi1 k... %k 0 X ... % 0 * 0 *
0 0O ... 0 py * ... x 0 x 0 =
0 O . 0 L 0 p3yy ... O
0 ... 0o ... 0 prs ... |* |
Postopek za¢nemo z najbolj desnim pivotom, nadaljujemo proti
levi.

Dobimo matriko v reducirani vrsti¢no stopnicasti obliki.
Spremenljivkam, ki odgovarjajo pivotnim stolpcem, pravimo glavne
neznanke. Ostalim neznankam pravimo proste neznanke.

Zgledi

I
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—-X -y - z
2x + 2y 4+ bz =5



Zgledi

x + y + 2z =1
X -y — z
2x + 4y 4+ bz =5

o

MnoZica reSitev sistema enacb

|zrek

Sistem linearnih enaclb je lahko brez resitev. To se zgodi natanko
takrat, ko s postopkom Gaussove eliminacije dobimo vrstico oblike
[0 O ... O0|a], pri &emer je a # 0.

|zrek
Ce sistem linearnih enacb ima resitev, potem ima

1. eno resitev natanko tedaj, ko je Stevilo pivotov enako stevilu
neznank sistema.

2. neskoncno resitev natanko tedaj, ko je stevilo pivotov manjse
kot ¥tevilo neznank. Ce ima sistem n neznank r pivotov,
potem resitve sistema tvorijo druZino, odvisno od n — r
parametrov.



Zgledi

5x + 3y + b5z 4+ 12t = 10

2x + 2y + 3z + 5t = 4
X + Ty + 9z + 4t = 2
Homogeni sistemi
Sistemu linearnih enacb
aiixi + aexe +axs + - +apxn, =0
ax1X1 + axnxo +axsx3+ - +aypx, =0
amiX1 +ameX2 + am3xX3 + -+ amnXn = 0

pravimo homogen sistem linearnih enacb.

Homogen sistem enacb je vedno resljiv, saj je xy = xp = - - -

vedno resitev. Tej reSitvi pravimo trivialna resitev.



Resljivost homogenega sistema

|zrek
Homogen sistem ima netrivialne reSitve natanko tedaj, ko je rang
matrike sistema manjsi od Stevila neznank.

Zgled
Naloga: Pois¢i vse reSitve homogenega sistema enacb
1xq + 2x 4+ 3x3 + 4x4 + bxs = 0
Ixq + 2% + 43 + 6xq + 8xs = 0
Ixq + 2 4+ 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0
1x;, + 2x + 5x3 + 10xa + 12x5s = O
1 2 3 4 5|0]]
1 2 4 6 8|0
1 2 4 8 9|0
| 1 2 5 10 12 |0 |
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