Absolutna vrednost
x ; x>0
-x ; x<0
[x| > 0 za vsak x € R
x| = Ixlly]
trikotniska neenakost: |x + y| < [x| + |y|
-1 z=x+Iy.
(xtu)+i(y£v)

x| =

kompleksna 3tevila % =
(x+iy)£(u+iv)=
(x+iy) - (u+iv) = (xu—yv) + i(xv + yu)

(x+ i)/t iv) = xu+ yv —i(xv — yu)

w4+ 2
Z=z
1+2=21+2
=712
z+ZzZ=2Rez, z—-z=2ilmz

razteg, ¢e je a > 1,
kréenje, e je 0 < a <1
zrcaljenje Eez koordinatno izhodis&e, ¢e je a = —1.

|z| =Vzz = /x2+ y?

|2122| = |21]|z2|
2| = ||

|z1 + 22| < |z1] + |z2]

z = |z|(cosp + isinp)

Eulerjeva formula: €% = cos o + isin

Polarni zapis se poenostavi: z = |z|e'?.

MnoZenje se poenostavi: z1z; = \zlﬂzz\e (p1+¢2)
Stevila z = ', € R s0 na enotski kroznici |z| = 1.
zZ=|zle”"¥

z" = |z|"e!™  de Moivrova formula

-1_ ie*w
||
2 — @e"(\’ﬁl*’m)
n |z

preslika krog |z| <1,
obmotje {z | |z| <1,Rez > 0},
kvadrat |x| + [y| =1,

7= {/]a| € +3kﬁ, k=0,...n—1
a=|ale’?
Zaporedja

Zaporedje (a,)n je navzgor omejeno, & ima zgornjo mejo, to je
tako Stevilo M € R, da je a, < M za vsak n € N.

Zaporedje (an)n je navzdol omejeno, &e ima spodnjo mejo, to je
tako Stevilo m € R, da je a, > m za vsak n € N.

Zaporedje je narastajoce, &e je a, < apt+1 za vsak n, in je
padajoce, &e je ap > ap41 za vsak n.

Zaporedje (ap) je konvergentno, € ima limito. Sicer je
divergentno.

nILn;C(an+bn) =a+b

lim a,b, = ab
n—oo

Ceje by#£0zavsak nin b0, je
lim 3 _ 3
Jim =
Vrste
S a0, > konvergira, e je |[q| < 1,
> divergira, & je |g| > 1.
Sm+1 Sm+ am+1

Vsota vrste je limita lim S, = S.
m—oo

Za|g| <1je
oo
n 2 n 1
Zq =l+g+q +--+gq toe=q
n=0 —4q
agM
Do aq"=aq" +ag b tag = g .
=M

Ce je vrsta konvergentna, je lim a, = 0.
n—o0

» Pazil Pogoj ni zadosten.
" -1
» Zgled: harmoni¢na vrsta Z — ni konvergentna.
n
n=1
» Leibnizov kriterij: e zaporedje a, monotono pada proti 0 in
o0
so vsi Eleni a, pozitivni potem je Z(—l)"

n=1
» Primer: Z

n=1

- a, konvergentna.

> obstaja xum € [a, b], kjer je f(xm) =

funkcije

eksplicitno: y = f(x), denimo y = v/1 — x2
implicitno: F(x,y) =0, denimo x> +y2—1=0,y >0
parametri¢no: x = x(t), y = y(t), denimo

x =cost, y =sint, t € [0,7]

soda, te je f(—x) = f(x) za vsak x € Dr

liha, &e je f(—x) = —f(x) za vsak x € Dy.

Vsaka vodoravna premica seka graf surjektivne funkcije v vsaj
eni totki.

Graf injektivne funkcije seka poljubno vodoravno premico v
najvet eni totki.
(g0 f)(x) = &(f(x)),

Za funkcijo f(x) = %5 poisimo inverzno funkcijo.

Najprej v izrazu y = $*; zamenjajmo x in y,dadobimo x = %y
nato pa iz te enatbe |zraéunajmo y:

g(x) = f(x — a) vodoravni premik za a v desno
g(x) = f(x) + ¢ navpi¢ni premik za ¢ navzgor
g(x) = (%) vodoravni razteg za faktor a
g(x) = cf(x) navpitni razteg za faktor ¢
gx) =
g(x) = f(—x) zrcaljenje preko osi y
Darctan = R, Zarctan = (=5, 5)
R, Zarceot = (0, 7)

velja zveza: arctan x + arccotx = 3

—f(x) zrcaljenje preko osi x

Darccot =

Limita funkcije

lim (£(x) + g() = L+ K
)!Ta((xf(x)) =al zavsak a € R
)!\'EL f(x)g(x) = LK

f(x)

e je K #0, je )‘(Ta 200

L
=%

Stevilo L je leva limita funkcije f v totki a, ¢e za vsak £ > 0 obstaja
tak § > 0, da je |f(x) — L| < e, ¢eje a—d < x < a. Oznatimo:

L= )|(I/ma f(x) = XILT- f(x).

Stevilo L je desna limita funkcije f v toZki a, ¥e za vsak £ > 0
obstaja tak d > 0, da je |[f(x) — L| <c, Eejea<x < a+d.
Oznatimo:

L= lim f(x) = lim f(x).
xNa x—a*

Funkcija f je zvezna v toZki a natanko tedaj, ko je

lim f(x) =

S f(a) = lim f(x).

xNa

Izrek

Ce je lim g(x) = L in je funkeija f zvezna v to¥ki L, je
x—a

lim (F 0 £)(x) = (L).

Torej lahko zamenjamo vrsti red ratunanja limite in vrednosti
zvezne funkeije.

Zgled: Izratunajmo limito lim sin(3x2 + )
x50

» Bisekcija
» Sekantna metoda

> a=xpin b= x zafetna priblizka,
F(Xn-1)(Xn-1 — Xn—2)
(1) — Fam2)

1+vE ~ 1.618 (zlati rez).

P Xp = X1 —

P red metode: o =

» Splosna iteracija
» Enatbo zapidemo v obliki g(x) = x (na primer (f(x)+x) = x).
> e je rekurzivno zaporedje xp, X, = g(x.—1) konvergentno,
konvergira proti eni od reitev.

» Red metode (in konvergenca) je odvisen od odvoda funkcije
g(x) v refitvi.

Za funkcijo f, ki je zvezna na zaprtem intervalu [a, b], velja
» f omejena na [a, b], tj. obstaja

M = max{f(x); x € [a,b]}, m=min{f(x); x € [a, b]}
M in xm € [a, b], kjer je
f(xm) = m (tj. M in m sta maksimum in minimum, ne le
supremum in infimum)

» za vsako vrednost y med min M, m < y < M, obstaja totka

x, € [a, b], kjer je f(x,) =y, tj. enatba f(x) =y ima reSitev
na intervalu [a, b].

f Flu(x))e/ (x) dx = [ F(u) du

(mfp)2+(yfq)2=r2
224y +ar+by+c=0

Odvod
(f+8)(x)

(afY (x) = af'(x)

=f'(x)+&'(x)

(f8) (x) = F'(x)g(x) + f(x)g'(x)

<@)/ _ f(¥e(x) — f(x)g'(x)
g(x) (8(x))?

(fog)(x)="f(g(x))g'(x) -

. kjer g(x) #0
. posredno odvajanje funkcij

(FH(F(x) = Kjer f'(x) # 0.

f’( )’
fx) (<)
X axo 1
e e
a* a¥loga
log x %
log, x ﬁga
sinx cos X
€os x —sinx
tan x 5512;
cot x G’
arcsin x L
12
arctan x e

Tangenta v xp : y = f(x0) + '(x0)(x — x0).

Tangenta se blizu xg dobro prilega grafu f. Zato jo uporabimo
za priblizke bliznjih vrednosti:

f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h

Zgodovinska oznaka: f/ = B';% oziroma df = f'dx.

Izrek

f: [a, b] = R (vsaj) dvakrat odvedljiva funkcija in xo € (a, b)
stacionarna tocka funkcije f.

> Ce f"(x0) > 0, potem je v xo lokalni minimum.

> Ce f(xo) < 0, potem je v xo lokalni maksimum.

Ceje ;!@a f(x) = )I(ing(x) =0, je

Cf(x) ()
et T Am )
Ceje )!i;naf(x) = )I(iﬂﬁzg(x) = oo, je
) (%)
g6 g0

Pravili veljata tudi za enostranski limiti, ko gre x — oo ali
X — —00.

Taylorjev polinom stopnje n:

Tn(x) = f(XO) + f’(xo)(x — XG) 4ot &('XD)(X _

Nedolo&eni integral

(a3
dx =
/x Ix arl

“dx ="+ C

/cosxdx:sinx+C
d

/%:tanx#—C
cos? x

. d
=arcsinx + C x

/L _dx
V1-—x2 1+ x2

1y Ca#t-1 /X’ldx:|0g|x\+C

/sinx dx = —cosx+ C

=arctan x + C
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Dologeni integral

b
[rs=r-p P= [0~ g0y ex

kjer je Py plodtina dela nad osjo x in P plo3ina dela pod osjo x.

I

Lastnosti doloZenega integrala
f : [a, b] — R integrabilna.

1. ff(x)dx - f F(t) dt

2. /:f(x)dx 7j;bf(x)dx
3. /af(x)dx:D

a
4. Linearnost:

/ab(f(x) +g(x)) dx = f F(x) dx + /;bg(x) dx

br.tf(x) dx =« ’ f(x) dx
/ I

5. jabf(x) dx:/:f(x) dx+/cbf(x) dx za vse ¢ € [a, b]

6. Ce je f liha, je] f(x) dx = 0.

a

7. Cejef soda,je]

—a

f(x) dx:2/af(x) dx.

8. Monotonost: Ce je f(x) < g(x) na [a, b], je

a

9. ‘/ﬁbf(x) o gfa () dx

10. Ce je m = min{f(x) | x € [a, b]} in
M = max{f(x) | x € [a, b]}, je

b b
f(x) dx i[ g(x) dx.
b

b
mib—a) < / F(x) dx < M(b — )
Povpre&na vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je
b b b
f F(x) dx = F(b) — F(a) = F(x)|® = [F()]",
a

f: [a, b] — IR pozitivna funkcija. Naj bo T vrtenina, dobljena
z vrtenjem grafa f okoli x osi na [a, b].

Matrike

(E1) Med seboj lahko zamenjamo dve enatbi.

(E2) Posamezni enatbi lahko pristejemo vetkratnik druge enacbe.

(E3) Enatbo lahko pomnoZimo z realnim &tevilom a, ki je razli¢no
od nit.

V resnici bomo operacije izvajali na razsirjeni matriki sistema:

(E1) Med seboj lahko zamenjamo dve vrstici.

(E2) Posamezni vrstici lahko pritejemo vetkratnik druge vrstice.

(E3) Vrstico lahko pomnoZimo z realnim 3tevilom a, ki je razli¢no
od nit.

Rang matrike je $tevilo nenitelnih vrstic, ki jih dobimo po prvi ali
drugi fazi Gaussovega postopka.

lzrek
Sistem m linearnih enacbh z n neznankami je resljiv natanko tedaj,
ko je rang matrike sistema enak rangu raz&irjene matrike sistema.

Ce sistem ima regitve, lahko nadaljujemo postopek (kot pri
Gaussovi eliminaciji) za elemente nad pivoti.

P11 * * 0 * + 0 * 0
0 0 0 pox  * * 0 = 0 =
0 0 0 0 p3 0
0 0 0 prs *

Postopek zaZnemo z najbolj desnim pivotom, nadaljujemo proti
levi.

Dobimo matriko v reducirani vrsti¢no stopni¢asti obliki.
Spremenljivkam, ki odgovarjajo pivotnim stolpcem, pravimo glavne
neznanke. Ostalim neznankam pravimo proste neznanke.

lzrek
Sistem linearnih enacb je lahko brez reitev. To se zgodi natanko

takrat, ko s postopkom Gaussove eliminacije dobimo vrstico oblike

o o

lzrek
Ce sistem linearnih enach ima resitev, potem ima

0|a], pri &emer je a # 0.

1. eno resitev natanko tedaj, ko je Stevilo pivotov enako $tevilu
neznank sistema.

2. neskon&no reditev natanko tedaj, ko je Stevilo pivotov manjse

kot &tevilo neznank. Ce ima sistem n neznank r pivotov,
potem reditve sistema tvorijo druZino, odvisno od n — r
parametrov.

lzrek

Homogen sistem ima netrivialne resitve natanko tedaj, ko je rang

matrike sistema manj$i od Stevila neznank.

Kofaktorji

1. Ne velja nujno A-B=B-A
2.A-(B-C)=(A-B)-C
3.(A+B)-C=A-C+B-CinA-(B+C)=A-B+A-C
4. Transponiranje produkta: (A-B)T = BT - AT
5. det(A- B) = det(A) - det(B).
6. Enotska matrika ali identiteta: Kvadratna matrika I, velikosti
m x m, ki ima enice po diagonali, sicer pa same ni&le.
Za vsako matriko Amyxn velja Amxn - I = Amxn in
Im - Amxn = Amxn
7. Pazil Obstaja A, B, da velja A-B =0.

8. Pazi! Za matri&no mnoZenje pravilo krajsanja ne velja!

b al  [& a
prostornina: V(T) = ﬂ—[ fz(x)dx MeZani produkt vektorjev 3= |ax|, b= |by| inC= || |
El a3 bs =)
b zapiemo kot
povriina plas&a: P(T)= 27r/ f(x)y/1+ (F'(x))2dx . ) n @
? (@ b,c)=a(bxc)=| b b bs
a o c
Dolzina loka grafa y = f(x), a< x < b: Ten
b
(= ] J1+ (F1(x))2 dx
a
Vektor U
a+b=>b+a
a1 b a; + by (4 5) L (5 4)
. 2 by a + by atb)+c=a+(b+c
it+b= + = .
an t;n an + by 0 Razdalja totke od ravnine
- 0
0= . | invelja
: r—ra)-a
a aa; 0 d(T.x) = [T _a): 7
. az az » 740=73 ”ﬁ“
ad=a = > 54 (-1)3=0
an wap, . a-b -
a(83) = (af)azavse o, B € R PI'UJg(é') = H5H2 b

lall = Va- &

R? R3

- =5 1 0 s nd _ a L 0 0 g

ra = =a 0 + a2 1 =ail+azj fa=|a | =a |0 |+a|1l|+a| 0| =aita
@ a3 0 0 1

Lastnosti determinant

1. det(/) = 1 determinanta enotske matrike je enaka 1.

2. Ko v matriki zamenjamo dve vrstici, determinanta spremeni

predznak.
c d

a b

a b
c d

3. Determinanta je linearna funkcija vsake vrstice posebej.

ta tb 4 c d

c d a b
at+a b+b | |a b a v
c d “led|T|c 4

. Matrika z dvema enakima vrsticama ima determinanto 0.
Posledica lastnosti 2.

. Ce v matriki od poljubne vrstice odStejem mnogokratnik neke
druge vrstice, se determinanta ne spremeni.
Posledica lastnosti lastnosti 3 in 4.

Posledica: | Pri Gaussovi eliminaciji se determinanta matrike

ohranja (ali kvetjemu spremeni predznak, e menjavamo
vrstice).

. Matrika, ki ima eno vrstico samih niZel, je enaka 0.
Posledica lastnosti 3.

7. Determinanta trikotne (spodnje ali zgornje) matrike je
produkt diagonalnih elementov.
Ce so vsi diagonalni elementi razli¢ni od 0, lahko z obiZajnimi
vrstiénimi operacijami (Gaussova eliminacija) eliminiramo vse
poddiagonalne elemente, nato pa z istimi pivoti e
naddiagonalne elemente. Potem uporabimo lastnost 3.
Ce je vsaj eden izmed diagonalnih elementov enak 0, z
eliminacijo dobimo vsaj eno ni¥elno vrstico in je (zaradi
lastnosti 6) determinanta enaka 0.

8. Transponirana matrika A7 ima isto determinanto kot A

Vsaka lastnost, ki velja za vrstice determinante, velja

tudi za njene stolpce.
» Determinanta spremeni predznak, ¢e med seboj zamenjamo
dva stolpca;
» Determinanta je enaka 0, e sta dva stolpca enaka;
» Determinanta je enaka 0, ¥e so v vsaj enem stolpcu same
nile.

|A] = a11(a0a33—az3a32)+a12(a23a31—a21a33) +a13(az1 332 —a20231) -

Inverz 2 x 2 matrike A = l z 5 J izratunamo po formuli
1 d -b
A= —
det A [ —-c a ]

i
4 a a3
by by b3

axb= = (aab3—a3by)i—(a1 bs—asby )i+ (a1b2—azb1 )k

ahko Razdalja med premicama P in Ps.

axé& |
l& = &l|

rg)-l

(ra—

A — fg, €1, &
d(p1, p2) = (Fa—rg 192)’

& x &l

Razdalja totke od premice

I(Fr — 7a) x €]

[l€]

d(T,p) =

(FT—FA)x%

Z eliminacijo parametra pa e kanoni¢no enatbo premice
_Yy—a zZ—a
e es

X —a

€1

Normala na ravnino £: 7= AB x AC L z,
AcL.
Parametrizacija £ : p(t,s) = Fy + t- AB +s- Ac.

. a by absy — azby
axb=1a | x| b | =] azb) —a1bs
a3 by aiby — aby

Kot ¢ med vektorjema &'in Eje doloten z enakostjo
ib

ERE
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