Stekalis¢e zaporedja
@ Intuitivno: StekaliSce zaporedija je Stevilo k kateremu se ‘steka’ neskon¢no
Clenov zaporedja.
@ NatancCneje povedano: StekaliS¢e zaporedja je tako Stevilo, da je v vsaki
njegovi okolici neskon¢no Clenov zaporedja.
@ Zaporedje ima lahko vecC stekaliS¢ (na sliki so ¢leni zaporedja z dvema
stekaliS¢ema predstavljeni kot tocke v ravnini (n, an)):

°
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Primer takega zaporedja je na primer an = % +(-1)". ”Zan Vizualizacija
https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b

Limita zaporedja
Limita zaporedja je tako Stevilo, da je v vsaki njegovi okolici neskon¢no Clenov,
zunaj te okolice pa konéno ¢lenov zaporedia.

@ Lahko re¢emo tudi: Limita zaporedja a, je tako Stevilo L, da za vsak € > 0
obstaja tak indeks N € N, da velja |L - ap| < e zavse n > N.

@ Limito zaporedja an oznacimo nlim an.
— OO

@ Zaporedje ima lahko ve& stekali$é. Ce ima zaporedje ve¢ stekali$¢, nima limite.

@ Zaporedje ima lahko tudi eno samo stekalisce, pa vseeno to stekali§Ce ni nujno
limita.

@ Limita zaporedja je stekali§¢e. Obratno pa ni nujno res.

Konvergentno zaporedje
Zaporedje je konvergentno, Ce ima limito. Sicer je divergentno.
@ NarascajoCe in navzgor omejeno zaporedje je konvergentno.
@ Padajoce in navzdol omejeno zaporedje je konvergentno.



https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b

Racunanje limit
Ceje lim anp=ain lim by = b potem velja:
n—oo n—oo

Q@ lim(ap+bp)=a+b

n—oo
Q limap-bp=ab

n—oo
© Cejebp+0zavsakninb+0,je lim % =2,

n—oo bn b

O cejean>0zavsaknina>0,je lim aln = ab.
— 00

Primer 1

a,,=1,b,,=15—>n|im(1+15)=1

Primer 2

an=3,bp= 1 — lim (37)=0

Primer 3

2
Radi bi izracunali nlim (n+2)" Najprej poracunamo

oo 3M2+n+1°

(n+2)? n2+4n+4_1+4,1—7+4#

3 +n+1 3m+n+1 3+1ﬁ+i2
n

1 1 1,1
Vzamemo ap =1 +4- +4? in b”=3+ﬁ+n_2'

2
Kerje lim ap=1in lim by =3, izratunamo lim 22~ _ 1,
n—oo n—oo n— oo 3n¢+n+1 &

Primer 4
Radi bi izradunali nlim 2.
Zapigemo /2 = 27. Ker je lim 2=2in lim 1-0je

lim U2 = lim 25 =20 = 1,

n—oo n—oo




Izrek ‘o sendivcu’

Ce zavsak nvelja an < bn < cpin lim ap= lim ¢y = a, je tudi
N—oo nN—oo

||m bn =a.
n—oo
Graficni prikaz
Vizualizacija: ; e Pt

https://www.geogebra.org/m/dwzvubrx
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Primer

Izradunajmo lim sno2 —
n—oo N

-1 < sinn < 1
=1 < sinn < 1
n n n
S . sinn L
=1 < < A
LU U R Ly
0 < lm==:™™ < 0
n—oo n
Primeri zaporedij
@ an= (1) nlim (=1)" ne obstaja.
© ap=0.333...3 . ... lim an =1
N—— n—oo
n
-1 im & =
@ 8N = g nILn;Io 2
_ (1—n)3 . (1—n)3 _ 1
@ 8N = oo m i e nILrQo Tio2i38 = 3
* _ 1\ . 1\ _ ,_
@ *an=(1+7) oo lim (1+7) =e=2,71828...
* _ 1\=" N
@ fan=(1-7) ., nII—>no]o(1_E) =e=2,71828...

=1

y
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Vrste

Se o zaporedjih

Zaporedja Stevil Ze poznamo. Na primer
1,2,3,4,5,...

je zaporedie, ki ga krajSe in toCneje zapiSemo kot a, = n. Zaporedija so lahko konéna
ali neskonéna. Se posebej ko zapisemo zaporedie s splognim &lenom, imamo v
mislih neskonéno zaporedje. Zaporedje je pa seveda lahko tudi konéno. Ponovimo,
pri zaporedijih smo znali obravnavati

@ nara$canje in strogo naras€anje

@ padanje in strogo padanje

@ omejenost, omejenost navzgor in omejenost navzdol
@ stekaliSCa

@ limite (konvergentnost in divergentnost)

Zapisimo nekaj zaporedij s sploSnim ¢lenom in nakazimo pripadajoce kon¢no
zaporedje 5-ih ¢lenov ter ustrezno neskoncno zaporedije:

splosni ¢len | zaporedje 5-ih ¢lenov | neskonéno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,...
an=(-1)"| -1,1,-1,1, -1 -1,1,-1,...
an=1 11111 111

"™ n 17273745 1223 """

an = —— 1111 1 1 1 1

n= n1 172747816 207 17 p2 °°*

Precej ocitni so naslednji razmisleki:

@ O nara$canju in padanju lahko govorimo tako pri kon¢nih kot pri neskon¢nih
zaporedijih. Za zgornja zaporedja hitro ugotovimo, da je prvo narascajoce in
strogo narascajoce. Drugo ni niti narascajoce niti padajoce. Tretje je padajoce
in strogo padajoCe. Prav tako je Cetrto zaporedje padajoce in strogo padajoce.




splosni ¢len | zaporedje 5-ih ¢lenov | neskoncno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,...
an=(-1)"1] -1,1,-1,1,-1 -1,1,-1,...
an=1 r1111 111

"~ n 1227374 10273 """

an = — 1111 1 a1 1

n = on-1 17274°8° 16 200 21722 """

@ O omejenosti lahko govorimo tako pri koncnih kot pri neskonénih zaporedjih.
Seveda so vsa konCna zaporedja omejena. (Razmislimo zakaj!) Za neskon¢na
zaporedija pa je razmislek o omejenosti lahko bolj zapleten. Razmislimo da za
zgornja neskoncna zaporedja velja naslednje: Prvo je omejeno navzdol, ni pa
omejeno navzgor. Drugo je omejeno (navzgor in navzdol). Prav tako sta tretje in
Cetrto zaporedje omejeni (navzgor in navzdol).

@ Pri kon¢nih zaporedjih je nesmiselno govoriti o stekalis¢ih, oziroma, kon¢no
zaporedje gotovo nima stekaliS¢. Za zgornja neskonéna zaporedija velja: Prvo
nima stekaliS§¢. Drugo ima dve stekaliSCi in sicer 1 in —1. Tretje ima eno
stekalisCe in sicer 0. Prav tako je 0 stekali§Ce Cetrtega zaporedja.

splosni ¢len | zaporedje 5-ih ¢lenov | neskonéno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,
an=(-1)"1] -1,1,-1,1,-1 -1,1,-1,

an=1 r1 111 111

n—n 172737 4> 12273

an = — 1111 1 a1 1

W= g 17274°8> 16 20 217 22

@ Pri kon¢nih zaporedjih je nesmiselno govoriti o limitah, oziroma, koncno
zaporedje gotovo nima limite. Za zgornja neskonéna zaporedija velja: Prvo nima
limite. To bi lahko sklepali ze iz dejstva, da nima stekali§€. Drugo nima limite.
Tudi to bi lahko sklepali iz dejstva, da ima zaporedije dve stekaliSCi. Tretje ima
limito 0. Prav tako je 0 limita Cetrtega zaporedija.




Kaj je vrsta?

Vrste

Vrsto lahko razumemo (oziroma je v matematiki definiramo) kot vsoto ¢lenov

zaporedija. Intuitivno si vrsto predstavljamo kot zapis, kjer smo ’v zaporedju vejice
zamenijali s plusi’. V primeru zgornjih §tirih, oziroma osmih zaporedij, bomo, e

vejice zamenjamo s plusi, dobili

splosni ¢len | vrsta 5-ih lenov neskonc¢na vrsta
an=n 1+2+3+4+5 1+2+3+...
an=(-1D)"| -1+1-1+1-1 -1+1-1+
-1 r,.1, 1, 1.1 14141
an =5 itat3ztgts | 1tat3t.
- r,1, 1+ 1 1,1, 1
an = 5p Ttatstgtis | Tttt

Iz kon¢nih zaporedij tako dobimo konéne vrste (ali v tem primeru upraviceno

reCemo kar vsote), ki jih vedno lahko izratunamo.

V zgornijih §tirih primerih bi tako vsote (kon¢ne vrste) zaporedoma izracunali

1+2+3+4+5=15
“1+1-1+1-1=-1

+

+
NI —= N =

Pri neskonénih vrstah so pa stvari bolj zapletene in tudi bolj zanimive. Dobesedno o

vsoti neskonéno mnogo ¢lenov ne moremo govoriti, saj je nemogoce dejansko

sesteti neskon¢no ¢lenov.

Preden natancneje pogledamo, kaj neskonéna vrsta sploh pomeni, si na zgornjih

Stirih primerih oglejmo intuitiven pomen 'neskoncnega sestevanja’.




Intuitivni pogled na neskoncno vrsto

@ Kajbi1+2+3+4+5+... sploh lahko pomenilo? Oc¢itno je, da z dodajanjem
(sestevanjem) vedno vecjih zaporednih Stevil ta 'skupna vsota’ postaja vse
vecja, oziroma, da so vsote, ki jih tako dobivamo neomejene. Smiselno bo torej
reCi, da v takem primeru neskonéne vsote ni mogoce smiselno izraCunati,
oziroma, da vsota ne obstaja. Vsoto si lahko predstavljamo kot potovanje v
desno na nacin, da je vsak korak Se dalj$i od prejSnjega. Neobstoj vsote si
lahko predstavljamo kot neomejenost potovanja v desno.

@ Kajpa-1+1-1+...? Ce turazmigljamo, da bi vsoto zageli raCunati z
zaporednim dodajanjem Clenov, bi izmenoma dobili vsoto —1 in 0. Ce
sestejemo pet ¢lenov dobimo -1, Ce seStejemo Sest ¢lenov dobimo 0, Ce
seStejemo sedem Clenov dobimo spet -1, ..., Ce seStejemo 131 ¢lenov dobimo
-1, Ce sestejemo 132 ¢lenov dobimo 0 in tako naprej. Na drugacen nacin kot v
prejSnjem primeru, a spet se zdi, da je to neskonéno vsoto nemogoce
izraCunati, oziroma, da ne obstaja. Vsoto si lahko predstavljamo kot potovanije,
kjer naredimo en korak v desno in naslednjega v levo. Neobstoj vsote si lahko
predstavljamo kot neskon¢no spreminjanje lege.

@ Primer 1 +1+1+1+. .. jespetpovsem drugagen in bomo videli pozneje, tudi

zapleten. Z vsakim pristetim Stevilom sicer vsoto pove¢amo, a dodajamo vse
manjsa Stevila in ni Cisto jasno, kaj to pomeni. Vsoto si lahko predstavijamo kot
neskonéno potovanje v desno, pri cemer so nasi koraki sicer vse krajsi, a
vseeno nikakor ni jasno, kako dale€ uspemo priti.

@ Primer 1 + 1+ 1+ 1+ .. jepouten in intuitivno poveden. Tu lahko zaporedno
priStevanje ¢lenov razumemo na sledeci nacin. S prvim ¢lenom smo pri 1 torej

na polovici poti med 0 in 2. Ko dodamo % smo razdaljo do 2 Se razpolovili. Ko

dodamo Se }f, smo preostanek poti do 2 ponovno razpolovili in tako naprej v
neskoncnost. Tu postane pomen te vsote precej drugacen in intuitivno jasen.
Ocitno je, da se vse bolj priblizujemo Stevilu 2. Dlje kot seStevamo, blizje smo 2
(skica spodaj). V tem primeru bo torej smiselno reci, da ta neskon¢na vsota
(neskonc¢na vrsta) obstaja in je enaka 2.

I L = 1
4 5

9

Intuitivno pomen te (geometrijske) vrste lepo ponazori dinami¢na vizualizacija
https:/ggbm.at/xruhpnuw V' https://www.geogebra.org/m/veaeckmg5.



https://ggbm.at/xruhpnuw
 https://www.geogebra.org/m/veaekmg5

Definicija (konCne) vrste

Vrsta je lahko kon¢na vsota Clenov:
ay +ap +as+ -+ ag,

ki jo zapiSemo krajSe s sumacijskim znakom

a+a+tag+-+ag=y. a.

Primer 1

@ Za a; = i lahko zapiSemo:

5
142+3+4+5=>"i=15
i=1

100
1+2+3+---+499+100= > i=5050
i=1

Primer 2

® Za a; = 1 lahko zapisemo:

51 137
Z7=i_2.2833

i=1

11 1 1771
LERLELPPLINE R4
17 7 Z/




Definicija (neskonéne) vrste

(Neskoncna) vrsta je simboli¢na vsota
ayt+a +az+...,

ki jo zapiSemo krajSe s sumacijskim znakom
oo
al+a+ag+--=>. a.
i=1

Njena vrednost je doloc¢ena z limito

ai+a+ag+---=lim(ag+a+az+---+an)
n—oo

ali s sumacijskim znakom

oL

n—oo %

n
aj= lim Za,-
i=1

-
]
-

Za neskonCno vrsto a; + ap + as +--- = 3. &, recemo, da je
n
Sh=ai+a+ag+--+an=, a
i=1

n-ta delna vsota te vrste. Vrednost neskoncne vrste torej definiramo kot limito
njenih delnih vsot.

oo n
Vrsta Z a; je konvergentna, Ce je konvergentno zaporedje delnih vsot Sy, = Z a;.
i=1 i=1

Vrsta je torej konvergentna, ¢e lahko smiselno govorimo o njeni vsoti. Vrsta, ki ni
konvergentna, je divergentna.

Geometrijska vrsta

Spomnimo se produkta vsote in razlike in mnozenja polinomov/izrazov.

(1-x)(1+x) - 1_x2
(1-x)(1+x+x?) = {_y8
(1-x)(1+x+x%+x3) = 1-x*
1) (14 xtxX2 4 e x™) = - xn+
(
Od tu dobimo formulo
2 p o 1—x™1

T+X+X+---+Xx =
1-Xx




Geometrijska vrsta - nadaljevanje

Spomnimo se, da je
a,aq,aq’,aq’,...,aq", ...

geometrijsko zaporedje z zaCetnim ¢lenom a in kolicnikom q. Konc¢ni vsoti

n .
Mag =a+aq+ag®+aq® +---+aq"

i=0

bomo zato rekli (kon¢na) geometrijska vrsta. 1z zgornje formule takoj dobimo
n . 1= qn+1
Mag =a+ag+ag®+ag®+---+aq"=a——.
i=0 1-q

Neskoncni vsoti

oo .
a+ag+ag®+ag®+---=> aq
=0

bomo rekli (neskon¢na) geometrijska vrsta. Po definiciji (neskonCne) vrste je zato

>%0aq  =limpae X gaq =
=limp—e(@+ag+aq® +aq® +---+aq") =
=a-limpse(1+9+G°>+g°+---+q@") = in po prejdnji formuli
1_qn+1

= a-limn_,oo 1_q

Geometrijska vrsta - nadaljevanje

Ker je
0, =zalqg|<1
lim q" = lal
n—o0 o zalq|>1
dobimo
1-— n+1 L’ za <1
lim —9 _) T4 &l
nseo 1-q ne obstaja za|q| > 1

Torej za vsoto (neskoncne) geometrijske vrste velja

oo _a_
>aq =y 7
i=0 ne obstaja za|q|>1

zalq| <1




Primer 1

Zaa=1inqg= 3 inkerje | | < 1, dobimo konvergentno vrsto

1 1 1 > 1 1
1+-+-+=-+:---=) — =
2 4 8 l'=02/ 1-—

T =2
2

katere vsota se ujema s Cetrtim primerom ’intuitivne obravnave’ na zacetku tega
poglavja.

Intuitivni VpOg'Gd v numericni izracun https://www.geogebra.org/m/vrj77ckq.

Primer 2
Zaa=2inq= 3 inkerje | | < 1, dobimo konvergentno vrsto
2 2 2 ad 2
2+ -+ — Z =3,
2t 1
3 3 =3 -1
Primer 3

Zaa=1ing= % in ker je |%| < 1, dobimo konvergentno vrsto

1, = 1 1 V3
1+ —+

V3 373/3" ._Z(:)\/ﬁi:1—% Va1

Primer 4

Zaa=1inq=+/3inkerje /3| > 1, dobimo divergentno vrsto

1+\/§+3+3\/§+---=Z\/§i.
i=0



https://www.geogebra.org/m/vrj77ckq

Splosno o konvergencah vrst - nadaljevanje

e Ceje vrsta 2 an konvergentna, je ||m an=0.
n=1

@ Obratno pa ni nujno res. Harmonicna vrsta

1 1 1
=1+ -+-+-+...

i 1

=n 2 3 4
ni konvergentna. To je nekoliko tezje razumeti in dokazati. Pomeni pa, da Ce bi
dovolj dolgo sestevali Clene v tej vrsti, bi prisli do poljubno velikega Stevila.

e Ce za pozitivne &lene ap velja lim a, =0, potem je vrsta 3" (~1)"
n=1
konvergentna. Slednje je mogocCe intuitivno hitro razumeti na sledeci nacin:
Gibljemo se tako, da so nasi koraki vse manjsi in se priblizujejo 0 in obenem sta
vsaka dva zaporedna koraka v obratni smeri. Ce bi opazovali tako gibanje, bi
izgledalo kot 'duseno nihanje’ desno-levo proti tocki, ki predstavlja limito in
kon¢no vrednost vrste.

Splosno o konvergencah vrst

@ Za primer ap = :—7 torej velja, da je vrsta

1 1 1 1
—=1+—-+=-+-+...
i n 2 3 4

||M8

divergentna, medtem ko je vrsta

= (-1)" 1 1 1 1
2(1) = o=
P 2 374 5

) (_1 )n
n

konvergentna in torej obstaja njena vsota. Vsote > ni lahko izracunati,

n=1

izkaze pa se, da velja

-In2=-0.693147 .. ..

o (_1)1
5

Intuitivno konvergenco in divergenco zgornjih vrst ponazorita dinamicni
ViZUS.“Z&Ciji https://www.geogebra.org/m/zkkz3kww in https://www.geogebra.org/m/sfebjvit V

https://www.geogebra.org/m/veaekmg5.



https://www.geogebra.org/m/zkkz3kww
https://www.geogebra.org/m/sfebjvtf
 https://www.geogebra.org/m/veaekmg5

Funkcije - Splos$no

Kaj je funkcija?

Najprej bomo obravnavali preproste funkcije. To so Stevilske funkcije ene
spremenljivke.

Funkcija je predpis, ki vsakemu elementu x iz definicijskega obmoc¢ja Dy c R
priredi natanko doloceno Stevilo f(x) € R.

f:Df—>R

x — f(x)

@ Neodvisno spremenljivko, imenovano tudi argument, obic¢ajno oznacimo z x.

@ Odvisno spremenljivko obi¢ajno oznacimo z y = f(x). 'Odvisnost’ se tu nanasa
na odvisnost od neodvisne spremenljivke x in seveda od predpisa funkcije f.

@ Definicijsko obmocje Dy so vse vrednosti x, za katere lahko izracunamo f(x),
oziroma, za katere ima predpis f(x) smisel.

@ Zaloga vrednosti Z; = f(Dy) so vse vrednosti y, ki jih dobimo kot y = f(x), ko
neodvisna spremenljivka x pretece celo definicijsko obmocje Ds.

Kaj je graf funkcije?

Graf funkcije f je mnozica tock (x, f(x)) v ravnini
F(f) = {(x,f(x));x e Df} c R? =R x R.

To so vse tocke s koordinatami (x, f(x)), ko vrednosti neodvisne spremenljivke x
preteCejo vse vrednosti D.

@ Graf funkcije f je krivulja v ravnini.

@ |z definicije funkcije sledi, da graf funkcije seka poljubno navpi¢no premico
najveC v eni toCki. Namre¢, za vsak x € Dy dobimo to¢no doloceno (in samo
eno!) vrednost f(x).




Za funkcijo f(x) = 1x + 1 velja

@ Definicijsko obmocje Dy so vsa realna Stevila,

saj lahko za neodvisno spremenljivko x v
funkcijo vstavimo poljubno Stevilo x € R.

Zaloga vrednosti Z; so vsa realna Stevila, saj
lahko v obliki 1 x + 1 zapisemo vsako $tevilo
y eR.

Definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in
mnoge druge lastnosti funkcije lahko nazorno
interpretiramo tudi iz grafa (skica levo),
katerega v naSem primeru predstavljajo vse
totke oblike (x, 2x + 1), ko x pretete
definicijsko obmocje Ds.

Za funkcijo f(x) = x2 + 1 velja

@ Definicijsko obmocje Dy so vsa realna Stevila,

saj lahko za neodvisno spremenljivko x v
funkcijo vstavimo poljubno Stevilo x € R.

Zaloga vrednosti Z; so vsa realna Stevila, ki
so vedja ali enaka 1, saj lahko v obliki x? + 1
zapiSemo samo Stevila iz intervala [1, o).
Torej Z¢ = [1, 00).

Vse povedano lahko ponazorimo tudi na grafu
(skica levo), katerega v naSem primeru
predstavljajo vse tocke oblike (x, x% + 1), ko x
pretece definicijsko obmocje Dy.




Za funkcijo f(x) = V' x + 1 velja

3

-1 0 1 2 3 4

-1

@ Definicijsko obmocje Dy so vsa realna Stevila,
ki so veCja ali enaka —1. Kvadratni koren
namrec lahko izraCunamo le za pozitivha
Stevila, torej mora veljati x > -1 in je
Df =[-1,00).

@ Zaloga vrednosti Zf so vsa pozitivna realna
Stevila. Torej Z; = [0, o0 ). Poudarimo: Ko
govorimo o funkciji, ki je dolo¢ena s
kvadratnim korenom, za vrednost korena
vedno vzamemo samo pozitivho vrednost.

Na primer, v naSem primeru za f(x) = vx + 1 velja f(3) =2in f(3) # -2. Dve
razliéni vrednosti funkcije pri isti neodvisni spremenljivki x = 3 bi bile namrec v

nasprotju z definicijo funkcije.

@ Vse povedano je ponazorjeno tudi na grafu (skica desno), katerega v naSem
primeru predstavljajo vse toCke oblike (x, v/ x + 1), ko x preteCe definicijsko

obmocje Dy.

Funkcije: naras¢anje in padanje

Ce za funkcijo na nekem intervalu iz definicijskega obmogja velja
@ X1 < xo = f(xq) < f(x2), reCemo, da funkcija na tem intervalu narasca.

@ X1 < Xo = f(Xx1) > f(x2), reCemo, da funkcija na tem intervalu pada.

Pomen narascanja in padanja funkcije sovpada z nara§¢anjem in padanjem grafa

funkcije v smeri od leve proti desni.

Za funkcije na sliki velja

@ Zelena: narasca povsod.

@ Rdeca: naras¢a na (-o0, 1] in pada na
[1,00).

@ Modra: naras€a na [-1,1] in pada na
(_007 _1] U [1 ) oo)

@ ZraCunom bi na primer za ‘rde€o’ funkcijo
f(x) = -£x2+ £x + 2 in za poljubni dve Stevili
X1 < Xo iz intervala (—oo, 1] dobili
f(X-| ) < f(Xg).
Vzemimo na primer —1 < 0 in izraCunamo
f(-1)=1 < =1(0).




Sode in lihe funkcije

@ Funkcija f(x) je soda, Ce je simetricna preko y osi. ZapiSemo: f(—x) = f(x).
Soda funkcija ima torej isto vrednost pri x-u kot pri —x-u.

@ Funkcija f(x) je liha, Ce je simetriCna preko izhodis¢a. ZapiSemo:
f(-x) = —f(x).
Liha funkcija ima torej pri x-u obratno predznaceno in po absolutni vrednosti
isto vrednost kot pri —x-u.

Funkcije f(x) = |x|, g(x) = x2 in h(x) = cos x so zaporedoma predstavljene na
spodnjih treh grafih:

Vse tri funkcije so sode.

Funkcije f(x) = x, g(x) = x3 in h(x) = sin x so zaporedoma predstavljene na
spodnjih treh grafih:

Vse tri funkcije so lihe.




