Primeri

Opisimo in nariSimo mnozico kompleksnih Stevil z € C, za katere velja
@2z-22=0

|z-3+2i|=4

Rez+Imz%2=2

|z+1i] <|z-1]

Im(%) =

lz-1|+|z+1]| =4

Geometrijski primer

Im, Im,

z — z+(3+2i)

Polarni zapis kompleksnega Stevila

Z=X+Yi ,
¢ = arctan
2] . :
y X =|zlcosp in y=|z|siny
L Z=x+iy=|z| - (cosp+isinp) = |z|- &
I Re = y = ¥ 2

Kompleksno Stevilo z = x + iy zapiSemo v polarnem zapisu kot
Z=|z|(cosp + isiny).

o = Arg(z) imenujemo polarni kot ali argument. Argument je dolo¢en samo do
mnogokratnika celega kota 27" = 360° natanko.




Im

V34 2=v./32+12 in 30°=arctan%
2 V/3=2c0s30° in 1=2sin30°
1
30° S V3 +1i=2-(cos30° +isin30°) =2.g30°
\/§ €

Zakaj polarni zapis?

@ IzraCunamo produkt (x + yi) - (u+ vi) = xu— yv + (yu + xv)i.
@ lzraCunamo produkt

[r(cosp +ising)]-[g(cosvy +isiny)] =
r-q(cosp-costy —sinp-sinty) + (cosp - sin +sinp-cos))i =
r- qleos(i+ ) +sin(y + 1)i]

Torej
r(cose +isinp) - q(cosvy + isiny) =

= r-q (cos (p+1) +isin (p+1)))
— — ——
produkt absolutnih vrednosti vsota kotov vsota kotov

@ Dinamicna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/vthctagb v https://www.geogebra.org/m/acrisvvs
Racunanije v polarni obliki
@ Eulerjev zapis: €' = cosp + isin
@ Polarni zapis se poenostavi: z = |z|e'?.
@ Stevila z = €%, ¢ € R so na enotski kroznici |z| = 1.
@ MnoZenje se poenostavi: z;z, = |zy||z,|e/(#1+¥2)
@ Mnozenje: absolutni vrednosti se zmnozita, argumenta se sestejeta.
e Potenciranje: z = |z|e'? — 2" = |z|"€'¥" (de Moivrova formula)
— i 1 1 ;e .
e Korenjenje: z = |z|€'¥ — z7n = |z|n €' (de Moivrova formula)
@ Velja:
° Z=|zle e
_ 1 s
0oz = _g®
2]
2_1 - Eei(‘p1_¢2)
Zo |22|
@ Dinamiéna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/nmymchxk v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs
@ ZapiSimo v polarni obliki Stevila 1, -1, i, =i, 1 +1i, -1 — .



 https://www.geogebra.org/m/vthctagb 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 
 https://www.geogebra.org/m/nmymchxk 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

@ ZapiSimo mnoZici:

1 1

q i T
{x+iy;05<x<1,0<y<1} {re’¢;0.5§rs1,0§<ps§}
el V3 1512
@ lzraCunajmo (5> + 51) 3
3 1: .. Z Z
Z=" +5i=1-(cos g +isin(g)) LN S N,
. 2 2
: 12 _ 412 120 |, joio 12wy _ i -
inzato z' =1'2 - (cos “* +isin(-g")) =1-(cos2m +isin2m) = 1.
@ Za z =1 - i\/3 nari§imo in dologimo $tevila z, z2, z8, 24, Z°.
Koreni kompleksnega Stevila
n-ti koreni Stevila a € C so reSitve enacbe z" = a.
@ Enacbo zapi$emo v polarni obliki: a = |a| - €'?.
@ Dobimo n razli¢nih reSitev
- p+2kT
zk=+/|lale 7 , k=0,1,...n-1
@ Resitve lezZijo na oglis€ih pravilnega n-kotnika v kompleksni ravnini.
Katera Stevila ustrezajo enadbi z° = j?
@ Veljai=cos(%) +i-sin(7)
@ Velja tudi oo B8 g V3 i
, 7 g Na 2 2 et
[ =cos(5 +2km) +i-sin(5 +2km), K € Z. B "3
@ Zato 3 1

1
i3 2k P 2k
Z =13 =COS(%+T7T)+I'S|n(%+T7T),kEZ.
@ |zraCunamo resitve
o k:O:ZO=COS(%)+i.Sin(%)=@_i_é'
e k=1:z =cos(5%)+i.5in(5%)=_§+
o k=2322=COS(%)+i-sin(3T7")=—i

i
2




Katera Stevila z € C ustrezajo enacbi z° = 1.

@ Velja 1 =cos(0) +i-sin(0) o
@ Velja tudi 1 = cos(2kr) + i -sin(2km), k € Z. o
1 7 ¢

® Zato z=15 =cos(2™) + i -sin(%T ) k e Z. N N
@ Izratunamo resitve Tn

® k=0:2y=cos(0)+i-sin(0) =1

@ k=1:zy=cos(Z)+i-sin(%) = 148

3 3)=2t13

° k=2:22=cos(2T”)+i-sin(zT”)=—%+i§

@ k=3:2z3=cos(m)+i-sin(m)=-1

° k=4:z4=cos(477’)+i-sin(%’)=—%—ié

© k=5:25=cos(38) +i-sin(3x) = 1 - iR

@ Pois&imo in naridimo vse z € C, za katere velja 2z* + 1 = /3.
e ZapiSemo
z* =-1 +I1§ =c052T7T +isin2T7r =cos(2?7r +2k7r)+isin(zT7r +2km),keZ
° Zatqz=11 =5:_os(% +kZ)+i-sin(§5+k%), kel
@ Izra¢unamo resitve

® k=0:25=cos(Z)+i-sin(E) =3 +i} ) Ii

° k=1:21=COS(ZT”)+i-sin(2T7T)=_%+,-§ . .
® k=2:2y=cos(IZ) +i-sin(IZ)= -3 _j1 e
© k=3:25=cos(5X) +i-sin(3F) =1 - i3 2’ -

@ Dinamiéna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/kcginmv7 v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs
@ Polarna oblika je Se posebej koristna pri mnozenju, potenciranju in korenjenju.

@ Poigéimo in narigimo vse z € C, za katere velja (28 - 2)(z* +i) = 0.
1=

@ Poisc¢imo 22016 zg 7 = /
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@ Vizualizirajmo z — z¢'

Im

jus
3

Re Re

4
Geometrija osnovnih operacij v kompleksni ravnini
w = |w|e'?
Preslikava transformacija v C
Z—Z+W premik za w
z €%z zasuk okrog izhodi$&a za kot
ZH>W-Z razteg (ali kr€enje) za |w| in zasuk za ¢
4

‘Cuden stric’ vam zapusti veliko bogastvo - zaklad, ki ga je skrbno skril ... Samo vi
poznate nacrt/mesto, kjer se zaklad nahaja. Poleg nacrta vam je poslal tudi razlago :
"Na otoku, ki ga pozna$s pristanem s ¢olnom. Na otoku sta samo (en) kaktus in (ena)
palma. Od ¢olna grem do palme in Stejem korake. Pri palmi se obrnem za 90° proti
kaktusu in naredim enako Stevilo korakov kot od ¢olna do palme. V pesku oznacim
mesto. Vrnem se do ¢olna in Stejem korake do kaktusa. Obrnem se za 90° proti
palmi in naredim enako korakov kot od Colna do kaktusa. V pesku si ozna¢im mesto.
To¢no na sredini med obema ozna¢enima mestoma zakopliem zaklad. Sre¢no!"




Zaporedja

Kot pove Ze beseda v ‘naravnem jeziku’, je zaporedje neka urejena mnozica
‘zaporedoma’ postavljenih elementov. Pri matematiki bomo obravnavali zaporedja
Stevil.

Zaporedje je torej mnozica ‘zaporedoma postavljenih’ tevil. Matemati¢no
natanc¢neje reCemo, da je zaporedije preslikava

ki vsakemu naravnemu Stevilu i (indeksu) priredi to¢no dolo¢eno realno Stevilo a;.
Pri tem je imenujemo i indeks, a; pa i-ti ¢len zaporedja.

Opisi, predstavitve zaporedij
@ Z nastevanjem: 1, 2, 4, 8, ...
@ Opisno: ‘Vsa soda Stevila’
@ Eksplicitno: ap =1 zan>1.

Opazimo, da je zaporedje podano exsplicitno z izrazom a, = f(n) in neko to¢no

doloceno funkcijo f(x).
@ Rekurzivno: ag=1inap.4=2apzan>0

Opazimo, da je zaporedje podano s prvim ¢lenom ag ali a; in neko to¢no
doloceno funkcijo f(x), ki pove, kako iz a, dobimo a1 .




Geometrijski prikaz zaporedja

@ Zaporedije lahko predstavimo kot vrednosti na Stevilski premici:

Zaporedne Clene zaporedja nakazujemo z zaporednim risanjem toCk. Ko smo
zaporedje narisali, se ne vidi ve€, ‘zaporednosti’ Clenov. Npr. iz slike ne
moremo vedeti, kateri ¢len je tretji in kateri Cetrti.

@ Zaporedje lahko predstavimo kot tocke (n, an) v ravnini:

‘Abscisa’ ali x-koordinata tocke pove kateri ¢len zaporedija je enak ‘ordinati’ ali
y-koordinati.

@ Dinamicne ilustracije: https://ggbm.at/hakzxd8b V' https://www.geogebra.org/m/veaekmg5

n-1
an=
n+1
- C .n1 23
@ IzpiSemo nekaj clenov: 0, 3, 5,5, -

@ Opazujemo, analiziramo, opiSemo

AritmetiCno zaporedje

@ Intuitivni opis: Zaénemo z neko vrednostjo. ‘Delamo’ enako dolge korake v
desno.

@ Eksplicitni opis: an = a+ nd

@ Rekurzivniopis: ag = a, apy1 =an+d

@ Primer: 1,2,3,4,5,...

@ Primer: 1,3,5,7,9,...

@ Primer: 1,1++/3,1+2v3,1+3v3,1+4V3,...



 https://ggbm.at/hakzxd8b 
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Geometrijsko zaporedje

@ Intuitivni opis: Zacnemo z neko vrednostjo. V vsakem koraku prej$njo vrednost
pomnozimo z istim faktorjem.

@ Eksplicitni opis: an = aq”

@ Rekurzivni opis: ag = a, apy1 = anq
°

o

Primer: 1,2,4,8,16, ...
11 1 1
’97 4787167 "

Primer: 1,1/3,3,3V3,9, ...

Primer: 1

Fibonaccijevo zaporedije
@ Rekurzivni opis: ag =1,a1 =1, ap.2 = @n + ans1
@ Izracun Clenov: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

Lastnosti zaporedij
Narascajoce zaporedje: an < a1 zavse neN;
Strogo narascajoce zaporedje: an < ap,.1 zavse neN;
Padajoce zaporedje: an > a,,1 zavse ne N;
Strogo padajoce zaporedie:
an > anyq 2avse neN;

@ Navzgor omejeno zaporedie:
Obstaja zgornja meja M € R, da velja a, < M zavse ne N.

@ Navzdol omejeno zaporedje:
Obstaja spodnja meja m € R, da velja m < a, za vse ne N.

@ Navzgor in navzdol omejeno zaporedje:
Obstajata meji m,M ¢ R, da vela m< a, < M zavse neN.




Primer 1

NarascCajoCa zaporedja

@ ap=n

® bp=n+1

e cp=1-1

° dn=—1ﬁ

° {1,2,2,3,4,4,5,6,6,7...}

Primer 2

Strogo nara$cajoca zaporedja

@ a)=n
® bp=n+1
°cp=1-1
° dn=—1ﬁ

@ {1,2,2,3,4,4,5,6,6,7...} je naraSCajocCe, NI pa strogo narasCajocCe.

Primer 3

Padajoca zaporedja
@ ap=1-n
® bp=1-n

°Cn=1+1

1111111
.{1a1a§a§a§aZa§a§aga"'}

Primer 4

Strogo padajoca zaporedja

@ ap=1-n
@ bp=1-n
@ch=1+

®© {1,1,5,3,3,4:5,5-5 - 1€ padajoCe, NI pa strogo padajoce.




Navzgor omejeno zaporedije

@ an=1-n
® bp=1-1
@ cp=1+1

Navzdol omejeno zaporedje

@ an=1+n
® byp=1-1
°Cn=1+1ﬁ

Navzgor in navzdol omejeno zaporedje

® ap=1-1

obn=1+1ﬁ

Stekalis¢e zaporedja
@ Intuitivno: StekaliSc¢e zaporedja je Stevilo k kateremu se ‘steka’ neskoncno
Clenov zaporedja.

@ Natan¢neje povedano: Stekali§ce zaporedja je tako Stevilo, da je v vsaki
njegovi okolici neskon¢no Clenov zaporedja.

@ Zaporedje ima lahko veC stekaliS¢ (na sliki so ¢leni zaporedja z dvema
stekaliS¢ema predstavljeni kot tocke v ravnini (n, an)):

: . : _3 n.n+2 g i
Primer takega zaporedja je na primer a, = 3 + (=1)" - 5=. Vizualizacija
https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b



https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b

Limita zaporedja
Limita zaporedja je tako Stevilo, da je v vsaki njegovi okolici neskonéno Clenov,
zunaj te okolice pa kon¢no ¢lenov zaporedia.

@ Lahko re¢emo tudi: Limita zaporedja a, je tako Stevilo L, da za vsak € > 0
obstaja tak indeks N € N, da velja |L — an| <€ zavse n> N.

@ Limito zaporedja a, oznacimo nlim an.
— 00

@ Zaporedje ima lahko ved stekali$é. Ce ima zaporedje ve¢ stekalis¢, nima limite.
@ Zaporedje ima lahko tudi eno samo stekali§Ce, pa vseeno to stekali§Ce ni nujno

limita.
@ Limita zaporedja je stekaliSCe. Obratno pa ni nujno res. J
Konvergentno zaporedje
Zaporedje je konvergentno, Ce ima limito. Sicer je divergentno.
@ NarascajoCe in navzgor omejeno zaporedje je konvergentno.
@ Padajoce in navzdol omejeno zaporedje je konvergentno.
Racunanije limit
Ceje lim a,=ain lim by = b potem velja:
Qo nlim (an+bn)=a+b
e nllm an‘anab
© cejebp+0zavsakninb 0, je Jim z—n =2
O cCejean>0zavsaknina>0,je lim aﬁ” =ab.
n—oo y
an=1,bn=——>n|i_)ngo(1 +1ﬁ):1
y
an=3,bn=——>,JLrgo(3}7)=o J




Primer 3

Radi bi izracunali ||m 3(';+) . Najprej poracunamo

(n+2)? n2+4n+4_1+4,1—7+4#

3 +n+1 3m+n+1 3+1+%
Vzamemo ap=1+41 +45inby=3+ 1 + 5.

(n+2)2 1

Ker je I|m an=1in ||m bp = 3, izraCunamo lim —>=—2— = Z.

N—oco 3N2+n+1 3

Primer 4
Radi bi izradunali nlim /2.
Zapigemo /2 = 27. Ker je lim 2=2in lim £ 1-0,je

n—oo n

lim /2= lim 25 =29 =1,

n—oo n—oo

Izrek ‘o sendivcu’

Ce zavsak nvelja an < bn < cpin lim ap = I|m Cn = &, je tudi

n—oo
lim bn =a
n—oo
Graficni prikaz
fe st z‘ R E———
Vizualizacija: 2 e
https://www.geogebra.org/m/dwzvubrx
Primer
IzraGunajmo lim 220 =
n—oo n
-1 < sinn < 1
=1 < sinn < 1
n n n
lim = < lim S0 < im 1
n—oo N - Nn—soo N - N—oo N
0 < lim s < 0

N—oo N



https://www.geogebra.org/m/dwzvubrx

Primeri zaporedij

@ an= (1) ,JLTO(—1)” ne obstaja.

@ An=0.333...8 . nILrann:%
n

(<} an=# ............................................................ ILn;o%=0

° a,,:% ............................................ JLTO%Z‘%

@ *ap=(1+1) lim (1+1)"=e=271828...

@ *an=(1-1)" lim (1-1)"=e=2,71828...




