Vrednost delnice se je v zadnjih Sestih mesecih vsak mesec spremenila
zaporedoma za: +2 %, +2.3 %, +1.4 %, -1.8 %, -2.1 %, -1.9 %. Je v pol leta
vrednost delnice narasla ali padla?

@ Zaporedni mesecni obrestovalni faktorji za vrednost delnice so torej
1.02,1.023,1.014,0.982,0.979,0.981.

@ Ceje bila V zagetna vrednost delnice, bo konéna vrednost torej enaka produktu
V-1.02-1.023-1.014-0.982-0.979-0.981 ~ V -0.9979, kar pomeni, da se je
vrednost delnice skupno znizala za 0.21 % .

Zmesamo 2 litra 10%, 4 litre 15% in 6 litrov 12% meSanice. Koliko odstotno
mesSanico dobimo?

- alkohol . 2x0.1+4x0.15+6x0.12 _ 0
@ Razmerje npr. g ivoas o =0.13 — 13%

Absolutna vrednost

Absolutna vrednost | x| Stevila x € R je razdalja Stevila x od Stevila 0 na Stevilski

premici in je enaka
x ; x>0
x| =
-x ; x<0

Razdalja med Steviloma x in y je enaka |x — y|.

@ Dinamicne ilustracije: https://www.geogebra.org/m/pgxp7m7u in https://www.geogebra.org/m/UEXHvRk v

https://www.geogebra.org/m/acrisvvs
Osnovne lastnosti:

@ |[x|>0zavsak x e R

o [xy|=|xllyl

@ trikotniska neenakost. |x + y| < |x| + |y|



 https://www.geogebra.org/m/pgxp7m7u 
 https://www.geogebra.org/m/UEXHvvRk 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

Absolutna vrednost geometrijsko

Dolo¢imo mnoZico realnih Stevil, x, za katere velja |x - 3| < 2.

@ Nagin 1: To so vsa $tevila, ki so od 3 oddaljena manj ali enako 2. Ce si to

nariSemo na Stevilsko premico, je ocitno, da je x € [1,5].
@ Nacin 2: Zaporedoma obravnavamo skice

y=a —3

y = |z — 3] y =z — 3|
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in ugotovimo, da je |[x - 3| <2 za x € [1,5].

@ Dolo¢imo mnoZico realnih Stevil, x, za katere velja |x — 3| = |x + 1|.
@ Dolo¢imo mnozico realnih Stevil, x, za katere velja ||x — 2| - 2| < 1.
@ Dolo¢imo mnozico toCk (x, y) v ravnini, za katere velja |x| + |y| < 1.

Kompleksna Stevila

Kompleksna Stevila so ‘kompleksna’ Stevila ali tudi ‘dvodimenzionalna Stevila’ s

katerimi lahko uspe$no racunamo v ravnini.
Na R osi velja
1=1-(-1)% in =1 =1.(=1)]

pri Cemer nam rdeca potenca Steje koliko-
krat smo Stevilo 1 zavrteli okrog izhodis¢a

za 180° v pozitivni smeri.

Tudi pomen dvakratnega vrtenje okrog iz-
hodis¢a za 180° v pozitivni smeri se ujema
s preprosto enacbo

1=1-(-1)?

in enako velja za vse cele potence 1 -

(-1




Imaginarna enota i

v

Ce 1
1-(-1)2
interpretiramo kot rotacijo Stevila 1 za polo-

vico od 1807, torej za 90° okrog izhodis¢a
v pozitivni smeri in to $tevilo ozna¢imo kot s

imaginarno enoto

i=vVA=(-1)2 — =1

dobimo novo in zelo uporabno teorijo kompleksnih Stevil, ki omogoc¢a racunanje v
ravnini.

Kompleksno Stevilo z=x+yi, X,y eR, Im
ima |72 S ——

@ x=Re(z) realnidel

Z=X+Yyi

@ y=Im(z) imaginarni del

Oznaka za mnozico kompleksnih Stevil :  C

Absolutna vrednost

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z

2=V y2,

podobno kot pri realnih Stevilih pomeni razdaljo Stevila od izhodis$¢a.

@ Absolutna vrednost razlike dveh kompleksnih Stevil pomeni Im
razdaljo med teviloma. Enagbo |z - 1| =  resijo vsa Stevila
z € C, ki leZijo na kroznici s sredis¢em v 1 in radijem 1.

i

Racunanje v C

@ Konjugiranje:
Im Z=X+Yi
y N V4 I X + yi = x — yi je konjugirano Stevilo.
Primer: 3+ 2/ = 3 - 2i.

y| B

Z=x-Yi

@ Sestevanje in odstevanje: (x +yi) + (u+vi)=(x+u)+(y +v)i
Primer: (3+2/))+(1-i)=@+1)+(2-1)i=4+i

@ Mnozenje: (x + yi)(u+vi)=(xu—-yv) + (xv+yu)i
Primer: (3+2i)(1-i)=3+2i-3/-22=3-j-2(-1)=5-




@ Deljenje?
Opazimo na primer: (3+2i)(3-2i)=9+6i-6i+4=13=[3+2i]?cR
V splognem: z-Z = |z]? e R

Od tu dobimo formulo za deljenje: Z% = %
. . 3-2i _ (3=2)(1—=i) _ 1-5/ _ 1 5

Primer 1: =5 = ‘o= = 2> =2~ 3!

Primer 2: 5+ _ (5+D(2-8) _ 13131 _ 4 _;

2+3i ~ (2+3i)(2-3i) ~ 13

Nekatere lastnosti

@ Dve kompleksni Stevili sta enaki, kadar imata enaka realna in imaginarna dela.
@ z=z

@ Z+wW=Z+W

@ Z W=z-Ww

@ z+z=2Rez, z-z=2iImz

@ |z| =|Z]|

Primeri

Izracunajmo
@ (1+1)?

1-i
1+i

1—j 2016
° (;’)
1+i

Opisimo mnoZico kompleksnih Stevil z € C, za katere velja
@ 22+6/=8
@ z+z=5
@ Zi+1-i=2(z-1)
@ |z-1-jP=2




OpiSimo in nariSimo mnozico kompleksnih Stevil z € C, za katere velja
@2z-2°=0

|z-3+2i=4

Rez+Imz%2=2

lz+i|<|z-1]

m (1) =1

lz-1|+|z+1| =4

Im, Im,

z — z+(3+2i)

Polarni zapis kompleksnega Stevila

Z=X+Yi ,
¢ = arctan
2] . :
y X =|zlcosp in y=|z|siny
L Z=x+iy=|z| - (cosp+isinp) = |z|- &
I Re = y = ¥ 2

Kompleksno Stevilo z = x + iy zapiSemo v polarnem zapisu kot
Z=|z|(cosp + isiny).

o = Arg(z) imenujemo polarni kot ali argument. Argument je dolo¢en samo do
mnogokratnika celega kota 27" = 360° natanko.




Im

V34 2=v./32+12 in 30°=arctan%
2 V/3=2c0s30° in 1=2sin30°
1
30° S V3 +1i=2-(cos30° +isin30°) =2.g30°
\/§ €

Zakaj polarni zapis?

@ IzraCunamo produkt (x + yi) - (u+ vi) = xu— yv + (yu + xv)i.
@ lzraCunamo produkt

[r(cosp +ising)]-[g(cosvy +isiny)] =
r-q(cosp-costy —sinp-sinty) + (cosp - sin +sinp-cos))i =
r- qleos(i+ ) +sin(y + 1)i]

Torej
r(cose +isinp) - q(cosvy + isiny) =

= r-q (cos (p+1) +isin (p+1)))
— — ——
produkt absolutnih vrednosti vsota kotov vsota kotov

Dinamiéna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/vthctagb v https://www.geogebra.org/m/acrisvvs

Racunanije v polarni obliki

Eulerjev zapis: €'% = cos ¢ + isin ¢

Polarni zapis se poenostavi: z = |z|e/?.

Stevila z = /¥, ¢ ¢ R so0 na enotski kroznici |z| = 1.
Mnozenje se poenostavi: z; z, = |z;||zo|€/(#1+¥2)

@ Mnozenje: absolutni vrednosti se zmnozita, argumenta se sestejeta.
e Potenciranje: z = |z|€'¥ — z" =|z|"€'*" (de Moivrova formula)
I i 1 1 % .
e Korenjenje: z = |z|€'¥ — zn = |z|n €' (de Moivrova formula)
Velja:
o z=|zle7"?,
0oz '=—g
2]
2_1 = @ei(¢1_¢2)
2z |z

Dinamiéna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/nmymchxk v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

@ ZapiSimo v polarni obliki stevila1, =1, 7, —i, 1 +i, -1 —|.

@ Za z =1 - j\/3 nariimo in dologimo &tevila z, z2, z

4 1 1
3,2 5253 Z 2_2



 https://www.geogebra.org/m/vthctagb 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 
 https://www.geogebra.org/m/nmymchxk 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

@ ZapiSimo mnozici:

1 1

s

{x+iy;05<x<1,0<y<1} {re?;05<r<1,0<p< =}

N

Koreni kompleksnega Stevila

n-ti koreni Stevila a € C so reSitve enacbe z" = a.
@ Enacgbo zapi$emo v polarni obliki: a = |a| - €'*.
@ Dobimo n razliénih reSitev

- o+2k
zc=ale ", k=01,...n-1

@ Resitve leZijo na oglis€ih pravilnega n-kotnika v kompleksni ravnini.

Il
—_

@ Poisgimo in naridimo vse z ¢ C, za katere velja z°
Velja 1 = cos(0) + i - sin(0)
o Velja tudi 1 = cos(2km) + i -sin(2kw), k € Z.
1
° Zatqz =18 =vc.os(2kT”) + i'sin(ZKT”),k €Z.
@ |zraCunamo reSitve

@ k=0:2y =cos(0)+i-sin(0) =1 "

@ k=1:2zy=cos(F)+i-sin(F =%+i\/T:§
° k=2:22=cos(2T”)+i-sin(zTﬂ)=—%+i§

@ k=3:z3=cos(m)+i-sin(mw) = -1

° k=4:z4=cos(4T”)+i‘sin(4Tﬂ)=—%—iﬁ

° k=5:z5=cos(5T7T)+i-sin(sTﬂ)




@ Pois&imo in naridimo vse z € C, za katere velja 2z* + 1 = /3.

e ZapiSemo
z* =-1 +i§ = cos &F + /sin 2% = cos (2F + 2km) + isin (2F + 2km), ke Z

1 7 g
° Zatqz=14 =5:_os(%+k§)+l-sm(% +k%), kel
@ Izracunamo resitve

® k=0:zy=cos(E)+i-sin(%)= §+i%

Z7
@ k=1:Zz =cos(2%)+i-sin(2%)=—%+i§ 2
® k=2:2y=cos(ZZ) +i-sin(Ix)= -3 _j1 T e
57 4 j.cin(5x 1_ ;3 %
o = 9 = i/t o 07Ty - L _ MO &
k=3:23=cos(35") +i-sin(F)=5-i% -

@ Dinamicna ilustracija: https://www.geogebra.org/m/kcginmv7 v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

@ Polarna oblika je e posebej koristna pri mnozenju, potenciranju in korenjenju.

@ Poig&imo in nari§imo vse z € C, za katere velja (28 - 2)(z* +i) = 0.

@ Poiggimo 22016 z3 7 = %

@ Vizualizirajmo z — z¢'

Im Im,

jus
3

Re Re

Geometrija osnovnih operacij v kompleksni ravnini

w = |w|e'?
Preslikava transformacija v C
Z—>Z+W premik za w
z— ¥z zasuk okrog izhodigéa za kot
Z>W-Z razteg (ali krenje) za |w| in zasuk za ¢



 https://www.geogebra.org/m/kcqjnmv7 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

