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Tempus fugit (Cas tece) in iztekel se je tudi staremu ucbeniku 7empus. Pred
vami je prenovljen uc¢benik. S tem se je zakljucila prenova serije uc¢benikov,

ki ste jih dijaki in ucitelji celo desetletje z veseljem jemali v roke.

Tudi Tempus novum sledi prenovljenemu u¢nemu nacrtu, ki ve¢ poudarka
namenja povezavi matematike s svetom in zivljenjem, modeliranju in uporabi
informacijske tehnologije. Ucbeniku so dodane tudi zanimive vsebine, ki jih

lahko ucitelji po svoji presoji vkljucijo v pouk in niso obvezne.

Poleg nove likovne podobe ucbenik vsebuje tudi veliko novih zanimivih
zgledov in svezih nalog za utrjevanje znanja, zato pri njegovi uporabi ne bodo

potrebne dodatne zbirke vaj.

Novim generacijam dijakov in njihovim uciteljem Zelimo, da bi prenovljeni
ucbenik s Se ve¢jim veseljem jemali v roke kot njegovega predhodnika in se
dobro pripravili na $tudij.

avtor prenove Gregor Pavli¢

Legenda:

% zgledi @ naloge

posebna in izbirna znanja

1. fW tezje naloge in zgledi
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— Zaporedja in njihove lastnosti

— Aritmeticno zaporedije

— (Geometrijsko zaporedije

— Matematicna ali popolna indukcija
— Limita zaporedja

— Neskoncne vrste

— Navadno in obrestno obrestovanje

Leta 1202 je v Pisi izSla knjiga, ki je v temeljih pretresla evropsko matema-
tiko. Leonardo iz Pise (1180-1250) je namrec napisal delo Liber Abaci

Fibonacci’s (Knjiga o racunanju), v katerem je predstavil prednosti indijskega nac¢ina
Liber Abaci pisanja Stevil, ki ga uporabljamo Se danes, in raCunanje z njim. S tem se je
P ; zacel zaton rimskih Stevilk in mestni Stevilski sistem je zamenjal nerodnega
i seStevalnega.

Leonardo Pisano ali Fibonacci, kot se je sam podpisoval (figlio ali sin
Bonaccija), se je rodil v pomembni italijanski druzini. Oce je bil bogat
trgovec in je na svoja potovanja po Sredozemlju jemal tudi malega Leonarda.
Nekaj Casa je bil oce celo upravnik trgovske postojanke v Buggii v danasnji
Alziriji. Na teh potovanjih je Fibonacci prihajal v stik z mnogimi tujci, in ker
je bil odprte glave, je opazil njihovo spretnost pri racunanju.

IL.E. SIGLE

Ceprav ima knjiga Liber Abaci v angleskem prevodu kar 600 strani, je danes
najbolj znana po nalogi o zajckih.

Zajc¢ji par postane ploden po enem mesecu. Po enem mesecu in potem vsak
naslednji mesec ta par skoti po en par novih zajckov razlicnega spola. Koliko
parov zajckov je na svetu po n mesecih?

Na zacetku imamo en par, po enem mesecu Se vedno samo en par; po drugem
mesecu sta ze dva para zajC¢kov, saj je imel prvi par potomce; po treh mesecih
so na svetu trije pari zajckov: prvi par je imel drugic¢ potomce, drugi par pa jih
Se ne more imeti ... ReSitev naloge najlaze prikazemo z drevesno strukturo,
iz katere preberemo Clene zaporedja ter zakonitost oz. rekurzivno formulo
Fibonaccijevega zaporedja:

Pisa: krstilnica, stolnica,
v ozadju 54 m visoki kampa-
nile, znameniti poSevni stolp 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89 ...
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F()=1,FQ2)=1, Fn+2)=F(n)+F(n+1)
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Fibonaccijevo zaporedje
najdemo tudi v Pascalovem
trikotniku.

\
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Stevilo parov | 1 1 2 3

Leta 1755 je skotski matematik Robert Simpson dokazal, da se razmerja dveh

zaporednih ¢lenov Fibonaccijevega zaporedja: %, %, %, %a %, % , %, % , %,
Fn+1

ey R

, blizajo iracionalnemu stevilu 0= —1—%5 , ki ga imenujemo tudi zlato
Stevilo oz. delitev daljice v razmerju zlatega reza. To pomeni, da je razmerje

celote proti ve¢jemu delu enako razmerju vecjega dela proti manjSemu.

Da Vincijev »clovek v krogu«
(1410) interpretira razmerja
cloveskega telesa po rimskem
arhitektu Vetruviju.

Grki so to razmerje imenovali tudi stalno razmerje. Ker so predmeti v zlatem
rezu o¢em najbolj v§ecni in so tudi razmerja v ¢loveskem telesu taka, so ga
uporabljali umetniki od antike napre;.
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Najbolj znani kipi v zlatem rezu so iz klasi¢ne grske dobe, v istem razmerju
so tudi mere svetiS¢a Partenon v Atenah. To razmerje je uporabil tudi
Michelangelo pri slikanju slavne freske Stvarjenje ¢loveka na stropu
Sikstinske kapele. V ¢asu renesanse so zlati rez imenovali kar boZansko
razmerje ali proportio divina.

Palaca Zdruzenih narodov

v New Yorku je vizualno razde-
ljena na tretjine, ki so ravno
takih dimenzij kot Partenon.

Michelangelo (1475—1564): Stvarjenje prvega cloveka

Nacrtovanje tocke T, ki deli Se ena §tevilska zaporedja so v zgodovini matematike odigrala pomembno
daljico AB v zlatem rezu: vlogo, nekateri celo trdijo, da predstavljajo most med geometrijo in algebro,
to so t. 1. figurativna Stevila. Ponazorimo jih s pikami, ki oblikujejo dolocen
L4zl lik. Najbolj znana so trikotniska, kvadratna, pentagonalna, heksagonalna ...
"2 S§tevila. Lahko pa so pike tudi prostorsko urejene in dobimo kubiéna,
tetraedrska, piramidalna ... Stevila.

A T B
Pravokotnikom, katerih V mnozici figurativnih Stevil samo za okus poskilimo na trikotniska Stevila.
razmerje stranic je zlato .
Stevilo 1%5 , pravimo . oo
zlati pravokotniki. . o ool e
1 3 6 10 15 21

Cleni zaporedja 1, 3, 6, 10, 15, 21 ... so v resnici vsote prvih naravnih Stevil,
kar se lepo vidi iz strukture same. Vrednost kateregakoli trikotniskega Stevila
dobimo po formuli:

T,=1+2+3+ . +n="22t1

Trikotniska Stevila imajo Se vrsto lepih lastnosti, npr.:

» vsota dveh zaporednih trikotniskih Stevil je kvadratno Stevilo:
T,_..+T,= n, prav tako tudi vsota vseh lihih Stevil od 1 do 2n—1,
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e o0 ° Pitagorejci so od vseh stevil
DI D najbolj spostovali stevilo 10.
e oo o oo e oo 00 Vsoto 1 +2+ 3 +4 =10 so ime-
cottos Lot novali tetraktys (posvecena
5 Cetverica) in je zastopala
T, \+T,=n T, 1+T,=14+3+45+...4+(2n-1) osnovne elemente: ogenyj,
vodo, zrak in zemljo.
» vsota treh trikotniskih $tevil je pentagonalno $tevilo: 1
2T, .+ T,=P,, 2 3
4 5 6
7 8 9 10

11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28
P,=T,+2T,_, 29 30 31 32 33 34 35 36

Trikotniska stevila so na hipo-
tenuzi trikotnika naravnih
Stevil.

» razlika kvadratov zaporednih trikotniskih $tevil je kubi¢no Stevilo:
2 2 3
Tn+1 _Tn :(n+1)'

Poznamo Se vec vrst figurativnih Stevil v treh dimenzijah:

kubicna Stevila tetraederska Stevila piramidna Stevila

| B 1 o I .

s U1 PRV

SRPZN
27 10 14 @
64 20 % 30 %
Jurij Vega je 20. avgusta 1789 izracunal Stevilo 7 na 140 (137 pravilnih)
decimalk in tako dosegel tedanji svetovni rekord. Do njega je prisel tako,

da je izpopolnil Marchinovo enacbo iz leta 1706 in dobil enacbo, ki hitreje
konvergira.

Marchinova enacba:
_1)F

= 4arctan(L) - arctan(=L- ) =4 N (D)
(5) (239) (2k+1)’52k+] z(2k+1).2392k+1
k=0 k=0

T
4
Vegova enacba:

= 1 3
n=4(5 arctan 7+ 2 arctan 5 )
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Zaporedja in njihove lastnosti

Prva tri leta gimnazijske matematike smo se ukvarjali z realnimi funkcijami
realne spremenljivke f; R — R. Tokrat bomo mnoZico neodvisnih spremen-
ljivk R zamenjali z mnozico naravnih $tevil N. Tako dobljene funkcije niso
zvezne ali odsekoma zvezne, temvec diskretne.
S 7 aporedie j funkcija, ki vsakemu naravnemu Stevilu priredi natanko dolo-
i &eno realno Stevilo. Lahko re¢emo tudi, da je zaporedje po nekem pravilu
i urejena mnozica realnih $tevil.

Zaporedje lahko predstavimo
i tudi kot funkcijo, kjer so
i originali indeksi zaporedja. :
S N>R

fin—a,; fln)=a,

ay, ay, sy ooy @,y d, 1 ... Clenizaporedja {a,}

Prvi ¢len oznac¢imo z a, n-ti ali splo$ni €len pa z a,.

Zaporedje {a,} lahko predstavimo na razli¢ne nacine.
a) Povemo predpis f(n)=a,.

b) Navedemo prvih nekaj ¢lenov zaporedja in potem iz njih »ugotovimo«
pravilo za tvorjenje naslednjih. Tu je potrebno opozorilo, da ima vsako
kon¢no zaporedje neskoncno mnogo nadaljevanj in da po navadi
»uganemox tisto pravilo, ki je najenostavnejSe in vidno »na oko«.

¢) Zaporedje definiramo rekurzivno. To pomeni, da z dvema ali ve¢ ¢leni

podamo pravilo za tvorjenje ostalih ¢lenov.

Kot smo Ze navajeni, lahko funkcijam nariSemo graf. Graf zaporedja
je mnozica urejenih parov {(n, a,); n€ N}, ¢e je zaporedje neskon¢no, ali
{(i,a);i=1,2,3, ..., n}, Ce je zaporedje koncno.

g

n Zapisimo 365. in 2014. ¢len zaporedij f{n)=2n—300 in g(n)= :’Z—;% .

£(365)=2-365-300=430

_365-1 _ 364 _ 183
gB365)= 5557 = 365 = 183

f(2014)=2-2014-300=3728

_2014—1 _ 2013
g(2014)= 5607 = 5013
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E Koliko pik bi vsebovali naslednji ¢leni, ¢e bi zaporedje nadaljevali?
Poisc¢imo Se splosni ¢len zaporedja.

Zamislimo si Cetrti ¢len zaporedja in iz vseh stirih s Stetjem pik
ugotovimo: a; =5, a,=13, a3=25, a,=41.

Ce pri vseh ¢lenih/likih odstranimo zgornjo vrstico, liki razpadejo na
V-je; vsak ¢len na toliko V-jev, kolikor je njegov indeks. Zaporedni
V-ji znotraj ¢lena imajo liho Stevilo pik. Ko dodamo se pike zgornje
vrstice (zaporedna naravna Stevila, zacensi z 2), dobimo naslednjo
formulo:

a,,zn(2n+1)+(11+1)=2112+211+1=112+(n+1)2

Vsak Clen tega zaporedja je enak vsoti kvadratov dveh zaporednih
naravnih Stevil.

E Poiscimo enega od predpisov zaporedja, ¢e poznamo prvih nekaj
Clenov zaporedja 2, -1, 3, —4—11 ..., In nari§imo njegov graf.

Vsak clen zaporedja je polovica prejs- (D) D
njega s spremenjenim predznakom. W
Velja f(1)=2, i2)=—1,/3)=1 ORORONC N
in splosno

fm) =23 =12 2

V tem zaporedju se ¢lenom izmenjuje EREREE
predznak. Takim zaporedjem pravimo, oJr EENENE NWEF;
da so alternirajoca.

n Poglejmo $e dve rekurzivno podani zapored;i.
o =3, @ =375 1l

a=l,;=1,a,,=0a,,+a, 3

Zaporedji dobimo s postopnim
in potrpezljivim sestavljanjem. ! S f

* Funkcija fpomeni: pomnozi vstopni
podatek s 3 in pristej 1.
= = RS (08 = 3101 =310 7,=3 31 +1=94 ...

10 31 94

¢ Pri drugem zaporedju vidimo, da je vsak ¢len, od vklju¢no tretjega
naprej, enak vsoti prejSnjih dveh.

ook oRoN Ry

Prepoznali smo rekurzivno formulo Fibonaccijevega zaporedja.
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Podobno kot realne funkcije realne spremenljivke imajo tudi zaporedja
razli¢ne lastnosti.

Zaporedje {a,} je naras¢ajoce, Ce za vsak indeks n velja:

* a,<a,, oziromaa,, —a,>0 diferencni test
ali
. ‘% >1 kvocientni test (velja pod pogojem,

da so vsi ¢leni zaporedja pozitivni)

Zaporedje {a,} je padajoce, Ce za vsak indeks n velja:

* a,>a,, oziromaa,,, —a,<0 diferencni test
ali
o dml o kvocientni test (velja pod pogojem,

n

da so vsi ¢leni zaporedja pozitivni)

So

Pokazimo, da je zaporedje a,= p— narascajoce.

Izra¢unamo razliko a, . ; — a, in vidimo, da je za poljubna dva zapo-
redna ¢lena pozitivna.

4, —q, =40t _ 4n _ _A@+1) __An(n+d) _
ntl =8 T T2 ptl T (ntD)(t2)  (ntD)(m+2)
_ 4
=@ DED 0

2
l’n" padajoce.

Izra¢unamo razliko a, ., — a,, ki je za poljubna dva zaporedna ¢lena
negativna.

.. e 1-(n+1) _1-r’ _—n’—n—1 __n’+n+l
Pl n+l1 n n(n+1) n(n+1)

E Dokazimo, da je zaporedje a, =

<0;zavsakne N

B Ugotovimo, ali je zaporedje a,=(n— 4)2 nara$¢ajoce ali padajoce.
Izracunamo razliko dveh sosednjih ¢lenov zaporedja.
1=, =((1+1)=4)' = (n~4)=(n-3)' ~(n-4)’=
= —6n+9)—(n"—8n+16)=2n—7

Razlika je za naravna Stevila 1, 2 in 3 negativna, za n>3
pa pozitivna. Zaporedje ni niti naras¢ajoce niti padajoce.
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4n

ﬂ Pokazimo, da je zaporedje s splosnim ¢lenom a, = — narascajoce.

Ker so vsi ¢leni zaporedja pozitivni, lahko uporabimo kvocientni

kriterij.

4(n+1)
Gye) _ Gl - 40+1) _n’+2n+l g
P R VVES) R e

n

Ker je Stevec vecji od imenovalca, je ulomek vecji od ena. Zato je
zaporedje narascajoce.

Zaporedje je konstantno, ¢e so vsi njegovi ¢leni enaki.

Zaporedje je navzgor omejeno, Ce obstaja tako realno Stevilo M, da so vsi
¢leni zaporedja manjsi ali enaki M; a, <M, Vne N.

Ce obstaja &len zaporedja, ki je vedji od vseh ostalih ¢lenov, mu pravimo
maksimum ali najvecji ¢len zaporedja.

Za navzgor omejeno zaporedje se izkaze, da med realnim Stevili, ki so zgor-
nje meje, obstaja najmanjse. Pravimo mu natan¢na zgornja meja in ni nujno
¢len zaporedja.

Zaporedje je navzdol omejeno, ¢e obstaja tako realno Stevilo m, da so vsi
Cleni zaporedja vecji ali enaki m; a,>m, Vne N.

Ce obstaja &len zaporedja, ki je manjsi od vseh ostalih ¢lenov, mu pravimo
minimum ali najmanjsi ¢len zaporedja.

Za navzdol omejeno zaporedje se izkaze, da med realnim Stevili, ki so spod-
nje meje, obstaja najvecje. Pravimo mu natanéna spodnja meja in ni nujno
¢len zaporedja.

Zaporedje je omejeno, Ce je omejeno navzgor in navzdol.

Y

n RaziS¢imo omejenost zaporedja a,=1--.

3 6
T ®7 7

1
n
e
? 5

vamo, da je zaporedje narasc¢ajoce, kar dokazemo z diferen¢nim

Iz zapisa prvih nekaj clenov 0, %, % % , ... lahko predvide-

testom.

1— 1l _1+l_fn+n+l_ 1

An+1~ Onogugm] n- (ntDn  (n+Dm

Najmanjsi ¢len zaporedja je a; =0, zato je tudi minimum tega
zaporedja. Najvecjega ¢lena zaporedja ne moremo ugotoviti,
vendar noben ¢len ne presega Stevila 1, zato je 1 natan¢na zgornja
meja tega zaporedja.
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2n—2
e 1l

B Pokazimo, da je zaporedje s splosnim ¢lenom a, =
in poiS¢imo natan¢no spodnjo in zgornjo mejo.

omejeno,

Nalogo reSimo s pomoc¢jo znanja racionalnih funkcij iz 3. letmka
Graf zaporedja je podmnozica grafa racionalne funkcije f{x)= HZ .
Njena nicla je x=1, pol x=—1 in premica y =2 vodoravna as1rnptota.
Za nas pomemben je del grafa za x> 0.

1z grafa preberemo, da je minimum zaporedja m =0, natan¢na zgor-
nja meja pa M =2 in da je zaporedje narascajoce.

ol Adial s LAl sl elalglgliglihlialialqglx
_1"
_2,

B Ugotovimo, ali je zaporedje a,=(-2)"+ 1 omejeno.

1z prvih nekaj ¢lenov —1, 5, -7, 17, =31 ... vidimo, da se ¢leni od
izhodis¢a oddaljujejo. Cleni s sodim indeksom so pozitivni, ¢leni

z lihim indeksom pa negativni. Absolutna vrednost ¢lenov zelo hitro
raste. Zaporedje ni omejeno niti navzgor niti navzdol.

T e —————————

1. Zapisite prvih Sest ¢lenov zaporedij s splosnim 4. Za dana zaporedja poiscite splosni Clen.
¢lenom in narisite njihove grafe. a) 5,10, 15,20,25...
a) a,=2n-3 b) 1,5,9,13,17..
b) a,=10-3n c) 1, ,—9, 16, 25
¢) a,=n"—6n+5 &) 2,-4,8,-16..
&) a1:4,a,,+1:—5’2ﬂ d) 1-2, ~3,3 4, 4 5.
e) 2,34 3¢
2. Zapisite prvih Sest ¢lenov zaporedij. 374 677"
a) a,=n"—4 €) a,,:cos’%c 1, «/_ f, «/_
b)a:—2 f) a,=sin(§ +%5) 8)4 % i
C)a:zﬂ g) alzl,an+1=an+2 h) z, ,%,1 §_2
o _ 71 n _ _
€) a,= (';13)' h) a;=1,a,=2, 5. ZapiSite predpisa za rekurzivni zaporedji.
d) a,=log,n @12 =0, s 8) 2,5, 14,41 ...

b) 1,3,6,10,15...
3. Zapisite prvih devet ¢lenov zaporedja, danega
s splo$nim ¢lenom a, = sin 2* | in nariSite graf
zaporedja.

4 5
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6. Na slikah sta dana grafa zaporedij. Zapisite 13. Ugotovite, ali so dana zaporedja naras¢ajoca
predpisa za splosna ¢lena. ali padajoca, in to tudi dokazite.
_3nt4 _nt
aZ,L I a) a,= ) C) a,,—-—n~2—
_nt3 &) go= 1
1 a, b) a,= n C) an_n+1
N ! 4 1
1 2 o 14. Pokazite, da so dana zaporedja navzdol
b s llj i in navzgor omejena.
UEEEEEEE) -1 _n+3 _2n+5
of 1 2 3 4mn ﬁ . a) a,= n ©) @=3,7
_ 2n X _4n-3
» _ ' b) a,=:55 ¢) @=3,77
7. Zapisite splosni ¢len zaporedja 15, 12,9, 6,3 ...
in pokazite, da je 17. ¢len enak —33. 15. Dana so zaporedja s splo$nim ¢lenom.
. . . a) an:_l C) an:"'%—l
8. Zapisite splosni ¢len zaporedja 4, 10, 18, 28, :’_ 5 ;’ )
40 ... Kateri ¢len zaporedja je enak 130? b) a,= nT ¢) a,= n%;

Ugotovite lastnosti zaporedij in jih tudi dokazite.

9. Zapisite prvih 6 ¢lenov zaporedja a, = l’-—:l-r-l .

Koliko &lenov lezi v [§ , 2] in koliko v [1, 3]? 16. Zapisite vsaj eno zaporedje, ki je omejeno z:
a) 0in2 b) -3in3
10. Zapisite prvih 5 ¢lenov zaporedja a, =1,
a,.1=a,+n in na Stevilski premici narisite
tocke, ki jih predstavljajo. Koliko ¢lenov je
manjsih od 50?

17. Zapisite vsaj eno naras¢ajoce zaporedje,
ki je navzgor omejeno z 2.

18. Zapisite vsaj eno padajoce zaporedje,

11. Na sliki so zlozene krogle. Stevila krogel na ki je navzdol omejeno s 3.

posamezni ravni, ki oblikujejo kvadrat, sestav-
ljajo neko zaporedje. Zaporedje opisujmo tako,
dazan=1jea; =1 (navrhuje 1 krogla), zan=2

19. Na sliki sta v ravnini podani zaporedji tock.
Zapisite predpisa za splosna ¢lena.

je a, stevilo krogel pod zgornjo kroglo v drugi 7 ]
vrsti ... ZapiSite obrazec, s katerim izraCunamo 7 Nt 5 AT
Stevilo krogel v n-ti vrsti (gledano od zgoraj / 8 RN E
navzdol). Koliko je vseh krogel v kupu? A T -4 01l *
-1 0 Y7 x 1
I Iy I
a7 NG

20. Koliko pik bi vsebovale naslednje figure, ¢e bi
zaporedje nadaljevali? Poskusite poiskati
splosni ¢len tega zaporedja.

12. Zapisite lastnosti zaporedij, danih s sploSnim . e . .
clenom, 2 Lo
=2n— & =n_
a) a,=2n-5 ¢) a,=-"=
b) a,=1-n" d) a,=n"—4n

0) a,=(-1)" ©) a,= %>
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Aritmeti¢no zaporedje

Naslednja tri zaporedja imajo nekaj skupnega.
1,2,3,4,5,6,7,8 ...
7,4,1,-2,-5,-8,-11 ...

S0 R - S
b 8’

1 z
g g -

1 1
4°8°2°
Pri prvih dveh zaporedjih je za prvih osem clenov ocitno, da je razlika med
sosednjima ¢lenoma konstantna (v prvem primeru 1, v drugem —3), zato
predvidevamo, da ta lastnost velja tudi za ostale &lene. Ce je to tista lastnost,
ki jo i§¢emo, mora biti tako tudi v tretjem primeru. Ker lastnost ni tako ocitna,

zapiSimo vse Clene z istim imenovalcem: -4 -8 3 _2 147

8’ 8’ 8’ 878,858""
in ze vidimo, da je vsak naslednji ¢len vecji od prejSnjega za % .

Zaporedje je aritmeti¢no, Ce je razlika med poljubnim (> 1) clenom
in predstoje¢im ¢lenom konstantna.

a,,,—a,=d Stevilo d je diferenca aritmeti¢nega zaporedja.
a
a,=a,+ d

a3:a2+d:a1+2d
(l4=a3+d=al+3d

a,=a,+n—-1)d splosni €len aritmeticnega zaporedja
neN indeks ¢lena zaporedja

Aritmeti¢no zaporedje je:
* narascajoce, Ce in samo ¢e je d>0,
* padajoce, Ce in samo Ce je d <0,

* konstantno, ¢e in samo ce je d=0.

Vsak ¢len aritmeti¢nega zaporedja (n > 1) lahko zapiSemo kot aritmeti¢no
sredino simetri¢no lezecih clenov.

an — Ay TApiy ; n>r
al’l*V a}’l an+r
.~ 22— @



n Tretji Clen aritmeti¢nega zaporedja je 9, osmi pa —11. Izracunajmo
diferenco in prvi ¢len. Pomagajmo si z risbo.

ag—a;=5d; 5d=-11-9=-20, d=—4
ay=a,—2d=9-2(-4)=17

Pri tej nalogi smo spoznali koristno formulo

a,—a,=m—-—m)d; n>m.

E Dokazimo formulo za aritmeti¢no sredino.

Uporabili bomo samo osnovno formulo za zapis n-tega ¢lena s prvim

¢lenom in diferenco zaporedja:

a,_,+a,., =a+(n—r—d+a,+(n+r—1)d=2a,+(2n—-2)d=
=2[a;+(n—1)d]=2a,

a, ta,,
an: n nrr

in>r

Za katera §tevila x s0 x” +2, 2x+3, 2x” zaporedni ¢leni konénega
aritmeticnega zaporedja?

Zaporedje je aritmeti¢no, Ce je razlika dveh zaporednih ¢lenov
konstantna. Razliki drugega in prvega ter tretjega in drugega ¢lena
morata biti enaki:

G—a=a3—a

2x+3—("+2)=2x"—(2x+3)

Dobimo kvadratno enacbo

3x —4x—4=0

z reSitvama:

o —b+, /b’ —4ac _ 4+ ,/16+48 _ 4+8

2a 6 6

x1=2, xzz—%
22, 1

Zaporedni ¢leni iskanega zaporedja so 6, 7, 8 in T 5 g.
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n Prvi ¢len aritmeti¢nega zaporedja je 121, diferenca pa —3. Koliko
¢lenov zaporedja je pozitivnih?
a,=a;+(n—-1)d>0
121+(n—-1)(-3)>0
-3n>-124
n<4ly

Naravna Stevila n, za katera je n <41 % ,s01,2,3...41.

Pozitivnih je 41 ¢lenov zaporedja.

Ko $e ni bilo zepnih racunal, je bilo delo s kotnimi funkcijami vezano na
uporabo tabel, ki so imele korak 10’. Za izracun npr. sin 52°17” smo poiskali
v tablicah vrednosti sin 52°10” in sin 52°20” ter nato del sinusoide nad inter-
valom (52°107, 52°20") aproksimirali s premico, saj je ta del krivulje zelo
podoben premici. Potem smo razliko vrednosti sin 52°20”—sin 52°10” delili
z deset, rezultat pomnozili s 7 in ga pristeli spodnji vrednosti sin 52°10°.

sin52°10"=0"7898

sin52°20°=0"7916

sin52°20"—sin52°10"=0"0018

sin52°17"=sin52°10"+ T%(sin52°20’—sin52° 10")=
=0"7898 + %(O'7916—0'7898=0'7911

Seveda je treba pri tem paziti, ali je funkcija na danem intervalu narascajoca
ali padajoca.

XX *

Temu postopku pravimo linearna interpolacija.

Med poljubni realni $tevili a in b lahko vselej vrinemo — interpoliramo
m §tevil tako, da vseh m +2 Stevil tvori aritmeticno zaporedje. 1z naslednje
slike lahko preberemo, da je diferenca tega zaporedja

d=b=u
~1

+d +d +d +d +d

a X X, ‘ Xn b

g




Vrinimo med 2 in 11 pet Stevil tako, da nastane kon¢no aritmeti¢no
zaporedje.

Vrednosti 2 in 11 lahko zapiSemo kot vrednosti prvega in sedmega
¢lena aritmeti¢nega zaporedja.

a =2,a;=11
Iz formule a,=a, + (n— 1)d najprej izraCunamo d in nato Se vrinjena
Stevilaay,=a,+d, as=a,+2d ... ag=a,+5d:

_a1—a
d= 7-1

d=1'5
Vrinjena Stevila so: 3°5,5,6°5, 8 in 9°5.

Koncna aritmeticna vrsta

Anekdota pravi, da je bil mali Gauss v Soli v€asih kar preve¢ zivahen. Da bi
ga ucitelj umiril, je moral seSteti prvih 100 naravnih Stevil. Fanti¢ek ga je pre- :
senetil s takoj$njim odgovorom 5050 in zanimivim na¢inom razmisljanja. i

14243 +...+98499+100= i |
=(1+100)+(2+99)+(3+98)+...+(50+51)= Carl Friedrich Gauss
= 101+101+101+...+101=50-101=5050 : (e7=EsD)

Gaussovo metodo bomo uporabili za izracun vsote prvih n ¢lenov aritmetic-
nega zaporedja. Vsoto bomo zapisali dvakrat: prvi¢ od prvega do zadnjega
¢lena, drugi¢ pa od zadnjega proti prvemu. V prvem primeru bomo vse Clene
izrazili s prvim ¢lenom, v drugem primeru pa vse Clene z zadnjim ¢lenom
in na koncu obe enakosti sesteli ter delili z 2.
S,=a,+a,+a;+...+a,_+a,
S,=a,+a,_+...taz+a,+a
S,=a;+(a,+d)+(a;+2d)+...+(a; +(n=2)d) +(a, + (n —1)d)
S,=a,+(a,—d)+(a,-2d)+...+(a,— (n=2)d)+(a,— (n—1)d)
2S,=(a,+a,)n oz.

s = (@ta)n _ nQa,+(n_1)d)
L 2

Vsoti prvih n ¢lenov zaporedja reCemo konéna vrsta. Oznac¢imo jo lahko tudi:
n
S,=a;+ay+az+...+a,= Za,-,
i=1

pri Cemer je X velika grska ¢rka sigma in i indeks Clena zaporedja.
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12
Izra¢unajmo » '(3i—1).
2

12
ZapiSimo vsoto 2(31'7 1) =2+5+8+...4+35, ki je kon¢na aritme-
i=1l
ticna vrsta 12 ¢lenov s prvim ¢lenom @, =2 in zadnjim a@,,=35.

Njena vsota je Sy, =75 (a+ a,) = % (2+35)=222

E IzraCunajmo vsoto vseh veckratnikov Stevila 74, ki so vecji od 300
in manjsi od 1500.

Z oceno kvocienta 37910 ugotovimo, da je v iskani vsoti najmanjsi
veckratnik 74 - 5=370, najvecji pa 74 - 20=1480. Iskana aritmeticna
vrsta 74-54+74-6+...+74-20 ima prvi ¢len a@; =370, zadnji ¢len
a,= 1480, stevilo ¢lenov pa je n=16. Iskana vsota je

S,=1% (ay+a,)= 12 (370 +1480) =14 800.

B Vsota prvih n ¢lenov zaporedja je n’+3n. Izracunajmo splosni ¢len
zaporedja in pokazimo, da je aritmeticno.
Splosni ¢len je
a,=8,—S,_1=
= n2+3n—(n— 1)2—3(n— 1)=
=’ +3n—n"+2n-1-3n+3=
= 2n.30
Ker je razlika dveh zaporednih ¢lenov stalna:
a1 —a,=2(n+1)+2-2n-2=2,
je zaporedje aritmeti¢no z diferenco 2.

u Koliko ¢lenov aritmeticnega zaporedja z diferenco 7 in prvim
¢lenom 11 moramo sesteti, da je vsota enaka 425?

Dani so podatki: d=7, =11, §, = 222=D7) — (70t 13) - 45,
1z kvadratne enacbe dobimo Stevilo seStetih ¢lenov.
2
In21on — 425, 7n*+15n—-850=0;
7
= =15k /15 4.7.850 _ —15+155. n,=10, nzz—%s-

4 e

Ker lahko upostevamo le pozitivno celo resitev kvadratne enacbe,
je treba sesteti 10 ¢lenov.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Zapisite prvih Sest ¢lenov aritmeticnega
zaporedja.

a) a,=4,d=2 ¢) a,=-5,d=3
b) a;=7,d=-4

V aritmeti¢nem zaporedju je Cetrti ¢len 4, dife-
renca pa —% . Poiscite trinajsti clen zaporedja.

Poiscite osmi, enajsti in splosni ¢len aritmetic-
nega zaporedja 1, 5,9 ...

Poiscite peti, deveti in splo$ni ¢len aritmetic-
nega zaporedja %, %, 41_1 ... Ali sta Stevili —%5
in =5 ¢lena danega zaporedja?

Pri danih podatkih za aritmeti¢na zaporedja
poiscite neznane koli¢ine.

a) a,=3n-2,a, a, as, a,

b) a :_79 d= 59 Ay, A105 Aop-1

c) a3=6,d=-2'5, a,, ayy, a,, a,, a,,

¢) as=4,a,0=6,d, a,, a,, a,_,

Poiscite Cetrti, osmi in splosni ¢len aritmeti¢-
nega zaporedjaa—b, a+b,a+3b ...

Izracunajte aritmeticno sredino Stevil:
a) 7in-3,
b) 8- /T2 in 8=,

Poiscite splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja
16,11, 6, 1, -4 ... in zapiSite njegove lastnosti.

Poiscite splosni Clen aritmeti¢nega zaporedja

—11,-8, -5, -2, 1... in zapiSite njegove lastnosti.

Na sliki je narisan graf aritmeti¢nega zaporedja.
Zapisite splosni ¢len zaporedja. Koliko ¢lenov
zaporedja je manjSih od 30?

Q
3

Gl wln
| |
t t

Gl= el
| h T
t t t

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

3 1
Pokazite, daso 16*,02-3/27* in 3/8 - 025 >
prvi trije ¢leni padajocega aritmeticnega zapo-
redja. Zapisite diferenco zaporedja in izracunajte
peti Clen.

Pokazite, da so za x=10g;10—1 vrednosti izra-
zZov 2 - 3“1, 32", 2.3"! zaporedni Cleni aritme-
tinega zaporedja. Zapisite diferenco zaporedja.

Izracunajte, za katera realna Stevila x so vred-
nosti danih izrazov zaporedni ¢leni aritmetic-
nega zaporedja.

a) 3x,x—4,2—-6x

b) X’ +1,4x+1,2x" =2

©) 2+./x,3+ f4x,5+2,/x

&) 2+ Jx—4,1,2— ,/2x

d) 1-2773% 2 2°-3

e) log, (x+2), 3, log, (x+14)

f) 1,sinx, sin’x

g) 200s2x, 1, sinx

v v 3 2 R TI .
Resitve enacbe x” —3x" +3 = x so prvi trije ¢leni
padajoCega aritmeti¢nega zaporedja. Resite
enacbo in zapisite splosni Clen zaporedja.

Zapisite splosna ¢lena aritmeti¢nih zaporedij,
podanih z:

a) ay=17,as+a;=50

b) a;+a,=16,a,-a3;=-16

Od katerega Clena naprej so cleni zaporedja

5,2, 16 ... vegji od 100?
Zapisite aritmeti¢no zaporedje, katerega vsota

prvih treh ¢lenov je 3, vsota kvadratov istih
¢lenov pa 21.

Med $tevili 119 in 155 vrinite osem S$tevil tako,
da sestavljajo aritmeti¢no zaporedje. ZapiSite
diferenco zaporedja in vrinjena Stevila.

Med stevili 147 in =9 vrinite 11 Stevil tako,
da nastane trinajstélensko konc¢no aritmeti¢no
zaporedje. Zapisite diferenco zaporedja.
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40.
41.
42.
43.

44.

45.

46.
47.

48.
49.

50.

Koliko je vseh naravnih $tevil, manjsih od 500,
ki dajo pri deljenju s 7 ostanek 4? Zapisite
splosni ¢len zaporedja.

Koliko je vseh trimestnih naravnih §tevil,
ki dajo pri deljenju s 23 ostanek 5?

Notranji koti trikotnika sestavljajo naras¢ajoce
aritmeticno zaporedje s prvim ¢lenom 44°.
Koliko merita druga dva notranja kota
trikotnika?

Koliko merijo stranice pravokotnega trikotnika
s plos¢ino 96, ¢e njihove dolzine sestavljajo
aritmeticno zaporedje?

V trikotniku oblikujejo dolzine stranic
aritmeti¢no zaporedje. Najvecji kot meri 120°,
po dolzini srednja stranica pa 10 cm. Poiscite
dolzini Se drugih dveh stranic trikotnika.

IzraCunajte.

15

a) (Bn+2)

b) i(len)
n=1

) S (5n-3)

c n—

V aritmeti¢nem zaporedju je prvi ¢len 4, peti pa
24, Kolikoje Szo?

Koliko ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja z vsoto
—16 moramo sesteti, ¢e je a3=10 in ;=27

Prvi Clen aritmeti¢nega zaporedja je 43, ¢lenov
je 25 in vsota 175. IzraCunajte diferenco
in zadnji ¢len zaporedja.

Koliko je prvi in koliko zadnji ¢len 31-Clenskega
aritmeticnega zaporedja z vsoto 2542 in dife-
renco 57

Zadnji ¢len koncnega aritmeti¢nega zaporedja
z vsoto 167 500 in diferenco % je 334. Poiscite
prvi ¢len in Stevilo ¢lenov.

51

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

. Koliko ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja 2, 10,
18, 26, 34 ... moramo sesteti, da bo njihova
vsota vecja od 3807

IzraCunajte vsoto prvih 50 naravnih Stevil,
ki dajo pri deljenju s 5 ostanek 2.

Koliko stevil med 100 in 1000 je deljivih s 17?
Izrac¢unajte njihovo vsoto.

Resite enacbo 5+9+ 13+ ...+ x=5355.

Na sliki sestavljajo ordinate stolpcev koncno
padajoce aritmeti¢no zaporedje. Zapisite splosni
¢len zaporedja. Koliko ¢lenov ima zaporedje?
Koliks$na je ploscina lika?

an

N
N-11
N-2{

Med Stevili 5 in 44 vrinemo Stevila tako,

da nastane kon¢no aritmeti¢no zaporedje.
Kolik$na je diferenca zaporedja in koliko ¢lenov
smo vrinili, ¢e je vsota vrinjenih ¢lenov 2947

Med stevili 13 in 97 vrinemo 7 Stevil, da nastane
kon¢no aritmeti¢no zaporedje. Izracunajte
diferenco aritmeticnega zaporedja, e je vsota
vrinjenih Stevil enaka 1100.

Lojze je zacel varcevati in je danes shranil

en evro, jutri bo shranil dva evra, pojutriSnjem
tri evre ... Koliko bo privaréeval v enem
neprestopnem letu?

Regitve enatbe x° — 15 =9x"—23x so prvi trije
¢leni naras¢ajocCega aritmeti¢nega zaporedja.
Resite enacbo in zapisite splosni ¢len zaporedja.
Koliksna je vsota prvih 10 ¢lenov zaporedja?
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60.

61.

62.

63.
64.

65.

66.
67.
68.
69.

70.

Regitvi enacbe 210y | loax
S5—logx = 1+logx

cetrti ¢len padajocega aritmeti¢nega zaporedja.

=1 sta prvi in

Resite enacbo in zapiSite splosni ¢len. KolikSna
je vsota prvih 20 ¢lenov zaporedja?

Pokarzite, da je zaporedje z vsoto S, = n’—4n
aritmeti¢no. ZapiSite prvi ¢len in diferenco.

V aritmeticnem zaporedju z diferenco 4 je vsota
petega in osmega Clena 58. Poiscite prvi ¢len
in vsoto prvih osmih ¢lenov zaporedja.

Izracunajte, za katere x so dana Stevila zapo-
redni ¢leni aritmeti¢nega zaporedja.

a) x'—3, 5x,x +15

b) X’ =3,x—1,1-2x

V aritmeti¢nem zaporedju je Cetrti ¢len za 21
vecji od prvega, vsota drugega in Sestega Clena
paje 108. Izracunajte vsoto prvih § ¢lenov
zaporedja.

1

Dano je aritmeti¢no zaporedje z diferenco d = 3

in sedmim ¢lenom a,=-5.

a) Zapisite prve Stiri ¢lene tega zaporedja.

b) Koliko zacetnih ¢lenov moramo sesteti,
da dobimo vsoto —68?

Dano je aritmeti¢no zaporedje 25, 21, 17 ...
Izracunajte a,,, poiscite Stevilo pozitivnih
¢lenov in njihovo vsoto.

Za aritmeti¢no zaporedje velja a, +a,=24
in %2 = % . Zapisite prvih pet ¢lenov zaporedja
7

in izracunajte vsoto prvih desetih ¢lenov.

Ugotovite, ali je zaporedje s sploSnim ¢lenom
2
_n-n-6 .. X
=" aritmeticno.

Zapisite prvih Sest ¢lenov aritmeticnega zapo-
redja, ¢e za njegove Clene velja: a;+a,+ag=71
nas—az—a,=2.

Kon¢no aritmeti¢no zaporedje ima osem ¢lenov.
Vsota srednjih dveh je 41, produkt prvega in
zadnjega pa 114. Zapisite prvi ¢len in diferenco
zaporedja.

71.

72.

73

74.

75.

76.

77.

78.

Med resitvi enacbe x”— 16x +39 =0 vrinite $tiri
Stevila tako, da bo vseh Sest Stevil tvorilo
aritmetic¢no zaporedje.

Dolzine stranic pravokotnega trikotnika tvorijo
aritmeti¢no zaporedje. Vecja kateta meri 24 cm.
Izracunajte obseg trikotnika.

. Cevi za plinovod enakega polmera so zlozene

v osem vrst. V spodnji je 13 cevi, v vsaki nasled-
nji je ena cev manj. [zracunajte, koliko je vseh
cevi.

Velikosti kotov v trikotniku ABC tvorijo aritme-
ti¢no zaporedje. Najmanjsi kot meri 20°. [zracu-
najte vrednosti ostalih dveh kotov.

Dolzine robov kvadra tvorijo aritmeti¢no zapo-
redje. Vsota dolzin robov je 24 cm, prostornina
pa312 cm’. Izracunajte povrsino kvadra.

Koliko casa bo padal kamen v 2500 m globok
rudniski jasek, ¢e prvo sekundo pade 4'904 m
in nato vsako naslednjo sekundo 9°808 m vec
kot prejsnjo?

Koliko ¢lenov vrste 5+ 8+ 11+ 14+ ... moramo
sesteti, da dobimo vsoto 6707

1+2+3+...+2014

IzraCunajte vrednost ulomka T 5015
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Geometrijsko zaporedje

Analitik v Uradu za varstvo potrosnikov spremlja gibanje cen

in ugotovi, da se je cena dolocenega artikla, ki je pred tremi leti

stal 15 evrov, vsako leto povecala za 8 %. Cena:

po enem letu:

15+15-0°08=15-(1+008)=15-1'08=162 €

po dveh letih:
162+162-008=162-(1+0°08)=162-1'08=15-108°=17"5 €
po treh letih:
17°'5+17°5-0°08=17"5-(1+0°08)=17'5-1'08=15-108’=18'9 €

Zaradi znanja procentnega racuna vemo, da 8 % vi§jo ceno dobimo
tako, da osnovno ceno pomnozimo z 1°08. Cene v zaporednih letih
torej oblikujejo kon¢no zaporedje, pri katerem je vsak naslednji ¢len
z 1'08 pomnozen prejs$nji Clen.

15,15-1°08,15-1°08%, 151708’

Zaporedje je geometrijsko, ¢e je koli¢nik med poljubnim (7> 1) in pred
stojec¢im ¢lenom konstanten: % =k. Stevilo k se imenuje kvocient ali
koli¢nik geometrijskega zapo;edja.

Clene geometrijskega zaporedja lahko zapisemo le s prvim ¢lenom in kvoci-
entom zaporedja:

2 3 n—1
a, alk, (llk 5 (llk 5 eeey alk

Splosni ¢len geometrijskega zaporedja je a,, = a;k"~". Lahko ga zapiSemo tudi
s kasnejsim, npr. m-tim ¢lenom in kvocientom k: a,=a,k""; m<n.

Geometrijsko zaporedje je:

nara$¢ajoce padajoce

konstantno konstantno

padajoce naraséajoce

alternirajoce alternirajoce




n Zaporedje 1, 2, 4, 8, 16, 32 ... je geometrijsko zaporedje s prvim ¢le-
nom a; =1 in koli¢nikom k=2. V naravi je primer takega zaporedja
delitev celice.

E Zaporedje -3, -1, —% . je geometrijsko zaporedje s prvim

_§ 9 _ﬁ ° :: L ] o L]
¢lenom @, =-3 in koli¢nikom k= % . T
],
E Zaporedje 5, =5, 5, -5, 5 ... je geometrijsko zaporedje s prvim 0t 11213 14lsn
¢lenom a; =5 in koli¢énikom k=—1. Zaporedje je alternirajoce. +
n Tudi ¢leni geometrijskega zaporedja 5, —1, % : —% ; 1;—5 ... alternirajo.
anh .
E Poisc¢imo deveti ¢len geometrijskega zaporedja 6, 18, 54, 162, 486 ...

Prvi ¢len je a, =6, kolicnik pa 3. Splosni ¢len geometrijskega +
zaporedja je a,=a, - k'~'=6-3""", deveti ¢len pa T
ag=a,-k*=6-3"=39366. 0

o

|
[ ]

E Cetrti ¢len geometrijskega zaporedja je 2187, osmi pa 27.
Izra¢unajmo deseti ¢len.

Izrazimo cCetrti in osmi ¢len zaporedja s prvim ¢lenom a;
in koli¢nikom £.

a,=a- K

as=a, k'

Ce delimo osmi ¢len s ¢etrtim, dobimo:

ag_al-k7_k4
a4 o B
a,-
k_a4_2187 I
1
=4
k i3

Deveti kot naslednji ¢len od osmega je mnozen s k, deseti pa s K
a|p=4dag- k2:27 g (i%)2=3



26  TEMPUS NOVUM

Ce v tri¢lenem aritmeti¢nem zaporedju z diferenco 4 drugi ¢len
povecamo za 1, tretjega pa za 7, dobimo geometrijsko zaporedje.
Poisc¢imo obe zaporedji.

Najprej zapiSimo aritmeti¢no zaporedje z diferenco 4: a, a, +4, a, +8,
cleni geometrijskega zaporedja pa so: a;, a; +5, a; + 15. Pri geome-
trijskem zaporedju je koli¢nik dveh zaporednih ¢lenov stalen, zato je:

ats _at15

a; a;+5

(a,+5) =a,(a; +15)

a’+10a,+25=a,’+15a,

a;=5

Iskano aritmeti¢no zaporedje je 5, 9, 13, iskano geometrijsko pa
5 G2

Geometrijska sredina dveh pozitivnih realnih Stevila in b je .Ja-b.

Vsak ¢len a, geometrijskega zaporedja (7> 1) s pozitivnimi Cleni je

: geometrijska sredina simetri¢no lezecih Clenov a,_, in a,, ,; n>r; torej

i Iz Talesovega izreka v pravo- : . .2
S otnemt 'kgt Fon] p'd' Ca,= Ja, . a,.,,sicerpaveljaa, =a,_,- a, .
i kotnem trikotniku lepo vidimo,

i daje geometrijska sredina dveh a,

b .. Y . " . 1 :kr Ayir :kr
i pozitivnih Stevil manjsa ali a, , ’ a,
enaka od aritmeti¢ne sredine
s ~ . E an =an+r.a2=a -a
istih dveh Stevil: : s Cn = Un—r " Cn+r
: ay_y a

Iz poznanih dveh ¢lenov narascajoCega geometrijskega zaporedja,
a;=2 in a;; =32, izraCunajmo sedmi Clen.

Ker je sedmi ¢len ravno na sredini med 3. in 11. ¢lenom, lahko
uporabimo pravilo za geometrijsko sredino:

a,=  /az-ay = /232 :,\/6_4 =18

Zaporedje je narascajoce, zato je a;=8.

ar=a;- k', k'=%4 :g =4
3

Realni resitvi enacbe k' —4=0 oz. (k2 - 2)(k2 +2)=0 sta dve, vendar
uporabimo le k= ,/2, saj je geometrijsko zaporedje s kvocientom
k=-,/2 alternirajoce.
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Med poljubni dve $tevili ¢ in b lahko vrinemo (interpoliramo) r stevil tako,
da vseh r+2 Stevil tvori geometrijsko zaporedje:

a, ay, dy, Az, <.y Ay, Apy b
2 3 -1 +1 +1
a, ak, ak’, ak’, ..., ak'™, ak’,b=ak™"; k"' =2

Koeficient geometrijske interpolacije je k= .+ f

la-

A

Med tevili 1 in 243 vrinimo pet stevil tako, da bomo dobili geome-
trijsko zaporedje sedmih Clenov.

V naSem primeru je =5, prvi in zadnji ¢len zaporedja poznamo,
torej lahko uporabimo formulo:

g DS _ S 6 _
k_ﬁ_6/243-3_6./3 3 =¢3%=3
3

Dobimo zaporedje %, 1,3,9,27, 81, 243.

Konéna geometrijska vrsta

Ce sestejemo prvih 1 &lenov geometrijskega zaporedja, dobimo konéno
geometrijsko vrsto.

n
S,,=a1+a2+a3+...+a,,=2ai

i=1

Njena vsota je S, = ‘% ; k#1 in jo je enostavno izpeljati.

S,=a,+ak+ak+.. . +a k' +a k! Formulo na levi in desni

kS,=ak+ak+ak+.. . +a k' +a k' pomnozimo s k.

kS,—S,=a,—a\k" Prvo enakost odstejemo

S, (k—=1)=a,(kK"-1) od druge in izrazimo S,
_ay(K"-1)

Sn= lk—l

20l vy SRS

.
[zradunajmo 23 2.
i=1

Vsota
7
23-2"+1 —130:0% 4 3 IR R N e

=1
je konc¢na geometrijska vrsta sedmih ¢lenov s prvim ¢lenom
a;=3-2"=12 in koli¢nikom 2. Njena vsota je

§,= k=) - 120°-1) _ 1574

() 2-1)
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E V geometrijskem zaporedju s koli¢nikom 3 je Cetrti ¢len 108.
Koliko ¢lenov je treba sesteti, da dobimo vsoto 14562

Najprej izracunajmo prvi ¢len a;.

as=d; - k3
= o0 3P = A
108—01 3 ,a = 57 =4
Zdaj izracunajmo Se Stevilo ¢lenov zaporedja.
_ay(K'-1)
i |

1456=43=1)
3"-1=728;3"=729
Logaritmiramo levo in desno stran enacbe.
log 3" =log 729
nlog3=1log 729
log 3

B V geometrijskem zaporedju poznamo @, =2, a,=1458 in S,=2186.
Izra¢unajmo, koliko ¢lenov je treba sesteti, da dobimo S,, in kolikSen
je kvocient tega zaporedja.

Najprej se spomnimo zveze a, = a,k" ", iz katere dobimo
=% = 1458 _759
a, 2 :
a;(k"-1)
k=1 °
vidimo, da potrebujemo e £". Tega dobimo, ¢e &'~ =729
pomnoZimo na levi in desni s k: k" =729k.

Tako dobimo preprosto enac¢bo z neznanko k: 2186 = ZJ%) .

Ko zapisemo Se formulo za vsoto prvih z ¢lenov S, =

Njena resitev je k=3. Iz eksponentne enacbe 3"7'=729 dobimo
Se Stevilo ¢lenov, ki smo jih sesteli:
(n—1)log3=1log729; n= l‘—iﬁg%g +1=7

u Televizor za 370 evrov bomo placali v desetih obrokih namesto
v enkratnem znesku. Prvi obrok je desetina cene, vsak naslednji pa
za 2 % vecji od prej$njega. Koliksna bo dejanska cena televizorja?
Koliko odstotkov drazji je televizor, ¢e ga kupimo na obroke?
prvi obrok  a;=37
drugi obrok a,=a,+0'02a,=1'02a,=37"74
tretji obrok a3 =a,+0°02a,=102a,= 1'022a1 =38'49

deseti obrok: a;,=1 '029a1 =44°22
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Konc¢na cena televizorja je vsota prvih 10 ¢lenov geometrijskega
zaporedja s prvim ¢lenom a; =37 in kvocientom 1°02.

o 10
8jo=3200—1) —405'14
x= ‘% =1'09407

Televizor se podrazi za 9°4 %.

Uporaba tehnologije

A

Clene aritmeti¢nega zaporedja z znanim (prvim) ¢lenom a, =3
in diferenco d=2 ter njegov graf zelo enostavno dobimo
s programom Excel.

il a | B |
1 |prviélen 3 20 —
2 |diferenca 5 15 i
3 2 7 =
4 | 9 10
|5 | 1 5
| 6 | 13 }
17| 15 0 =
8 | 17 0 5 10
19 | 19
10 21
Al 23

E Podobno dobimo tudi ¢lene geometrijskega zaporedja s prvim Cle-
nom a; =0"75 in kvocientom £=0"33.

EN | 0,8
|1 | prviélen 0,75 =
2 | kvocient 0,2475 0,6
| 3 | 0,33 0,081675 0.4
| 4 | 0,026953
= 0,008894 02 e
| 6 | 0,002935 " ; ?—‘W
| 7] 0,000969 H H il
8 0,00032

Prvi ¢len

3

diferenca |=B1+AS$3
2 =B2+A$3
=B3+A$3

Prvi ¢len

075

kvocient =B1*A$3
0°33 =B2*A$3
=B3%A$3
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E V banki smo najeli 4000 evrov kredita, ki ga bomo odplacevali
v enakih mese¢nih obrokih po 300 evrov pri mesecni obrestni meri
1°5 %. Koliko mesecev bomo odplacevali posojilo?

Pri odplacevanju se bo po eni strani posojilo manjsalo zaradi mesec-
nih odplacil, po drugi strani pa se bo dolg relativno poveceval zaradi
obresti, ki jih moramo placati banki. Gibanje denarja lahko zapiSemo
z rekurzivno formulo:

a,=4000, a,=1'015-a,_,—300

Uporabimo Excelovo preglednico.

A 8
| 1| 4.000,00¢€ | 300,00€
2 | 3.760,00€

3 | 3.516,40¢

4| 3.269,15¢

|5 | 3.018,18¢€
6 |
[7]
8 |
9 |

dolg obrok odpladila

=1.015* A1-BS$I
=1.015* A2-BS$I

2.763,46 €
2.504,91€
2.242,48€
1.976,12€
10| 1.705,76 €
11| 1.431,35€
12| 1.152,82€

13| 870,11€
(14| 583,16€
15| 291,91€

Preglednica nam pokaze, da bo odplacil 14, zadnje pa bo malenkost
nizje od 300 evrov.

T —————

79. Zapisite prvih pet ¢lenov geometrijskega zapo- ~ 81. V geometrijskem zaporedju je Sesti ¢len 54,
redja, Ce je: koli¢nik pa % . Koliko je deveti ¢len zaporedja?
a) a;=1,k=3 c) aI:—S,k=%
b) a,=2, k=-2 &) a,=-25,k=-072 82. Poiscite peti, deseti in splosni ¢len geometrij-

skega zaporedja 4, 8, 16 ...
80. Zapisite koli¢nik in splosni ¢len geometrijskega

zaporedja ter zapiSite njegove lastnosti. 83. Poiscite Cetrti, osmi in splosni ¢len geometrij-
a) 2,6,18,54,162... skega zaporedja 2, —% , % ... Ali sta $tevili %
b) 18,6, 2, %, % in -5% ¢lena danega zaporedja?

¢) -27,-18,-12,-8, -8 .
&) 3,1, 1,5, 5 -
d) —

1 1
L-l- 2,4



84. Na sliki je narisan graf geometrijskega zapo-
redja. Zapisite splosni ¢len zaporedja. Koliko
¢lenov zaporedja je vecjih od 507

ay

85. Pri danih podatkih za geometrijska zaporedja
poiscite neznane koliCine.

a) an:3n9 ay, dy, ds

b) a;=4,k=1,

C) a3=06,k=-2'5, a, as, a,, a,
é) ag= 16, (110:256, k, a, a,

day, dyo

86. Poiscite Cetrti, osmi in splosni ¢len geometrij-
2 3

_a

skega zaporedja ab, R

a+b’

n
6

zaporedni ¢leni geometrlj skega zaporedja. Zapi-

87. Vrednosti izrazov tan =t, cos == in (sin %“ )2 SO

Site Clene zaporedja in izracunajte Cetrti Clen.

88. Ugotovite, ali so vrednosti spodnjih izrazov Ste-
vila zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja.
Zapisite koli¢nik zaporedja.

in 2n

5T
G > COs = -sin =

b) log - 705> Ine-log,2, log; 4/3 - logs %

a) cos 5T, sin

89. IzraCunajte, za katera realna Stevila x so vred-
nosti danih izrazov zaporedni ¢leni geometrij-
skega zaporedja.
a) x+5,x+2,x

b) x+1,2x+2, 6x—-2

o) Jx—1,./x-2, /x+1
&) 4,025,8"
d) logs(2x—1), log; 9, log; 162 —log; 2

90. Nicle polinoma p(x) = X +7x =21x=27 so prvi
trije ¢leni geometrijskih zaporedij. Zapisite nicle
polinoma in splo$na ¢lena zaporedij.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Zaporedja 31

91.

Zapisite splosni ¢len geometrijskega zaporedja,
danega z:

a) a,=3,a;-a,=243

b) a;=8, a,+as=48

c) a,-a;=144,a,—a,=15
Pokazite, da Stevila %——J}, —A_%, ﬁéz oblikujejo

geometrijsko zaporedje.

IzraCunajte geometrijsko sredino Stevil:
a) 12in27 b) 9—./54 in /6 +3.

Izracunajte, do katerega ¢lena so ¢leni zaporedja
54,18,6... ve¢ji od — 100

Med Stevili 48 in 243 vrinite tri Stevila tako, da
sestavljajo vsa Stevila skupaj geometrijsko zapore-
dje. Zapisite koli¢nik zaporedja in vrinjena Stevila.

Med stevili 128 in — m vrinite Sest Stevil tako,
da nastane osemc¢leno kon¢no geometrijsko
zaporedje. Zapisite koli¢nik zaporedja.

Koliko je vseh naravnih $tevil, ve¢jih od 1 in
manjsih od 1000 000, ki so potence Stevila 3?
Zapisite splosni Clen zaporedja.

Zapisite celostevilska geometrijska zaporedja,
za katera je vsota prvih treh Clenov 28, produkt
prvega in zadnjega Clena pa 64.

Resitev enatbe 4 -(27°,/2)" = 64 je prvi ¢len,

reSitev enacbe logy./27+2-3" = 1 pa drugi ¢len
geometrijskega zaporedja. Zapisite kolicnik

zaporedja.

V aritmeti¢nem zaporedju je tretji ¢len za 8 vecji
od prvega. Drugi, peti in Stirinajsti ¢len pa
sestavljajo zaporedne Clene geometrijskega
zaporedja. Zapisite splosna ¢lena obeh
zaporedij.

Stevilo 18 zapisemo kot vsoto prvih treh ¢lenov
aritmeti¢nega zaporedja. Ce tretji ¢len tega
zaporedja povecamo za 3, dobimo tri zaporedne
clene geometrijskega zaporedja. Zapisite ¢lene
aritmeti¢nega zaporedja in Clene geometrijskega
zaporedja.
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102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

Tri Stevila tvorijo geometrijsko zaporedje

z vsoto 168. Ce drugi ¢len zaporedja pove¢amo
za 24, tretjega pa zmanjSamo za 24, dobimo
zaporedne Clene aritmeti¢nega zaporedja.
Zapisite Clene geometrijskega zaporedja.

Koliko merijo stranice trikotnika z obsegom
103 cm, pri katerem dolzine stranic s prvim ¢le-
nom 4 cm oblikujejo geometrijsko zaporedje?

V kvadrat s stranico a vértamo kvadrat z oglisci
v razpolovi$cih stranic prej$njega kvadrata,
temu kvadratu vertamo kvadrat z oglisci v raz-
poloviscih stranic prej$njega kvadrata itd. Izra-
¢unajte dolzine stranic prvih treh kvadratov in
dolzine stranic kvadratov opiSite z zaporedjem.

Krogu s polmerom =2 m v¢rtamo enakostra-
niéni trikotnik, temu trikotniku vértamo
kroznico, kroznici vértamo enakostrani¢ni
trikotnik ... Velikost plos¢in dobljenih trikot-
nikov opiSite z zaporedjem.

Zoga odsko¢i od vodoravnih tal po prvem
odboju 1 m, po drugem 80 cm ... Visine, do
katerih odskoci Zoga, sestavljajo geometrijsko
zaporedje. Koliko odskoci Zoga po tretjem
odboju in koliko po petem? Visino odskoka
zoge opisite s sploSnim ¢lenom zaporedja.

Po katerem odboju odskoci zoga manj kot

20 cm?

Zapisite Stiri naravna Stevila, za katera velja,

da prva tri oblikujejo aritmeti¢no zaporedje,
prvo, drugo in Cetrto Stevilo pa geometrijsko
zaporedje. Vsota prvega in tretjega Stevila je 16,
vsota drugega in Cetrtega pa 24.

Izracunajte.
i 4 l 10 5"
a) 3" b) »2-(-2)" c) =
n=1 y; ;4
IzraCunajte 1+2+4+ ... +4096.

V narascajo¢em geometrijskem zaporedju
je prvi ¢len 5, peti pa 405. Koliko je Sy0?

Koliko ¢lenov geometrijskega zaporedja z vsoto
—255 moramo sesteti, ¢e je a;=—4 in a;=—64?

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Resite enacbo —2+8—-32+...+x=26214.

Prvi ¢len kon¢nega geometrijskega zaporedja je 1.
Zapisite koli¢nik in zadnji ¢len zaporedja, Ce je
vsota prvih $tirih ¢lenov tega zaporedja 40.

Tri Stevila sestavljajo geometrijsko zaporedje
z vsoto 26, njihov produkt pa je 216. Zapisite
ta Stevila.

Koliko je prvi in koliko zadnji ¢len sedemclen-
skega geometrijskega zaporedja z vsoto 20 078

in koli¢nikom —g ?

Vsota prvih petih ¢lenov geometrijskega zapo-
redja je —61, vsota drugega in tretjega Clena pa
—6. Zapisite prvih pet ¢lenov zaporedja.

Med stevili 16 in 81 vrinite toliko Stevil, da
nastane kon¢no geometrijsko zaporedje z vsoto
vseh Stevil 211. Zapisite splosni ¢len zaporedja.
Zapisite dobljeno kon¢no zaporedje.

Vsota kon¢ne geometrijske vrste s prvim ¢le-
nom 2 in zadnjim ¢lenom 162 je 242. PoiscCite
koli¢nik zaporedja in Stevilo ¢lenov vrste.

Koliko ¢lenov geometrijskega zaporedja
12, 18, 27 ... moramo sesteti, da bo vsota vecja
od 1000?

Tri Stevila sestavljajo koncno geometrijsko
zaporedje z vsoto 117. Ce drugi ¢len povetamo
za 12, tretjega pa zmanjSamo za 12, dobimo
aritmeti¢no zaporedje. Izraunajte ¢lene geome-
trijskega zaporedja in diferenco aritmeti¢nega
zaporedja.

Aritmeti¢no zaporedje devetih razli¢nih ¢lenov
ima vsoto 135. Prvi, tretji in deveti Clen sestav-
ljajo geometrijsko zaporedje. [zracunajte prvi
¢len in diferenco aritmeti¢nega zaporedja.

Resitvi enacbe log (x*+1000) = log 110+1logx

sta prva dva ¢lena padajocega aritmeticnega

zaporedja in padajoCega geometrijskega

zaporedja.

a) Resite enacbo in zapisite splosna clena
zaporedij.



Zaporedja 33

123.

124.

125.
126.
127.

128.

b) Koliksni sta vsoti prvih petih clenov 129
in koliksni vsoti prvih desetih ¢lenov
obeh zaporedij?
¢) Ali sta zapored;ji delnih vsot v obeh primerih 130
naras$¢ajoci?
V kot 45° vrisemo lomljeno krivuljo, kot kaze 131
slika. Zapisite dolzine prvih petih daljic in
splosni ¢len zaporedja dolzin daljic, ¢e je a; =1.
Koliko meri lomljena krivulja, ki vsebuje

n daljic?

132

45° |4

ml [ 1

V kot 60° so vrisani kvadrati, kot kaze slika.
Zaporedja plos¢in kvadratov sestavljajo
padajoce geometrijsko zaporedje. Izracunajte
kvocient zaporedja, ¢e meri stranica najvecjega
kvadrata a; =12. Koliko meri vsota plos¢in
prvih 3 kvadratov?

a;=12

IzraCunajte vsoto desetih ¢lenov geometrijskega
zaporedja s podatki a;—a, =12, a, - a3 =64.

Izracunajte vsoto neskoncne geometrijske vrste
1 1

1+ stast...

Dolocite x tako, da bodo —8x, ¥ in 1 zaporedni

¢leni geometrijskega zaporedja.

Prvi ¢len geometrijskega zaporedja je 5, peti pa
80. Izracunajte vsoto prvih 11 ¢lenov zaporedja.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

. IzraCunajte vsoto neskonéne geometrijske vrste
20+8+32+128+...

. Zapisite geometrijsko zaporedje, Ce je razlika
tretjega in prvega clena 12, njun produkt pa 64.

1

. v 3 5 2n—
. Dana je kon¢na vrsta x+x" +x + ... +x”"
IzraCunajte x.

3
5

. Poznamo tri ¢lene nekega zaporedja: a, =12,
=16 , —128
3 81 °
a) Z ratunom pokazite, da je zaporedje
geometrijsko.
b) Izracunajte deseti ¢len zaporedja.

c) Ali stevilo %% pripada temu zaporedju?

ds asg

Odgovor utemeljite z racunom.

Geometrijsko zaporedje vsebuje ¢lena a; =8
in a,=128. Zapisite prvi ¢len in kvocient ter
izracunajte vsoto ajg+ ...+ ds.

Ce vsakemu od $tevil 2, 6 in 58 pristejemo isto
Stevilo, dobimo prve tri ¢lene geometrijskega
zaporedja. [zraCunajte vsoto prvih 12 ¢lenov
tega zaporedja.

Med resitvi kvadratne enacbe x° — 66x + 128 =0
vrinite Stiri Stevila tako, da boste dobili geome-
trijsko zaporedje Sestih ¢lenov. Izracunajte

in zapiSite ta $tiri Stevila.

Za Clene geometrijskega zaporedja velja
a—a,+a;=91in a,—as+as="72. IzraCunajte
prvih Sest ¢lenov zaporedja.

Povrsina kvadra meri 78 cm’. Robovi kvadra
tvorijo geometrijsko zaporedje, skupna dolzina
robov pa meri 13 cm. Izracunajte prostornino
kvadra.

Konjski mesetar kupuje konja, ki stane
10000 evrov. S prodajalcem se dogovori,

da bo kupnino placal glede na Stevilo zebljev
na konjevih podkvah. Za prvi Zebelj bo placal
1 cent, za drugi zebelj 2 centa, za tretji zebelj
4 cente ... Ali je sklenil dobro kupcijo, Ce je
vsaka podkev zabita s petimi zeblji?
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Matematicna ali popolna indukcija

i svetovalec v parlamentu v Toulousu. Vecino prostega Casa pa je posvetil

i matematiki, posebej teoriji tevil, kjer je prisel do $tevilnih zanimivih

i odkritij —leta 1636 je nasel Sesti par prijateljskih stevil (17296, 18 416).

i Svojih odkritij ni nikoli javno objavil, o njih je govoril le v pismih prijate-

i ljem, opremljenih s skopimi dokazi ali celo brez njih. Mnogo rezultatov, do
i katerih se je dokopal, se je ohranilo kot opazke na robu latinskega prevoda
i Diofantove knjige Aritmetika, ki jo je rad prebiral.

Pierre e Fermat Fermat je leta 1640 postavil trditev, da so Stevila oblike F(n)= 27 +1
(1607-1665) i prastevila za vsako nenegativno celo Stevilo 7. Pa poglejmo, ali je imel prav.

Takoj vidimo, da zaporedje stevil izredno hitro narasca.

F(0)=3, F(1)=5, F(2)=17, F(3)=257, F(4)=65 537, F(5)=4294 967 297

Euler je Sele leta 1732 pokazal, da Sesto Stevilo v zaporedju ni prastevilo,
ampak produkt dveh velikih stevil: 641 -6 700417. To lahko danes enostavno
ugotovimo z racunalom, ki pozna tudi simboli¢no racunanje, ali z ukazom
Factorize racunalniskih programov (npr. Microsoft Math, Wolfram Alpha),

v tistih Casih pa ni bilo tako.

Iz tega primera vidimo, da Fermatov nacin (induktivnega) sklepanja iz posa-
meznih primerov na splosno pravilo v tem primeru ni bil ustrezen.

Danes izreke, formule, trditve ..., v katerih nastopajo naravna Stevila, doka-
zujemo z matemati¢no ali popolno indukcijo.
Izrek o popolni (matematic¢ni) indukciji

Izrek, formula, trditev ... velja za vsa naravna $tevila, Ce:

* veljazan=1,

 lahko iz veljavnosti za naravno Stevilo n dokazemo, da velja tudi za
naslednje naravno Stevilo, torej n+ 1 (po prvi tocki velja za 1, zato po
drugi tocki velja za 2, ker velja za 2, velja tudi za 3, ker velja za 3, velja
tudiza4 ...).




n V uvodu poglavja smo na grafi¢ni nacin pokazali, kako izracunamo
vsoto prvih # lihih Stevil. Eni piki dodamo tri in vse Stiri tvorijo
kvadrat oz. kvadratno Stevilo 4, potem dodamo 5 pik in dobimo
kvadratno Stevilo 9 ...

0000000
1+3=4 e000000O0
1 Ry 0000000

0000000
1+3+5+7:16 o000 00O

0000000

. 0000000
Postopek lahko nadaljujemo v nedogled, e00000O0O0
vendar s tem formule 135 7 9Ii1i13 15

F(n)=1+345+...+Q2n-1)=n’

Se ne dokazemo. Za korekten dokaz potrebujemo matematicno
indukcijo.

Najprej napisemo indukcijsko predpostavko.

Formula F(n)=1+3+5+...+(2n— l)zn2

naj velja za vsa naravna Stevila.

Za n=1 enakost velja, saj je 1 = 1%

Pri predpostavki, da prej$nja formula velja za n, poglejmo Se
veljavnost za n+ 1:

Fin+1)=Fn)+Q2n+)=n"+Q2n+1)=(n+1)’

S tem je formula pravilno dokazana.

BA Dokazimo, da velja deljivost 9| (13" —4").
Indukcijska predpostavka je 13" —4"=9k oz. 13"=9k+4".
Za n=1 je deljivost ocitna: 13'—4'=9.
Poglejmo Se veljavnosti za n+ 1:

13" 4™ =13 . (9k+4") - 4" =13 - 9k+4"- (13 -4)=
=9(13k+4") =9k,

Deljivost 7|(3”" "' +2" ") bomo dokazali na drugaden nagin.
Zan=1 deljivost velja: 3°+2°=28=4.7.

Indukcijsko predpostavko 3°" "' +2"~' =7k malo predelamo:
32n+1:7k_2n—1

32(n+1)+1+2(n+1)—1:32n+3+2n:9 . 32n+1+2n:9‘ (7k_2n—1)+2n :
SN R NS0t 0 (9-2)=7 (9k-2""))

Deljivost je dokazana.
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n Z matemati¢no indukcijo dokazujemo tudi nekatere izreke iz
elementarne geometrije. Na§ primer bo formula za Stevilo diagonal
konveksnega n-kotnika D(n) = 'ﬁ"z;ﬂ , ki smo jo v 2. letniku dobili
z logi¢nim sklepanjem, zdaj pa jo bomo Se formalno dokazali.

Zacénimo s Stevilom diagonal 4-kotnika (ocitno ne moremo zaceti
zn=1).

D(4)= ‘—‘-ﬁz—_—ﬂ =2 (4-kotnik ima res dve diagonali.)
Ce n oglis¢em dodamo $e eno oglii&e in dobimo (1 + 1)-kotnik,

potem vse diagonale od prej ostanejo, iz novega oglisca gre
(n+1-3) novih diagonal, ena stranica pa se prelevi v diagonalo:

D(n+1)= ”J—)”f +n-2+1= ”2—3”2”"—2 = "2—2"—2 - ("+1)2(n—2) -

nt1)(nt1)-3

E Dokazimo dve neenakosti, pri katerih je dokazovanje med seboj
povezano:

(1) 2n+1<2" Vn23
Q) n*+3<2"%; Vn=5

Prvi indukeijski korak veljazan=3;2-3+1< o

V drugem delu upostevamo indukcijsko predpostavko:
2+ 1)+1=2n+1)+2<2"+2<2"+2"=2.2"=2"",
in prva neenakost je dokazana.

Veljavnost neenakosti (zaradi omejitve Vn >5) preverimo za n=>5,
5+3<2°,
(n+1Y+3=n"+2n+1+3=
= +3)+(2n+1)<2"+(2n+1)<2"+2"=
:2‘2n=2n+1

Ce po prejinjem dokazu velja 2n+1<2"; Vn >3, velja tudi za
Vn=5.



139. IzraCunajte. 146. Dokazite z matemati¢no indukcijo:
199 25 a) 4delis"-1
2
» 2k b > b) 4 deli 9"+3
K=ol k=10 ¢) 11 deli23"—1
c) 1001+1003+1005+...4+1099 &) 6deli 5 ' +1
: 3} g , d) n(n’+5) je veckratnik Stevila 6
140. S popolno indukcijo pokazite, da velja: e) 7deli 5347 — 2%
a) 14243+, +n=201) ) (14x)"21+xn;x>0
2_n(nt1)(@2nt1) ) 3+5+7+...+2n+1)=n(n+2)
b) 1+4+9+...4m 6 h) 2464 10+... +(4n—2)=2r"
3: n 1n+1) L 1 1 _ n
©) 1+8+27+...4+n 4 i) 23+34+45+ +(n+1)(n+2)_2(n+2)
1 1 n
+—— =+t =
141. S popolno indukcijo dokazite, da je vsota prvih D tatr3tia ”(”Hz) n+l
a) geometrijskega zaporedja enaka ) 1-242-343-4+...+n(n+1)= ﬂ”j—l—}@i@
S, =) fz1, m)1+5+5°+5%+ 45" 1=

b) aritmeti¢nega zaporedja enaka
S, = g Qa, +(n—1)d). 147. Dokazite formulo P(n)="2 3 ” D s katero lahko
poiscemo vsa pentagonalna stevila.

142. Za spodnje vrste izracunajte S, S,, Sz, S4, po-
i8¢ite predpis za vsoto dane konéne vrste in doka-
zite pravilnost predpisa s popolno indukcijo:
a) 1+3+3%+...+3"" ° Q @

b) 1+3+3-4+3-4°+...+3-4"

2 .2 .2 2 .. .
c) TS tystss ot T DETT) 148. ].)okvazne forrnuio S,,t: 18'(')}1(1:1 ;2),ks katelio
6 2-1-2.442-9— . 42-(<1)"" izratunamo vsoto notranjih kotov konveksnega

1 ; 1 n-kotnika.
d) 13 +36 1y g Tt » , , , ,
149. Zapisite pravilo, s katerim dobimo Stevilo
143. S popolno indukcijo dokazite: Sestkotnikov v posamezni rozici. Pravilo

a) 64|37 +40n-27); Vne N dokazite z matemati¢no indukcijo.

b) 120|(n°—5n"+4n); Vne N
144. IzraCunajte vsoto vrste

S,=1-2+3-4+5-6+...+(2n—1)-2n. <:> - -
145. Dano je telo iz kock, postav-

ljenih v $tirih plasteh, kot
kaze risba. Izracunajte pro-
stornino tega telesa in telesa,
pri katerem smo postavljanje
kock nadaljevali po istem pra-
vilu in je na koncu telo sestav-
ljeno iz enajstih plasti kock.
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Limita zaporedja

Razlika med limito in dovolj
i poznim ¢lenom zaporedja je
i poljubno majhna.

Spomnimo se zaporedja a, = 2n”+_ 12 na str. 14. Z uporabo racionalne funkcije
flx)= 2xx+’ 12 smo ugotovili, da je zaporedje omejeno, videli smo tudi, da je

narascajoce in se njegovi ¢leni priblizujejo vrednosti M =2. Zdaj bi radi ugo-
tovili Se, od katerega indeksa naprej se vsi ¢leni zaporedja od Stevila 2 razli-
kujejo za manj kot 0°001.

Ce ho¢emo priti do odgovora, najprej definiramo nov pojem.

Odprt interval Sirine 2¢ s srediS¢em v tocki a je e-okolica tocke a.

e B
g >t

a-¢ a a+e
O(a)={x;la—x|<el=(a—¢€, a+¢)

Za resitev naloge moramo resiti neenacbo |2 —a,| < ——

1000
_2n 2 2n+2-2n+2 4 1
2 |<1000’| PR |<1000’|n+1|<1000
Kerjene N, Velja 1000,4 1000 <n+1; n>3999.

Prisli smo do odgovora. Vsi ¢leni zaporedja od vklju¢no 4000. dalje lezijo
znotraj okolice (1999, 2°001) stevila 2. S tem pa smo ugotovili $e nekaj:
zunaj izbrane okolice lezi kon¢no mnogo ¢lenov zaporedja, znotraj okolice pa
neskonéno mnogo. Zaradi tega ima Stevilo 2 za to zaporedje poseben pomen,
imenujemo ga limita zaporedja. Zaporedje, ki ima limito, je konvergentno,
sicer je divergentno.

Limita zaporedja je realno Stevilo, v katerega poljubni &-okolici je neskon¢no
mnogo ¢lenov zaporedja, zunaj te okolice pa le kon¢no mnogo.

Definicijo lahko povemo Se drugace:

i Realno Stevilo a je limita neskon¢nega zaporedja {a,}, ¢e za vsako, Se tako
i majhno pozitivno §tevilo € obstaja tako naravno Stevilo N, da za vsak indeks
i n>Nveljala—a,| <&

Nekonstantno aritmeti¢no zaporedje je vedno divergentno, geometrijsko
zaporedje je konvergentno za | k| < 1.

Stekalis¢e zaporedja je realno Stevilo, v katerega poljubni €-okolici je
neskon¢no mnogo ¢lenov zaporedja.

Izkaze se, da lahko za nekatera zaporedja zelo enostavno preverimo, ¢e so
konvergentna. Tako so npr. konvergentna narasc¢ajoca zapored;ja, ki so navzgor
omejena, ali padajoca zaporedja, ki so navzdol omejena. Drugace je z zapo-
redji, ki niso niti narascajoca niti padajoca.
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Oglejmo si nekaj primerov.

g

1l i
n Ugotovimo, ali je zaporedje 1, — 2 4, £ 1€ 35

konvergentno.

Zaporedje je alternirajoce; njegove ¢lene z lihimi indeksi lahko zapi-
Semo kot zaporedje s splosnim ¢lenom a,, ;= # , Clene s sodimi

indeksi pa kot zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = Obe zapored;ji

22n e

imata limito 0. Osnovno zaporedje je razlika dveh konvergentnih
zaporedij z limito 0, zato je konvergentno.

n—1
E Ugotovimo, ali je zaporedje a,= L——)——— konvergentno ali
divergentno.
IS 5 456 T
2°9 3249 5932 7982
—g ... Takoj opazimo, da se Cleni z lihimi indeksi blizajo Stevilu 1,

Najprej zapisimo nekaj zaporednih ¢lenov:

¢leni s sodimi indeksi pa Stevilu —1, zato bo neskonéno mnogo
¢lenov (vsi z lihim indeksom) v poljubni €-okolici Stevila 1

in neskon¢no mnogo ¢lenov (vsi s sodim indeksom) v poljubni
g-okolici stevila —1. Zaporedje ni konvergentno, ima pa dve steka-
lis¢i: 1 in —1.

Poglejmo, kako je s konvergenco naslednjih zaporedij:

1 1 1 1
15 2515 35172‘515551“'

b,=3"
_ 2nm
a, =CoS —/— 3

V prvem zaporedju so vsi ¢leni z lihim indeksom enaki 1, vsi ¢leni s sodim
indeksom pa se blizajo Stevilu 0. Zaporedje ima dve stekalisci: 1 in 0, in je
divergentno.

Drugo zaporedje je geometrijsko s kvocientom, ve¢jim od 1, zato je divergentno.

Funkcija kosinus je periodicna, in ko n tece od 1 naprej, dobivamo clene

—%,— 1, - 5 %, 1. (prvi trije ¢leni se cikli¢no ponavljajo). Zaporedje

evve

Lastnosti limite in racunanje

Pri opravkih z neskon¢nimi zapored;ji pridemo tudi do racunanja s »Stevilom«
neskon¢no. Ce je zaporedje narascajoce, je sicer divergentno, vendar zaradi
uporabnosti v€asih re¢emo, da je njegova limita enaka co.

Naslednji trije zgledi ne potrebujejo posebne razlage.
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lim 2= oo
n—>0

B lim(1-/n)=—
2
B lim =

V¢asih imajo zaporedja obliko razlike ali kvocienta dveh izrazov od katerih
gresta pri limitiranju oba proti neskon¢no. Dobimo e — in Z. Lahko pa
gresta v limiti oba izraza proti nic: 0 . Take so na primer limite:

H —n
Rk lim 2 =1+5 lim(/2n+1 — lim &5
IZI'aZvl? kulm ne moremo Pl S n_m( n Jn) A
dolo¢iti vrednosti: :

0 °—° 0—o00,17,0-00, 0", 0°. | To so le tri moznosti od t. 1. nedologenih izrazov. V takih primerih moramo

0’0’ . . ) : ) )
i izraze preoblikovati tako, da se »nedolo¢enosti« znebimo, e je le mogoce.

Pri ra¢unanju bomo uporabljali dve lastnosti, ki ju ni treba dokazovati, ker sta

ocitni:
limk=k
n—>
lim= =0
n—>on

Privzemimo, da sta neskon¢ni zaporedji {a,} in {b,} konvergentni. Potem so
konvergentni tudi njuni vsota {a, +b,}, razlika {a,—b,}, produkt {a,- b,},
kvocient { 1, ¢e je zaporedje {b, } nenicelno, in produkt z realnim Stevilom £:

{k-a,}. g
fim (0,5, = lima,  lim ,
fim @, b,)= lima, - Jim,
lim & = &2 ¢ im b, %0
nl—>oob llmb lm i

lim (k- a,)=k- lima,
n—x© n—o
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n Izraéunajmo vrednost limite, ki jo poznamo iz uvoda v podpoglavje:
lim 2n fn + 5
n>o g’ +p’ -1
Izraz pod limitnim znakom je diskretna racionalna funkcija n
z vstavljanjem »Stevila« o bi dobili nedolocen i 1zraz = Spommmo
se, kako Smo v tretJ em letniku iskali Vodoravno as1mpt0to Stevec

ayee

' n.s 1.5

ELOB (L DL d

q + . ER . 273
lim 2’3’ . = |jm L 7 = |im — =

n—>% p +p° 1 n—o ”_.t,_”__L n—o |42 =

o o "on

LT e 5
1im1—~-lim171im—3 1+0-0

n—»0 n—ol  n—>woy

n_antl
E Izracunajmo hm :
—o 2"4+3"

To limito izratunamo tako, da najprej Stevec in imenovalec delimo s 3".
n n+1
im 2 ;3 =
n—w 2"+3
(2) -3 _
hm( ) - hm 3

11m( ) +11m1

o
4

2
Izradunajmo lim **#—="=".
n—>0

Izraz najprej preoblikujemo tako, da Stevec in imenovalec mnozimo

S A/nz—n+n:
lim =01

= lim (./n == n)(/n —n+n)

B=E2 Z(Jn —n+n)

2
—hm I’l—l’l n

"—>°°2(A/n fn-‘rn)
= [l ———
e Z(A/nzfn-ﬁ-n)

Zdaj Se Stevec in imenovalec delimo z # in nato izvedemo limitni
postopek.

lim ——=t—=_ L -1
n—o 2( /1—'1,—0—1) 2(/1-0+1) 4
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n Izracunajmo limito 1i_r)n( 2n+1 — ,/n), ki smo jo Ze omenili
n [ee}

v uvodu.
Jim (/20T — )= Jim (LB =
+1 [n+1 ; _
n%wJZnn+l+[ n»wj2n+l+[ r!ggo il =

n— 0

-—AEI— 11rn n+1 —llm—AE— lim ,/n+1 =e9
RS e R

E Izracunajmo limito zaporedja s splosnim ¢lenom 1i£n %
n [ee]

in ugoto-

vimo, kateri ¢leni lezijo zunaj e-okolice limite pri £=0"25.

Za Clene zaporedja, ki lezijo v e-okolici limite, velja neenacba

2n—1
n

|a—a,| < & Izraunamo hrn =2, vstavimo podatke

1n 1zracunamo n.
|2-22=1| <025
n
|1L]<025
n
n>4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Cetrti ¢len je e zadnji ¢len, ki leZi zunaj e-okolice $tevila 2, torej je
° N=4. Zunaj e-okolice limite lezijo ¢leni a,, a,, a; in ay.

"t a a,...
0+123456” —t———————¢——eo00—+—>

0 1 2

ﬂ Izracunajmo, od katerega indeksa naprej vsi ¢leni zaporedja s splos-
nim ¢lenom a,=2" lezijo v €=0"001 okolici limite zaporedja.

Najprej izraCunamo limito: hm 27"= }1_{2) 7= =0.

Za Clene, ki lezijo v e-okolici limite 0, je:
la—a,| <€
271 <0001

L
> < T000

2">1000

Logaritmirajmo levo in desno stran neenacbe.
log 2" >1log 1000

nlog2>3

(o 10?«;2

n>997

N=9

. V dani &-okolici limite so ¢leni zaporedja od vkljuéno desetega napre;.

T RN S ... Gy a4
——400—0




Dokazimo lastnost limite lim (a,+b,)= lima,+ limb,.
n—> n— 0 n—» 0

Ce sta zaporedji ay, a», a; ... in by, by, bs ... konvergentni, potem

za vsako pozitivno Stevilo % obstajata taki naravni Stevili N; in N,,
daje zavsak n>N;: la—a,| < % in za vsak n>N,: |b—b,| < % Ce

z N oznacimo vecje od stevil N, in N,, potem za vsak n>N velja, da je

[(a+b)—(a,+b))|=la-a,+b-b,| <|la—a,l+|b-b,| <5 +3 =¢.

L .. . . .

ﬂ Izra¢unajmo limito rekurzivno danega zaporedja a,,, ;= T D.
n

Iz prvega ¢lena in pravila za tvorjenje naslednjih ¢lenov vidimo,

da je zaporedje omejeno in ima vse ¢lene pozitivne.

Iz kvocientnega pravila sledi, da je zaporedje padajoce:
Ayl _ a 1

“a, ~ Qa,+Da, 2a,+1

Ker je zaporedje padajoce in omejeno, ima limito, ki jo je treba le Se
izrac¢unati.
Ce oznac¢imo lima,= lima,, =a, dobimo
n— o n—x©
lima,

a=lima,, = —22=
oA

iy a
TmQa, D) 2a+1 °% 1

=l
" 2a+1°
iz Cesar sledi, da je a=0.
E Za konec poglejmo Se konvergentno zaporedje 1+ % , (1+ %)2,
(1+1), ., (1+1) zlimito e.

lim(1+1)'=¢

n—>©

Z racunalnikom lahko izra¢unamo nekaj priblizkov.

N L .

1 2°00000 N =
2 225000 J (1)

5 248832 O
10 2'59374 N A I A A
100 270481

1000 |2°71692

10000 |2°71815

100000 |2°71827

Graf se priblizuje asimptoti y =e.
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Iracionalno Stevilo e, ki smo ga

i kot naravno konstanto spoznali

v 2. letniku, je prvi v svojih

i spisih omenil angleski mate-

¢ matik William Oughtred leta
1618. Leta 1690 (17 let pred
Eulerjevim rojstvom) ga je
nemski matematik Gottfried
Leibniz oznacil s ¢rko b.
Kon¢éno oznako je Stevilo
dobilo, ko se je tako (sebi
v ¢ast) odlocil Leonhard Euler,
nesporna matematicna avto-
riteta svoje dobe.

-

Leonhard Euler (1707—1783)
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§ IzraCunajmo vrednosti limit 11m (”

11m(”+2) = lim (

n—o

n—>©

n+1
n+1

) in hm(" =

+ )= lim(1+ —==)"=

Uvedemo novo spremenljivko m=n+ 1. Ce gre n — oo, gre tudi

m —> oo,

L Lyn=1_ 1y
= Jim (143" = fim 1+ )

im (1=2Y =
}lgolo(n)_

Spet uporabimo novo spremenljivko m ===

m(%

11m(1+—) = 11m((1+

: 1y-1_
lm1+5) =

5) "= lim (=222)™" = lim(1+,ﬁ)_"—
))

2

2

- za notranji del limite,

inéegren—>oo,gretudim—>oo

11m(1+

)—11m(1+ )2’”*2_hm((1+ ))

. 2
Tim (1+ 1=

= 1=¢

lim (=2)"= lim ((1+ -5

)) —llm(e)

N ————————

150.

151.

152.

Zapisite z intervali in izracunajte.
a) Ops(HV O,(2)

b) Oys(2) M Oy5(3)

) Opi(5)N O(5°1)

Ugotovite, ali so dana zaporedja konvergentna.
a) a,= nle d) a,= %L;”

b) a,=3"" ¢) a,= 5

) a,=/n 0 a,=3-9"""

¢) a,= 2 ) a,=100-3n

Za dana zaporedja ugotovite lastnosti (narasca-

nje, padanje, omejenost, konvergentnost).
a) 1,1,1

153.

154.

155.

156.

157.

Izracunajte, kateri ¢leni zaporedja a, = 1

2n—1
z limito 0 lezijo v okolici @y, ,(0).
Izratunajte, kateri ¢leni zaporedja a,= 2=
z limito 1 lezijo v okolici @y ,5(1).

2n

Izracunajte, kateri ¢leni zaporedja a, = =5

z limito 2 lezijo zunaj okolice O, 4(2).

Ugotovite, koliko je lim—l- Kateri ¢leni zapo—

redja se od limite razhkuj ejo za manj kot —= 100

Za dana zaporedja zapisite splosni ¢len. Od kate-

rega Clena a, dalje se v danem zaporedju vsi na—

daljnji ¢leni od limite razlikujejo za manj kot —= 106 0
1

2) 31,5535

b) —8 —4,-2,-1, -

0
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158. [zracunajte limite zaporedij s splosnim ¢lenom: 166. Zaporedje je podano s splosnim ¢lenom
5

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

3n
Sn—1

b) a,= L2

& a,=2-5"
__ 5

d) a,= 5n+l+2n

10;1+2+5n

511+1_10n

a) a,=

4(n+1)
©) =63

e) aﬂ =

Izracunajte limite zaporedij.
a) lim(5-(3)") ) lim(3—2n)
b) lim(-n")" d) lim2L=3n

n—>o0 n—>% p 71

o) lim(1+(3)")

Izracunajte limite zaporedij.
a) ,}i_r%( n+1-/n—1)

b) }i_r}}o( 2n—1+,/n)

¢) lim(J/n’~2n—./n’+n)

Zaporedje je podano s splosnim ¢lenom

a,= 2%" .

a) Izracunajte limito zaporedja.

b) Kateri ¢leni zaporedja se od limite
razlikujejo za manj kot —= 106 00

Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = 3n_l

a) Ugotovite, ali je zaporedje narascajoce ali
padajoce, in to tudi dokazite.
b) Izracunajte limito zaporedja.

¢) Koliko ¢lenov zaporedja ni v okolici @y5(3)?

20

Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = -

—n
a) IzraCunajte limito zaporedja.

b) Kateri ¢leni zaporedja so v okolici

@0‘001(_2)?

Za katere Clene zaporedja, danega s splosnim

&lenom a,= L z limito 0, velja a, € Oyopos(0)?

n

Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom
a,= . /n+t1 - /n.

a) Na §tiri decimalna mesta natan¢no zapisite
prve $tiri ¢lene zaporedja.

b) Izracunajte limito zaporedja.

c¢) Koliko ¢lenov zaporedja se od limite
razlikuje za ve¢ kot % ?

n+tl °

167.

168.

169

171.

172.

a,= m .

a) Pokazite, katere lastnosti ima zaporedje
(narascanje, padanje, omejenost).

b) Izracunajte limito zaporedja.

¢) Od katerega indeksa naprej se vsi Cleni
razlikujejo od limite za manj kot e=07001?

Zaporedje je podano s splosnim ¢lenom

—n—
a,= 5
n

a) Pokazite, da je zaporedje padajoce.

b) Izracunajte limito zaporedja.

¢) Izracunajte, od katerega ¢lena naprej se
vsi nadaljnji ¢leni razlikujejo od limite
za manj kot €=0"01.

IzraCunajte limite, ¢e obstajajo. ]
a) lim(In2n—Inn) ¢) lim 2"+4" "
1
. e" 2i1+4
b) }gl}olﬂe" H }1900(5 +6)
o fimalsr ) Jimls
X\ i o201 3
¢ = h) lim (3
d) lim (-11—"—)— i) limZ
n—oo n n—)oo3
. IzraCunajte limite zaporedij.
@) fim(1-%) & Jim(3)"

b) lim(1+Z)" d) lim(1-2)"

c) 11m(n+3)

. Pokazite, da je rekurzivno dano zaporedje

Ay = % (2a,+4); a; =0 navzgor omejeno
z M =4 in konvergentno, ter izracunajte limito.

Pokazite, da je rekurzivno dano zaporedje
konvergentno, in izracunajte limito.

1., _
a) an+1=2_a_:al_2

b) @,.1=%(a,+5); a=4

IzraCunajte limite zaporedij.
a) lim(Jn’+1 - ./n’)
b) lim(A/9n2+2n+ —3n)

¢) lim —A22

n>® 1+ [n*+2n+1
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Neskoncne vrste

Ce naredimo formalno vsoto vseh ¢lenov neskon¢nega zaporedja, dobimo
neskon¢no vrsto:

S=a,+a,+tas+...+a,= Za,,

Po »zdravi pameti« bi lahko sklepali, da je zaradi neskonc¢no mnogo ¢lenov
njena vsota neskon¢na, vendar ni vedno tako. Vcasih je ta vsota koncna in je
zato neskoncna vrsta konvergentna, ¢e pa vsota vrste ni koncna, je vrsta
divergentna.

Do ugotovitve, ali je vrsta konvergentna ali ne, pridemo preko zaporedja
njenih delnih vsot.

S =a, prva delna vsota
S,=a,+a, druga delna vsota
Si=a,+a,+a; tretja delna vsota

S,=a;+a,+az;+...+a, n-tadelna vsota

Neskon¢no zaporedje delnih vsot Sy, S5, S5, ..., S, ... je lahko konvergentno
ali divergentno.
Definicija:

Ce je zaporedje delnih vsot s splo$nim ¢lenom S, konvergentno in ima limito
S, neskonc¢na vrsta konvergira, njena limita S pa je vsota vrste.

(vfeje li_I)I}oSn=S, potem a,+a,+az+...+a,+...=85<eco,
n

s

Vrsta Zi =1+2+3+... divergira, saj vrednosti delnih vsot o¢itno
i=1
narascajo prek vsake meje.

E Vrsta 1-1+1—1+1-1+... s splo$nim ¢lenom a,=—(-1)"
je divergentna.

S1:1
S,=1-1=0
S;=1-1+1=1

S,=1-1+1-1=0
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Delne vsote so za lihe indekse enake 1, za sode indekse pa 0.
Ker zaporedje delnih vsot ni konvergentno, neskon¢na vrsta
1-1+1-14+1-1+... divergira.

ﬂ IzraCunajmo vsoto neskon¢ne vrste

_ BIET I 1
S=s3tsatrs Tty T
Najprej zapisemo n-to delno vsoto:

1 1 1 1
Si=r3t3gtst- Y one

V poglavju o racionalnih funkcijah v u¢beniku Spatium novum smo
se naucili zapisati racionalni izraz s parcialnimi ulomki:

1 _ A, B _A(n+2)+B(n+1) _ (A+Bin+(24+B)
(n+D)(n+t2)  n+l ' n+2 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

Ko primerjamo prvi in zadnji Stevec, dobimo (4+B)n+(24+B)=1
in zaradi enakosti polinomov zelo preprost sistem dveh linearnih
enacb z dvema neznankama: A +B=0,24+B=1, zresitvijo A=1,
B=—1

1

Ulomek torej lahko zapiSemo kot IO = ;l—}r—l - ;%5 }

Na isti nacin zapisSemo vse ulomke v konéni vrsti:
1 e

n
n+2 ~ 2(nt2)

Zaporedje s sploénim ¢lenom S, je konvergentno, saj obstaja limita

}}1_%2(“2) = }1_1)1302“4 }1_1)130214 =L in je enaka vsoti vrste.

Izmed neskon¢nih vrst je za nas posebej pomembna neskoncéna geometrijska

vrsta —vsota vseh ¢lenov neskoncnega geometrijskega zaporedja. Tudi v tem

primeru ze poznamo splosni ¢len zaporedja njenih delnih vsot:
S,=a;+ay+ay+...+a,= a—l(:_Il)

Ugotoviti moramo le Se, ali je zaporedje njenih delnih vsot s splosnim ¢lenom

S,= ‘% lahko konvergentno in kdaj.

S=lim w = lim &5 hm( a) _ lim k" +( a‘)

n— —1 n~>ook 1 ﬂ*)OOk 1 k 1 n—>0

Zgornja limita je odvisna le od kvocienta k geometrijskega zaporedja. Vrsta je
zato konvergentna tedaj in samo tedaj, ko je |k| <1.

Vsota neskonéne vrste s |k| <1 je S= l"le.
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N

‘l‘ +é +...8 sploénim ¢lenom a,, =
T

Neskonc¢na vrsta 1+% S ima

n-1

delno vsoto S,=1+ l A ki je kon¢na geometrijska

438 2" Hn—12
vrsta z zacetnim clenom a,=1 in koli¢énikom k— = . Delna vsota je
enaka
g oa®-1 _L@'-D_G@-1

k-1 L .|

2 2

Limita delnih vsot obstaja in je

Q1 o1y

2 2

th = hm

Lala je konvergentna z vsoto 2.

1,11 - & 1 gl
[+5+5+5+++.=2 Neskoncna vrsta 1+ 35 +7 +¢

E Izracunajmo vsoto neskoncne geometrijske vrste, pri kateri je drugi
¢len —6, tretji pa 3.

Koli¢nik iskane geometrijske vrste je k=% = < :—0'5, prvi clen pa
a

alz% =_6—§5 =12.Kerje—-1<-0'5<1, je Vrsta 12—6+3-1'5+...

konvergentna. Njena vsota je S= 1—%—{ = 1—}(2)—.3 =8

B Vsota neskoncne geometrijske vrste je 10, vsota njenih lihih ¢lenov
pa 8. Izracunajmo koli¢nik in prvi ¢len.

Vsota lihih ¢lenov geometrijske vrste a; +ak+ alk2 + a1k3 +...
je prav tako neskoncna geometrijska vrsta a; + a1k2 + a1k4 + alk6 i
ki ima prvi ¢len a;, koliénik pa K. Po obrazcu za vsoto neskonéne

geometrijske vrste S= doblrno enacbi 10— k in 8= . k

z neznankama ¢, in k. C dehmo levi in desni stram enacb, dobimo

1—80 =1+k oziroma k= ‘l‘.

y Lo O : y 1 NN
Izracunani koli¢nik vstavimo v prvo enacbo 10= ﬁc in izracunamo,
da je prvi ¢len a;=7"5.

u ZapiSimo periodi¢no decimalno Stevilo 2°65 v obliki vrste in izracu-
najmo njeno vsoto.

Periodi¢no decimalno §tevilo 2°65 je enako vsoti

o o : 65 , 65 65
i Stevilo x=0°65 lahko seveda 2 65 AP 100 10 000 1 000 OOO katere del
i izraCunamo po Ze znani poti: 65 65 65 % e
: gy 100 T 10000 T Toooooo + -+ je neskonc¢na geometrljska vrsta
100x= 6565 s prvim ¢lenom a, = 1600 in koli¢nikom k= 0 . Periodi¢no decimalno
99x =65 Stevilo 2°65 je tako
£ Iskano 3tevilo je x= 53 in zato 248 34 16050 1 265

2'@22%. = m
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E Izracunajmo dolzino lomljene ¢rte na sliki. (3)2
75
Dolzina lomljene Crte je
.. 3
PR EN T EN e (2 i o Bla|l T,
1497 1 1 4 ||
izra¢unamo po obrazcu S= T%—{ = Tﬂg =4a. - (Z)a
-3 5
i)a
a

ﬂ Zenonova aporija Ahil in Zelva
Ahil tece za zelvo, ki ji je dal 10 m
prednosti. Razmerje Ahilove in Zelvine
hitrosti je 10 : 1. Ko Ahil doseze startno
tocko zelve, je ta ze 1 m pred njim, ko
doseze drugo tocko, je zelva 0'1 m pred njim
in tako naprej. Tako se Ahil Zelvi vedno bolj
priblizuje, nikoli pa je ne ujame.
Zenon se pri tej aporiji opira na obstoj neskon¢ne deljivosti prostora
in Casa.

Poglejmo, kje je napaka v razmisljanju.

Na zaéetku ima Zelva 10 m prednosti. Cas, ki je potreben, da pride
Ahil na mesto, kjer je Zelva, je ena sekunda (Ahil je dober tekac

in tece s hitrostjo 36 km/h). Vendar se zelva v tem ¢asu ze premakne
za 1 m naprej. Da Ahil pride do tega mesta, potrebuje 0'1 s. V tem
Casu se zelva premakne za 0°1 m naprej. Da Ahil pride na to mesto,
potrebuje 0°01 s. In tako dalje.

Cas ¢, v katerem Ahil ujame Zelvo, je enak vsoti neskonéne vrste
1+0°1+0°014+0°0014+0°0001 +... ali drugace:

= ﬁ = % = 1’70 , kjer je kvocient neskon¢nega geometrijskega
10 10

zaporedja enak 0'1.

Ahil ujame Zelvo po %) sekunde.

Starogrski filozof in matematik
i Zenon (495-430 pr. Kr.) iz 1
Eleje je bil Parmenidov uce-
i nec. Poudarjal je prvenstvo :
i uma pred ¢utili, saj nas ta veli-
¢ kokrat varajo, kar je pokazal
na duhovitih paradoksih; eden
¢ od njih je Ahil in Zelva. Nje-
govi paradoksi temeljijo na

i domnevi, da sta prostor in ¢as
neskon¢no deljiva. Prvi je

i uporabil metodo posrednega
dokaza in postavil problem

¢ kontinuuma, ki je dobil pose-
ben pomen v Cantorjevi teoriji
i mnozic in v kvantni fiziki.
Aporija: po SSKJ neresljivo nasprotje
¢ pri logi¢ni sodbi v eleatski filozofski
O

Iﬂﬂ_

173. IzraCunajte vsote geometrijskih vrst. 174. Zapisite geometrijsko vrsto, za katero velja:

a) 18+12+8+... &) 8+4,2 +4+... a) a;=3,5=8
1,1 3 9,27 b) k=—1,85=16
b) 2+§+§+... d)§—§+§§— ) gs X
9333 o Y ¢ §=-73.k=3
i=1 i=14l

175. Zapisite neskon¢no geometrijsko vrsto
z vsoto 64, Ce je vsota prvih dveh ¢lenov 28.

1,1 11,11
f) 1+§+§+Z+§+§+ﬁ+”‘
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176. Resite enacbi, Ce sta na levi strani neskon¢ni 184.V polkrog vcrtamo tak pravokotnik, da temu
geometrijski vrsti. pravokotniku lahko zopet vértamo polkrog.
a) x+ XAx+...=2 Postopek nadaljujemo.
by 1+1+L1 4. =x a) Koliksna je vsota plos¢in vseh

rox pravokotnikov?

177. Pois¢ite realno Stevilo x tako, da bo vsota b) Koliksna je vsota plos¢in vseh polkrogov?
neskon¢ne geometrijske vrste
1+42x+4x"+8x +... enaka 3. /

178. Stevila 3'2, 218 in 4'0144 zapisite z ulomki.

179. Za kateri x bo vsota vrste 4 +2x+x"+ ... -12 0 12

enaka 3?

185. Rombu s stranico =9 cm in kotom a¢=60°

180. Za kateri x bo geometrijska vrsta vertamo pravokotnik, katerega oglisca leZijo

2+4x+8x"+... konvergirala in kolikina v razpolovi§cih stranic romba. V dobljeni pravo-

je njena vsota? kotnik vértamo romb, katerega ogliS¢a so

v razpoloviscih stranic pravokotnika. Postopek
181.a) Za kateri x bo geometrijska vrsta nadaljuje.:mo. Izraéunajte vsoto obsegov vseh
34 )z_c + 34_13 +... konvergirala? rombov in vsoto plos¢in vseh rombov.
X
b) IzraCunajte njeno vsoto. 186. Pokazite, da je neskoncna vrsta konvergentna, in
c) Za kateri x bo vsota vrste 97 izraCunajte njeno vsoto.

182. Izracunajte dolzini lomljenih ¢rt na sliki.
90 b) §=

187. Kvadratu s stranico a vértamo kvadrat, ki ima
oglisca v razpoloviscCih stranic osnovnega kva-
drata. Postopek nadaljujemo. Izracunajte vsoto
vseh obsegov in vsoto vseh ploséin.

100
90
100

81
144 100

183. Za kroge na sliki velja, da zapored;ji plos¢in
in obsegov krogov tvorita neskon¢ni geome-
trijski zaporedji. Izra¢unajte vsoto obsegov
in vsoto plos¢in vseh krogov.
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Navadno in obrestno obrestovanje

Hocemo ali ne, je naSe Zivljenje mo¢no povezano z denarjem. Najve¢ poslo-
vanja z denarjem opravijo banke. V banki lahko denar hranimo in nam banka
zato nekaj denarja da, lahko pa si ga izposodimo in mi nekaj denarja damo
banki. Vse to dogajanje pa ne bi bilo mogoce brez ustrezne ra¢unalniske
opreme in matematike.

Da se bomo lahko strokovno pogovarjali, moramo na zacetku spoznati
ustrezno terminologijo.

* Glavnica (kapital): denarna vrednost, ki jo damo banki v hrambo v obliki
vloge, ali dolg, ¢e si denar izposodimo.

* Obrestna mera (v %): Stevilo odstotkov, ki vplivajo na povecevanja
ali zmanjSevanja glavnice.

« Cas obrestovanja: tevilo let (mesecev, dni ...), za katera denar zaupamo
banki.

» Kapitalizacijska ali obrestovalna doba: ¢asovno obdobje, po katerem
se obresti pripisejo glavnici.

Glavnico bomo oznacevali z G, obrestno mero s p in Cas obrestovanja z n.
Ce ne bomo posebej navedli, bo obrestovalna doba eno leto, kar pomeni,

da se obresti glavnici pripi$ejo konec vsakega leta. V zgledih bomo pogosteje
uporabljali mese¢no obrestovalno dobo, saj je bolj realisti¢na.

Pri navadnem obrestovanju se pripisane obresti ne obrestujejo naprej —
obrestuje se le glavnica, zato glavnice pri tem obrestovanju v zaporednih
letih tvorijo aritmeti¢no zaporedje:

= . D

G=G+G 105
— . D
G,=G+2G 05
= . D
G,=G+nG 106

i Gp

z diferenco TR

Ce se obrestujejo tudi pripisane obresti, pa gre za obrestno obrestovanje
in glavnice v zaporednih letih tvorijo geometrijsko zaporedje:
— PR ZE— L =
Gi=G+G- 55 =61+ 155)=0Cr
_ D 2 _ 2
Gy=G(1+{55) =Gr

_ D\ n
G,=G(1+ &Y' =Gr

s kvocientom r=1+ ﬁ , ki se imenuje tudi obrestovalni faktor.
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Razlike med obema obrestovanjema pri majhnem stevilu let niso velike, z leti
pa se zelo poznajo.

A

Poglejmo, kaj se dogaja z glavnico 1000 evrov pri 5-odstotni
obrestni meri v 40 letih pri navadnem in obrestnem obrestovanju.
Obnasanje glavnic v zaporednih letih nam najlepse pokazeta grafa
funkcij in izracun.

G
8000+

6000+
4000

2000+
1000-

0| 10 20 30 40 50 7

Obrestno: G=1000- (1°05)*=7040
Navadno: G4 =1000+40-0°05 - 1000 =3000

Nacelo ekvivalence glavnic

V ban¢nistvu lahko primerjamo dva zneska, le ¢e ju gledamo ob istem ¢asu—
to pomeni, da ju moramo preracunati na isti ¢as 0z. na isti termin. Osnova je
danasnja vrednost glavnice G. Ce hogemo poznati vrednost glavnice G &ez n
let, ji moramo pristeti obresti za ta ¢as. V primeru obrestnega obrestovanja
moramo danasnjo vrednost glavnice pomnoziti z ' in dobimo vrednost Gr".
Ce pa bi radi vedeli vrednost glavnice pred n leti, jo moramo deliti z ' oz. jo
pomnoziti z 7 " in dobimo vrednost Gr .

n

Gr" G Gr
pred n leti danes po n letih

A

Matic lahko za darilo izbira med dvema moznostma: lahko dobi
100 evrov takoj in ¢ez dve leti Se 50 evrov ali pa dobi takoj 50 evrov
in ¢ez eno leto Se 110 evrov. Katera opcija je zanj dolgoro¢no ugod-
nejsa, ¢e banka obrestuje vloge po obrestni meri 5 % in je pripis
obresti konec leta?

Vlogi lahko primerjamo, ¢e gledamo, koliko bi bili vredni danes.
G,=100+50-7"=14535
G,=50+110-7"'=154"76

Ugodnejsa je druga moznost, Ceprav razlika ni velika.
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E Po koliks$ni letni obrestni meri in letni kapitalizaciji nam je banka
obracunala obresti, ¢e se je vloga v 12 letih podvojila?

2G=Gr"
2:,/'12

r=1+Tg(—)=1{/§

p=100-(12/2 =1)=595%
Za podvojitev kapitala v 12 letih potrebujemo skoraj 6-odstotne
obresti.

Zavedati se moramo, da v ban¢ni$tvu eno leto ni najbolj obi¢ajna obresto-
valna doba. Po navadi je to en dan kot 365. del navadnega ali 366. del
prestopnega leta, obresti pa lahko banka pripise tudi enkrat mesec¢no, enkrat
v pol leta ali kako drugace.

Do leta 2002 so se slovenske banke pri kratkih obrestovalnih obdobjih drzale
ckonomskega nacela, da morajo iz dane zacetne glavnice z novo obrestno
mero pri pogostejsi kapitalizaciji dobiti enako vrednost glavnice kot pri
celoletni kapitalizaciji, in so zato uporabljale konformno obrestno mero.

Denimo, da imamo v enem letu m kapitalizacijskih obdobij. Konformno
obrestno mero p, izrazimo iz okrajSane enakosti Gr=Gr" .
— g m — — P
r=rg'y re=mr=1+54

Puy — L
1+ 766 = 4/1* 100

P(k) = 100(,,, 1+i% - 1)
Od julija 2002 se mora v ban¢nistvu Slovenije (kot v vseh drzavah Evropske

unije) uporabljati relativni (ali proporcionalni) na¢in obracunavanja
obresti.

V primeru polletnega pripisa obresti eno leto pomeni dve kapitalizacijski
obdobji, zato je relativni obrestovalni faktor:

2
= 2 = D_
reg=1+ 60 1+200.

Ce gre za meseéni pripis obresti, je relativni obrestovalni faktor:

P
14+ i —14_p_
rap=1+ 105 =1+ 55

Pri dnevnem pripisu obresti dobimo relativni obrestovalni faktor:

L
Faes=1+35 =1+ L2
(365) 100 36500

Pri m kapitalizacijskih obdobjih v letu dobimo formulo:

—1+_p
Yoo =1+ 56m
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Izra¢unajmo konformno obrestno mero pri letni obrestni meri 5 %,
¢e je kapitalizacija mesec¢na in polletna, in jo primerjajmo z relativ-
nima obrestnima merama za enaki obrestovalni obdobji. Odstotke
zaokrozimo na tiso¢inko natancno.

Pri mesecni kapitalizaciji je v formuli za izracun konformne obrestne
mere treba upostevati, da se obresti pripiSejo dvanajstkrat, pri
polletni je m =2, ker imamo le dva pripisa obresti.

-1)=0407%  p, 12)—-9— 1=0417%

p(k,12)=100 (12 1+—== 2 12

100

p(k’z)ZIOO (2 1+ S

2 —1)=2470%  pro==% 6=2'5%

1

E Primerjajmo vlogo 1000 evrov po enem letu pri letni, polletni,
mesecni in dnevni kapitalizaciji, ¢e je obrestovanje relativno
in obrestna mera 5 %.

A =1000- (1+:235)=1050
Ay =1000- (1+535)"=1050"625
Aa12=1000- (1+ 25)"*=1051"162

Aesy=1000- (1 + 321051267

36500)

Racun pokaze, kar smo pricakovali—najbolj ugodna je dnevna
kapitalizacija.

B Podjetnik je konec februarja pri banki najel kratkorocni kredit
v visini 120 000 evrov po 7 8-odstotni relativni letni obrestni meri
in ga misli odplacati konec maja. KolikSne bodo obresti? Banka bo
upostevala mesecno kapitalizacijo. Ali bi bile obresti pri konformni
obrestni meri nizje? Zneske zaokrozimo na evre.

Podjetnik bo odplacal znesek
Dy, »=120000-(1+ 15- 100) =122355,
kar pomeni, da bodo obresti znasale 2355 evrov.

Pri konformno izracunani obrestni meri bi podjetniku banka izracu-
nala mesecno obrestno mero:

Pk 12y=100- (12 1+100 1)=0"628%

in po treh mesecih bi odplacal skupno

Dy, 5=120000- (1+£828)°= 122275 evrov

0z. 2275 evrov obresti, kar je 80 evrov manj kot pri realno
obracunani relativni obrestni meri.



Zaporedja

ﬂ Racunanje obresti po konformni metodi je bolj zamotano, zato si
lahko pomagamo s programom Excel. Funkcijo NOMINAL
uporabljamo za preracun letne obrestne mere na obrestno mero
za krajse kapitalizacijsko obdobje po konformni metodi.

Recimo, da najamemo v banki kredit po 6-odstotni obrestni meri.

S funkcijo NOMINAL bomo izrac¢unali konformno obrestno mero pri
mesecni, Cetrtletni, polletni in letni kapitalizaciji (konformna OM1)
in vrednosti primerjali z izracunom, ki ga Ze znamo narediti od prej

(konformna OM2): py=m/1+755 —1, in Se z relativno obrestno mero.

Funkcija NOMINAL ima dve spremenljivki: letno obrestno mero
in Stevilo kapitalizacij v enem letu:

NOMINAL (obrestna mera za obdobje; st. obdobij na leto)

A 8 c ] i |
1
2 |letna OM 6% |5BS2/B6 2
3,
4 Stevilo kapitali lati f Konformna
5 |kapitalizacija dob naketo om OM (1) om (2)
6 |mesetna 12 0,50% 70.49% 0,49%
7 |Cetrtletna 4 1,50% 1,47% A7%
8 |polletna 2 3,00 2,96% 2,96%
9 |letna 1 6,00% 6,00% 6,00%
1 . 4
1 =NOMINAL($B52;B6)/B6 [ =(1+5852)(1/86)-1
12 !

Za nizke obrestne mere sta relativno in konformno izracunani
obrestni meri zelo primerljivi oz. skoraj enaki, pri cemer je izracun
relativne obrestne mere bolj enostaven. Pri 2-odstotni letni obrestni
meri razlike na stotinki odstotka sploh ni, pri 3-odstotni pa je le

stotinka odstotka.
A | B | & D E
i |
2 |letnaom 3%
3|
4 | Stevilo kapitaliz. Relativna Konformna Konformna
5 |kapitalizacija dob na keto oM OM (1) OM (2)
6 |meseéna 12 0,25% 0,25% 0,25%
7 |tetrtletna 4 0,75% 0,74% 0,74%
8 |polletna 2i 1,50% 1,49% 1,49%
9 |letna 1 3,00% 3,00%. 3,00%
10|
11|
12 |letna OM 2%
13|
&1 Stevilo kapitaliz. Relativna Konformna Konformna
15 kapitalizacija  dob na keto oM OM (1) OM (2)
16 |meseéna 12 0,25% 0,25% 0,25%
|17 |Eetrtletna 4 0,75% 0,74% 0,74%
18 polletna 2 1,50% 1,49% 1,49%
19 |letna 1 3,00% 3,00% 3,00%
20 |
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Obroc¢na vplacila in izplacila

Pomemben del ravnanja z denarjem je varcevanje. Var¢ujemo lahko tako,
da denar, ki ga trenutno ne potrebujemo, zaupamo banki kot dolgoro¢no
vlogo, lahko pa varcujemo z enakimi rednimi (mesecnimi ali letnimi) pologi.
Podobno lahko v banki izposojeni denar vra¢amo v enakih obrokih. Obrok
dolga se imenuje anuiteta, naért odpladila pa amortizacijski naért. Ce bi
radi glavnico iz¢rpali v enakih obrokih (npr. enkrat mesecno ali enkrat letno),
nam bo banka izplacevala rento.

Hrbtenico racunanja anuitet in vsakega drugega racunanja vrednosti obrokov
placil tvori geometrijsko zaporedje. Ko obroc¢no vlagamo, se zneski razli¢no
dolgo obrestujejo, zato jih lahko primerjamo le ob dolocenem casu (najlazje
na zacetku ali na koncu vlaganja). Zaradi vecje preglednosti bomo dogajanje
pokazali s ¢asovnim trakom.

Vlagamo lahko na zacetku ali na koncu posameznega obdobja. Pogledali si
bomo primere za vlaganje in odplacevanje na koncu obdobja.

Pri obro¢nem vlaganju v n enakih zaporednih obrokih vse vloge v preracu-
namo na konec n-tega obdobja, ko je njihova skupna vrednost enaka G.
Vsako od vlog zato pomnozimo z ustrezno potenco z osnovo 7 in eksponen-
tom, ki pomeni Stevilo obdobij do konca varcevalnega obdobja.

:

v vy ., Y VY
o 1 2 3 a2l n

Vse te na konec n-tega leta preracunane vloge sestavljajo geometrijsko zapo-
redje z obrestovalnim faktorjem r, kon¢ni znesek pa je vsota geometrijskega
zaporedja:

) ) B n
v v v rvr vyl L 1)=2er::TD

Privarcevani znesek pomeni vsoto ¢lenov koncnega geometrijskega zaporedja
s kvocientom zaporedja, ki je enak obrestovalnemu faktorju kapitalizacijskega
obdobja.

G=S = v(r"-1)
" r—1

Odplacevanje dolga in renta

Dolg D, ki ga moramo odplacati, moramo preracunati na ¢as zadnje anuitete,
zato vedno odplacamo vec denarja, kot si ga izposodimo.

D a a a =~ —a a a
o 1 2 3 LA

D-r'=a+ar+ar+...+a’ +ar' =S,

D-r"zai—):n__l1
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Anuiteta oz. obrok odplacila dolga znasa

a=Dr"-(r-1)

-1

Popolnoma enak princip kot odplacevanje dolga je prejemanje rente v znesku b,
le da zneskov ne »izgubljamo«, ampak jih dobivamo iz kapitala G, ki smo ga
zaupali banki v varstvo.

Znesek rente znasa

g

E Mlada druzina zacne ob rojstvu prvorojenega otroka varcevati
z mesecnim depozitom (ob koncu meseca) 100 € po obrestni meri
5'8 % (in z mesecno kapitalizacijo). Ali bo potomec ob polnoletnosti
lahko kupil garsonjero za 40 000 evrov? Pri tem ne upostevamo
zunanjih dejavnikov, kot je inflacija. Rezultat zaokrozimo na stotice.

G=S8py.15 r=1+ 25 (vsota 216 clenov geometrijskega zaporedja

] 1200
s kvocientom 7)

100((1+755)"°~1
G=2a0) D - 35000 €

1200
Za stanovanje bo zmanjkalo 2000 evrov.
Za racunanje zneska, ki ga privar¢ujemo z obro¢nim vlaganjem,
lahko uporabimo Excelovo funkcijo:
FV (obrestna mera za obdobje; Stevilo obdobij na leto;
vloga; 0; x)

V formuli na koncu namesto x piSemo 1, ker zaénemo z vlaganjem
na zacetku obrestovalnega obdobja (za vloge ob koncu obdobja bi

pisali 0).
B2 ~ (- fx | =Fv(B5;B3;B6;0;1)
dl A ] 8 [ c~ ] b
1 | druZina
2 |kapital I -38.116,21€!
3 |doba 216
4 |letnaOM 5,80%
| 5 |mesetna OM 0,48333%
6 |depozit 100
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E Obrtnik je za nakup novega stroja najel kratkoro¢ni kredit
20 000 evrov. Odplacal ga bo v dveh letih v enakih mesecnih obrokih
ob koncu meseca. Koliksna je anuiteta, ¢e je letna obrestna mera
7°5 % in banka obracunava obresti po realni obrestni meri?

Kredit D se bo v dveh letih povecal na D - (1 + i 070'.512

mora biti enak vsoti 24-Clene geometrijske vrste:
24
e (a) P T o
Su==7r=1+ g

24
Dr24:a r—1
r—1

24
a:l-)!—zg—zi)=900€
2

24 .
)" in ta znesek

Nalogo lahko resimo tudi z Excelovo funkcijo PMT, ki ima strukturo:

PMT (obrestna mera za obdobje; Stevilo obdobij na leto;
dolg; 0; x).
x=1 pomeni zacetek obdobja; x=0 pomeni konec obdobja

A | B c |
1
2] obrinik
| 3 |glavnica 20000
4 |Stevilo obdobij 24
5 |letnaOM 7,50%
| 6 |mesecna OM 0,625%
7 |anuiteta -899,99€
[&]
5
0

B Teta Amalija je ob odhodu v pokoj dobila odpravnino 2500 evrov,
v nogavici pa je imela ze prihranjenih 6400 evrov. Ker bo njena
pokojnina bistveno nizja od place, zeli naslednjih 10 let ob koncu
vsakega meseca dobivati rento 100 evrov. Ali ima dovolj prihranje-
nega denarja, Ce ji banka za vlogo ponudi 5°8-odstotne obresti?

Ce ne, koliko denarja ji zmanjka?

Tetin kapital znasa 4 =2500 + 6400 =8900 evrov. Ta kapital moramo
»pogledati« ¢ez 10 let ob koncu leta; takrat bi imela pri priznani
obrestni meri v banki 8900 - 1°058'° =15 640 evrov. Ugotoviti
moramo, ali ta kapital zadosca za 120 enakih mesecnih rent po
a=100 evrov.

m
Ar” = ﬂ%) Iz enakosti izrazimo mese¢no rento a.

[ 4 A B [ ¢
1]
2 Amalijal Amalija2
| 3 |glavnica 8900 9091
4 |3tevilo obdobij 120 120
| 5 |lethaOM 5,80% 5,80%
6 'mesetna OM 0,483% 0,483%
7 |anuiteta -97,90€  -100,00€
8
9

| =PMT(B6;B4;B3;0;0]
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8900(1 + 250 28
g ( 12:100) 12100 —97°916 €

58 120
(1+12»100) =1

Ugotovili smo, da bi teti zmanjkala dobra 2 evra na mesec oz.
191 evrov. Za 10-letno rento stotih evrov bi teta potrebovala
zacetni kapital 9091 evrov.

Do istega rezultata zelo preprosto pridemo s funkcijo PMT.

ﬂ Koliko mesecnih obrokov po 200 evrov bi morali placevati ob koncu
meseca za kredit 7800 evrov pri 5°5-odstotni realtivni obrestni meri?
Kredit dobimo takoj.

Zdaj je naloga obrnjena, vendar za¢nemo na isti nacin kot prej.

Kredit D, ki ga mesecno odplacujemo, se ne zmanjSuje za odplacane
obroke, ampak za manj, ker se njegov ostanek hkrati tudi obrestuje
in s tem povecuje. Zato moramo D pomnoziti z 7", da dobimo
njegovo vrednost po preteku m mesecev. To vrednost izenac¢imo

s Stevilom obrokov in iz enacbe izrazimo neznano Stevilo obdobij .

LM Qe 55
D-r=S,;r=1+ 5106

1z enakosti D¥" = b-(:—_—_li) moramo izraziti m.

b
= 10gDer—Dr =43
logr

Placati bi morali 43 mesec¢nih obrokov.

H Gaj je na loteriji zadel 100 000 evrov. Po placilu 20-odstotnega
davka je Cetrtino vsote namenil za Karitas, ostalo pa vlozil v banko,
da bi po preteku 10 let dobival ve¢no rento. Banka mu prizna
6°2-odstotno relativno letno obrestno mero. Izracunajmo visino
mesecne rente.

Po 10 letih bo Gaj v banki imel

Go=G(1+ 5£)"""?=60000-1'00517"*"= 11140212 €.

Mesecne obresti tega zneska pomenijo znesek vecne rente, saj mora

glavnica ostati nedotaknjena, zato je b= G, - % = 575 evrov.
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ﬂ Sosedu Janezu se je iztroSila centralna kurjava na kurilno olje, zato
bo presel na kurjenje z zemeljskim plinom. Pe¢ in predelava kurilnice
ga bosta stali 8000 evrov, zato je v banki vzel kredit, ki ga bo odplacal
v Sestih letnih obrokih na koncu leta po relativni obrestni meri 49 %.
Izracunajmo anuiteto in naredimo amortizacijski nacrt, po katerem se
vidi, kako se z leti nizajo glavnica in obresti, anuiteta pa je ves ¢as enaka.

Ko vracamo kredit, vracamo glavnico in obresti. Z vsako anuiteto
vrnemo nekaj glavnice in placamo vse obresti na preostali dolg. Delez
placila glavnice in obresti se z anuitetami spreminja. Na zacetku
odplacevanja kredita odpla¢amo manj glavnice in ve¢ obresti,

proti koncu pa vec¢ glavnice in manj obresti.

Amortizacijski nacrt

Stevilo obrokov 6 anuiteta 1571
obrestna mera 4,90%
dolg 8000 obstojeci novo stanje
dolg obresti anuiteta razdolZnina dolga
1. obrok 3000 392 1571 1179 6821
2. obrok 6821 334 1571 1237 5584
3. obrok 5584 274 1571 1297 4287
4. obrok 4287 210 1571 1361 2926
5. obrok 2926 143 1571 1428 1498
6. obrok 1493 73 1571 1498 0

7

| - obresti+anuiteta =razdolZnina

Delez glavnice, ki jo pla¢amo s posameznim obrokom, oz. razlika
med anuiteto in letnimi obrestmi glavnice se imenuje razdolZnina.
Ime izhaja iz pomena, saj se dolg zmanjsa za placani del glavnice.

Ursa se je s kreditno kartico zadolZzila pri Hula-Hup banki za 1300
evrov. Banka racuna 2" 6-odstotne mesecne obresti in vsak mesec
s kartice vzame 150 evrov. ZapiSimo rekurzivno formulo za UrSin
racun po n-tem mesecu. V koliko mesecih UrSa odplaca kredit?

Prvi mesec je njen dolg enak a; = 1300, to je prvi ¢len zaporedja.
Vsak nadaljnji ¢len dobimo s formulo a,=1'026-a,_; — 150.
Za izracun uporabimo program Excel.

Ce ni posebej omenjeno, racu-
namo z relativno obrestno mero. :

A B C
dolg 1300 1300,0
obrestna mera 2,6% _1183,8
1064,6

=1,026*C1-150 o T
816,8

688,0
555,9
420,3
281,3
138,6

-7,8

O 0 N OB W N

=
o

[y
=

Ursa bo dolg odplacala v 10 obrokih.



194.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

Banka daje za vezana sredstva naslednje letne
obresti: za Cas do 3 mesecev 4 1-odstotne, za
¢as od 3 do 6 mesecev 5 3-odstotne, za ¢as od
6 do 9 mesecev 6 6-odstotne in za ¢as od 9
do 12 mesecev 7' 5-odstotne. Janez ima

12 000 evrov.

a) Koliko obresti dobi v 5 mesecih?

b) Koliko obresti dobi v 8 mesecih?

Leta 2003 je Jozica zamudila placilo poloznice
v vrednosti 250 evrov za 45 dni. Koliko je
morala doplacati, ¢e so bile 18-odstotne
zamudne obresti?

Leta 2004 je Andraz vezal v banki 500 evrov za
90 dni. Na koliko mu je narasla glavnica, ¢e je
banka obrestovala depozit po 9-odstotni letni
obresti meri?

Koliko obresti prinese glavnica 1500 evrov

v 3 letih pri 7-odstotni obrestni meri pri

a) navadnem obrestovanju,

b) obrestnem obrestovanju in letnem pripisu
obresti?

¢) Koliksna je razlika?

Na kolik$en znesek naraste glavnica 7000 evrov

v 15 letih pri 6-odstotni obrestni meri pri

a) navadnem obrestovanju,

b) obrestnem obrestovanju in letnim pripisom
obresti,

¢) konformnem izracunu,

¢) proporcialnem izracunu?

Kolik$na je vrednost glavnice v znesku

120 000 evrov pri 5-odstotni letni obrestni meri
in letnem pripisu obresti po

a) petih letih,

b) desetih letih,

¢) petnajstih letih?

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Koliko obresti do evra natan¢no prinese kapital

20000 evrov v 3 letih, ¢e je

a) letni pripis obresti in 6-odstotna obrestna
mera,

b) polletni pripis obresti in 3-odstotna polletna
obrestna mera?

c) Katerih obresti je vec?

Koliksna je vrednost glavnice 1800 CHF ($vi-
carskih frankov) po 5 letih in 9 mesecih, Ce sta
4-odstotna obrestna mera in letni pripis obresti?

Koliksen znesek je treba vloziti, da bo v 7 letih
pri 7-odstotni letni obrestni meri in letni kapita-
lizaciji prinesel 4846,25 evra obresti?

Kolik$en znesek moramo vloziti v hranilnico,
da bomo imeli ¢ez 3 leta 15 000 evrov, Ce je
polletni pripis obresti in je 2" 5-odstotna polletna
obrestna mera?

Koliko let bi moral biti vlozen kapital,
da bi se podvojil pri polletni kapitalizaciji
in 3" 5-odstotni polletni obrestni meri?

Za koliko let mora ata Franc vloziti 250 dolar-
jev, da se bo znesek povecal za 200 dolarjev pri
letnem 5-odstotnem pripisu obresti?

Izraunajte obrestno mero, pri kateri glavnica
700 evrov v 6 letih naraste na 1110,81 evra.
Pripis obresti je leten.

Po kolik$ni obrestni meri bi morali vloziti
450 evrov, da bi v 7 letih pri letnem pripisu
imeli 142,17 evra obresti?

Janez je vlozil 6700 evrov v banko, ki obrestuje
letno po 6°5-odstotni obrestni meri, 7200 evrov
pa v drugo banko, ki letno obrestuje po
5-odstotni obrestni meri. Cez koliko let bosta
vlogi enaki?
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203.
204.
205.
206.
207.

208.
209.
210.

211.

Jozica je na koncu leta 2010 vlozila 1000 dolar-
jev, na koncu leta 2012 pa Se 2000 dolarjev.
Koliko je bila skupna vrednost obeh vlog

(do dolarja natan¢no) na koncu leta 2014, Ce sta
celoletna kapitalizacija in obrestna mera 4 %?

Aljaz je na zacetku leta 2010 vlozil 1500 evrov,
na zacetku leta 2013 pa $e 2500 evrov. Koliko
je bila skupna vrednost obeh vlog (do evra
natan¢no) na zacetku leta 2019, Ce sta celoletna
kapitalizacija in obrestna mera 6 %?

Jakob ima 800 evrov, ki se prva 4 leta obrestu-
jejo po 6-odstotni, naslednja 3 leta pa po visji,
8-odstotni obrestni meri. Kolik$ne obresti dobi
Jakob v 7 letih, Ce je letni pripis obresti?

Mama Marija najprej vlozi za 3 leta 1000 evrov,
ki se jim letno pripisujejo 4-odstotne obresti,
nato pa privar¢evanemu znesku doda e 1000
evrov, ki se 4 leta obrestujejo po 5-odstotni letni
obrestni meri. KolikSen znesek bo privarcevala
v 7 letih?

V 10 letih bi radi imeli 10 000 evrov kapitala.
Koliko moramo poloziti danes, ¢e sta 5-odstotna
letna obrestna mera in letni pripis obresti?
Koliko moramo poloziti, ¢e je kapitalizacijska
doba en mesec, en dan?

V banki imamo 7000 evrov. Koliko ¢asa bo
trajalo, da se bo kapital povecal na 10 000 evrov,
¢e je letna obrestna mera 4°5-odstotna in pripis
obresti mesecen?

Luka je za §tiri leta v banko polozil znesek
4000 evrov. Ob dvigu je dobil 4350 evrov.

Po koliksni obrestni meri mu je banka mese¢no
obracunavala obresti?

Pokojninski sklad mora za poplacilo pokojnin
dvigniti vsoto z 14 milijona evrov na 1°7 mili-
jona v 4 letih. Koliksne letne obresti potrebuje
za to?

Katera nalozba je boljsa: 9-odstotna z mesecnim
pripisom obresti ali 9°1-odstotna, ¢e obresti
pripiSejo na Cetrt leta?

212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

Ko je Matic obnavljal stanovanje, si je od prija-
telja izposodil 5200 evrov. Dolg je odplacal

v desetih mesecnih obrokih z letno obrestno
mero 7 % in mesecno kapitalizacijo. Prijatelj

je vrnjeni denar vlozil v investicijski sklad,

ki obrestuje vloge s 6°3-odstotno obrestno mero
in letno kapitalizacijo. Kolik$na je bila anuiteta
in na kolik$no vsoto bo prijatelju naraslo premo-
zenje v 5 letih?

V Novi zavezi v Lukovem evangeliju (Lk 21,2)

beremo, da je uboga vdova v tempeljsko zaklad-

nico vrgla dve mini, kar je bilo priblizno 2 centa

v danasnjem denarju.

a) Koliko bi bil ta denar vreden danes, po 2000
letih, ¢e bi ga nalozila v banko po 4-odstotni
obrestni meri?

b) Koliko bi bil vreden, ¢e bi ji vlogo obresto-
vali z navadnim obrestovanjem z isto
obrestno mero?

Investicijska druzba obrestuje nalozbe po
6-odstotnem polletnem pripisu obresti.
Koliko moramo vloziti, da bomo dobili
10000 evrov v 5 letih (v 10 letih) od danes?

Investicijski sklad nam vlogo 6000 evrov
poveca na 10 000 evrov v 10 letih. KolikSna

je letna obrestna mera, Ce je pripis obresti konec
meseca?

Za delnico, ki je na zacetku leta vredna 20 evrov
in konec leta vredna 24 evrov, dobimo en evro
dividend. Po kolik$ni obrestni meri se je obre-
stovala delnica, ¢e upostevamo dnevni pripis
obresti?

Kolik$no vsoto je treba poloziti v banko,

ki obrestuje po 5'6-odstotni obrestni meri

in pripisuje obresti na koncu meseca, da bomo
po polovici leta lahko dvignili 5000 evrov?

Kolik$na je viSina glavnice, ¢e je v dveh letih
pri mesecni kapitalizaciji in letni obrestni meri
5'2% dala 257 evrov obresti? Kolik$na bi bila
glavnica, Ce bi obresti izracunali na konformni
nacin? Zneske zaokrozite na evro natancno.
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219.
220.
221.

222.
223.

224.

225.

226.

Franci vlaga v banko 10 let zaporedoma po
1300 evrov. Koliko bo skupaj privarceval

ob zadnjem pologu, ¢e je letni pripis obresti in
8-odstotna obrestna mera?

Po koliko mora Mirjana vplacevati Sestkrat na
koncu vsakega leta, da bo imela ob zadnjem
vplacilu 5000 evrov? Kapitalizacija je celoletna,
obrestna mera pa 4’ 5-odstotna.

Koliko let mora Viki na koncu vsakega meseca
placevati mesecne obroke po 100 evrov, da bo
pri letni obrestni meri 4°8 % privarceval

6000 evrov?

Janja 6 let, ob koncu vsakega meseca, varcuje
po 50 evrov. Koliko znasajo njeni prihranki po
treh letih od zadnjega vplacila, Ce je proporcio-
nalna obrestna mera 5°7-odstotna in mesecni
pripis obresti?

Iztok ima pri nakupu avtomobila dve moznosti:

a) takojsnje placilo v znesku 32 000 evrov in

b) obrocno odplacilo po 600 evrov v 6 obrokih
ob koncu meseca po 5-odstotni letni obrestni
meri.

Koliko mora vloziti Saso v pokojninski sklad,
da bo dobil 60 izplacil mesecne rente po

200 evrov, prvi¢ 5 let po zadnjem vplacilu?
Obrestna mera znasa 6 %.

Tina je 5 let varcevala z enakimi mesecnimi
pologi na koncu meseca. Koliksni so bili pologi,
¢e je ob zadnjem pologu dobila kon¢ni znesek
8500 evrov in ji je banka obracunala 5-odstotno
obrestno mero?

Blaz bi lahko 10 let dobival mese¢no rento
100 evrov ob koncu meseca. Namesto tega se
odlo¢i, da bo rento za 5 let zamrznil. Izracu-
najte, za koliko vecjo rento bo dobival zaradi
tega, Ce je letna obrestna mera p =6 %.

227.

228.

229.

230.

231.

Peter za novi avto takoj odsteje 5000 evrov,
ostanek kupnine bo placal s 60 enakimi mesec-
nimi obroki po 180 evrov ob koncu meseca
(p=4"8%). Koliko ga stane avto danes?

Trgovska potnica prodaja visokotlacne parne

Cistilce. Cena pri takoj$njem placilu znasa

2490 evrov, lahko pa ga kupimo:

a) na 24 mesecnih obrokov po 101 evro ob
koncu meseca in takoj placamo $e 200 evrov
pologa,

b) na 12 mesecnih obrokov po 189 evrov
s pologom 300 evrov.

Za koliko evrov smo preplacali napravo, e je

mesecna obrestna mera v obeh primerih »samo«

0°5-odstotna?

Teta Meta je Ze v ¢asu sluzbovanja vplacevala
v banko mesec¢ni znesek 150 evrov na koncu
meseca, da bi kasneje »plemenitila« pokojnino.
Koliko let bo lahko prejemala mesec¢no rento
100 evrov na koncu meseca, Ce je zneske
vlagala 7 let pri letni obrestni meri 5°6 %?

Ali si stric Ferdo lahko privos¢i mesecno
anuiteto za nakup 7000 evrov vrednega avta,

Ce je letna obrestna mera 5°4-odstotna in bi dolg
odplaceval 5 let ob koncu meseca? V sluzbi so
mu glede na visino place izracunali, da anuiteta
ne sme preseci 150 evrov.

NapiSite amortizacijski nacrt za nakup novega
kolesa, ki stane 700 evrov in ga bomo odplacali
v sedmih enakih mesecnih obrokih ob koncu
meseca, Ce je mesecna obrestna mera
0°74-odstotna.



NE POZABI

Kon¢no zaporedje je preslikava iz mnozice N,, v mnozico realnih $tevil,
neskon¢no zaporedje pa preslikava iz mnozice naravnih Stevil v mnozico
realnih Stevil.

Zaporedje je naras$cajoce, Ce je a,,,=>a, za vsak ne€ N,
Zaporedje je padajoce, Ce je a,,<a, za vsak ne N.
Zaporedje je monotono, ¢e je bodisi naras¢ajoce bodisi padajoce.

Zaporedje je navzgor omejeno, Ce obstaja tako realno stevilo M, da je a, <M
za vsak n € N. Stevilo M je zgornja meja zaporedja.

Zaporedje je navzdol omejeno, ¢e obstaja tako realno Stevilo m, daje m<a,
za vsak n € N. Stevilo m je spodnja meja zaporedja.

Zaporedje je omejeno, Ce je navzgor in navzdol omejeno.

Zaporedje je aritmeti¢no, ¢e je razlika dveh zaporednih ¢lenov konstantna.
Diferenco aritmeti¢nega zaporedja ozna¢imo z d in je d=a,, | —a,.

Splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja je:

a,=a;+(n-1)d

Aritmeti¢na vrsta je vsota ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja in je enaka:

Sn: g (al +an)=§ (2611 +(}’l— l)d)

Aritmeti¢na sredina Stevil a in b je Stevilo ‘%b .
Postopek, pri katerem med dani $tevili vrinemo $tevila tako, da nastane

aritmeti¢no zaporedje, imenujemo linearna interpolacija.

Zaporedje je geometrijsko, ce je kolicnik dveh zaporednih ¢lenov
konstanten. Koli¢nik geometrijskega zaporedja ozna¢imo s k in je k= aZ“

Splosni ¢len geometrijskega zaporedja je:
a,=a, K
Geometrijska vrsta je vsota ¢lenov geometrijskega zaporedja in je enaka:

—a -1,
§,= A=) s g
Vsota neskonéne geometrijske vrste: S= ;lle; k| <1

Geometrijska sredina pozitivnih Stevil a in b je Stevilo ./a-b.
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Popolna indukcija

Izjava velja za vsa naravna Stevila, ¢e velja za 1 in Ce iz predpostavke,
da velja za naravno §tevilo n, sledi, da velja tudi za naravno Stevilo n+1.

&-okolica Stevila a je odprt interval (a— €, a+ €).

Limita zaporedja

lima, =a  kadar za vsak £>0 obstaja tak Ne N, da za vsak n> N velja:

n—o0
la—a,| <€
lime =c¢
n—o
lim 1 =0
n—owon

Pravila za ra¢unanje limit zaporedij, Ce sta zaporedji a,, a,, as ...
in by, b,, bs ... konvergentni:

» Limita vsote je enaka vsoti limit.

N @+ bn) = lima, * imb,

» Limita razlike je enaka razliki limit.

lim(a,—b,) = lima,— lim
n—)oo(a" b”) n—>ooa” n—)oob”

» Limita produkta je enaka produktu limit.

N (an-b,) = lima, - imb,

+ Ce je limita delitelja razli¢na od ni¢ in je b, # 0 za vsako naravno stevilo 7,
je limita koli¢nika enaka koli¢niku limit.

lim & = "lgg‘a"
n—wb, limb,

n—ow

(b,#£0 VneN, limb, #0)

Neskon&na geometrijska vrsta je konvergentna za |k| <1 in je enaka: S= "

Obresti pri navadnem obrestovanju so:
— (. pos ., Gpen
0=G-p%-n —-13-—100
Pri obrestnem obrestovanju glavnica G z obrestovalnim faktorjem =1+ Tg(_)
v n letih naraste na:

G,=Gr"
Konformna obrestna mera p ,,,=100(/1+ T& —1).

Relativni obrestovalni faktor r(,, =1+ —h= (m je Stevilo obrestovalnih
obdobij na leto).
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— 0Osnovni izrek kombinatorike
— Permutacije

— Variacije

— Kombinacije

— Binomski izrek

— Kombinatorika in preslikave

Misticne trigrame pa-kua Se Kombinatorika je veja matematike, ki se ukvarja s prestevanjem razporeditev
danes najdemo kot okrasje elementov dane konéne mnozice. Na zadetek zgodovine kombinatori¢nih poj-
na uporabnih predmetih inna 4y i Jahko postavili znamenito kitajsko delo I-King (Knjigo sprememb), ki
talismanih v drzavah Daljnega N . . - . .
vzhoda sega daleC nazaj v 8. st. pr. Kr. Delo povezuje staro kitajsko filozofijo s psiho-
’ logijo, prerokovanjem in koledarjem, prek misti¢nih diagramov (pa-kua) pa
tudi s kombinatoriko. V knjigi so navedeni vsi mozni trojni znaki ali trigrami,

ki jih lahko sestavimo iz znakov — in - —.
, NEBO MOC . .
CHIEN | Vo ODLOCNOST OCE GLAVA KONJ
SVETLOBA
I — SIBKOST
—— — | K'UN ZEMLIA POPUSTLIIVOST | MATI TREBUH VOL
TOPLOTA
_—— TEMA
R ) GROM RANLIJIVOST
— — |CHEN | L oVLAD GIBLJIVOST PRVI SIN NOGA ZMAJ
BUDNOST
JE— VODA NEVARNOST
K'AN LUNA TEZAVA DRUGI SIN UHO PRASIC
_— ZIMA ZVITOST
R MIRNOST
— — | KEN GORE TRMA NAJMLAJSISIN | ROKA PES
_— TRDNOST
NEZNOST
—— | SUN ZE?]EDR BISTROST PRVA HCI STEGNO PTICA
_— UBOGLIIVOST
R OGENJ LEPOTA
—_— — | LI SONCE ZANESLIIVOST | DRUGA HCI OKO FAZAN
BLISK ZVESTOBA
JEZERO SRECA
- = MOCVIRIE | ZADOVOLJSTVO “r o
TUI DEZ SAMOZADO. NAJMLAJSA HCI | USTA OVCA
JESEN VOLJNOST

nimi znamenyi, znaki pa-kua in
magicnim kvadratom v sredini ~ Pomen znakov pa-kua



Kombinatorika

Kar resno (vendar ne na teoreti¢ni ravni) so se s kombinatoriko ukvarjali rim-
ski patricij Boetius v 5. st., indijski matematik Bhaskara v 12. st. in Zidovski
ucenjak iz Avignona Levi ben Gerson v 14. st. Za zadnjega je znano, da je
znal izracunati permutacije, kombinacije in variacije brez ponavljanja, Ceprav
pri tem ni uporabljal nobene simbolike.

Leta 1494 je Luca Pacioli v knjigi Suma de aritmeticae opisal, kako izracu-
nati, na koliko nac¢inov se lahko dolo¢eno stevilo ljudi usede za ravno mizo.
Pomembna prelomnica za kombinatoriko pa je 16. st. s Cardanom, Tartaglio,

Leibnizem, Buteom, Se posebej pa 17. st. s Pascalom, Fermatom in Jakobom
Bernoullijem.

Za konec povejmo, kako je Jakob Bernoulli v svoji knjigi Ars Conjectand,
ki je po njegovi smrti iz§la v Baslu leta 1713, »definiral« kombinatoriko:

Neskoncna raznolikost, ki se kaze tako v delih narave kot v ¢lovekovi ustvar-
Jalnosti, ki dela svet in vesolje posebno lepa, ima svoj edini vzrok v razlicnosti
spajanja, mesanja in grupiranja posameznih delov. Ker je Stevilo stvari,

ki vplivajo na stvaritev kakega pojava ali dogodka, po navadi tako veliko

in raznovrstno, da spoznavanje vseh nacinov, po katerih se lahko, ali pa se
ne more, uresniciti to povezovanje, privede do velikih tezav, ni cudno, da tudi
najmodrejsi ljudje delajo napako, ki se ji v logiki pravi »nedovoljeno naste-
vanje delov«. Zato si ne pomisljam trditi, da je ta napaka gotovo edini izvor
mnogih velikih zablod, ki jih delamo pri raziskavah pojavov, ki jih Zelimo
spoznati in se z njimi okoristiti. Zato moramo po pravici meniti, da je vescina,
ki ji pravimo kombinatorika, zelo koristna in nam lahko precej pomaga pri
pomanjkanju ostrine nasih cutnih opazovanj. Ta vescina nas uci, kako se upo-
rabljajo nacini in postopki, s katerimi je mogoce vec predmetov med seboj
pomesati, jih zdruzevati in potem presteti vse moznosti, da z gotovostjo vemo,
da niti ene od njih nismo izpustili.

ARTIS CONFECTANDT

S

Neimeri Revum Combinandarum.

JACOBI BERNOULLI,

Profefl. Bafil. & utriufque Societ. Reg, Scientiar.
Gall. & Prufll Sodal.
MatuemaTici CELEBERRIMI,

ARS CONJECTANDI,

OPUS POSTHUMUM.
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convenit: 1. Quod columna transverfz congruunt verticalibus,
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BASILEAZE,
Impenfis THURNISIORUM, Fracrum.

cl> Iscc xrii.

termi-

Faksimile Ars Conjectandi Stran iz knjige Ars Conjectandi

Leta 1559 je francoski menih
in ucenjak Joannes Buteo

v Lyonu izdal knjigo Logistica,
v kateri je opisal kombinato-
ricno kljucavnico z vec vrte-
¢imi se cilindri.

Take kljucavnice so naprodaj
Se danes. So zelo prirocne,
ker ne moremo izgubiti kljuca,
nerodno pa je, ce izgubimo
spomin.

PN

Jakob Bernoulli (1654—1705)
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NajstarejSo cerkev San Salvador v §panskem mestu Oviedo je dal zgraditi
knez Silo. Na to dejanje je bil tako ponosen, da si je dal na nagrobnik vklesati
skrivnosten napis:

ticefspecncepsfecit
icefspecnincepsfeci
cefspecnirincepsfec
efspecnirprincepsfe
fspecnirpoprinceps f
specnirpoloprinceps
pecnirpoliloprincep
ecnirpoliSiloprince
pecnirpoliloprincep
specnirpoloprinceps
fspecnirpoprinceps f
efspecnirprincepsfe
cefspecnirincepsfec
icefspecnincepsfeci
ticefspecncepsfecit

Razvozljamo ga tako, da zacnemo brati pri velikem S v sredini in se pomi-
kamo navpicno in (ali) vodoravno do ene od ¢rk t na vogalih. V vseh prime-
rih, in teh je kar 45 760, preberemo latinski stavek Silo princeps fecit ali po
nase Zgradil knez Silo.

V srednjem veku je imel izraz ABRACADABRA po besedah ranocelnikov
¢udezno mo¢, posebej pri zdravljenju tridnevne mrzlice. Po receptu Serenusa
Saunonicusa je bilo treba besedo napisati v obliki trikotnika in jo potem
prebrati na vse mogoce nacine, od vsakega A na levi do zadnjega A na desni
v prvi vrsti. Tako je bilo mogoce besedo prebrati natanko 2" 0z. 1024-krat.
Ce bolnik po treh dneh, ob vmesnem branju ¢udezne besede, ni ozdravel,

je imel ranocelnik pri roki izgovor, da je bolnik pri branju najbrz izpustil
katero od moznosti.

A BRACADABTR RA

A B RACADABR
A B RACADAHB

A B RACADA
A B RACAD

A B RACA
A B R AC

A B R A

S pomocjo kombinatorike je
arhitekt Erno Rubik (1944—)
postal eden najbogatejsih A B R

Madzarov. Od 43 triljonov
. L A B

moznosti premestitev je le ena

pravilna. A
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Francoski pesnik in pisatelj Raymond Queneau (1903—-1976) je avtor knjige
Cent mille milliards de poemes (Sto tiso¢ milijonov pesmi). Knjiga vsebuje
14-vrsti¢ne sonete, ki so natiskani le na desni strani, vsaka stran pa je razre-
zana na 14 trakov (tako je na vsakem traku ena vrstica soneta). Trakove lahko
listamo neodvisno, pa ima kljub temu vsak sonet pravo zgradbo in pomen.

Kombinatorika je v tesni zvezi z igrami na sreco. Pri nas se s to dejavnostjo
pooblas¢eno ukvarja Loterija Slovenije. Najbolj znane igre so loto,
Euro Jackpot, Astro, 3 x 3 plus 6, deteljica.

1z pravilnika o igrah na sreco:

Loto je klasi¢na igra na sreco. UdeleZenec igre na posebnem vplacilnem
listku napove, katerih 7 Stevil od 1 do 39 bo izzrebanih. Hkrati vsakokrat
izzrebajo tudi serijsko Stevilko iz 10 Stevk, Ce je lastnik listka vplacal
udelezbo tudi za ta del igre. Zadnjih 6 Stevk serijske Stevilke je Stevilka
za 7rebanje v lotku.

3 x 3 plus 6 je tudi klasi¢na igra na sreco. Na kartici je natisnjenih 9 zapored- !
nih Stevil od 1 do 99, in sicer v treh vrsticah in treh stolpcih. Na kartici je tudi :
6-mestna Stevilka. Javno zrebanje poteka vsak dan tako, da iz treh bobnov

z oznakami A, B in C izzrebajo po tri Stevilke. Vrste dobitkov so:

e dobitek 3 x 3 ima kartica, na kateri je vseh 9 izzrebanih Stevilk,

* dobitek 2 x 3 ima kartica, na kateri je 6 izzrebanih Stevilk v dveh vrsticah
AB, BC ali AC,

e dobitek 1 x 3 ima kartica, na kateri so izzrebane Stevilke v eni od vrstic
A,BaliC,

* dobitek 0 x 9 ima kartica, na kateri ni nobene izzrebane Stevilke.

e Iz Cetrtega bobna izzrebajo Se zadnjih Sest Stevk serijske Stevilke
kartice (plus 6).
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Osnovni izrek kombinatorike

Jakob Bernoulli je za svoj ¢as povedal kar dobro definicijo kombinatorike:
Kombinatorika je prestevanje. Ker ne gre za enostavno prestevanje elemen-
tov neke kon¢ne mnozice, te postopke poglejmo na nekaj zgledih.

gy

n Na sprejem pri predsedniku republike je povabljenih pet Presernovih
nagrajencev. Koliko je vseh medsebojnih predstavitev na sprejemu?

o .
o o o Do rezultata bomo prisli postopoma in pri tem skusali poiskati
. o o e o o zakonitost oz. formulo.

Ce bi prisel na obisk le eden, bi bila predstavitev le ena, pri dveh
povabljenih tri (1 +2=3), pri treh bi se medsebojno predstavili

4 Tjudje in bi bilo 6 predstavitev (1 42+ 3 =6), pri Stirih nagrajencih
: bi se rokovalo 5 ljudi in bi bilo 1+ 2 +3 +4 =10 rokovanj, ¢e pa bi se
o o na vabilo odzvali vsi, bi bilo rokovanj 1 +2+3+4+5=15.

— A X

Splosna formula za Stevilo rokovanj med 7 ljudmi se glasi
N=1+24+3+...+n= Mziﬁ , saj so vrednosti pri zaporednih 7;
n=1, 2,3, ..., ravno trikotniSka Stevila, n-to trikotnisko Stevilo
pa je vsota vseh naravnih $tevil od 1 do n.

&3
[
=
S
o3
|
=
(9]

J

rn

Pozneje bomo resitev izracunali drugace, bolj »kombinatori¢no«.

e o o 0 0 0 o o
e o o 0o 0 o o ¥
e o o o o o 3} ¥ *
° o o 3k 3k 3k % % %
o o 3k ok 3k 3k %k Sk %
o % X ¥ ok ok ok % X

——
—_

E Z razvojem racunalnikov se je pojavilo tudi vprasanje zapisovanja

5 : znakov. Leta 1968 so v ZDA vpeljali zapis ASCII (American

: Z Standard Code for Information Interchange), ki je predhodnik vseh
2(14+2+... +m)=n(n+1) danaépjih naéipov zgpisovanja znakov (np.r..VISOV 88?9). Vsal.< znak

i : v kodi ASCII je zapisan kot 7-mestno dvojisko Stevilo. Torej lahko
tako zapiSemo

1111111 ) +1=2°+2>+2*+2° + 2>+ 2" + 2° + 1 = 128 znakov

oz. Stevila od 0 do 127 (Ce jih zapiSemo v desetiSkem sestavu). Ker je
bilo moznosti za zapisovanje prevec, so uporabili le Stevila od 33 do
127 (danes nepogresljiva afina @ je imela kodo 064).

142+ +p=2tl)

‘ l! ll" ,-# ,4$ l% JKL l' l\( i") ,\* ZJ;— j(’ ZJ)- ll. ZJ/
01]2[3/4]5[6/718(9]:]:|<|=[>|?
0|4 |43 |4 |5 |46 |4 8|49 [4A_ |4B_ [4C_[4D [4E [
@|/A|B|C|D/E|F|G/H| I|J K|LIM/N|O
PIQIRISITIUIVIWIXIY[ZI[[\ T[]
la b cldle|f|8 :h i J k :1 min|o
plalrls|tlulv|w|x|ylz|[t]1]}]~
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Pred 250 leti sta si matematika L. Euler in N. Bernoulli dopisovala
0 »problemu zamenjave pisem« in ga tudi resila.

Pisar je napisal # pisem in n ovojnic. Pri vstavljanju pisem v ovoj-
nice ni bil pozoren. Koliko je vseh moznosti, da vsaj eno pismo ne
prispe na pravi naslov?

Problem lahko poenostavimo tako, da izberemo npr. n=4 in preste-
jemo vse moznosti razvr$¢anja pisem v ovojnice. Ovojnice zlozimo
drugo poleg druge in ugotovimo, da imamo za prvo ovojnico na
voljo eno od Stirih pisem, za drugo eno od treh pisem, za tretjo eno
od dveh pisem in za Cetrto ovojnico Se zadnje pismo.

N=4.3.2.1=24

Vseh napacnih moznosti je 23, kajti samo ena je prava. Splo$ni pro-
blem za » pisem in n ovojnic bomo resili pozneje.

ﬂ Ce hogemo v nasem Solskem sistemu dose¢i visoko izobrazbo,
moramo iti skozi tri stopnje: osnovno Solo, srednjo Solo (gimnazijo, :
tehnisko gimnazijo ali srednjo tehnigko $olo z maturitetnim te¢ajem), Nicolaus Bernoulli
fakulteto ali visoko Solo. Izrac¢unajmo, na koliko na¢inov lahko §tu- (1695-1726) :
dent konca izobrazevanje.

Za lazje reSevanje si bomo narisali diagram. Zacetek in konec stop-

nje Solanja bo oznacen s tocko, razlicne moznosti znotraj stopnje pa
s povezavami med toCkami. Ker je osnovna Sola enotna, med prvima
dvema tockama nariSemo le eno povezavo, med drugo in tretjo tocko
so tri povezave, med tretjo in Cetrto tocko pa dve povezavi.

1. faza 2. faza @ 3. faza

Z enostavnim prestevanjem vseh moznosti dobimo Stevilo 6. Resitev
se najbolje vidi, e je predstavljena s kombinatori¢nim drevesom.

1. faza
2. faza
3. faza
Zadnja dva zgleda sta enostavna primera posebnega pravila oz. strategije, ki

je osnova za vse racunanje v kombinatoriki. Imenuje se osnovni izrek kombi-
natorike ali pravilo produkta.
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Osnovni izrek kombinatorike ali pravilo produkta

Ce je proces odloganja sestavljen iz k zaporednih faz in je v prvi fazi moznih
n, odloCitev, v drugi fazi n, odlocitev ..., v k-ti fazi n;, odlocitev, Stevilo izbo-
rov v posamezni fazi pa je neodvisno od tega, katere moznosti so bile izbrane
v prej$njih fazah, potem je Stevilo vseh sestavljenih odlocitev produkt vseh
odlocitev v posameznih fazah:

gy

Med enotno urejene stvari v Evropi spada tudi oznacevanje izdelkov
EAN (European Article Numbering), v svetovnem merilu pa velja
enotno oznacevanje publikacij oz. knjig ISBN (International Standard
for Books Numbering). V obeh primerih gre za oznacevanje s ¢rtno
kodo, ki jo zlahka prepoznajo opticni Citalci.

N=n1-n2’...-nk

Koda EAN je 13-mestno naravno $tevilo: prve tri Stevke pomenijo
drzavo (Slovenija ima $tevilko 383), z naslednjimi Sestimi oznac¢imo
podjetje in z zadnjimi tremi izdelek. Zadnja Stevka je kontrolna.
Podobno je sestavljena koda ISBN: prve tri Stevke so Sifra drzave ali
jezikovnega obmocja (Slovenija ima oznako 961), potem so tri mesta
rezervirana za zalozbo, naslednjih pet za naslov knjige, zadnja Stevka
je spet kontrolna.

Izracunajmo, koliko podjetij v drzavi in koliko izdelkov na podjetje
lahko zapisemo v sistemu EAN ter koliko zalozb in koliko knjig
vsake zalozbe lahko zapisemo s ¢rtno kodo ISBN.

a) Vsistemu EAN je za zapis podjetja namenjenih 6 mest. Na vsako
mesto lahko postavimo eno od desetih Stevk, torej imamo po
osnovnem izreku kombinatorike za oznako podjetij na razpolago
10° ali milijon moZnosti. Podoben razmislek nam pove, da lahko
vsako podjetje s to kodo oznaci 1000 svojih izdelkov.

b) Vsaka drzava lahko s kodo ISBN opremi 1000 zalozb, vsaka
zalozba pa 100 000 knjig. Poglejmo $e na platnice te knjige
in preberimo njeno Stevilko ISBN.

ISBN 961 -b4b5-80-5

97896 5809

16146
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E V trgovinah z igra¢ami prodajajo igro s kartami. Po tri od njih
predstavljajo posamezno vrsto vozila (gasilski, policijski, postarski,
cirkuski avto). Z zamenjavo posameznih kart nastanejo komicne
situacije, ko je npr. prvi del vozila postarski, srednji del cirkuski,
zadnji del pa avtobusni. Koliko takih vozil lahko sestavimo iz 60 kart?

Sestavljanje »vozil« je proces, ki ima tri faze. Prva faza (sprednji del
vozila) je izvedljiva na 20 na¢inov, na prav toliko nacinov sta izved-
ljivi tudi druga faza (postavljanje srednjega dela vozila) in tretja faza
(zadnji del vozila). Zato lahko iz 60 kart sestavimo 20 - 20 - 20 = 8000
razli¢nih »vozil«.

Gospod Levi Right ima v omari dva para ¢evljev, pet srajc, Sest kra-
vat, troje hlac in dva suknji¢a. Na koliko nacinov se lahko oblece,
¢e ne uposteva ustreznosti barv in vzorcev?

Na izbor oblacil gospoda Levija lahko gledamo kot na proces petih
zaporednih faz: pri obutvi ima dve moznosti, pri izboru srajce pet, pri
kravatah Sest, pri izboru hlag tri in pri suknji¢u dve. Stevilo izborov
v posamezni fazi ni odvisno od izborov v drugih fazah, zato lahko
uporabimo osnovni izrek kombinatorike:

N=2-5-6-3-2=360
Gospod Levi ima v omari tudi tri klobuke in dve ¢epici. Na koliko
nacinov se lahko pokrije, ko zapusti stanovanje?

Izbira lahko med tremi klobuki in dvema ¢epicama, torej ima pet
moznosti, saj nima na glavi hkrati klobuka in ¢epice.

Drugi del zgleda ne moremo resiti enako kot prvega, saj izbiramo
med dvema mnozicama, izbori pa so nezdruzljivi. Zato smo v tem
primeru uporabili pravilo vsote.

Pravilo vsote

Ce izbiramo med n; moZznostmi iz prve mnoZice izborov ali n, moZnostmi

iz druge mnozice izborov ... ali n, moznostmi iz k-te mnozice izborov in so
izbori iz vsake mnozice nezdruzljivi z izbori iz drugih mnozic, potem je vseh
izborov:

M= nit+ny+...+n;
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Stara mama gre enkrat na teden z Vica na obisk k prijateljici v Moste.
V<¢asih gre na mestni avtobus §t. 1 ali 6 do Centra in z eno od 3 prog
naprej, v¢asih pa poklice taksi enega od 4 podjetij. [zracunajmo,

na koliko razli¢nih nacinov se lahko babica pripelje do prijateljice.

Njeno »potovanje« je ob uporabi mestnega prometa sestavljeno iz
dveh faz: Vic—Center (2 izbiri) in Center—Moste (3 izbire), ob upo-
rabi taksija pa so 4 moznosti.

Obe vrsti voznje se o€itno ne moreta zgoditi hkrati, zato uporabimo
pravilo vsote, in vseh moznosti je N=2-3+4=10.

I ——

232. Na koliko nacinov lahko kroglica pade iz tocke 234. Tinca in Manca imata vsaka svojo vrtavko;
A v tocko B? glej sliko. Na koliko razli¢nih nacinov se vrtavki
2) y ustavita, ¢e jo Tinca zavrti prva, Manca pa druga?

4

. Tekma v namiznem tenisu je koncana, Ce igralec
zmaga v 3 setih. Tako so za dokonc¢anje igre
potrebni najmanj 3 in najvec 5 setov. ZapiSite
vse moznosti za zmago.

. Na jedilniku v samopostrezni restavraciji so
dve juhi (goveja in zelenjavna), tri glavne jedi,
tri solate in dve sladici (sladoled in tortica).

a) Koliko je vseh moznih jedilnikov?
b) Koliko je jedilnikov, ¢e izberemo govejo
juho in sladoled?

233.V lokalni teniski klub je v¢lanjenih 8 moskih
in 6 Zensk. Koliko me$anih dvojic lahko
prijavijo za tekmovanje?
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237.
238.

239.

240.

241.

242.

V cvetli¢arni imajo na voljo rdece in rumene
vrtnice, rdeCe gerbere, modre irise in dve vrsti
zelenja. Koliko razli¢nih Sopkov dobimo, Ce se
odlo¢imo za sedem roz enake vrste in enake
barve in za eno zelenje?

Na Soli so razpisali dve delovni mesti: za profe-
sorja latins¢ine in za profesorja francoscine.

V prijavnem roku so dobili 7 popolnih prijav
za latin$¢ino in 15 za franco$c¢ino. Na koliko
nacinov lahko zapolnijo delovni mesti?

Manca ima v denarnici 20 kovancev za 1 in

2 evra, 5 bankovcev za 5 evrov in en bankovec
za 10 evrov. Na koliko na¢inov lahko placa
izdelek, ki stane 17 evrov?

Mojca stirikrat zapored vrze kovanec. Koliko je
vseh razli¢nih metov? Resitev predstavite
s kombinatori¢nim drevesom.

Vrzemo igralni tetraeder, obi¢ajno igralno kocko
in igralni oktaeder. Koliko trimestnih $tevil
dobimo, Ce je stotica iz oktaedra, desetica iz
obicajne kocke, enica pa iz tetraedra? Koliko
od teh Stevil je deljivih s 4 in koliko s 57

Elektronsko vezje je sestavljeno iz 4 stikal
ON-OFTF (to so stikala, ki so ali vklju¢ena ali
izkljucena). Koliko je vseh stanj, Ce

a) ni omejitev,

b) mora biti prvo stikalo vedno prizgano,

¢) sta ugasnjeni le 2 zaporedni stikali,

¢) nobeni dve zaporedni stikali nista v enakem 247.

polozaju,
d) sta prizgani vsaj dve stikali,
e) Ce sta prvo in zadnje stikalo v polozaju OFF?

243.

244.

245.

246.

248.

Oznake avtomobilskih registrskih tablic v Slo-
veniji so sestavljene iz §tevk in ¢rk slovenske
abecede ter X in Y (med njimi niso Sumniki

in ¢rka O) in so treh vrst:

a) tablica je lahko sestavljena iz ¢rke, za njo pa
stojijo Stevka, razli¢na od ni¢, in za pomislja-
jem Se tri Stevke;

b) na zacetku sta dvakrat po dve Stevki, ki jim
sledi ¢rka;

c¢) na zacetku je ¢rka, sledi Stevka, za njo dve
Stevki in na koncu spet ¢rka.

S katerim tipom tablice lahko v eni upravni
enoti opremijo najve¢ avtomobilov?

Koliko diagramov s petimi vrsticami lahko
sestavimo iz znakov — in — =? Npr.:

Praznovanja se je udelezilo pet povabljenih.
Na koliko nac¢inov se lahko skupaj z gostite-
ljema razporedijo za ravno mizo, ¢e morata

gostitelja sedeti na obeh koncih mize?

Na koliko nac¢inov lahko naredimo petkov urnik,
¢e mora biti prvi dve ali zadnji dve uri Sportna
vzgoja, preostale Stiri ure pa izbiramo med

11 predmeti in ni »blok ur«?

Igro na igralnem avtomatu za¢nemo z dvema
zetonoma in stavimo najvec trikrat zapored.
Avtomat v igri lahko vrme vloZeni Zeton in Se
enega za nagrado ali Zeton »pozre«. S kombi-
natori¢nim drevesom igre prestejte, na koliko
nacinov se lahko konca ta igra.

Na razpolago imamo pet ploscic s ¢rkami
G A,L, EinB.

a) Koliko besed lahko sestavimo?

b) Koliko od teh besed se zacne s ¢rko B?
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249. Morsejeve crke sestavljamo iz pik in Crtic posa- 255. Osem enakih krogov s premerom 1 ¢m posta-

250.

251.

252.

253.

254.

mic, po dva znaka, po tri znake in po $tiri znake.
Najvec koliko ¢rk lahko sestavimo na ta nacin?

MORSEJEVA ABECEDA

a - | O wo—— 8 -

b - m —— X —-- 9 ==
c —--— n - y —--—— 0o -
d - 0o ——- z —- pika — ==
e p - 1 - ———- vezaj —e—
f - q ———- 2 -— - vprasaj ce——
g —- roo-- 3 —-— vejica - —--——
h S 4 - opus¢aj  ————-
i t - 5 oo narekovaj - —--—-
] -—— u - 6 —-.- dvopi¢je = ———---
k —--— v - 7 —- oklepaj ~ —-——-—
Na vaskem plesu se je zbralo 9 deklet in 12 fan-

tov. Koliko skladb morajo zaigrati muzikantje,
da bo lahko vsak fant plesal z vsakim dekletom?

Vrzemo tri igralne kocke razli¢nih barv. Koliko

je vseh metov?

a) Koliko je vseh metov, pri katerih natanko ena
od kock pokaze Sestico?

b) Koliko je vseh metov, pri katerih vsaj ena
od kock pokaze Sestico?

Na petih plos€icah so zapisane ¢rke M, U, Z, E

in J. Z njimi sestavljamo besede.

a) Koliko vseh besed lahko sestavimo iz vseh
crk?

b) Koliko od teh besed se za¢ne na soglasnik?

¢) Koliko besed se kon¢a na samoglasnik?

Ursa in Vid igrata tenis. Dvoboj je koncan,

ko eden od njiju dobi tri od petih nizov. NariSite
kombinatori¢no drevo in prestejte vse moznosti
konca dvoboja.

V mlecni restavraciji imajo na voljo bistre
sokove in mlecne napitke v treh velikostih
(mala, srednja in velika) in $tirih okusih (jagoda,
borovnica, jabolko in breskev). Na koliko
nac¢inov lahko naro¢imo pijac¢o?

257.

258.

259.

260.

vimo v vrsto, da se dotikajo drug drugega. Izra-
¢unajte, koliko je vseh poti po kroznicah dolzine
41 od tocke A(0,0) do B(8,0), Ce pot ne sme
spremeniti smeri.

A
0

. Raziskovalci inteligence podgan Zivali testirajo

v t.1. T-labirintu. Na vseh navpi¢nih prehodih
v labirintu so vratca, ki se odpirajo le proti
izhodu, nazaj pa ni mogoce. IzraCunajte,

na koliko na¢inov lahko podgana prehodi
labirint od vhoda do izhoda.

Kocko pobarvamo tako, da uporabimo za vsako
od ploskev samo rdeco ali modro barvo. Koliko
je vseh razli¢no pobarvanih kock (do rotacije
natan¢no)?

Vsak rob kocke pobarvamo z rdeco ali ¢rno
barvo. Koliksno je najmanjse Stevilo ¢rnih robov,
¢e ima vsaka mejna ploskev vsaj en ¢rn rob?

Koliko znakov bi lahko zapisali z najvec¢ Sestimi
pikami ali/in Crticami iz naloge 249?

Koliko poti iz A v B na narisani mreZi je sestav-
ljenih iz natanko 6 prehodov oz. odsekov?

B

NN




Permutacije

Z osnovnim izrekom kombinatorike lahko resujemo razlicne probleme.
Problem zamenjave pisem, ki smo ga resili le za poseben primer n =4, bomo
zdaj resili splosno. Ugotoviti moramo $tevilo razporeditev # razli¢nih pisem
Vv n ovojnic z naslovi.

Postopek lahko poenostavimo tako, da pisma postavimo v vrsto in jih ostevil-
¢imo od 1 do n. Zdaj gre le Se za razporejanje n pisem na n (oznacenih) mest
(vrstni red je pomemben).

1. 2. 3. n.

Ce sledimo osnovnemu izreku kombinatorike, je razporejanje pisem proces,
razporeditev vsakega pisma pa njegova posamezna faza. Faze o€itno niso
odvisne druga od druge, zato je prva faza (vlaganje pisem v prvo ovojnico)
izvedljiva na n nacinov, druga na n — 1 nacinov, tretja na » — 2 nacinov in tako
naprej, predzadnja na n— (n—2) =2 nacina in zadnja na en sam nacin. Vseh
nacinov je:

N=n-(n-1)-(n-2)-...-.2-1

Stevilo N, ki je produkt vseh zaporednih naravnih stevil od 1 do n, lahko
krajse zapisemo kot:

nl=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

in preberemo n fakulteta ali tudi n faktorsko.

g

BN 4=1.2.3.4=24

E n! :n!n—lglzn
(n=1)! (n=1)!
El 61-41=6-5-41-41=(30-1)-41=29.24=696

B =02 (-Dn-(+1)

Razporeditve n razli¢nih elementov na n mestih (vrstni red elementov je zelo
pomemben) imenujemo permutacije » elementov. Pokazali smo Ze, da je teh
razporeditev n!.

P,=n!

Kombinatorika /7

Premetanka ali anagram je
i beseda, ki jo dobimo iz neke
druge besede tako, da tej pre-
i meSamo Crke in jih sestavimo
v druga¢nem vrstnem redu.

¢ Npr. VRANA — VARAN

{ (tropski kusgar) - RAVAN

i (ravna pokrajina) — NARVA
(pristanisce v Estoniji) —

i ANVAR (ime egiptovskega

i predsednika el Sadata).

Za prvega sestavljavca anagra-
. mov velja griki pesnik Liko-
i fron iz 3. st. pr. Kr,, ki je iz érk
. vladarja PTOLEMAIOS sesta-
: vil anagram APO MELITOS
i (meden), iz imena njegove Zene
ARSINOE pa anagram ION
{ ERAS (Herina ljubljenka).

© Anagrame so zelo cenili pesniki
{ v 16.1in 17. st., cenijo pa jih ¢
. danes:

i Kar si posejal,

tega ne bos zel,

i e posejes KLAS,

© bos pozel plevel.

{ (J. Stabej ml.)

L (SLAK)

{ Definicijo n fakulteta lahko
i zapiSemo tudi rekurzivno:

L onl=n-(n-1)!
L 0l=1



78 TEMPUS NOVUM

Na igriscu v parku Tivoli se po toboganu spusca 6 otrok. Ali se lahko
na vse razli¢ne nacine zvrstijo v enem dnevu, ¢e za vsako »voznjo«
potrebujejo 1 minuto? Kaj pa, ¢e eden od njih zgodaj odide domov?
V koliksnem ¢asu se zvrstijo, Ce je najstarej$i Martin vedno prvi na
vrsti, Jure in Vid pa nikoli drug za drugim?

Vseh razporedov 6 otrok je Ny =Ps=6!=720. Ko to Stevilo delimo
s 60, vidimo, da bi za vse razlicne voznje potrebovali kar 12 ur.

Ce bi eden zgodaj odsel domov, bi se dri¢alo le $e 5 otrok. Potem bi
bilo N,=P5=5!=120 vseh vozenj, ki bi jih lahko opravili v 2 urah.

V zadnjem primeru je vseh otrok 6, ker pa je Martin vedno prvi,

ne vpliva na stevilo razporedov. Tako je vseh razli¢nih razporedov
spet 5! =120, odsteti pa moramo Se tiste, ko se Jure in Vid peljeta
drug za drugim. Fantica si predstavljamo povezana in nam pomenita
eno »osebo«. Vseh razporedov s tem pogojem je 4! - 2 (Jure in Vid
se v »omotu« lahko $e zamenjata). Odgovor na zadnje vprasanje je
N;=5!-4!.2=41 (5-2)="72.

E Sestélanska druzina gre v kino. Na koliko na¢inov se lahko usede
v vrsto, Ce sedita starSa skupaj in otroci skupaj ali e starSa sedita
na obeh koncih, otroci pa med njima?

StarSa se lahko usedeta skupaj na dva nacina, otroci pa na 4! =24
nacinov. Vendar otroci in starsi sestavljajo nov niz dveh skupin,
ki ju tudi lahko zamenjamo, zato je rezultat prvega dela naloge

N;=2!-41-21=2.24.2=96.
Ce otroci sedijo med star§ema, pomeni, da moramo 4! pomnozZiti z 2,

saj lahko starSa na koncih zamenjata mesti. Dobimo torej
N, =48 razporeditev.
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Kako je s stevilom razporeditev Stirih otrok, ¢e sta med njimi dvojcka, in to
tako podobna, da ju v Soli tezko lo¢ijo? Otroke oznacimo s ¢rkami A, B, C,
in C, in napiSimo vse njihove razporeditve pri predpostavki, da dvojcka
lo¢imo med seboj (ker sta razli¢no oblec¢ena).

A B C, G B A C, G Ci A B G C, A B C

A B C, C B A G, C C,AGCB C,A C B

A C B G B C A G C, B A G C,B A C

A CCGCB B C C A C,B G A C,B C A

A C, B C B C A C C;,CA B C,C,AB

A CC'B B C C A C, C,B A C,C B A

Ker pa sta si dvojcka tako podobna, da ju ne moremo lociti, moramo izbrisati
vse enke in dvojke pri ¢rki C, kar pomeni, da sta po dve razporeditvi v pre-
glednici enaki (tisti dve, ki imata ¢rki C na istem mestu) oz. da je vseh
razporeditev le polovica prejsnjih.

V tem primeru razporejamo Stiri elemente, od katerih se eden pojavlja
dvakrat, kar oznagimo s P; = 12. Take razporeditve imenujemo permutacije

s ponavljanjem.

Permutacije, pri katerih razporejamo same razli¢ne elemente, imenujemo tudi
permutacije brez ponavljanja.

gy

Prestejmo vse permutacije ¢rk besede ANANAS.

Podobno kot prej lahko ¢rke A oznacimo z indeksi, prav tako tudi
¢rki N. Nekaj zacetnih razporeditev se glasi:

A;N; Ay N, A3 S

A N; A A3N, S

A;N; N, A, As S

AN N, A3 A, S

AN A; AN, S

AN, A3 N, A, S

Ko zbriSemo indekse pri ¢rkah A in N, vseh razporeditev ni 6!,
ampak 3,%; , saj moramo 6! zaradi permutacij treh A-jev deliti
s 3!=6, pa Se z 2 zaradi permutacij dveh N-jev.

Permutacij n elementov s ponavljanjem, od katerih se eden od elementov po-
navlja k;-krat, drugi k,-krat, tretji k3-krat in tako naprej; k\+k,+kz+...+k.=n, je

Jihyy ook n!
P 1572 r: . .
" Kk k)
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UrSa si vsak dan na koledarju oznaci, kakSne volje je bila. Za dobro
voljo nariSe @, za bolj kisel dan pa @. Na koliko nacinov je lahko
dobre volje 5 dni v tednu?

Stevilo na¢inov, ko je petkrat dobre volje, dvakrat pa slabse, dobi tako,
da dela razporede dveh oznak, od katerih se ena ponavlja 5-krat,
druga pa 2-krat: denimo © © € © © @ 8.

To pa so permutcije s ponavljanjem, vseh je

_7:6:5! _py

2,50 e
P —21.5! 2-5!

E Permutacije $tevk 1, 4 in 8 so: 148, 184, 418, 481, 814 in 841.
Povprecje vseh Sestih stevil je

148+184+418+481+814+841 — 2886 :481:37(1 +4+8)
6 6 :

Pokazite, da ta lastnost velja za vse vrednosti katerihkoli Stevk

v trimestnem Stevilu.

Dokaz:

N=abc

100a+10b+c+100a+10c+b+ 1005+ 10a+c+ 100b+ 10c +a +
+100c+10b+a+100c+10a+b=222a+222b+222¢=222(a+b+c)
222=6-37

222(atbra) —37(a+b+c)

B Stirim otrokom bi radi razdelili deset igrag, tako da starej$a otroka
dobita po dve igraci, mlajSa dva pa po tri igrace. [zracunajmo, koliko
je vseh moznosti razdeljevanja.

Denimo, da smo igrace zZe razdelili in so jim otroci dali imena po
sebi: dvema igracama je ime Matic, dvema UrSa, trem Katarina in
trem Mojca. Lahko recemo, da se od 10 imen prvo ponavlja dvakrat,
drugo tudi dvakrat, tretje in Cetrto pa po trikrat. O¢itno imamo
opravka s permutacijami s ponavljanjem (Ceprav sprva ni bilo
videti), zato lahko zapiSemo:

N=P">* = 51 ey =25200

Vseh nacinov razdelitve igrac je kar 25200.
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261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

Sedem otrok stoji v vrsti. Na koliko nacinov jih
lahko prestavimo, ¢e mora Mitja stati na koncu
vrste? Na koliko nacinov pa jih lahko presta-
vimo, Ce trije najbolj zivahni otroci ne smejo
stati skupaj?

Koncertni pianist je za koncert pripravil sedem

skladb, stiri klasi¢ne in tri moderne. Koliko je

vseh vrstnih redov izvajanja:

a) Ce ni omejitev,

b) ¢e mora najprej zaigrati klasi¢ne skladbe,

c¢) Ce se morajo klasi¢ne skladbe izmenjevati
z modernimi?

Na knjizno polico mora UrSa razporediti tri
slovarje, pet leposlovnih knjig in $tiri uc¢benike.
Na koliko nacinov gre, ¢e

a) ni posebnih pogojev,

b) morajo knjige iste vrste stati skupaj,

¢) naj slovarji stojijo skupaj na levi strani police?

Sestélanska druzina se napoti v gore. Koliko
navez lahko naredijo, ¢e mora biti na prvem
mestu eden od starSev? Koliko je navez,

¢e otroci hodijo med starSema?

V vojaski spalnici stoji ob steni vzporedno sedem
postelj. Na koliko nac¢inov lahko novinci zase-
dejo postelje, Ce mora najstarejsi spati pri vratih?

Za proslavo ob obletnici osamosvojitve Slove-
nije nacrtujejo pet pesmi in med vsako po enega
govornika. Na koliko nacinov lahko naredijo
program, ¢e naj bo himna na zacetku?

Zlato Cankarjevo bralno znacko je dobilo sedem
ucencev Sole. Vsak od njih dobi za nagrado eno
od sedmih pripravljenih knjig. Na koliko naci-
nov lahko ucenci izberejo po eno knjigo?

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

Na koliko nac¢inov je mogoce narediti torkov
urnik iz sedmih predmetov (gPO, SLO, MAT,
FIZ, LAT, BIO, ZGO)?
a) Matematika in fizika ne smeta biti druga

za drugo.
b) Sportna vzgoja ne sme biti pred matematiko.

Maturanti klavirskega oddelka glasbene
gimnazije imajo zakljucni koncert. Na koliko
nacinov se lahko razporedi 8 deklet in 7 fantov, ¢e
a) ni nobenih posebnih zahtev,

b) Ce dekleta nastopijo skupaj,

¢) nastopajo izmenicno,

¢) prvi nastopi Martin in nato Monika?

Koliko razli¢nih kupov knjig lahko naredimo
iz 6 knjig Tempus in 4 knjig Spatium?

Vnuki so stari mami kupili mobilni telefon. Da
bi si laze zapomnila PIN-kodo, so se domenili,
da si izbere 4 Stevke iz svojega rojstnega datuma
22.12. 1941. Koliko PIN-kod z razli¢nimi
Stevkami si lahko izbere?

Pri druzini Novak praznujejo. Na koliko naci-
nov se lahko postavijo v vrsto za fotografiranje,
¢e morata oce in mama stati skupaj, za tri otroke
pa je vseeno?

V galeriji postavljajo razstavo 9 olj in 6 akva-

relov.

a) Na koliko nacinov gre?

b) Koliko je postavitev, ¢e morajo stati olja
skupaj in akvareli skupaj?

¢) Koliko je moznosti, ¢e morajo skupaj stati
samo akvareli?

Na parkiris¢e Ljubljanskega mestnega prometa
pripelje sedem c¢lenkastih in osem navadnih
avtobusov. Na koliko nacinov lahko parkirajo
vzporedno na parkirnem prostoru?

a) Avtobusi iste vrste morajo stati skupayj.

b) Ni posebnega pogoja.
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275.

276.
277.

278.

279.
280.

281.

282.

283.

Koliko premetank (pomen besed tu ni pomem-
ben) lahko sestavimo iz besed

a) KRONA,

b) RANDI,

c) KRAMA?

Poiscite vsaj 4 premetanke, ki imajo pomen.

Koliko je vseh permutacij ¢rk v besedi
CIRACARA?

286.

Koliko besed iz &tk B, O, M, B, A, Z se ne zaéne
s ¢rko Z in ne konéa s ¢rko A?

V dvorani je sedem belih in devet rjavih stolov.

Na koliko na¢inov lahko postavimo stole v

vrsto, ¢e so

a) stoli ostevilCeni,

b) ostevilceni in morajo stoli iste barve stati
skupaj?

Crtna koda na steklenici je sestavljena iz 6 debe-
lih in 5 tankih ¢rt. Koliko razli¢nih vrst steklenic
je mogoce oznaciti?

V druzbi je osem oseb. Na koliko nacinov jih
lahko razporedimo za ravno mizo, ¢e sta med
njimi dva zaljubljenca, ki morata sedeti skupaj?

Na predstavitvi predsedniskih kandidatov

moramo posesti v vrsto pet moskih in dve zen-

ski ter dva voditelja. Na koliko nacinov to lahko

storimo?

a) Vrstni red ni pomemben.

b) Moski sedijo skupaj, zenske skupaj in vodi-
telja skupaj.

¢) Voditelja sedita vsak na enem koncu.

291.

Na koliko nac¢inov lahko otrok zlozi v vrsto
8 belih in 15 rdecih kroglic

a) enake velikosti,

b) razli¢ne velikosti?

Nastopajoci na proslavi so obleceni v bele,
zelene in oranzne drese. Na koliko nacinov
lahko postavimo v vrsto stiri bele, sedem
zelenih in tri oranzne nastopajoce?
a) Stojijo lahko poljubno.
b) Enakobarvni morajo stati skupa;.
¢) Enakobarvni morajo stati skupaj,

beli na desni strani.

284.

285.

287.

288.

289.

290.

292.

293.

V vojasnici poveljnik straze na Stiri strazarska
mesta razporeja osem vojakov, po dva na vsako.
Ali je eno leto dovolj ¢asa, da izkoristi vse
moznosti, ¢e vojaki strazijo enkrat na dan?

Na maturantskem izletu se mora 24 maturantov
namestiti v Sestposteljne kabine na ladji.
Na koliko nac¢inov se da?

Ursa je kupila Sest ¢ebulic rumenih tulipanov

in po pet Cebulic rdecih in belih tulipanov.

V vrecki so se ¢ebulice premesale. Koliko barv-
nih vzorcev nastane, ¢e ¢ebulice posadi v vrsto?

Trener ima na voljo 18 igralcev, sestaviti pa
mora tri mostva s po Sestimi igralci. Na koliko
nacinov se da?

Osem prijateljev se odpravlja na potovanje
z dvema Stirisedeznima avtomobiloma.

Na koliko nac¢inov se lahko razporedijo

v avtomobila, ¢e imajo vsi vozniski izpit?
Na koliko nacinov pa, ¢e dva od njih nimata
vozniskega izpita in najprej izberemo oba
voznika?

Na glavni avtobusni postaji na 6 voznikov in
6 kontrolorjev ¢aka 6 avtobusov. Na koliko
nacinov se lahko vozniki in kontrolorji poraz-
delijo po avtobusih, e sta v vsakem avtobusu
po en voznik in en kontrolor?

Na koliko nac¢inov lahko za okroglo sejno mizo
sedi 7 ljudi, ¢e je pred enim od sedezev pritrjen
mikrofon?

Na koliko na¢inov lahko med sestre Katarino,
Urso in Mojco razdelimo zapored pet knjig,
¢e dobi vsaka vsaj eno knjigo?

Kovanec vrzemo 9-krat zapored. Koliko razlic-
nih zaporedij iz 5 moz in 4 cifer dobimo?

Na koliko na¢inov lahko nanizamo na vrvico
2 beli in 5 raznobarvnih kroglic, od katerih
nobena ni bela?
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Variacije

Pri permutacijah brez ponavljanja smo razporejali vse elemente neke kon¢ne
mnoZice z mo&jo n oz. smo delali nize vseh n elementov. Ce pa elemente
neke kon¢ne mnozice z mocjo n razporejamo na » mest in je < n, elementi
pa se ne smejo ponavljati, delamo razporeditve po r elementov iz mnozice,
ki ima n elementov. To so variacije n elementov reda r brez ponavljanja.

Preden izpeljemo formulo za izracun $tevila variacij, poglejmo enostavna

zgleda.

n V vrecki je 5 ploscic razli¢nih barv. Trikrat zapored izvleCemo
po eno ploscico in jih postavimo v vrsto. Koliko barvnih vzorcev
lahko dobimo?

Sestavljanje barvnih vzorcev je proces, sestavljen iz treh faz. Za prvo
fazo imamo na voljo 5 ploscic, za drugo 4 (eno ploscico smo ze
porabili) in za tretjo fazo 3 ploscice.

N=5-4-3=60

Sestavimo lahko 60 barvnih vzorcev. Toliko je torej vseh variacij brez
ponavljanja 5 elementov reda 3.

E V trgovskem centru lahko kupci placujejo pri 10 blagajnah. Na koliko
nacinov lahko vodja centra razporedi 10 od 14 blagajnicark? Koliko
let bi morale biti gospe zaposlene, da bi se razvrstile na vse razlicne
nacine, ¢e delajo 250 dni v letu?

Vodja centra mora izmed 14 delavk narediti vse razporede po

10 delavk (vrstni red je pomemben). Proces razporejanja ima 10 faz,
od katerih je prva izvedljiva na 14 nacinov, druga na 13 nacinov, ...,
zadnja, 10. faza, pa na 5 nacinov. Po osnovnem izreku kombinatorike
je Stevilo vseh teh razporedov

14-13-12-11-10-9-8-7-6-5=3632428 800.

Blagajnic¢arke bi morale delati nedosegljivih 14 milijonov let!

Poisc¢imo Se splosno formulo za izracun Stevila variacij n elementov reda
brez ponavljanja. Red » pove stevilo faz, torej imamo v prvi fazi n izborov, v
drugi fazi n— 1 izborov, v tretji fazi n—2 izborov in v zadnji, r-ti fazi
n—(r—1)=n—r+1 izborov. Po osnovnem izreku kombinatorike sklepamo,
da je Stevilo variacij brez ponavljanja n elementov reda r enako:

i Variacije brez ponavljanja
i n elementov reda r so kar
i permutacije n elementov

: brez ponavljanja.

|

Vi=nn=D@=2)- .- (n-re )=
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V pritli¢ju sedemnadstropne trgovine vstopijo v dvigalo tri gospe.
Na koliko nacinov lahko izstopijo v posameznih nadstropjih,
¢e vedno izstopi samo ena? Koliko pa je vseh izstopov brez
posebnega pogoja?

Nalogo bomo resili tako, da ne bomo Steli, kako gospe izstopajo

v nadstropjih, ampak obratno: nadstropja bomo prirejali posameznim
gospem. Tako lahko prva gospa izstopi v enem od 7 nadstropij, druga
v enem od 6 nadstropij (saj je eno nadstropje Ze »porabljeno«) in
konéno lahko tretja izstopi v enem od 5 nadstropij. Ce se spomnimo
racunanja v prej$njem primeru, je vseh izstopov pri danem pogoju
N=7-6-5=210.

Pri izstopanju brez pogoja pa vsaka gospa lahko izstopi v enem od
7 nadstropij, zato je vseh moznosti

N=7-7-7=7"=343.

B Zabozieno okrasitev vhodnih vrat imamo na voljo sedem raznobarv-
nih zarnic, elektri¢na napeljava pa dopusca le pet zapored nanizanih
zarnic. Koliko je vseh razlicnih moznosti za okrasitev?

Ker so zarnice nanizane, gre za razporeditev petih Zarnic, ki jih
izberemo med sedmimi. To so variacije 7 elementov reda 5 brez
ponavljanja.

V3=7-6-5-4-3=2520
Vseh razporeditev po pet zarnic je 2520.

Po navadi pa se pri prazni¢ni okrasitvi Zarnice enake barve ponav-
ljajo. Kot prej imamo na voljo pet mest ter zadostno Stevilo Zarnic
sedmih razli¢nih barv. Koliko je vseh razporeditev, ¢e se zarnice
posameznih barv v nizu lahko ponavljajo?

Q - o -
ﬂi\\ﬁ"ﬁ GY\“@'?
ﬂi\\ﬁ"ﬁ GY\\K"‘_A
ﬂ“"f GY\\"'%
o - o -

Znova si pomagamo z osnovnim izrekom kombinatorike in si okra-
sitev zamislimo kot proces. Proces ima spet pet faz; vsaka pomeni
namestitev ene od zarnic. Prva je izvedljiva na sedem nacinov (toliko
razli¢nih barv Zarnic imamo), druga faza je spet izvedljiva na sedem
nacinov, saj se barve lahko ponavljajo (pa tudi zZarnic imamo dovolj),
enako velja za tretjo, Cetrto in peto fazo, vsaka je izvedljiva na sedem
nacinov.

Vseh moznosti je N= 7 =16 807, kar ozna¢imo takole: (”)Vg .

Variacije n elementov reda r s ponavljanjem so vse razporeditve po r ele-
mentov iz mnozice z n elementi, pri cemer se elementi v razporeditvi lahko
ponavljajo.
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Splosne formule zdaj ne bo tezko zapisati. Stevilo variacij s ponavljanjem
n elementov reda r je:

gy

Igralni avtomat je sestavljen iz treh vrtljivih cilindrov, na vsakem je
nakljucno razporejenih 20 slik (nekatere se ponavljajo veckrat, neka-
tere nastopajo le enkrat). Razpored je razviden iz preglednice:

Pyt =p"

ceSnja 2 5 4
pomaranca 5 4 5
sliva 5 3 3
Zvonec 2 4 4
melona 2 1 2
bar 3 2 1
7 1 1 1
[SKUPAT 1 20 | 20 | 20

OO0

za tri bare (200 zetonov) ali za tri melone (100 Zetonov), potem so
dobitki obcutno nizji: za tri zvonce 18 Zetonov, za 3 slive 14 zetonov,
za tri pomarance ali cesnje 10 Zetonov; za ¢esnje na prvih dveh cilin-
drih 5 Zetonov in za ¢eSnjo na prvem cilindru 3 Zetone. V preostalih
primerih ne dobimo nic.

Na koliko razli¢nih na¢inov se lahko ustavijo cilindri? Na koliko
nacinov lahko dobimo jackpot? Koliko je nacinov, ko cilindri
pokazejo isto sliko, in koliko, ko samo prva dva cilindra pokazeta
¢esSnjo? Kolikokrat lahko dobimo 3 Zetone?

a) Vseh razli¢nih na¢inov je N, ="'V3,=20-20-20=_8000.

b) Jackpot dobimo le za tri sedmice, tri bare ali tri melone. Ker je
na vsakem cilindru le po ena sedmica, dobimo lahko le en tak
Jjackpot, pri barih imamo 3 - 2 - 1 =6 moznosti in pri melonah
4 moznosti; vseh skupaj torej N,=11.

Prvi igralni avtomat Mills

i Liberty Bell so naredili v San

c) Poleg jackpota v 11 primerih isto sliko pokazejo Se CeSnje i Franciscu leta 1911 v druzbi
40-krat, pomarance 100-krat, slive 45-krat in zvonci 32-krat. Zato | Fey Manufacturing Company.
je vseh teh na¢inov N;=228. b

&) Ce je na prvih dveh cilindrih &e$nja, na tretjem cilindru pa ne,
je vseh teh moznosti N;=2-5-16=160.
d) Tri zetone dobimo za ¢eSnjo na prvem cilindru (na drugem ne

sme biti, na tretjem cilindru je karkoli), zato je teh moznosti
Ns=2-15-20=600.



294. Zakonca Jug kupujeta novo kuhinjo. Na voljo
imata 6 barvnih odtenkov. Koliko dvobarvnih
kuhinj lahko sestavita, ¢e so omarice pod
pultom ene barve, visecCe omarice nad pultom
pa druge barve?

295. Republiska maturitetna komisija za matematiko

je v maturitetnem katalogu objavila 266 vpra-

Sanj: 65 iz prvega letnika, 68 iz drugega, 62 iz

tretjega in 71 iz Cetrtega. Komisija vsako leto

pripravi listke s po 3 vprasanji, vsako iz svojega
letnika. Koliko razli¢nih listkov bi lahko pripra-

vili vsako leto? 301.
296. Koliko razli¢nih nizov dolzine 3 lahko tvorimo
iz znakov %, @ ¥ in #°?
302.

297.

Bomboni so v 6 barvah (vsake barve je vsaj po
5 bombonov). 1z skatlice stresemo 4 bombone in
jih postavimo v vrsto. Koliko razli¢nih vzorcev
dobimo, ¢e

a) so vsi bomboni razli¢ne barve,

b) se barve lahko ponavljajo?

298. Zapisimo vsa trimestna Stevila iz Stevk 0, 2, 4, 6

in 8, ki so deljiva s 4.

304.
299. Koliko razli¢nih besed (njihov pomen ni
pomemben) lahko sestavimo iz 5 razli¢nih ¢rk
slovenske abecede, Ce se
a) Crke ne ponavljajo,
b) ¢rke ponavljajo?
305.

303.
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300.

Atletsko tekmovanje poteka na stezi, razdeljeni

na osem ostevilcenih prog. Na koliko na¢inov

lahko na njej tekmuje:

a) osem tekacev,

b) pet tekacev,

¢) dve mostvi s po Stirimi tekaci, vendar
tekmovalci iz istega mosStva ne smejo teci
v sosednjih pasovih?

¢) Na koliko nacinov si lahko osem tekacev
razdeli zlato, srebrno in bronasto medaljo
(v cilj ne priteCejo hkrati)?

Koliko naravnih stevil med 2000 in 3000
(2000 <1 <3000) lahko sestavimo, ¢e so
sestavljena samo iz Stevk 1, 2, 3,4, 5 in 6?

Koliko zastav »trikolor« lahko sestavimo iz
7 barv?

Koliko je stevil, vecjih od 1000 in manjsih
od 7000, ki so sestavljena le iz lihih Stevk, ce
a) so vse Stevke razli¢ne,

b) se stevke lahko ponavljajo?

Koliko besed s tremi ¢rkami lahko sestavimo

izcrk {a, b, e, g, m, z}?

a) Crke se lahko ponavljajo.

b) Crke se ne smejo ponavljati. Koliko od teh se
jih zacne s samoglasnikom?

Na koliko nacinov lahko podelimo dve razlicni

nagradi v skupini 7 ljudi?

a) Obeh nagrad ne moremo podeliti istemu
¢loveku.

b) Obe nagradi lahko dobi tudi en sam ¢lovek.



Kombinatorika 87

306. Stirikrat zapored vrzemo kocko in iz dobljenih ~ 311.

307.

308.

309.

310.

Stevk sestavimo Stevilo. Koliko je vseh stiri-
mestnih Stevil, ki jih lahko pokaze kocka?

Koliko vzorcev lahko spletemo iz 15 pentelj,
od katerih je 8 levih in 7 desnih?

Na jambor obesamo drugo pod drugo Stiri zasta-
vice za signalizacijo. Koliko signalov lahko
sestavimo s Sestimi razli¢nimi zastavicami?

Na steni je pritrjenih pet kljuk. Na koliko naci-
nov lahko nanje obesimo $tiri plasce po

a) enega na kljuko,

b) vec na isto kljuko?

Igralni avtomat je sestavljen iz treh vrtljivih
cilindrov, na vsakem je naklju¢no razporejenih
20 slik (nekatere se ponavljajo veckrat, nekatere
nastopajo le enkrat, razpored je napisan

v preglednici). Pri stavi se cilindri najprej zavr-
tijo, potem ustavijo in na zaslonu se pokaze raz-
pored treh od sedmih predmetov.

Cesnja 2 5 4
pomaranca 5 4 5
sliva 5 3 3
Zvonec 2 4 4
melona 2 1 2
bar 3 2 1
7 1 1 1
ISKOPAT 20 | 20 | 20

Koliko je vseh moznosti, da

a) je na prvem in na tretjem mestu melona,

b) je natanko na dveh mestih 1st1 predmet,

¢) je na sredini zvonec, e r

¢) je na tretjem mestu
bar ali »7«,

d) sta na prvih dveh
mestih ¢esnja ali
sliva?

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

V izvrsnem odboru kluba je 10 funkcionarjev.
Na koliko nacinov lahko izberejo predsednika,
podpredsednika in tajnika, ¢e se funkcije ne
smejo podvajati?

Na koliko nac¢inov lahko posljemo pet tiskovin,
¢e imamo na voljo tri ovojnice?

Izracunajte n, ki resi enacbo:
a) V, =42

b) 7- V. =6-V..,

©) 3-Vis =2 Vo

& PV, =512

Stevilo variacij s ponavljanjem 7 elementov
reda 7 je 1 801 088 541. IzraCunajte n.

Stevilo variacij s ponavljanjem n elementov
reda 3 je za 408 vecje od Stevila variacij brez
ponavljanja istega Stevila elementov reda 3.
IzraCunajte, katero Stevilo je to.

Razmerje $tevila elementov in Stevila variacij
brez ponavljanja teh elementov reda 3 je 1 :20.
Koliksno je stevilo n?

Na koliko nac¢inov lahko Sest oseb razporedimo
na osem stolov?

Kolesarski klju¢avnici imata tri oz. Stiri obrocke
s Stevkami od 0 do 9. Koliko razli¢nih Stevil
moramo preveriti, da ju zagotovo odpremo?

Na sahovskem tekmovanju sodeluje 25 dijakov.
Objavili bodo le seznam prvih 10. Koliko
seznamov je mogocih, ¢e posamezno mesto
zaseda le en tekmovalec?
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320. Zaradi zamujanja se je trener odloc¢il, da bo pet
fantov, ki bodo na trening prispeli prvi, po njem
peljal na sladoled. Na koliko nac¢inov se to lahko
zgodi, Ce je v mostvu dvanajst igralcev?

321. Na koliko na¢inov lahko iz §tevk 0, 1,2, 3, 5
in 7 sestavimo:
a) trimestno sodo Stevilo,
b) Stirimestno Stevilo, deljivo s 5?

322. V trgovini imajo §tiri pulte z ostevil¢enimi bla-
gajnami. Na koliko nacinov lahko razporedijo
na delo Sest blagajnicark, ¢e sta dve v rezervi?

323. Izracunajte, koliko je vseh 6-mestnih palindro-
mnih Stevil. Palindromna Stevila so Stevila, ki
jih beremo iz leve in desne strani enako.

324. Petmestnemu Stevilu re¢emo gorato stevilo,
e je druga cifra vecja od prve, tretja vecja
od druge, Cetrta manjsa od tretje in peta manjSa
od cetrte. Koliko 5-mestnih Stevil, ki so vecja
od 70000, je goratih?

325. V vrecki so 4 raznobarvne kroglice. Dve zapo-
red vzamemo iz vrecke in ju postavimo v vrsto.
Koliko je vseh razli¢nih parov kroglic? Koliko
je vseh parov, ¢e damo prvo kroglico pred
drugim izbiranjem nazaj v vrecko?

326. Koliko 7-mestnih Stevil vsebuje Stevko 7
a) vsaj enkrat,
b) natanko enkrat?
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Kombinacije

Pri permutacijah in variacijah smo sestavljali nize oz. razporeditve elemen-
tov, zato je bil odlocilen vrstni red elementov. V¢asih pa nas zanima le Stevilo
podmnozic dane kon¢ne mnozice, pri tem pa vrstni red ni pomemben.

gy

Na policijski postaji je zaposlenih sedem policistov, od katerih je

eden komandir in eden pomoc¢nik komandirja. Vsako no¢ mora biti 'E]"‘L‘ 11.
v pripravljenosti skupina treh policistov, vendar komandir in pomoc¢- ~ Ouninb Similes.

. . = e rnd o & 666 | :':'5! 4441355 [zzz {m
nik ne opravljata teh dezurstev. Izracunajmo, koliko je vseh dezurnih ¢ Dins Sirniles ebterting dick:
skupin. . |[6Fs [664 665 662663 ]

. o N g N | |[#96 [$54 535 552|352
Iz mnozice 5 policistov moramo sestaviti podmnozice s po 3 polici- | |[%46 445 445|442 24
sti. Ce bi izracunali variacije brez ponavljanja 5 elementov reda 3 D |[336]835 |554|552/550
ke . . . . i [ Zz6|2z25|224[225 222
(policistom damo imena A, B, C, D in E), ko je pomemben vrstni | A6 AAF A14 T3 [tz
red, bi dobili 60 skupin. Omuind Disfimiles Continui
i G4 [S45]452]528] |
ABC ABD ABE BCD BCE CDE Discontinui,
ACB ADB AEB BDC BEC CED 042|554 641658 ] |
BCA BAD BAE CBD CBE DCE : 5 %MCon:nM;di'"ﬁ;mmv
i |65 652 65x[6zx [FZL[42x
BAC BDA BEA CDB CEB DEC . | FZZI7A1 645 451 | 63L | F5E
CAB DAB EAB DBC EBC ECD

CBA DBA EBA DCB ECB EDC { Faksimile rokopisa De vetula

ACD ACE ADE BDE iz 13. st., ki kaZe, na koliko
ADC AEC AED BED i razli¢nih na¢inov lahko padejo
CAD CAE DAE DBE : tri razli¢ne kocke. Vseh moz-
CDA CEA DEA DEB i nosti je 56, kar je Stevilo vseh

DCA ECA EDA EDB s ponavljanjem. Formula za
izra¢un kombinacij n elemen-

Vidimo, da je to Stevilo za faktor 6 =3! preveliko. Iz vsake trojice
v prvi vrsti (v krepkem tisku) smo namre¢ s preurejanjem (permuti-
ranjem) dobili Se pet drugih razporeditev.

Vseh moznih dezurnih skupin je 10.

Ta rezultat bi radi izracunali tudi brez »ro¢nega« prestevanja. Spom-
nimo se, da smo najprej izracunali Stevilo variacij brez ponavljanja
5 elementov reda 3 in potem to Stevilo delili s 3!.

5 5 ol SRR
55 31~ (5-3)!-3! ~ 21.3] g0

Vseh podmnozic je 10.

: tov reda r, kjer se elementi

lahko ponavljajo, je:

e
: PC=Cri
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Zapisimo splosno pravilo za raCunanje Stevila kombinacij.

Kombinacije » elementov reda r (brez ponavljanja) so vse podmnozice
z mocjo r neke koncne mnozice z mocjo n. Njihovo stevilo je:

C’ _V, n! _n(n=1)...(n—r+1)

-l =

rl o (n-r)-rl r!

Stevilo kombinacij n elementov reda » po navadi ozna¢imo z binomskim

simbolom:
(n) ___n
r/ (n—r)!-r!

g

1z zgleda se vidi, da vrednost binomskega simbola najlaze izracu-

namo tako, da zmnozimo toliko faktorjev od » navzdol po 1, kolikor
jer, in to Stevilo delimo z 7!.

(n) _n(n=1)n=2) ... (n—rtl)
7 1-2-...-r

W oSl _ TeBeS
2. (4) ={234-123-

B ( n ): n! . n! _n-(n=1)-(n=2)! _n(n-1)
n-2) = =2 =) _ M- (=2 2 (n-2)! 2

u V trgovini z igracami sestavljajo za podjetje darilne pakete s po
5 igra¢ami. Ali lahko dobi vsak od 250 otrok zaposlenih drugacen
paket, Ce imajo v trgovini na voljo 10 razli¢nih igrac?

1z mnozice z 10 elementi sestavljajo podmnozice s po 5 elementi,
torej moramo izracunati Stevilo kombinacij 10 elementov reda 5.

5 _ (10 _10-9-8-7-6 _
Cio _(5) = Taaas
Sestavijo lahko 252 razli¢nih darilnih paketov, torej lahko vsak otrok
dobi drugacen paket.

E V ravnini nariSemo vzporednici; na prvi je 7 toc¢k in na drugi 14.
Izracunajmo, koliko trikotnikov in koliko stirikotnikov dolo¢ajo
te tocke.
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Trikotnik je dolocen s tremi nekolinearnimi tockami; tako lahko

iz prve premice izbiramo po dve tocki za osnovnico in tretjo tocko
iz druge premice ali obratno. V prvem primeru osnovnico dolo¢imo
na C; in vrh trikotnika na 14 naginov, v drugem primeru pa osnov-
nico na Cf4 in vrh na 7 na¢inov. Vseh trikotnikov je zato

—_? 2 _(7 14 _7:6-14+14-13-7 _
Ni=C7-14+Ciy-7=(]) - 14+ (L) - 7= DO 1414137 935

Za stirikotnike moramo izbirati po dve tocki iz prve in po dve tocki
iz druge premice:

= Cim(]) (4) =T 452 =101

ﬂ Na izpitu iz matematike lahko dijaki izmed 5 strukturiranih nalog
izberejo 3 naloge. Koliko razli¢nih kompletov nalog imajo dijaki
na voljo?

Dijaki imajo na voljo 10 kompletov nalog.

Med 25 starsi (15 mam in 10 ocetov) na roditeljskem sestanku mora
razrednik za svet starSev izbrati po dva predstavnika vsakega spola.
a) Na koliko nacinov lahko naredi izbor?
b) Kaj pa ¢e ena od mam ne more biti izbrana?

9 (9= 154 192 s

b) Iz mnozice 14 mam (ena od 15 mam ne more biti izbrana) lahko
razrednik naredi (124) podmnoZic s po dvema mamama in |
podmnozic s po dvema o¢etoma. Vseh izborov je po osnovnem
izreku kombinatorike zato
n=(1) (1) =91-45=409s.

E Martin bo pocitnice prezivel pri teti. Ker ima rad glasbo, s seboj
vzame zgoscenke. V posebnem etuiju je prostora za 10 zgoscenk.
Na koliko nac¢inov lahko napolni etui, ¢e izmed 15 zgo$¢enk
s klasi¢no glasbo izbere 7 zgos¢enk, med katerimi bodo tudi Bachovi
Brandenburski koncerti, izmed 10 zgosc¢enk z dzezovsko glasbo 2
in izmed 5 zgos¢enk s popularno glasbo eno zgoséenko?

Martin mora izmed 30 zgoscenk izbrati podmnozice z 10 zgoScen-
kami z dodatnimi pogoji. Tako iz mnozice s 14 elementi sestavlja
podmnozice s 6 elementi (ker je ena zgoscenka s klasi¢no glasbo ze
doloc¢ena), iz mnozice z 10 elementi podmnozice z 2 elementoma
in kon¢no mora izbrati e en element iz mnozice s 5 elementi.

n=(14) _(10) _(5)_14-13~12~11-10-9 109 ' 5

6 2 1-2-3:4:5:6 12 1

1

Martin se bo tezko odlocil, saj ima kar 675 675 moznosti.
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ﬂ Fizikalni kabinet je opremljen s 3 racunalniki. Na koliko nacinov
lahko naenkrat dela 6 dijakov, Ce sta pri vsakem racunalniku
dva dijaka?

Dijake moramo po dva in dva porazdeliti na tri racunalniska mesta.

Najprej izmed 6 dijakov delamo podmnozice po 2, potem izmed
Stirih podmnozice po 2, v tretjem koraku ze dobimo dva dijaka
za tretje mesto.

N=() (-5 42 -0

Lastnosti binomskih simbolov

Racunanje $tevila kombinacij bo mo¢no vezano na uporabo binomskih
simbolov.

Poglejmo in dokazimo nekaj njihovih lastnosti.

* Iz mnozice z n elementi lahko na en sam nacin izberemo 0 elementov
(vsaka mnozica ima le eno prazno podmnozico), zato velja:

9-

Dokaz:
n\ _ n! _n _
(0) T =00l " a1 =1

* Iz mnoZice z n elementi lahko na # nac¢inov izberemo po 1 element (vsaka
mnozica ima n podmnozic z mocjo 1):

n) _
(1) =
Dokaz:

n\ _ n! _n-m=1D! _n _
(1) T1(n=D)! T 1-(n=1)! T 1 =n

e Simetri¢nost: (") =( n )
r n

—r
Dokaz:

@ - (n—’:’;!-r! - (n—(n—r’;;!-(n—r)! - (n’ir)

Posledica: (") =( " ) = (”) =1
n n— 0
MnozZica z n elementi ima le eno podmnozico moci .
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. .. . (n
Aditivnost: (r) + (r +1)

n

(n+1)
r+1

Dokaz:

() ()=

n n! n! n!

T (=)l (n=(r+ 1) (r+ 1) - (n—r—1)

n! r+l+n—r _ n!

17!

n+l

(L
(n—r +

1

r+l

)=

IR ) s ey S e s |2 R s Ty

—__ (m+1)! — (nt1)!
T (n-n(r+ D! T+ DI((n+H D) —(r+1))!

()
r+1

§- 3 -H-
(-3 -3 -0)
(- -2

(8 =C4)

1.2-3

— 201-200-199 _ 1333300

T ———

327. Tajnica je napisala 12 pisem, potem pa je ugoto- 332.

328.

329.

330.

331.

vila, da ima samo Se Stiri znamke. Na koliko
nacinov lahko odposlje stiri pisma?

V galeriji so naprodaj 4 kipci in 5 platen. Na
koliko nac¢inov lahko kupimo dva eksponata?

V ravnini je 7 vzporednic in 3 pravokotnice na
te vzporednice. Koliko pravokotnikov dolocajo
te premice?

Jure ima 7 prijateljev. Na koliko nac¢inov lahko
5 od njih povabi na vecerjo?

Na koliko nacinov lahko 5 od 8 kvadratkov
pobarvamo s 5 razli¢nimi barvami?

333.

334.

335.

Okolica Ljubljane ponuja 6 izjemnih turisti¢nih
tock, vrednih ogleda. Turist se v Ljubljani mudi
4 dni. Na koliko nacinov si lahko organizira
enodnevne izlete, Ce si za to vzame 3 dneve?

Koliko razli¢nih sadnih solat s 6 vrstami sadja
lahko pripravimo, ¢e imamo na razpolago
10 vrst sadja?

Sodniska porota je sestavljena iz 8 porotnikov.
Izracunajte, koliko razli¢nih porot lahko
sestavijo iz 12 porotnikov. Ali se sestava
porote lahko ponovi, ¢e ima sodisce na leto
250 obravnav?

Izmed 5 odli¢nih studentk in 4 odli¢nih Studen-
tov morajo izbrati 6-Clansko ekipo, v kateri
bosta vsaj dva Studenta in vsaj dve Studentki.
Na koliko nacinov se da?
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336. Koliko podmnozic mnozice {1, 2, 3,4,5,6,7} 345. Stiri¢lanska druzina Sever in $est¢lanska dru-

337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

vsebuje 6 kot najvecje Stevilo?

Na turnirju je prijavljenih 15 sahistov. Koliko bo
vseh partij, e vsak igra z vsakim le po eno partijo?

Babica ima v vrecki Se sedem razli¢nih bonbo-
nov. Na koliko nac¢inov si lahko Mojca izbere
pet bonbonov?

Koliko daljic dolo¢a sedem tock v ravnini, ¢e so

vsake tri to¢ke nekolinearne?

Koliko trikotnikov dolo¢ajo oglis¢a konveks-
nega devetkotnika?

Na kroznici izberemo 7 tock. Koliko tetivnih
4-kotnikov lahko nariSemo?

Na koliko nac¢inov lahko s ¢rno prebarvamo
3 od 9 belih kvadratkov?

Koliko ploscic za igro domino potrebujemo,
¢e je na domini lahko najmanj ni¢ in najvec
Sest pik?

I

Trgovina z zivili Mravljica ima Sest zaposlenih,
vendar morajo biti hkrati v sluzbi le trije.
Lastnika trgovine zanima, ali je mogoce, da
delajo tri tedne zapored razli¢ne trojke zaposle-
nih (trgovina je odprta Sest dni v tednu).

346.

347.

348.

349.

350.

351.

zina Jug sta odsli na gledalisko predstavo.
Dobili so dve lozi za 3 osebe in eno lozo za

4 osebe. Na koliko nacinov se lahko razporedijo
na sedeze, Ce stoli v posamezni lozi niso ostevil-
¢eni in

a) naj ¢lani iste druzine sedijo skupaj,

b) ni posebnih zahtev, kako naj sedijo,

¢) naj starsi sedijo v lozi za 4 osebe?

Izracunajte.

2 (§)

b (359) 9 (§)+()
Poenostavite.
¥ () 9 (1) : ()

b (") 9 (-4

Resite enacbe.
a) CZH =21

b) Crix=n-Cp
o ("3)=("s")

Ugotovite, koliko je C.1}, &e je CL =495
in C."' =220.

Na koliko na¢inov lahko med 52 igralnimi

kartami igralcu razdelimo osem kart?

a) Brez posebnih pogojev.

b) Igralec dobi vsaj en pik.

c) Igralec dobi natanko enega kralja.

¢) Igralec dobi tri desetke.

d) Igralec dobi pol rdecih in pol ¢rnih kart.

e) Igralec dobi samo »polne« karte, to so asi,
kralji, dame, fanti in desetke.

f) Igralec dobi samo kare.

g) Igralec dobi vse karte iste barve (ali samo
pike ali samo krize ali samo srca ali sam
kare).

V posodi je 5 belih, 4 rdece in 3 modre kroglice.
Na koliko nacinov lahko iz posode vzamemo
hkrati

a) tri raznobarvne kroglice,

b) tri kroglice enake barve,

c) tri kroglice, od katerih sta dve enake barve?
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352.

353.

354.

355.

356.

357.

358.

Politi¢ne stranke ABC, BTC in SPC se potegu-
jejo za mesta v parlamentarni komisiji. Stranka
ABC ima 5 kandidatov, stranka BTC 3 in
stranka SPC 6 kandidatov. Na koliko nacinov
lahko v parlamentarno komisijo izvolijo

po dva predstavnika iz vsake stranke?

Student se je od 25 vprasanj nauéil odgovore na
20 vprasanj. Na koliko nacinov lahko naredi
izpit, ¢e mora od treh naklju¢no izbranih vpra-
Sanj odgovoriti na vsaj dve vprasanji?

Od desetih deklet v razredu imajo $tiri modre
o¢i. Koliko trojic deklet lahko izberemo iz
razreda, ¢e imata med izbranimi

a) natanko dve modre oci,

b) vsaj dve modre o¢i,

¢) najve¢ dve modre oc¢i?

Teta Klavdija je strastna igralka lota in med
izbrane Stevilke vedno vkljuci tudi Stevilo let
svojih dveh otrok. Na koliko nac¢inov lahko
izpolni listek, ¢e vsakic izzrebajo 7 Stevilk
izmed Stevilk od 1 do 39?

Na koliko nac¢inov se lahko za mizo usede
5 zakonskih parov, ¢e naj

a) zakonci sedijo skupaj,

b) zakonci ne sedijo skupaj,

¢) moski in Zenske sedijo izmenicno,

¢) sedijo zenske skupaj in moski skupaj?

Po vecerji, na kateri je bilo 6 zakonskih parov,
je bilo treba pospraviti mizo in pomiti posodo.
Koliko moznosti je, ¢e delo opravijo 4 ljudje,

in to

a) sami moski,

b) 2 zakonska para,

¢) 2 moska in 2 zenski,

¢) vsaj ena Zenska med njimi,

d) natanko 1 moski med njimi,

e) vsirazen zakoncev Novak?

Light show v plesni dvorani sestavlja 7 reflek-
torjev razli¢nih barv. Na koliko nacinov je
osvetljeno plesisce, Ce se prizigajo po 3 ali

4 reflektorji naenkrat?

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

Kabel za prenos podatkov je sestavljen iz 45 Zic,
ki so kodirane tako, da je vsaka Zica obarvana

z dvema razli¢nima barvama. Najmanj koliko
barv potrebujemo za kodiranje zic?

Koliko paralelogramov nastane, ¢e tri vzpored-
nice sekamo s sedmimi vzporednicami?

Na tomboli so pripravili 30 nagrad, od tega

12 denarnih. Prodali so vseh 100 sreck. Na

koliko nacinov lahko kupimo 3 srecke, da

a) bomo zadeli 3 denarne nagrade,

b) ne bomo zadeli denarne nagrade, ampak le
eno blagovno,

c¢) sploh ne bomo zadeli,

¢) bomo zadeli vsaj eno blagovno (ne denarno)
nagrado,

d) bomo zadeli eno denarno in eno blagovno
nagrado?

Na koliko nacinov lahko s 5 svetilkami
osvetlimo sobo?

Na koliko nac¢inov lahko za neko delo izberemo
vsaj dva od Sestih ljudi?

Na daljici s krajiS¢ema A in B nariSemo Se
pet tock. Koliko daljic je dolo¢enih z vsemi
tockami?

Med desetimi funkcionarji so §tiri Zenske in Sest
moskih. Koliko je vseh triclanskih delegacij,

v katerih

a) sta dve Zenski,

b) sta vsaj dva moska,

c) je vsaj ena zenska?

V razredu je 21 dijakinj in 11 dijakov. Profesor
po navadi vprasa tri na Solsko uro. Na koliko
nacinov lahko to stori?

a) Med vprasanimi mora biti tudi Gasper.

b) Vprasan mora biti vsaj en dijak.

¢) Med vprasanimi morata biti dve dijakinji.

¢) Med vprasanimi morata biti dijak in dijakinja.

Koliko zlitin lahko naredimo iz tirih razli¢nih
kovin (lahko sestavljamo enake kolic¢ine po 2, 3
ali 4 kovine)?



368.

369.

370.

371.

372.

373.

374.
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Koliko barvnih meSanic nastane iz treh osnov-
nih barv, ¢e me$amo enake koli¢ine dveh ali treh
barv?

1z skupine 12 Studentov moramo izbrati tri tako,
da bo med njimi vsaj en fant in vsaj eno dekle.
Izracunajte, koliksna je absolutna razlika med
Stevilom fantov in deklet, ¢e je vseh moznosti
160.

Koliko pravokotnikov lahko nariSemo na
obicajni Sahovski deski? Stranice pravokotnikov
potekajo po Crtah Sahovnice.

Student mora odgovoriti vsaj na 8 od 10 vpra-
Sanj, da naredi izpit. Koliko je vseh moznosti?
Koliko je moznosti, ¢e mora odgovoriti na prva
tri vprasanja?

Na koliko nacinov lahko med petimi fanti
in tremi dekleti izberemo $tiri in jih posedemo
na oznacene stole?

V 4. a-razredu imajo razredne volitve, na katerih
izbirajo 6 predstavnikov. Na koliko nac¢inov
lahko izberejo razredno upravo, ¢e

a) je vrazredu 11 deklet in 23 fantov,

b) mora biti v njej tretjina deklet?

V 4. b-razredu je 12 fantov in 20 deklet.
Na koliko nacinov lahko izberejo tri¢lansko
delegacijo, v kateri bosta vsaj dve dekleti?

375.

376.

377.

378.

379.

V 4. c-razredu je 33 dijakov. Profesor naklju¢no
poklice tri dijake. Koliko je vseh izborov,
¢e mora biti med njimi tudi Luka?

Na koliko nac¢inov lahko za neko delo izberemo
vsaj §tiri od Sestih ljudi?

Posvetovalno telo univerze je sestavljeno iz
treh profesorjev in dveh Studentov. Na koliko
nacinov so lahko izvoljeni, ¢e je na univerzi
zaposlenih 25 profesorjev, Studente pa volijo
med 20 kandidati?

Nakljuéno izberemo dva kvadratka iz narisane
mreze. Na koliko nac¢inov se da, ¢e kvadratka
ne smeta imeti skupne stranice?

Iz kupa 32 igralnih kart naklju¢no potegnemo

3 karte. Koliko je vseh izborov, da bodo izbrane
a) vse rdece,

b) iste barve (ali kriz, ali pik, ali kara, ali srce),
c¢) iste vrednosti,

¢) vsaj en as,

d) dva kralja,

e) tri desetke,

f) polne karte,

g) piki ali dame?



Binomski izrek

Binomski simboli so tesno povezani z naravnimi potencami binoma (od tod
njihovo ime). Za n=2 in n=3 smo jih spoznali v knjigi Linea nova, str. 26.

(a+b)’=1

(a+b)'=a+b
(a+b)'=1d"+2ab+1b’
(a+by=1a’+3a’b+3ab’+ 15’

Koeficiente v razvoju potenc binoma lahko zapiSemo v trikotno shemo, ki ji
recemo Pascalov trikotnik:

Stevila iz Pascalovega trikotnika so izracunani binomski simboli, zato Pasca- :

lov trikotnik lahko gradimo naprej z upoStevanjem lastnosti binomskih sim-
bolov:

-1 =6.(9-15.(§ -20, ()15, () =6.(9 -1

Vsa stevila na robu Pascalovega trikotnika so enaka 1 (prva od lastnosti),
vsako drugo stevilo v Pascalovem trikotniku pa je vsota dveh nad njim (adi-
tivnost). Trikotnik ima tudi simetrijsko os, ki gre skozi njegov vrh, kar je
posledica simetricnosti binomskih simbolov.

Kombinatorika 97

Stevilski trikotnik se po Pascalu
: imenuje zato, ker je Pascal :
o njem napisal razpravo Traite

i de Triangle Arithmetique
(Razprava o aritmeticnem

i trikotniku), ki je izsla leta 1663,
ze po njegovi smrti. Bolj

i posteno bi to Stevilsko shemo
imenovali kitajski trikotnik,

i saj gaje do 7. vrstice poznal

{ ze Jang Hui v 13. st., do

: 9. vrstice pa Cu Sih Cih,

: ki je razpravo o njem napisal
leta 1303. Pascalov trikotnik
: v sebi skriva $e druge zanimive
lastnosti: naravna, trikotniska
: in tetraederska Stevila, Fibo-

i naccijevo zaporedje idr.
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S poznavanjem koeficientov iz Pascalovega trikotnika lahko nadaljujemo
racunanje zaporednih potenc binoma

(a+b)'=a*+4a’b+64°b" + 4ab’ + b*

(a+b)’=a’+5a'b+10a’b* +10a°b’ + 5ab* + b’

(a+b)°=a’+6a’b+154*0" +20a’b’ + 154°b* + 6ab’ + b°
in na splosno
(@+b)"=(")a""+(")a""'b'+ (%) a" 0+ ...+ (") a'b" "+ (") b

in bolj na kratko

n__ < n\ n—ryr
(a+b)'= Z(V) a’'b.
r=0
Zadnjima identitetama recemo tudi binomski izrek.
Dokazemo ga z matematicno indukcijo.
1. Za n=1 se o veljavnosti izreka ni teZko prepricati:

a+b)' =(Na'’+(Na'b' =a+b
(a+8)'=(5)a's"+(})

2. V drugem koraku moramo iz privzetka, da izrek velja za naravno $tevilo n,
pokazati, da velja tudi za naravno Stevilo n+ 1, s ¢imer bo malo vec dela.

(a+b)" ' =(a+b)'(a+b)=

:[@ D+ (1) d B+ (D) a" b l)albn—u(g)aobnyﬁb):
=1 a" "B+ (M) @' + (3" B+ () @D+ (M) d' b+
@ s () B (0 (1) ()
—(m)a"s’ +[() 0 +()abJ [(;)an—lbu@)an—lsz+...
@t () e+ (et =

Ko upostevamo aditivnost binomskih simbolov in upo$tevamo enakosti

() =("5") in () =Ct)-

sledi
=(”31) a””b°+(”";1) a”b1+(”;’1) b +("+1) alb”+(ZID a'p"t!

in izrek je dokazan.
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n Zapisimo razvoj potence binoma (x— ,/y )6.

Ko sledimo izreku, dobimo:
-) = (§) )+ (P p) + (§) )+
+ P+ + () +
(e
= =68y + 15xy =203 ° +15 %7 —6x. [y +)°

v % . . 11
E Pois¢imo 7. ¢len v razvoju potence binoma (a +2b) .

Splosni ¢len razvoja binoma je (’r‘) a"~'b’. Prvi ¢len ima =0, zato je
v nasem primeru treba vzeti 7=6.

(11} Sop\6— 11:10-9-8-7 56,6 _ 5.6
k= (1)) a*(28)° = L-10.9-8.7 4595~ 29 568 o’

E Binomski izrek nam pomaga pri izracunu stevila vseh podmnozic
dane mnozice. Denimo, da ima mnozica 15 elementov. Koliko
podmnozic ima?

Ze iz poglavja o kombinacijah vemo, da ima mnoZica z n elementi
(”) podmnozic z mocjo r. Vseh podmnozic mnozice s 15 elementi
je torej (15> + (15) + (15) +...+ (15) . Ko se spomnimo binomskega

0 1 2 15
izreka, vidimo, da je treba vzeti a=b=1. Sledi rezultat

(5)+09+()+-+(g 002"

Nalogo lahko posplosimo v trditev: Mnozica z n elementi ima
2" podmnozic; ali $e drugace: e je m(A)=n, je m(PA)=2".

¥ h A .4 . 9 . A
ﬂ Izracunajmo vrednost koeficienta prix” v izraCunani potenci

(2x-3)".
Qx— 3)12 _ Z(lrz) (2x)12—r(_3)r
12—r=4; rr= 8

a=(12) @0)'(-3)"= (1) 2*3%" = 51963120 x*

Iskani koeficient je 51963 120.
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I ————————

380. IzraCunajte z uporabo Pascalovega trikotnika ali 386. Na koliko nacinov lahko Sef izmene izmed

381.

382.

383.

384.

385.

z binomskim izrekom.
a) (b+.J2)"

b) (a+2)

¢) (x+3y)°

& (u—=3v)

d) 2+./2)"

e) (1-i)

f) (J3+.20)

g) (2x-3y)’

Zapisite.

a) 7. ¢len v razvoju binoma (x+ 2y)10

b) 6. Elen v razvoju binoma (2x+./y)’

¢) 11. ¢len v razvoju binoma (% - az)15

&) 13. &len v razvoju binoma (3/36 + ¢/c )"
+3f3a )14
¢) 11. ¢len v razvoju binoma (3/2d — ./3¢)"

d) 10. ¢len v razvoju binoma (3/94°

IzraCunajte koeficient potence:
a) x v potenci (x+3)’

b) ¥ v (5=

¢) ¥ v(x-3)

& xtv(x+2)]

d) x°v(x+4)"

Izraéunaj te.

D (5) + ()+@+ +()

b) (2) (") —(");n=2k-1,keN
9 (') +(1)+ (8)+ -+ (10o)
o (9] - +3) - G
I(zlsg’a)léir;?g)viegil%)si ?5\/.1121 r in n, da bo veljalo

Dokazite enakost: ( ) +6( ) +6(§’) =

10 delavcev izbere vsaj 2 delavca?

. S Pascalovim trikotnikom ugotovite, katero

Stevilo n resi enacbo C,S, =1287.

. Stiri kocke na vse razli¢ne nacine postavljamo

v stolpce in ugotovimo, da lahko to naredimo
na 8 nacinov. Izracunajte Stevilo stolpcev,

¢e imamo na razpolago 5, 6 ali 7 kockic.

Ali lahko najdete splosno pravilo za n kockic?
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Kombinatorika in preslikave

Na kombinatori¢ne pojme lahko gledamo tudi z vidika preslikav.

Za zaletek izberimo variacije brez ponavijanja in si zamislimo zgled, v kate-
rem iz prvih Stirih naravnih Stevil sestavljamo trimestna Stevila, pri katerih se
Stevke ne smejo ponavljati. Za vsako od trimestnih Stevil moramo izbrati
stotico (S), desetico (D) in enico (E), Stevke pa se ne smejo ponavljati.

1 2 3
1 2 | 4
1 3 2
1 3 4
2 3 [ 2 i Preslikava iz 4 v B je injek-

i tivna, Ce se razli¢na originala
i preslikata v razli¢ni sliki oz. ¢e

Lahko pa recemo tudi drugace: vsako od razporeditev treh od Stirih Stevk P . ..
¢ je vsak element iz mnoZzice B

lahko zapisemo kot preslikavo mnozice 4={S, D, E} v mnozico . oy
B—11.2 3.4 L . K el . +ice B slika kvedi slika kve¢jemu enega elementa :

={1,2,3,4}, pri cen}§r je vsak element iz mnozice B slika kve¢jemu © iz mnozice A.
enega elementa iz mnozice 4.

Variacije brez ponavljanja so o€itno injektivne preslikave, zato lahko
sklepamo, da je med mnozico A4 z mo€jo r in mnozico B z mocjo n,
pri ¢emer je r <n, mogocih natan¢no

N=V, = ﬁ injektivnih preslikav.

Pri variacijah s ponavljanjem vzemimo za zgled kar isti mnozici A4 in ‘B
in iz prvih §tirih naravnih $tevil sestavimo vsa mozna trimestna Stevila.

1 1 1
1 1 2
1 2 1
2 1 1
4 4
4 4
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Vseh variacij s ponavljanjem 4 elementov reda 3 je 4’ =64.

Na splosno je vseh preslikav iz kon¢ne mnozice A4 z mo¢jo r v kon¢no
mnozico ‘B z moé&jo n ravno n'.

Pri variacijah s ponavljanjem » ni vedno manjsi od 7.

gy

Za zgled poglejmo vse preslikave iz 4={T, S, D, E} (T pomeni
tiso¢ico) v B={1, 2}. Kombinatori¢no: koliko je vseh Stirimestnih
Stevil iz Stevk 1 in 27

=N NN =[N =] === ==
N = N[N == N[N == N ===
NI =[N =N === =D =] —
N[NNI~ —=[—=|N—|—=|—=[DN]|—

: Preslikava iz mnozice 4

i v mnozico B je surjektivna, ‘ —'

e je mnozica B zaloga vred- ’ ’ st §
nosti preslikave oz. ¢e je vsak ‘ —

i element iz Bslika vsaj enega  :

i elementa iz mnozice 4. Pogoj :

i za surjektivno preslikavo je: Od vseh 16 moznih preslikav med mnozicama A4 in B so vse, razen
m(4) = m(B). prve in zadnje v preglednici, surjektivne preslikave.

B eteetetettttetetttittetttttittettttttttetttttttttttstrtntetnrent
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Poglejmo Se permutacije n elementov brez ponavljanja oz. vse mozne raz-
poreditve po n elementov dane mnozice 4.

V tem primeru gre za bijektivne preslikave koncne mnozice A4 nase: vseh teh
preslikav pa je n!.

2 vy S

Naj bo mnozica A={a,, a,, as, a}.

_ Preslikava f: 4 — B je bijek-

a4 2 % 4 i tivna, ¢e je injektivna in
a a a3 a4 i surjektivna hkrati oz. e je

i vsak element iz mnoZzice B
a, a, a, a slika natanko enega elementa

i iz mnozice 4.

Vseh bijektivnih preslikav f/: 4— A4 je 4!=24.

a a
a a
as as
ay ay

389. Napisite Stevilo vseh injektivnih preslikav
iz mnozice {M, O, R, A, K} v mnozZico
stiricrkovnih besed {a,, a,, as, a,}. Vsaj
10 besed, ki imajo pomen, tudi napisite.

390. Koliko variacij s ponavljanjem elementov mno-
zice {B, O, J} reda 4 je surjektivnih preslikav?

391. Koliko je vseh razli¢nih preslikav iz mnozice
A=11,2,3} vmnozico B={a, b, c, ¢}?

392. Koliko je vseh razli¢nih preslikav iz mnozice
z dvema elementoma v mnozico s tremi
elementi?
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Osnovni izrek kombinatorike ali pravilo produkta

Ce sestavlja proces odlo¢anja k zaporednih faz in je v prvi fazi moznih n; odlo¢itev, v drugi fazi n, odlo¢itev,
..., V k-ti fazi n, odloCitev in je Stevilo izborov v posamezni fazi neodvisno od tega, katere moznosti so bile
izbrane v prejSnjih fazah, potem je Stevilo vseh sestavljenih odlocitev:

N:nl-nz.-...nk

Pravilo vsote

Ce izbiramo med n; moznostmi iz prve mnozice izborov ali 7, moznostmi iz druge mnozice izborov ali ...
ali n, moznostmi iz k-te mnozice izborov in so izbori iz vsake mnozice nezdruzljivi z izbori iz drugih mnozic,
potem je vseh izborov:

N:n1+n2+ oo TRy

Permutacije (brez ponavljanja) n (razli¢nih) elementov so vsi razporedi teh n elementov (vrstni red
elementov je torej odloCilnega pomena) in teh razporedov je:

P,=n!

Permutacije n elementov brez ponavljanja mnozice A oz. vsi mozni razporedi po n elementov dane
mnozice A so bijektivne preslikave koncne mnozice A4 nase: vseh teh preslikav je n!.

Permutacije s ponavljanjem » elementov, od katerih se eden ponavlja k,-krat, drugi k,-krat, tretji k;-krat
in tako naprej, k; + k, + k3 + ... + k.= n, so vsi razporedi n elementov, pri cemer se nasteti elementi v razporedu
lahko pojavijo veckrat. Vseh takih razporedov je:

l)kl,kz,...,k, _ n!
n
klkyl ...k,

Variacije brez ponavljanja n elementov reda r so razporedi po » elementov iz mnozice, ki ima » (razli¢nih)
elementov. Vseh je:
Vi=n(n-1)(n-2) ...-(n—r+1)= 2_

(n—r)!
Variacije brez ponavljanja n elementov reda r so injektivne preslikave iz mnozice A4 z mocjo » v mnozico B
z mocjo n in je r < n , zato je med tema mnozicama A4 in ‘B mogoc¢ih natan¢no

N=V,= s injektivnih preslikav.
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Variacije s ponavljanjem n elementov reda r so vsi razporedi po r elementov iz mnozice z n elementi,
pri ¢emer se elementi v razporedu lahko ponavljajo. Vseh je:

(P)V" — n"
n

Variacije s ponavljanjem n elementov reda r so vse preslikave iz kon¢ne mnozice A4 z mocjo » v kon¢no
mnozico B z mo&jo n. Vseh teh preslikav je n'.

Kombinacije brez ponavljanja n elementov reda r so vse podmnozice z mocjo » neke kon¢ne mnozice
z mocjo n, kjer se elementi v podmnozicah ne ponavljajo. Njihovo Stevilo je:

Binomski simbol:

(n) - n! _n(n=1)(n=2)...(n—r+1)
r (n—=r)!-r! 1-2-...-r

Binomski izrek:

(a+b) =(B)a'’+(T)a"'p'+ (1) a" b+ .+ (")) a'b" " + (M) "=

n

_ > @) 4
Lastnosti binomskih simbolov:
1 (=1 ()= ()=

2. Simetri¢nost: (ﬁ :( ”r)
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— Osnove verjetnostnega racuna
— \Verjetnost dogodka

— Racunanije verjetnosti

— Verjetnost produkta dogodkov
— Popolna verjetnost

— Normalna porazdelitev

Pravilno geometrijsko telo heksaeder z rahlo obrusenimi ogli in poslikano
s pikami je v zgodovini ljudem prineslo veliko uzitkov, a tudi veliko gorja.
Marsikdo je v igralni vrocici stavil vse in — dobil ali izgubil. Igralna kocka
je v 16. st. postala tudi predmet proucevanja matematikov in rodila novo
matematicno disciplino — verjetnostni racun.

Iznajdba igralne kocke je zavita v skrivnost, kar ni cudno, saj naj bi jo poznali
in se zabavali z njo Ze pred ve¢ kot 5000 leti. Res Se ni imela natan¢no take
oblike kot danes, imela pa je isto funkcijo. Najstarejse predhodnice danasnjih
igralnih kock so astragaliji: drobne kosti gleznja dvoprstega kopitarja.

Te kosti imajo 6 stranskih ploskev, od katerih so Stiri ravne in so jih po vsej
verjetnosti uporabljali za igro. Astragalije so uporabljali Stari EgipCani ze
3500 let pr. Kr. Najpogosteje so uporabljali ov¢je kosti, najbolj cenjene

pa so bile kosti antilope.

Kipci iz ¢asa dinastije Han

(260 pr. Kr. do leta 220) Po Platonu naj bi kocko iznasli bogovi, bolj
prikazujejo igralce pri neki natanc¢no egip¢ansko bozanstvo Tevta. Po
igri na sreco. drugi razlagi naj bi jo iznaSel Palamed, grski

junak pred Trojo, ki je bil znan po izredni
bistroumnosti. Nje-govi vojaki naj bi si med
obleganjem Troje krajsali ¢as z »metanjem
kosti«. Grski zgodovinar Herodot pripisuje
iznajdbo prakticnim Lidijcem, ki so z igro
blazili hudo lakoto: vsak drugi dan so jedli,
vmes pa so kockali.

Igre na sreco so poznali tudi stari Rimljani.
Igralne kocke so namre¢ nasli med izkopavanji Na starogrski vazi
v tragi¢no zasutih Pompejih in Herkulaneumu. upodobljena vojaka pri igri
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Rimski cesarji Avgust, Komod, Kaligula in Neron so bili obsedeni s kocka-
njem. Klavdij, strasten hazarder, je o tej igri celo napisal razpravo, vendar se
ni ohranila. Bil je tako zasvojen, da je imel na svojem potovalnem vozu
vgrajeno posebno mizo, ki je omogocala igranje tudi na najbolj slabih poteh,
v eni sami igri pa je bil sposoben staviti tudi bajnih 400 000 sestercev.

Na meji med Anglijo in Skotsko
so pri ostankih rimske utrdbe
Vindolanda izkopali slono-
kosceno igralno kocko, ki je
vojakom krajsala cas.

Stenska slika prikazuje Rimljanki pri kockanju z astragalijem.

1z vseh zgodovinskih poro¢il je vidno, da so kocko poleg preprostih ljudi

z veseljem metali tudi vladarji. Norveski kralj Olaf Haraldsson je v 11. st.
na kocko postavil kar celo kraljestvo, v casu francoskega kralja Henrika I'V.
pa je dvor dobesedno norel zaradi te zabave.

Sc¢asoma so se pri igri pojavile tudi goljufije oz. obtezene kocke, zato je bilo
kockanje v 16. st. kar sinonim za goljufanje. Leta 1545 je iz§la razprava
Toxophilus, v kateri je avtor Roger Ascham nastel in opisal vse mogoce
metode goljufanja pri kockanju.

Na sliki so nekatere od 24 igralnih kock, ki so jih leta 1984
izkopali na bregu Temze in so bile last profesionalnega goljufa

s konca 15. st. Od vseh kock je bilo 18 navrtanih in obtezenih —
11 kock je imelo vdelane tri tanke Zile Zivega srebra in so najvec-
krat pokazale 5 ali 6 pik, sedem kock je bilo obdelanih tako, da
so najpogosteje pokazale 1 ali 2 piki, od drugih Sestih kock pa so
bile tri kocke dvojno oznacene s 4, 5 in 6 pikami (tako kocko so
imenovali high man), preostale tri pa so bile dvojno oznacene z 1,
2 in 3 pikami (low man).

Najbolj razvpito razpravo o kockanju je leta 1654 spodbudil francoski vitez
in strastni hazarder Antoine Gombauld de Méré. Njegova posebnost je bila
stava, da bo v stirih zaporednih metih kocke Sestica padla vsaj enkrat.

De Mér¢ je pri tej stavi vztrajno dobival in kopicil bogastvo, dokler se stave
ni naveli¢al in je spremenil pogoje igre. Odtlej je stavil, da bosta dve kocki
v 24 zaporednih metih obe vsaj enkrat pokazali 6 pik. Po spremembi so se
stvari zaCele obracati na slabse in kazalo je, da ga je sreca povsem zapustila.
V obupu je pisal tedaj najbolj znanemu francoskemu matematiku Blaisu
Pascalu, ta pa je s problemom seznanil tudi kolega Pierra de Fermata.
Izracunala sta, da je bila verjetnost zmage v prvi stavi priblizno 0°52 oz.
52-odstotna, v drugi stavi pa malo manj od polovice, zato je vitez dolgoro¢no
oz. v Stevilnih igrah izgubljal. Pascal se je v pismu Fermatu ¢ez viteza
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obregnil z besedami: »Je zelo inteligenten, vendar je slab matematik; to pa je,
kot veste sami, velika pomanjkljivost.«

Pascal in Fermat se nista ukvarjala le z raCunanjem verjetnosti zmage pri
doloc¢enih stavah, ampak tudi s problemom delitve stave, e se igra iz kakr-
Snegakoli razloga ni koncala. S to nalogo so se ze prej spopadali Stevilni
italijanski matematiki iz obdobja renesanse, vkljucno s Paciolijem, Cardanom
in Tartaglio, vendar zadovoljive resitve niso imeli. Fermat se je do resitve
skusal dokopati tako, da je prestel vse mozne primere konca igre in potem
ugotovil, kateri bi bili ugodni za posameznega igralca. Toda preracunavanje
je postalo z naras¢ajo¢im Stevilom iger zelo zamudno. Pascal je ubral drugo
pot. V Razpravi o aritmeticnem trikotniku (Traité du triangle arithmétique)
je pojasnil povezavo med Stevili aritmeticnega (Pascalovega) trikotnika in
resitvijo zastavljenega problema.

Blaise Pascal (1623-1662)

Recimo, da igralec A potrebuje za kon¢no zmago dve igri, igralec B pa

tri igre; potem eden od obeh igralcev zagotovo zmaga v najmanj 4 igrah.
Pogledamo 4. vrstico Pascalovega trikotnika: 1, 4, 6, 4, 1 in izraunamo
razmerje (1 +4+6):(4+1)=11:5, v katerem morata igralca deliti nagrado.
Pierre de Fermat (1601-1665)  Razlaga je zelo preprosta, spada pa na podro¢je kombinatorike.

1 Vseh mogocih izidov obeh igralcev pri Stirih zaporednih igrah je 16.
1 2 1 Iz kombinatori¢nega drevesa je razvidno, da je od vseh moznosti le ena,
1 3 3 1 pri kateri A zmaga v 4 igrah, v 4 primerih zmaga trikrat, v 6 primerih dvakrat,
1 4 6 4 1 v 4 primerih enkrat in v 1 primeru vse 4 igre izgubi. Situacija za igralca B
I 5 10 10 5 1 je ravno obrnjena: torej je od 16 moznih koncev 11 ugodnih za igralca A
1 6 15 20 15 6 1 in 5 za igralca B, zato morata dobitek razdeliti v razmerju 11 :5.

Pascalov trikotnik

4 33 23 22 13 22 12 11 0

Kombinatoricno drevo zadnjih stirih iger stave

V casu Pascala in Fermata so v zvezi s sreco oz. dobitki govorili le v razmer-
jih stevil in Se niso uporabljali besede verjetnost. Prvi, ki je verjetnost dogodka
umestil med $tevili 0 in 1, je bil Jacob Bernoulli z razpravo o moznostih

v igrah na sreco Ars Conjectandi, ki je izSla leta 1713, ze po njegovi smrti.
Posebno pomembna je bila njegova ugotovitev, da verjetnost dogodka lahko
napovemo na podlagi njegove pogostosti v velikem Stevilu ponovitev
poskusa.
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Bernoullijevo razpravo je za potrebe zivljenjskega zavarovanja prvi priredil
protestantski begunec Abraham de Moivre, ki se je v Londonu prezivljal
z uradniskim delom.

Naslednja matematika, ki sta povzela de Moivrejevo delo, sta bila britanska
duhovnika in velika nasprotnika iger na sreco Thomas Bayes in Richard Price. -
Slednji je bil svetovalec za Zivljenjsko zavarovanje pri druzbi Equitable, ki je \ ? SN
tedaj uspesno poslovala. Abraham de Moivre
(1667-1754)

(y infoned, that ihs Lrvsnt Seate Lty
iy Thisoand Pandy londs il Coils end
wo. Bundred Thousand Pounds;
el o ke Lollc on che 194 of s Mench;
ek Chipes dlan Lot Litay, s allingin

Reklama za drzavno loterijo
v Angliji

Zrebanje v Angleski drzavni loteriji ob koncu 18. st.

Na prelomu stoletja je verjetnostni racun prodrl tudi v fiziko in astronomijo,
in to prek teorije napak, ki so jo razvili Adrien Marie Legendre (1752-1833),
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) in Pierre Simone de Laplace (1749-1827).
Laplace je leta 1812 postavil prvo definicijo verjetnostnega rac¢una, zato ga
nekateri imenujejo tudi oce verjetnostnega racuna.

Poseben pospesek je razvoju nove teorije dal angleski botanik Robert Brown,
ki je leta 1828 opazil nepravilno gibanje cvetnega prahu, pomesanega v vodi.
To, kar se danes imenuje Brownovo gibanje, so znanstveniki razumeli Sele
leta 1905, ko je Albert Einstein s svojimi raziskavami pojasnil molekularno
gibanje kot naklju¢ni pojav.

Za nadaljnji razvoj verjetnostne teorije se moramo zahvaliti predvsem ruski
matematiéni $oli, katere glavni predstavniki so Pafnutij Lvovi¢ Cebisev
(1821-1894), njegov Student Andrej Andrejevi¢ Markov (1856—1922)

in Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903—-1987), ki je v razpravi Temelji
verjetnostne teorije leta 1933 postavil aksiome verjetnostnega racuna.
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Osnove verjetnostnega racuna

Vsako opazovanje, izvajanje ali merjenje slucajnega pojava imenujemo
poskus. Poskus je torej zaporedje dolo¢enih dejavnosti, ki se vedno zgodijo
v istem zaporedju.

Streljanje v tar¢o opravimo vedno enako oz. si postopki sledijo v istem zapo-
redju: vzamemo lok, k tetivi prislonimo puscico, tetivo napnemo, pomerimo,
zadrzimo dih in sprozimo. Vsem tem postopkom lahko sledi e nekaj: tarco
lahko ali zadenemo v ¢rno ali ne. Ta zadnji pojav je sicer mo¢no odvisen

od vescine strelca in nekaterih drugih zunanjih okolis¢in, vendar bomo
predvideli, da je zadetek tarCe odvisen le od slucaja, zato ga imenujemo
sluc¢ajni dogodek.

Nekateri dogodki (v glavnem gre za naravne pojave, dogovore in igre)

se zgodijo ob vsaki ponovitvi poskusa: za nocjo pride dan, za ponedeljkom
torek, pri igri posStene igralne kocke pade natanko eno Stevilo od 1 do 6,

pri metu kovanca pade cifra ali moz ... To so primeri t. i. gotovih dogodkov:
ker so se (doslej) zgodili pri vsaki ponovitvi poskusa, predvidevamo, da se
bodo zgodili vedno, tudi ¢e bi poskus ponavljali v nedogled. Druga skrajnost
so nemogo¢i dogodki: to so dogodki, ki se ne zgodijo, Ceprav gre Stevilo
ponovitev poskusa prek vseh meja.

Slucajne dogodke bomo oznacevali z velikimi ¢rkami z zaCetka abecede:
A, B, C D, E, ..., gotovdogodek bo imel oznako G, nemogo¢ dogodek pa N.
Poskus bomo vsaki¢ oznadili s ¢rko X.

g

Pri metu postene kocke se vedno zgodi eden od Sestih moznih
dogodkov E,, E,, E;, E4, Es in Eg, kjer E; pomeni, da je padlo i pik.
1z teh dogodkov lahko sestavljamo nove dogodke:

* dogodek 4, da pri metu kocke pade liho Stevilo pik, je o¢itno
zgrajen iz dogodkov Ey, E; in Es,

* dogodek B, da je stevilo pik manjse od 6, pa iz E,, E,, E;, E4, Es,

» dogodek C, da je stevilo pik deljivo s 3, je sestavljen iz dogodkov
E; in E,

» dogodek D, da pade 7 pik, je nemogo¢ dogodek.

V naslednjih vrstah bomo spoznali, da lahko z dogodki racunamo podobno
kot z mnozicami in da so nam oznake operatorjev ze znane. Tudi graficno
bomo dogodke upodabljali z Ze znanimi Vennovimi diagrami.
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1. Vsoto dogodkov 4 in B ozna¢imo z A U B: ta dogodek se zgodi,
e se zgodi vsaj eden od dogodkov A4 in B; to pomeni: ali dogodek 4
ali dogodek B ali oba hkrati.
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2. Produkt dogodkov 4 N B se zgodi, ¢e se zgodita dogodka A in B hkrati.
Ce se A4 in B ne moreta zgoditi hkrati, je njun produkt nemogo¢ dogodek —
imenujemo ju nezdruZljiva dogodka. Ce produkt dogodkov 4 in B
ni nemogoc¢ dogodek, sta 4 in B zdruZljiva dogodka (lahko se zgodita
hkrati).
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3. Nasprotni dogodek 4" dogodka A se zgodi, ¢e se 4 ne zgodi.
Ocitno veljata naslednji lastnosti: A U A’=G, A N A"=N.

L (y=4
G'=N
i N=G

9

4. Razlika dogodkov 4 in B (oznaka 4 — B) se zgodi, ¢e se zgodi dogodek A
in se hkrati ne zgodi dogodek B.
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5. Dogodek 4 je nacin dogodka B (oznaka A c B), ¢e se vsakokrat,
ko se zgodi 4, zgodi tudi B.

! A=B, & in samo &e velja
i A cBinhkrati Bc 4.

L
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Operacije, ki smo jih definirali, si oglejmo na nekaj zgledih, kjer je poskus met
postene igralne kocke.

g

Dogodek 4, da na kocki pade sodo Stevilo pik, ki je deljivo s 3,
je produkt dogodkov

A :Al M Az.
A,: kocka pokaze sodo Stevilo pik

A,: stevilo pik na kocki je deljivo s 3
A, N A,=Eg; kocka pokaze 6 pik

E Dogodek B, da kocka pokaze vsaj 4 pike, je vsota ze znanih
dogodkov E, U Es U Eg.

B Dogodek 4, da kocka pokaze prastevilo pik, in dogodek B, da kocka
pokaze 4 ali 6 pik, sta nezdruzljiva, kar se lepo vidi iz zapisa obeh
dogodkov: A=FE, UE;UEs, B=E,UFEs; A N B=N.

n Ce ne pade sodo stevilo pik, pade liho $tevilo pik, matemati¢no
zapisano: A"=(E, UE; U Es)' =E, UE; UEFs.

E Dogodek 4, da pade 5 pik, je nacin dogodka B, da pade liho Stevilo
pik.

ﬂ Dogodek 4, da pade liho prastevilo pik, je produkt dogodkov 4,
n Az.

A,: pade liho Stevilo
A»: pade prastevilo pik: A=A4, N A,=FE;UE;

Vsi dogodki E;;i=1, 2, 3,4, 5, 6, pri metu kocke so taki, da jih ne moremo
zapisati kot vsote kaksnih drugih (ne nemogocih) dogodkov: so osnovni ali

: elementarni dogodki. Iz elementarnih dogodkov z operatorji tvorimo

sestavljene dogodke.

°i Vsi elementarni dogodki nekega poskusa tvorijo mnoZico, ki jo imenujemo
_i vzor¢éni prostor poskusa {E}, E,, ..., E,}. Vzor¢ni prostor ponazorimo
i s pravokotnikom, elementarne dogodke pa s tockami v tem pravokotniku.

‘ S Pri nasem delu se bomo omejili le na poskuse, katerih vzor¢ni prostor Steje

h’ i kon¢no mnogo elementarnih dogodkov. Vsota vseh teh elementarnih dogod-

: oi kov je gotov dogodek, po dva elementarna dogodka vzorénega prostora sta
i nezdruzljiva:

Vzorcni prostor meta dveh G=E,UE,u...UE;neN
i kock .
LI AT D 2 E Ul B 2N M Y B T
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NariSimo vzor¢ni prostor poskusa, v katerem posteno igralno kocko
vrzemo na krog, ki je enakomerno pobarvan s Stirimi barvami (vsaka
Cetrtina s svojo barvo), in predstavimo v njem nekaj dogodkov.

Vsakic, ko vrzemo kocko, ta pokaze dolo¢eno Stevilo pik in se hkrati
ustavi na nekem barvnem polju; torej je po osnovnem izreku kombi-
natorike vseh elementarnih dogodkov 24.

Na vzorénem prostoru ozna¢imo naslednje sestavljene dogodke

* A: kocka je pokazala sodo Stevilo pik na modri barvi

* B:kocka je pokazala ve¢ kot 2 na rumeni ali rde¢i barvi

» (: kocka je pokazala prastevilo ali liho $tevilo pik na zeleni barvi
* D: kocka je pokazala manj kot 3 pike

1 2 3 4 5 6

rumena ¢} ] ¢} o o ¢}

rdeca ® °® ° ° °® °
modra o [of o [o] o [e]

zelena ° ° ° ® [e] °

Iz teorije mnozic vemo, da ima mnozica z n elementi 2" podmnozic.

Po analogiji sledi, da je iz vzorcnega prostora z n elementarnimi dogodki
mogode sestaviti 2" razli¢nih vsot dogodkov (med njimi so tudi nemogo¢ in
gotov dogodek ter vsi elementarni dogodki). Izmed teh dogodkov lahko na
ve¢ nacinov izberemo tiste, katerih vsota je gotov dogodek in so paroma
nezdruzljivi — ti dogodki sestavljajo popoln sistem dogodkov poskusa X.

Najenostavnej$a primera popolnega sistema dogodkov sta
» dogodek in njegov nasprotni dogodek: 4 U A’=G, AN A"=N,

 vsi elementarni dogodki poskusa: £, U E, U ... UE,=G,neN
E:NE=Nzai#j;i,j=1,...,n

gy

n Naj bo poskus X met postene igralne kocke. Napisimo nekaj popol-
nih sistemov dogodkov tega poskusa.

* A: pade liho stevilo pik, B: pade sodo Stevilo pik
* A:pade 1, B: pade prastevilo pik, C: pade 4 ali 6 pik
* A:padejo vsaj 3 pike, B: padejo manj kot 3 pike
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E Komplet igralnih kart je sestavljen iz 32 kart; posamezne so as, kralj,
dama, fant, 10, 9, 8 in 7 v krizu ali piku (¢rne karte) ter v kari ali srcu
(rdece karte). Poskus X pomeni nakljucni izbor karte iz kupa vseh
32 kart. Primeri popolnih sistemov dogodkov so:

>

* A: izberemo ¢rno karto, B: izberemo rdeco karto

* A: karta je polna, B: karta je as, C: na karti je eno od Stevil
od 7 do 10

* A: karta je srce, B: karta je kriz, C: karta je pik, D: karta je kara
* A: karta je dama, B: karta je kralj ali as, C: karta je fant ali Stevilo,
manjse ali enako 10

¢

B V posodi so bele in rdece kroglice. Nari§imo drevo poskusa,
ko iz posode zapored potegnemo dve kroglici in prve ne vrnemo.

Poskus je sestavljen iz dveh delov. V prvem delu lahko potegnemo
belo (B) ali rdeco (R) kroglico; ne glede na to, kaj se je zgodilo
v prvem delu, v drugem delu spet lahko potegnemo belo ali rdeco

kroglico.
B B
R
B
R R

Vsi mogoci elementarni dogodki tega poskusa so {BB, BR, RB, RR}.

T ——————

393. Kaj od nastetega je poskus? 396. Vrzemo posteno igralno kocko in kovanec.
a) met kovanca Napisite preglednico vseh elementarnih
b) met kocke dogodkov.

¢) nakljucna izbira kroglice iz posode
397. Vrzemo ostevilcena pravilna dodekaeder
394. Kaj od nastetega je dogodek? in ikozaeder. Koliko je vseh elementarnih
a) met dveh kock dogodkov?
b) puscica na kolesu srece pokaze Stevilko 13

¢) strel z lokom @ @
395

. Kateri od odgovorov je vzor¢ni prostor meta
dveh kovancev?
a) {C,M, C,M}
b) {C,M}
c) {CC,CM, MC, MM}
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398. Na mizi zavrtimo hkrati dve vrtavki (glej sliko).
a) Koliko je vseh elementarnih dogodkov?
b) Ce sestejemo obe stevili, na koliko na¢inov
dobimo vsoto
* 10,
.6,
« vec kot 3,
* manj od 3,
* ve€ od 6 in manj od 9,
« liho Stevilo,
« sodo Stevilo,
* prastevilo,
* veckratnik Stevila 5?

399. Trikrat zapored vrzemo kovanec. NariSite drevo
poskusa in napisite vse njegove elementarne
dogodke.

400. V skatli je 5 kroglic: ¢rna, rde¢a, modra, zelena
in bela. Iz skatle naklju¢no potegnemo tri krog-
lice hkrati. Napisite vse elementarne dogodke
tega poskusa.

401. Zapisite elementarne dogodke poskusov.
a) X: vrzemo dve tetraedrski »kocki« razli¢nih
barv.

Ve ﬁ( \

b) X: zavrtimo kolesi srece (slikaj.

¢) X: iz posode z oStevilcenimi plosc¢icami
od 0 do 9 zapored potegnemo 3 ploscice
in jih postavimo v vrsto (ploscic ne vra-
¢amo). Vsaka Stevka je v posodi vsaj na
treh ploscicah.
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Verjetnost dogodka

Slovar slovenskega knjiznega jezika geslo verjetnost opisuje kot prepricanost
0 moznosti obstajanja ali nastopa necesa, kar se glede na kaj more predvideti
ali pricakovati. Preden se spopademo z matemati¢no definicijo, lahko re¢emo,
da je raCunanje verjetnosti dejansko metoda, s katero opiSemo mozne konce
nekega nakljucnega procesa, in da to vsak dan nezavedno tudi pocnemo.
Sprasujemo se in hkrati Ze ocenjujemo, koliko odstotna je moznost, da bomo
zaradi mocnega snezenja zamudili v sluzbo, da bomo znali, ¢e bomo
vpra$ani, da bo inflacija $e naprej rasla, da bo zmagalo mostvo, za katero
navijamo ... V¢asih celo re¢emo, da smo stoodstotno prepri¢ani o ne¢em.
Racunanje take »verjetnosti« je torej nekaj povsem vsakdanjega.

g

Naj bo poskus X met risalnega zebljicka. Poskus izvedemo trikrat
zapored po tisockrat.

Dogodek 4 pomeni, da se je zeblji¢ek postavil s konico navzgor,
dogodek B pa, da se je obrnil postrani. 4 in B sta elementarna
dogodka tega poskusa in tvorita popoln sistem.

Isti Zebljicek trikrat po tisockrat vrzemo v zrak in Stejemo, kolikokrat
se zgodi dogodek A. Rezultati so razvidni iz preglednice.

1000 508 492
1000 462 538
1000 481 519

Kaj lahko sklepamo iz rezultatov? Najbrz lahko sklepamo, da ele-
mentarna dogodka tega poskusa nista enakovredna, kaj vec pa je
tezko reci glede na nizko stevilo metov.

‘O g Q

¥

Dogodku 4 glede na stevilo njegovih realizacij n, v vseh ponovitvah poskusa
n priredimo realno Stevilo £, = 'ini‘ , ki ga imenujemo relativna frekvenca
dogodka A; Ce Stevilo ponovitev poskusa narasca prek vseh mej, jo imenu-
jemo empiri¢na verjetnost dogodka A.
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Tako je relativna frekvenca dogodka A (navzgor obrnjen risalni zebljicek)
v treh zaporednih merjenjih: 0°508, 0°'462 in 0°481; skupen rezultat pa je
0°484. Relativne frekvence dogodka B so zapored 0°'492, 0°'538 in 0°519
s skupnim rezultatom 0°516.

Te vrednosti smo dobili eksperimentalno. Ce bi Zeblji¢ek vrgli 10 000-krat
ali celo 100 000-krat, bi bila relativna frekvenca dogodkov 4 in B gotovo
drugacna.

Podobno je avstralski matematik in domoljub John Kerrick med drugo sve-
tovno vojno v zaporu, ko je imel ¢asa na pretek, 10 000-krat vrgel kovanec
in nastel 4933 cifer.

Danes, ko lahko z rac¢unalniki zelo enostavno generiramo naklju¢na Stevila,
nam ni treba ve¢ metati kovanca ali kocke, da bi dolocili empiri¢no verjet-
nost, ampak lahko mete simuliramo.

Spodnji graf prikazuje, kako se verjetnost cifre oziroma moza pri metu poste-
nega kovanca z veanjem Stevila metov priblizuje vrednosti 0°5.

p— La@pefagam
# Heads = 132/250 = 0.53
T0 9 eeeeeeeeeeteseesteatetententantententatenttntentenetntnsanaens
i i Grafz leve slike lahko narigete
) ¢ tudi sami s programom na
" 3 .
PV ¢ internetnem naslovu
i http://bes.whfreeman.com/
i /ipsde/cat_010/applets/
a

T T T T T E/Probability.html.

Tosses

#Tails = 118/250 = 0.47

Pronability o haads = I“'“"_ p— . g

[V Showtrue probability

Toss [0 times B i Empiri¢na verjetnost je limita
: relativne frekvence dogodka,
i ko gre Stevilo ponovitev

Ce poznamo empiri¢no verjetnost nekega dogodka, lahko sklepamo na nje-
P p ! £ & P J i poskusa prek vseh me;j.

govo teoretitno verjetnost. Vecje je Stevilo ponovitev poskusa, bolj natancno
je predvidevanje te vrednosti. L PA)= lim 2

Podobno lahko sklepamo tudi v obrnjeni smeri. Ce poznamo teoreti¢no verjet-
nost dogodka, lahko predvidimo, kolikokrat se bo dogodek zgodil v n pono-
vitvah poskusa. Predvideno Stevilo je tem bolj natancno, ¢im vecje je Stevilo
ponovitev poskusa.

Veliko je situacij, ko ni treba zbirati podatkov, da bi dolocili verjetnost
dogodka: v glavnem so to vse igre — met poStenega kovanca, izbiranje
»neoznacenih« kart iz kompleta igralnih kart, met postene kocke, loterija itd.,
a tudi primeri iz narave. Zdrava pamet nam pove, da imata pri metu poste-
nega kovanca cifra in moz enako moznost, da sta enako verjetna. Podoben
razmislek naredimo pri metu postene kocke.

Francoski matematik Laplace je na podlagi opazovanj in raziskovanj Pierre Simone de Laplace
leta 1812 dolocil teoreticno formulo za raCunanje verjetnostnega racuna (1749-1827) :
dogodkov, ki jo danes imenujemo klasi¢na definicija verjetnosti.
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Klasi¢na definicija verjetnosti

Ce so vsi elementarni dogodki nekega poskusa enakovredni in je 4 dogodek
iz vzorénega prostora tega poskusa, je verjetnost dogodka A kvocient med
Stevilom m za dogodek 4 ugodnih elementarnih dogodkov in Stevilom # vseh
elementarnih dogodkov poskusa.

P(4)="

Klasi¢na definicija verjetnosti se podreja trem trditvam, ki jih lahko
izlus¢imo kar iz definicije same in jih imenujemo aksiomi verjetnosti.

1. P(4) 2 0; verjetnost slucajnega dogodka je nenegativno Stevilo.
2. P(G)=1; verjetnost gotovega dogodka je 1.

3. Ce sta dogodka 4 in B nezdruzljiva: 4 N B=N, velja
P(4 LU B)=P(A)+ P(B) oz. verjetnost vsote nezdruzljivih
dogodkov je enaka vsoti verjetnosti posameznih dogodkov.

Klasi¢na definicija verjetnosti velja samo za dogodke poskusov, katerih
vzorcni prostor je simetri¢en — to pomeni, da so vsi elementarni dogodki
poskusa enakovredni in s tem enako verjetni.

Ce so E,, E, ..., E, elementarni dogodki poskusa X, potem je njihova vsota
gotov dogodek G=F, U E, U ... U E,. Elementarni dogodki so paroma
nezdruzljivi ;N E;=Nzai#j;i,j=1, ..., n, in zato lahko uporabimo
aksiome verjetnosti:

P(G)=P(E,VE, U ...UE)=PE)+PE)+...+P(E,)=1
Ker je P(E,)=P(E,)=...=P(E,), iz zgornje enacbe dobimo verjetnost poljub-
nega elementarnega dogodka

P(E)=1.
Ce je torej za dogodek 4 ugodnih m elementarnih dogodkov, je njegova
verjetnost

P(A)=m-P(E)=m-1=".
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g

Na mejnih ploskvah igralnega pravilnega poliedra je lahko narisanih
1, 2, 3 ali 5 pik. Teoreticne verjetnosti, da bo polieder pokazal dolo-
¢eno Stevilo pik, so P(1)=0"125, P(2)=P(3)=0"25, P(5)=0375.
Premislimo, kateri pravilni polieder je to in kolikokrat so na njegovih
mejnih ploskvah zapisana posamezna Stevila.

Posamezni dogodki so nezdruzljivi in vsota njihovih verjetnosti

je enaka 1. Iz enakosti P(5)=3- P(1), P(3)=2-P(1)in P(2)=2- P(1)
sklepamo, da ima pravilni polieder 8 stranskih ploskev, da je torej
oktaeder.

Stevila na tem igralnem oktaedruso: 1, 2,2, 3,3, 5,5, 5.

Obicajno kocko (heksaeder) s praznimi mejnimi ploskvami moramo
opremiti s pikami tako, da bo hkrati veljalo:

— ne more pasti 5 pik,

— padec 3 pik je bolj verjeten od padca 4 pik,

— 2 piki sta enako verjetni kot 3 pike in

— verjetnost, da pade 1 pika, je vecja od 0.

Ker ima obicajna kocka 6 mejnih ploskev, moramo izbrati 6 Stevil,
ki se bodo podrejala vsem nastetim zahtevam: ocitno ne bomo
potrebovali Stevila 5, po zahtevi c sta lahko 2 dvojki in 2 trojki ali

1 dvojka in 1 trojka, a moramo zaradi zahteve b upostevati prvo
moznost. Kot zadnjo dolo¢imo frekvenco stevila 1, ki je lahko le 1.

Na mejnih ploskvah te kocke so Stevila 1, 2, 2, 3, 3 in 4.

V posodi je 20 listkov, osteviléenih od 1 do 20. Iz posode na slepo
izvle¢emo en listek. [zracunajmo verjetnost naslednjih dogodkov:

A: izvleceno Stevilo je sodo,

B: izvleceno Stevilo je deljivo s 3 ali 5,

C: izvleceno Stevilo ni veckratnik Stevila 3.

Vzor¢ni prostor poskusa Steje 20 elementarnih dogodkov
{E\, E,, ..., E5} in je simetriCen, saj ima vsak od 20 listkov

enako moznost, da ga potegnemo iz posode. Zato je verjetnost,
da izvlecemo listek s Stevilom i, enaka P(E;) = 21—0 )

119

Y
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a) Za dogodek A4 so ugodni vsi elementarni dogodki s sodim
indeksom, in teh je 10:

m=10, n=20, zatojeP(A):;-g :%,

b) Dogodek B je vsota dogodkov B, in B,:
B;: izvleceno $tevilo je deljivo s 3,
B,: izvleceno $tevilo je deljivo s 5.
Med prvimi 20 Stevili je Sest stevil deljivih s 3, Stiri Stevila pa so
deljiva s 5, zato je m; =6 in m,=4. Dogodek £ (Stevilo 15
je deljivo s 3 in hkrati s 5) nastopa v obeh dogodkih, zato je
m=m;+m,—1=9 in P(B)= 5%

¢) Med prvimi 20 naravnimi Stevili je Sest veCkratnikov Stevila 3,
torej je 14 Stevil, ki niso veCkratniki Stevila 3: m = 14.

_14_7
PO=% =1

n Naenkrat vrZzemo kovance za 10, 20 in 50 centov. ZapiSimo vzor¢ni
prostor tega poskusa in izracunajmo verjetnost dogodka A4, da vsaj
dva kovanca pokazeta cifro.

Opazujmo Se, kolikokrat pri metu teh treh kovancev pade cifra, in se
prepricajmo, da ustrezni dogodki sestavljajo popoln sistem.

Ce ho¢emo resiti nalogo, moramo na pomo¢ poklicati kombinatoriko.
Na koliko razli¢nih na¢inov padejo trije kovanci? Po osnovnem
izreku kombinatorike je proces sestavljen iz treh faz, vsaka od njih
pa je izvedljiva na dva nacdina — torej je vseh moznosti osem:

C C C M C M M M
C C M C M C M M
C M C C M M C M

Ker kovanci niso posebej prirejeni ali obtezeni, je vzoréni prostor
elementarnih dogodkov simetri¢en; sestavlja ga 8 elementarnih
dogodkov {E, E,, ..., Eg}, za dogodek A pa so ugodni prvi Stirje
elementarni dogodki, zato je njegova verjetnost P(4) = % = % .

Za odgovor na drugo vpraSanje sestavimo Stiri dogodke in izracu-
najmo njihove verjetnosti.

Cy: noben kovanec ne pokaze cifre; P(Cy)= %
C: cifro pokaze eden od treh kovancev; P(C,)= %
C,: cifro pokazeta dva od treh kovancev; P(C,) = %

C;: cifro pokazejo vsi trije kovanci; P(Cs) = %

Dogodki res tvorijo popolni sistem, saj je vsota njihovih verjetnosti
enaka 1.
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Zahteva, da mora biti vzor¢ni prostor poskusa simetri¢en, je za racunanje
verjetnosti zelo huda omejitev. Tako lahko obravnavamo le zelo idealne
dogodke, saj nam neresljivo tezavo pomeni Ze racunanje verjetnosti,

¢e mecemo obtezeno oziroma goljufivo igralno kocko.

Da bi lahko racunali tudi verjetnosti dogodkov iz nesimetri¢nih vzor¢nih
prostorov, kjer so verjetnosti elementarnih dogodkov lahko razli¢ne, je ruski
matematik Kolmogorov v 20. st. postavil aksiomati¢no definicijo :
verjetnosti dogodka kot funkcijo na vzorénem prostoru, ki vsakemu elemen-
tarnemu dogodku priredi realno Stevilo in hkrati zados¢a trem aksiomom, '
ki jih Ze poznamo iz klasi¢ne definicije.

1. P(4)=0; funkcija je nenegativna

H Andrej Nikolajevi¢
2. P(G)=1; funkcija je normirana i Kolmogorov (1903-1987)

3. P(AUB)=P(A)+P(B)zaA N B=N

Za izracun verjetnosti dogodka iz vzorénega prostora poskusa X moramo
torej poznati posamezne verjetnosti P(E;) =p; popolnega sistema elementar-
nih dogodkov {E|, E,, ..., E,} tega poskusa, za katere pa mora veljati

pl +p2+... +pn=1

g

n Katarina je svojo igralno kocko vrgla 20-krat zapored in si pisala
stevilo pik pri vsakem metu (glej sliko). Kolik$na je eksperimentalna
in kolik$na teoreti¢na verjetnost dogodka, da pade 1 pika?

Poskus je sestavljen iz 4 elementarnih dogodkov, ki pa niso enako

verjetni.
P(1)=32, PQ2)=P(3)=P(#)=1
Eksperimentalna verjetnost znasa f; = 59'6 , teoreti¢na pa

P(4)=P(1)=1.



122 TEMPUS NOVUM

E Kovanec poklicnega goljufa je prirejen tako, da sta padca cifre in moza
v razmerju 2 : 1. [zracunajmo verjetnost, da kovanec pokaze cifro.

1z enacb P(C)=2- P(M) in P(C)+ P(M)=1 dobimo P(M)= %
in P(C)=3.

EX Katarina ima stiri kartice, oznacene od 1 do 4, in posteno kocko.
Na slepo vzame eno kartico in vrze kocko ter si rece: »Najvecja
mozna vsota jev10, zato je verjetnost vsote, vecje od 5, enaka % .«
Ali ima prav? Ce ne, izracunajte verjetnost, da bo vsota Stevil
na kartici in na kocki vecja od 5.

Najprej nari§imo vzorcni prostor poskusa.

Vidimo, da je stevilo elementarnih dogodkov 24, za vsoto, vecjo od 5,

je ugodnih 14 elementarnih dogodkov, to pa je vec kot polovica vseh.
I

5> kar je ve¢ 0d 0°5.

Verjetnost, da bo vsota vecja od 5, je P(5)= ;—i =

ﬂ Igralna kocka je obtezena tako, da so verjetnosti Stevil 1, 2 ali 3
enake: P(E,)=P(E,)=P(E;)= gl() ,

P(Ey)= 3—10 , verjetnosti za 5 in 6 pik pa sta sorazmerni Stevilu pik.

verjetnost, da padejo stiri pike, je

Izra¢unajmo verjetnosti dogodkov.
A: padejo vsaj tri pike

B: pade sodo stevilo pik

C: pade liho prastevilo pik

Vsota verjetnosti vseh elementarnih dogodkov mora biti 1.
Tako dobimo enacbo

P(E))+P(Ey) + P(E3)+ P(E;) + P(Es)+ P(Eg)=3 - o + 2 +5p+6p=1
1

z resitvijo p= 5

Neznani verjetnosti elementarnih dogodkov sta P(Es) = %

in P(E))=5 =1.

A=E; U E4 U Es U Eg, P(A)=P(E3)+ P(E,) + P(Es) + P(Eq) = 3—3
C=E; U Es, P(C)=P(E3)+ P(Es) = %



Verjetnostni racun 123

E Na dirki tekmujejo konji A, B in C. Moznost zmage konja A je polo-
vica moznosti zmage konja B, konj B pa ima trikrat ve¢jo moznost
za zmago kot konj C. Izracunajmo, kolikSne so verjetnosti za zmago
posameznega konja.

P(4)=1b, P(B)=b, P(C)=1b
b b_1.1,_6
5 +b+§ =1; b_T

PA)=73, PB)=F. PO=F

ﬂ Na kvadratno plosco, ki ima v vsakem ogliS¢u pobarvan kot, kate-
rega lok ima polmer =20 cm, mecemo kovanec s premerom 2 cm.
S kolik$no verjetnostjo pade kovanec na nepobarvani del, ¢e plosca
meri 1 m*?

Verjetnost dogodka 4 je v tem primeru kvocient med ploscino ®
nepobarvanega dela plosce in ploscino cele plosce, saj je plos¢ina

kovanca zanemarljivo majhna. . ‘

P(4)= 2= = 1025 _ 874
a

Verjetnost, da kovanec pade na nepobarvani del plosce, je priblizno
87 %.

_

402. Koliksno $tevilo »moz« lahko pri¢akujemo,
¢e kovanec vrzemo 700-krat?

406. Lokalni »golgeter« je v zadnjih 30 tekmah
dosegel naslednje Stevilo golov:
0210132111

403. Kocko vrzemo 240-krat. Koliksno je pricako- 4112120001
vano §tevilo 1102002113
a) Sestic, 1z teh podatkov napovejte verjetnost, da igralec
b) sodih stevil pik, na posamezni tekmi
¢) lihih stevil pik, a) A:ne da gola,
¢) veckratnikov 3 pik? b) B:daen gol ali vec,

c¢) C: da tri gole ali vec.

404. Mojca je 200-krat vrgla kovanec in dobila rezul-
tat 108 »moz«. Izracunajte relativno frekvenco 407. Vse dni aprila je Rok zapisoval vreme: D, Ce je
tega dogodka in za koliko odstotkov se razlikuje dezevalo, in N, ¢e ni dezevalo. Dobil je nasled-
od teoreti¢ne verjetnosti dogodka. nje podatke:

DDDNDDDNNN

405. Na listkih so napisana Stevila 2, 3, 5,7, 11, 13, NDNDDNNNND

19, 23. Koliksna je verjetnost, da Stevilo na
slucajno izbranem listku ne bo prastevilo?

DDDNNNNNND
1z podatkov izracunajte verjetnost, da je
na izbrani aprilski dan dezevalo.
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409.

410.

411.

412.

413.
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Lovro 100-krat zavrti kolo sreCe na sliki
in podatke zapise v preglednico.

rdeca
21

modra
53

rumena
26

a) Koliksna je empiri¢na verjetnost,

da se kazalec ustavi na posamezni barvi?
b) Koliksna je teoreticna verjetnost,

da se kazalec ustavi na posamezni barvi?
c) Ali je kolo srece »posteno«?

Vidov kalkulator ima tovarni$ko napako in se
v¢asih zmoti v racunanju. Vid je ugotovil, da je
verjetnost pravilnega rezultata 0°9. Koliko na-
pacnih odgovorov lahko pricakuje v 40 racunih?

Ucitelj matematike je k pouku prinesel posebno
kocko, za katero veljajo hkrati naslednje zahteve:
— nemogoce je vreci sodo Stevilo pik,
— mogoce je vreci 5 pik, ne pa 1 pike,
— nemogoce je vreci vec kot 5 pik,
— padec 3 pik ima vecjo verjetnost kot padec
5 pik.
Narisite mrezo te igralne kocke.

Vzor¢ni prostor dogodka je sestavljen iz ele-
mentarnih dogodkov {E,, E,, E;, E4}. Katera
od spodnjih funkcij P je verjetnost?

a) P(E)=¢, P(Ey)=¢, P(Es)=t, P(E)=}
b) P(E\)=1, P(E)=—3, P(E)=73, P(E)=¢

¢) P(E)=g,P(E)=4, P(Es)=1, P(E)=}
&) P(E)=3, P(E)=1%, P(Es)= 15, P(E) =5

P je verjetnostna funkcija poskusa X z vzorénim
prostorom {E,, E,, E3, E4}. Izracunajte P(E,),
Se je P(E)=0"1, P(E5)=2 in P(Ej)=5.

Tine je s svojo kocko v 24 metih vrgel 3 pike
12-krat, Manci se je vrtavka v 24 metih 10-krat
ustavila na Stevilu 4, UrSa pa je 24-krat zavrtela

414.

415.

416.

417.

418.

kazalec na kolesu sreCe in sedemkrat dobila Ste-
vilo 2. Cigava empiri¢na verjetnost je najblizja
teoreticni verjetnosti?

&

Konstruirajte vsakokrat kolo srece tako, da bo

dalo pri vrtenju iste rezultate kot

a) obiCajna igralna kocka,

b) igralni tetraeder,

c) Stevila, ki jih dobimo z vsoto pik pri metu
dveh igralnih tetraedrov,

¢) Stevilo moz pri metu 3 kovancev.

Nadja zavrti dve kolesi srece. Izracunajte verjet-
nost, da se kazalca ustavita na isti barvi.

Vrzemo posteno igralno kocko. Koliksna je
verjetnost, da pokaze vec¢ kot 7 pik?

Blaz zavrti dve vrtavki in seSteje
Stevili, ki ju pokazeta. Ena vrtavka
ima tri dele od 1 do 3, druga pa je
oznacena s Stevili od 1 do 7. Izracu-
najte verjetnosti dogodkov.

A: Vsota je 6.

B: Vsota je soda.

C: Vsota je manj kot 8.

Matej zavrti posteno vrtavko, ki ima na svojih
krakih napisana Stevila od 1 do 5, in vrze tetra-
eder, ki ima na stranskih ploskvah napisana Ste-
vila od 1 do 4, potem pa zmnozi obe Stevili.
a) Izracunajte verjetnosti dogodkov:
A: Produkt je 1.
B: Produkt je 8.
C: Produkt je 7.
D: Produkt je vecji od 6.
b) Izracunajte, kateri produkt je najbolj verjeten
in kolik$na je ta verjetnost.
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419.

420.

421.

422,

423.

424.

Kateri od nastetih poskusov nima vzor¢nega

prostora, sestavljenega iz enakovrednih

elementarnih dogodkov?

a) nakljucna izbira Stevila od 1 do 7

b) met kovanca

c¢) nakljucna izbira ene Crke iz besede
BANANA

Izracunajte, kateri od dogodkov je bolj verjeten.

A: Pri metu kocka pokaze 3 pike.
B: Pri metu 4 kovancev trije pokazejo cifro.

V vrecki je 8 modro, 7 rdece in 5 zeleno ovitih
bombonov. Nakljuéno izberemo bombon.
Koliks$na je verjetnost, da je

a) moder,

b) rdec,

c) zelen,

¢) rumen,

d) rdec¢ ali zelen,

e) moder ali rde¢?

Obicajno kocko (heksaeder) s praznimi
mejnimi ploskvami moramo opremiti s pikami
tako, da bo hkrati veljalo:

— ne morejo pasti 3 pike,

— padec 1 pike je manj verjeten od padca 6 pik,
— 2 piki sta enako verjetni kot 4 pike,

— verjetnost, da pade 5 pik, je vecja od 0,

— na mejnih ploskvah je 5 razlicnih vrednosti.

V besedi FIBONACCI na slepo prec¢rtamo eno

¢rko. Kolik$na je verjetnost, da je precrtana ¢rka

a) A,
b) C,
c) 1,
¢) samoglasnik?

V razredu je 14 fantov in 16 deklet. Razrednik
naklju¢no izbere enega izmed njih. Koliksna je
verjetnost, da izbere dekle?

425.

426.

427.

428.

429.

430.

431.

432.

V posodi je 20 listkov, ostevil¢enih od 1 do 20.
1z posode na slepo izvle¢emo en listek. Izracu-
najmo verjetnost naslednjih dogodkov:

a) A: izvleCeno Stevilo je prastevilo,

b) B: izvleceno stevilo je deljivo z 2 in s 3,

¢) C: izvleceno $tevilo je veckratnik Stevila 4,
&) C: izvledeno Stevilo je prastevilo, ki da pri
deljenju s 4 ostanek 1,

izvleceno Stevilo je bodisi manjse od 5
bodisi vecje ali enako 12.

d) D:

V kosari so tri pomarance, dve grenivki

in pet mandarin. Ce naklju¢no izberemo sadez,
koliksna je verjetnost, da bomo izbrali manda-
rino ali pomaranco?

Andrej Se ne zna brati, a se rad igra s ¢rkami
abecede. Koliksna je verjetnost, da pravilno
sestavi svoje ime, ¢e mu oc¢ka iz 25 ¢rk sloven-
ske abecede izbere ¢rke A, D, E, J, N, R?

Izracunajte verjetnost, da za slucajno izbran kot
iz intervala [—g, g] velja % <cosx< Aéz

Trije prijatelji imajo v garderobi vsak po eno
rdeco, belo, zeleno, rumeno in modro srajco.
Koliksna je verjetnost, da bodo na izbrani dan
oblekli srajce razli¢nih barv, ne da bi se za to
prej dogovorili?

Izmed listkov s Stevili od 1 do 100 naklju¢no
izberemo en listek. Koliksna je verjetnost, da je
Stevilo na listku deljivo s 3 in ni deljivo s 5?

V razredu s 30 dijaki je 17 deklet in 13 fantov.
Pet jih dela maturo na visji ravni in 3 od teh so
dekleta. Naklju¢no izberemo dijaka. Kolik$na je
verjetnost, da je dekle ali pa oseba, ki dela
maturo na visji ravni?

V hranilniku so tri vrste kovancev: 53 po 5 cen-
tov, 19 po 10 centov, ostali so po 20 centov.
Hranilnik obrnemo in iz njega z verjetnostjo 411
pade kovanec za 20 centov. [zracunajte Stevilo
teh kovancev.
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433. Gaj ima dve skupini kart: A1, A2, A3 in B2, B3. 438. Prevarantova kocka z verjetnostjo 4—11 pokaze

Nakljucno izbere po eno karto iz vsake skupine Sestko in z verjetnostjo }—1 enko, preostala Stevila

in sesteje stevili. pa pokaze z verjetnostjo % . Koliksna je verjet-

A A A B B nost, da z metom ene goljufive in ene postene

1L112([3(/2]||3

a) Napisite vse elementarne dogodke tega
poskusa.

b) Izracunajte verjetnosti dogodkov.
A: Vsota obeh Stevil je 5.
B: Vsota je sodo stevilo.

kocke vrzemo vsoto 7 pik?

439. Koliksna je verjetnost, da stiri naklju¢no izbrane
tocke od 15 tock tvorijo oglisca kvadrata?

¢) Gaj drugi skupini kart doda B5 B
in spet iz vsake skupine nakljucno 5 B ) L
izbere po eno karto. Koliko je zdaj 440. Mnozica M je sestavljena iz tock T(x, y)
vseh elementarnih dogodkov? v prvem kvadrantu, za katere velja
¢) Zakaj dodana karta ne poveca Stevila vseh I<x<5in3<y<6;x,ye N_-
elementarnih dogodkov, ki dajo vsoto 5? a) Na slepo izberemo tocko iz mnozice M.
d) Zakaj dodana karta spremeni verjetnost Koliksna je verjetnost, da je produkt njenih
dogodka, ko je vsota Stevil na kartah enaka 5? koordinat deljiv s 37
e) Koliksna je verjetnost dogodka C, da je b) Nakljuéno izberemo dve tocki iz M.
vsota 5, ko smo dodali karto? Kolik$na je verjetnost, da je njuna razdalja
ve€ja od 1?

434. Mama, o€e in sin se naklju¢no postavijo v vrsto ¢) Na slepo izberemo 'fri tocke iz M Koliksna
za druzinsko fotografijo. IzraCunajte verjetnosti je verjetnost, da lezijo tocke na isti premici?
dogodkov.

A: Sin stoji na koncu vrste. 441.V kvadratni plos¢i, katere stranica meri en meter,
B: O&e je v sredini. je na sredini izvrtana luknja s polmerom 20 cm.
1z velike oddaljenosti skusamo s kamenc¢kom

435. Pet naklju¢no izbranih ljudi vprasamo, kdaj zadeti luknjo v plosci. Koliksna je verjetnost,
imajo rojstni dan. Kolik$na je verjetnost, da nam uspe v prvem poskusu?

da ga imajo na razlicne dneve tedna?

436. Po statisti¢nih raziskavah ima 0°8 % moskih
barvno slepoto, eden od petih pa je levorocen.
Privzemimo, da sta ti dve lastnosti enakomerno
porazdeljeni. Izracunajte verjetnost, da bo
nakljuéno izbrani moski:

A: barvno slep in levorocen,

B: barvno slep in desnorocen,

C: barvno slep ali levorocen,

D: niti barvno slep niti levorocen.

437. Na stiri listke napisemo Stevilke 2, 6, 6, 6 in
potem naklju¢no izberemo dva listka. Kolik$na
je verjetnost dogodka, da je vsota Stevil na
izbranih listkih deljiva s 3?
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Racunanje verjetnosti

Ob pomoci treh aksiomov verjetnostnega racuna bomo v nadaljevanju
dokazali $e nekaj pomembnih trditev, ki nam bodo pomagale pri raCunanju
verjetnosti dogodkov.

1. P(N)=0; verjetnost nemogocega dogodka je nic.
Dokaz:
AU N=4, A in N sta nezdruzljiva, zato velja
P(4)=P(4 U N)=P(A)+ P(N),
od koder ze lahko preberemo P(N)=0.

2. P(4")=1-P(A); verjetnost nasprotnega dogodka dobimo tako, da od 1
odstejemo verjetnost prvotnega dogodka.

Dokaz:

Dogodka A4 in A” sta nezdruzljiva: 4 U A"=G, A N A’=N, zato po aksiomih
velja:

1=P(G)=P(A v A)=P(4)+P4).

1z prejsnje vrstice takoj dobimo zgornjo trditev.

3. Ce je dogodek 4 nacin dogodka B; 4 — B, potem velja P(4) < P(B).

Dokaz: B
Ce je A c B, potem dogodek B lahko zapisemo kot vsoto dveh

nezdruzljivih dogodkov:

B=4 U (B—A4) in izraCunamo njegovo verjetnost:
P(B)=P(A)+P(B—A).

Verjetnost poljubnega dogodka je nenegativna: P(B—A) =0, zato velja
neenakost:

P(A)< P(B).

4. Verjetnost razlike poljubnih dogodkov 4 in B: P(A—B)=P(4)—P(4 N B).
Dokaz:
Dogodek A zapisemo kot vsoto dveh nezdruzljivih dogodkov:
A=(A-B) U (4 N B) in uporabimo aksiom za racunanje verjetnosti vsote

nezdruzljivih dogodkov:
P(A)=P(A—-B)+ P(4 N B). 1z te enakosti ze sledi zgornja trditev.

5. Verjetnost vsote poljubnih dogodkov 4 in B:
P4 B)=P(A)+P(B)-P(4 N B).
Dokaz:
Pomagali si bomo s prej$njo trditvijo:
P(A U B)=P(A-B)+P(B)=P(4)— P(4 N B)+ P(B), od koder Ze sledi
trditev, ki jo dokazujemo.



n Na listkih so napisana Stevila od 1 do 20. Na slepo potegnemo enega
od njih. Koliksna je verjetnost, da je Stevilo

: liho ali kvadrat naravnega Stevila,
: nekvadrat,

: sodo ali prastevilo,

: deljivo z 2 ali s 3?

5 @ &

Dogodki 4, C in D so vsote elementarnih zdruzljivih dogodkov.
P(A) =P(4, W 4y)=P(4)) + P(4,) - P(4, N 4;) =

0.4 _ 2
=20 720 " 20
0 e
—20—06

» Ugodni elementarni dogodek za B so izbori vseh Stevil, ki niso
kvadrati. Hitreje prestejemo tiste, ki so kvadrati, in racunamo
Z nasprotno verjetnostjo.

== P(B)= | B
HESIETHEE o = o =0
* Od vsote sodih stevil in prastevil od 1 do vklju¢no 20 moramo
odsteti edino sodo prastevilo in dobimo vse ugodne elementarne
dogodke; vseh elementarnih dogodkov je spet 20.

P(O)=P(C, v G))=P(C)+P(C,)-P(C, N Cy)=

CRRRES &

20 726 ~ 20
-7

20

* Od vseh izbranih Stevil je 10 sodih in 6 deljivih s 3, odsteti
pa moramo 3 Stevila, ki so deljiva s 6.

P(D)=P(D, U Dy)=P(Dy)+P(D;)—P(D, " Dy)=

_10,6 _3 _
=20 720 " 20
_13
20

E V razredu je 12 fantov in 20 deklet. Koliksna je verjetnost dogodka
A, da je v nakljucno izbrani 3-Clanski delegaciji vsaj eno dekle?

Vsi elementarni dogodki tega poskusa so vse mogoce trojice sosol-
cev oziroma soSolk iz razreda ali drugace: vse podmnozice s tremi
elementi iz mnozice z 32 elementi. Ugodni pa so tisti elementarni
dogodki, pri katerih je v trojici vsaj eno dekle — to pomeni: eno ali
dve ali tri dekleta. Dogodek 4 je vsota treh nezdruzljivih dogodkov.
A :Al ] A2 (] A3
P(A)=P(4,)+ P(4,) + P(43)=
20\(12 20\(12 20
—(1)(2)+(2)(1)+(3)—%T96
= 32) =

3
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Nalogo lahko zelo preprosto resimo tudi z nasprotnim dogodkom:
nasprotje tega, da je v trojici vsaj eno dekle, je, da v trojici ni nobe-
nega dekleta. Ugodni elementarni dogodki za nasprotni dogodek 4’
0 vse trojice s samimi fanti.

n=C=(%), m=Ch=(¥)

1 _ pr4n— 1 L 125N T
PA)=1-PA)=1-353735 =1~ 225 =525 =0 96

Verjetnost dogodka A4 je zelo velika, kar pa ni cudno, saj sta v razredu
skoraj % deklet.

B Stirje prijatelji zelo radi igrajo poker s kompletom 32 kart. Za tiste,
ki ne poznajo igre, povejmo, da vsak igralec dobi 5 kart in da jih
zaradi enostavnosti ne morejo menjati. Ce je igralcem sre¢a naklo-
njena, dobijo enega od naslednjih kompletov kart:

a) kraljeva lestvica: as, kralj, dama, fant in » 10« v isti barvi,

b) barvna lestvica: pet zaporednih kart v isti barvi (lestvica se
ne zacne z asom),

¢) poker: stiri karte iste vrednosti in razli¢nih barv in $e ena karta,
¢) full: tri karte iste vrednosti (tris) in dve karti iste vrednosti (par),
d) barva: pet kart iste barve, vendar ne v zaporedju,

e) tris: tri karte iste vrednosti in Se dve Karti,

f) dvojni par: dvakrat po dve karti iste vrednosti in $e ena karta.

i Ce bi ljudje bolje poznali

‘é gospo Sreco, bi bil Las Vegas
IU‘ I8 a8 i Se vedno le majhno postajali-
'y i S¢e v puscavi.
¥ ‘ % * E (Stephen Jay Gould)
* * 8* .................................................................

IzraCunajmo verjetnosti naslednjih dogodkov pri prvi delitvi kart:
: poker v asih

: barva v piku

: kraljeva lestvica

full

: barvna lestvica v ¢rni barvi

HT OO W~

: tris (dve karti pri trisu sta rdeci) ali full
F: dvojni par
V vseh primerih je Stevilo vseh elementarnih dogodkov enako.

_ A8 __ (32 _3231302928_
n—C32—(5>,m e
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e Zadogodek 4 so ugodni elementarni dogodki, ki zdruzujejo
4 ase, peta karta pa je katerakoli iz ostanka kart: m=1-28 =28.

P(4)= 58— =0'00014

* Elementarni dogodki za barvo v piku so vse podmnozice po 5 kart
iz mnozice 8 kart brez barvnih lestvic in kraljeve lestvice: to je

m=Cs—4 =(8)—4=52
P(B)= 5532 =0"00026

* Kraljeve lestvice so le 4, zato je m=4.
P(C)= 5575 =000002

o Zatris je treba imeti tri karte iste vrednosti, kar gre na 8 - Ci
nacine, za dodaten par pa imamo Se pogoj, da se vrednosti kart
razlikujeta od vrednosti kart v #risu; torej je vseh ustreznih parov
za vsak tris 7- C;. Vseh ugodnih dogodkov je zato

m=8-C,-7-Ci=1344.

w_ 1344 _ .
P(C)= 557376 =0 0067

* Ugodnih dogodkov za barvno lestvico v ¢rni barvi je m=6.

P(D)= 5587 =0°00003

* Tris z dvema rdecima kartama pomeni, da pri vseh razlicnih
osmih vrednostih vzamemo dve rdeci karti, tretja pa je ena od
obeh ¢rnih. Drugi dve karti izberemo izmed preostalih 28 kart.

m=8 -2 C=6048

_6048 .
P(E)= 201376 =003

» Ugodni dogodki za dvojni par so
m=8-C;-7-C;-24=48384.
P(F)=0"24

IE¥ Dani so naslednji podatki: P(4 U B)=3, P(4)=2 in P(4 " B)=

Izracunajmo verjetnosti dogodkov 4, Bin A N B’.

=

1z verjetnosti nasprotnega dogodka dobimo

PA)=1-PA)=1-%=1,

iz verjetnosti vsote P(4 U B)=P(A) +P(B) —P(A N B) dobimo

P(B)=P(4 L B)+P(4 " B)-P(4)=13,

iz 4. trditve pa sledi
P(4 " B)=P(A—-B)=P(A)-P(ANB)= 1.
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E Na gimnaziji je 680 dijakinj in dijakov: 256 jih poje v zborih, 341 se
jih ukvarja s Sportom, 278 pa z naravoslovjem, pri naravoslovju
in v zborih hkrati jih sodeluje 86, pri Sportu in naravoslovju hkrati 93,
s petjem in Sportom hkrati se jih ukvarja 88, vse tri dejavnosti hkrati
pa uspe obiskovati 37 dijakinjam in dijakom. Izracunajmo, koliksna
je verjetnost, da je slu¢ajno izbrana oseba

a) aktivna v Sportu, pa se ne ukvarja s petjem in naravoslovjem
hkrati,

b) navdusena nad petjem in naravoslovjem, za Sport pa ji ni,
¢) vkljucena v vse tri dejavnosti,
¢) vkljucena v $port ali zbore, ne pa v naravoslovje,

d) se ne ukvarja z nobeno od nastetih dejavnosti.

Pri delu si bomo pomagali s teorijo mnozic iz prvega razreda.
Narisali bomo Vennov diagram, kjer imata po dve in dve mnozici
neprazen presek, pa tudi presek vseh treh mnozic ni prazen.

V diagram najprej napisemo vse osebe, ki se ukvarjajo z vsemi tremi
dejavnostmi. Potem to Stevilo odstejemo od Stevila oseb iz presekov
po dveh dejavnosti. Kon¢no dobljena Stevila odstejemo od skupnega
Stevila dijakinj in dijakov pri posamezni dejavnosti. Tako dobimo
paroma disjunktne mnozice in lahko prestejemo Solarje po posame-
znih dejavnostih.

Samo k zboru jih hodi 119, samo s Sportom se jih ukvarja 197 in samo
z naravoslovjem 136. 35 oseb se ne ukvarja z nobeno dejavnostjo,

s po dvema hkrati pa: 88 s Sportom in petjem, 93 s Sportom in nara-
voslovjem ter 86 s petjem in naravoslovjem.

P(AUVBUC)=PA)+P(B)+P(C)-
35 —P(ANB)-PBNCO)-PANC)+

+P(ANBNCO)
%,

Zdaj ni tezko dobiti zahtevanih verjetnosti.
a) P(A)=197+51+56= % =0"447
b) P(B)= 2 =0'072

680
¢) P(C)= 2L =0054
&) P(C)= % =0°539

d) P(D)= 2> =0'051
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ﬂ Verjetnost je pomembno vlogo odigrala tudi pri nastanku genetike,
danes tako pomembne znanosti. Njen zacetnik Johann Gregor
Mendel (1822—1884) je bil redovnik avgustinec, po rodu iz Brna,
sicer pa gimnazijski profesor v tedanji Avstro-Ogrski. Pri eksperi-
mentiranju s krizanjem semen graha je leta 1860 postavil trditve,
ki jih lahko Stejemo za zacetek nove znanosti. Mendel je opazoval
in krizal dve sorti graha: prva je imela gladka zrna, druga pa nagr-
bancena. Pri tem je v€asih dobil samo nagrbancena zrna, v€asih pa
gladka in nagrbancena. Po tej ugotovitvi je krizal zrna, ki so bila
nagrbancena, in je dobil samo nagrbancene plodove, pri krizanju
gladkih pa vedno le gladke. Potem je krizal dobljene gladke in zgr-

{ bancene in v drugi generaciji dobil sama gladka zrna. Ko pa je med

p W &) seboj krizal zrna druge generacije, je bila Cetrtina zgrbancena,

: tri Cetrtine pa je bilo gladkih. Po vsem tem je Mendel sklepal,

" // \\ da mora druga generacija vsebovati dolocen del genske zasnove

Johann Gregor Mendel
(1822-1884)

C s zgrbancenega graha, ¢eprav so vsa zrna gladka. Po mnogo opazo-
/ // \\ / \\ R vanjih je postavil hipotezo, da je genska zasnova gladkosti zrn graha
O 00000 LE @ dominantna, kar pomeni, da bo v naslednji generaciji zrno gladko,

ge  gg gz gz 7z gg gL gL 17 72

ne glede na preostale gene, ¢e je le prisoten gen gladkosti (drugi gen,
ki dolo¢a zgrban&enost, se imenuje recesivni ali prikriti gen). Ce sta
»starSa« druge generacije eno gladko in eno nagrbanc¢eno seme

in nakljucno izberemo dve gladki semeni in ju krizamo, se potrdi
Mendlova hipoteza: za prvo starSevsko seme lahko vzamemo gladko
ali zgrbanceno seme, vsako od obeh moznosti pa lahko kombiniramo
z gladkim ali zgrban¢enim semenom drugega starsa. Tako imamo

4 moznosti:

gladko-gladko,
gladko-zgrbanceno,

Mendlov zakon dedovanja

zgrbanceno-gladko in

zgrbanceno-zgrbanceno.

gg gz
zg 7z

Iz prvih treh moznosti dobimo gladko seme, iz zadnje, Cetrte, pa zgr-

banceno. Zato je verjetnost, da bomo pri krizanju grahovih semen
3
’ 4 ’ . . .
Mendel je svoje ugotovitve objavil v razpravi Poskusi z rastlinskimi

dobili gladka semena, =, verjetnost za zgrban¢ena semena pa je }‘ .

hibridi leta 1865, vendar med sodobniki ni vzbudil zanimanja. Sele
leta 1900 so trije znanstveniki neodvisno potrdili Mendlovo odkritje.
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442.

443.

444.

445.

446.

447.

448.

449.

Izmed 16 dijakinj in 14 dijakov izberemo eno
osebo. Koliksna je verjetnost, da oseba ni dijak?

Iz posode s 5 rdecimi, 3 modrimi in 2 zelenima
kroglicama naklju¢no potegnemo eno kroglico.
Koliks$na je verjetnost, da ni modra?

Verjetnost, da Solsko nogometno mostvo da na
tekmi vsaj en gol, je 0°6. Koliksna je verjetnost,
da ne da nobenega gola?

Stiri kovance za 1 evro in §tiri kovance za 2 evra
nakljuc¢no postavimo v vrsto. Kolik$na je verjet-
nost, da bo kovanec za 1 evro na zacetku in na
koncu vrste?

Na karticah so zapisana vsa naravna Stevila od 1
do 200. Kolik$na je verjetnost, da bo naklju¢no
izvleceno Stevilo deljivo z 2 ali s 5?

Igralci A, B in C za igro uporabljajo neobicajno
oznacene kocke. Kocka igralca A ima dve enici,
dve Sestici in dve osmici, kocka igralca B ima
dve trojki, dve petki in dve sedmici, kocka
igralca C pa dve dvojki, dve $tirici in dve
devetki. Vsak vrze kocko. Zmaga tisti z visjo
stevilko. Koliksna je verjetnost, da v dvoboju
med A in B zmaga A, da v dvoboju med A in C
zmaga C in da v dvoboju med B in C zmaga B?

Vlak zamuja z verjetnostjo 0°02. V koliko
odstotkih je vlak tocen?

Na sliki je preprosto vezje iz komponent a in b,
ki sta vezani vzporedno. Vezje deluje, Ce deluje
vsaj ena od komponent. Naj dogodek 4 pomeni,
da deluje komponenta a, in dogodek B,

da deluje komponenta b. IzraCunajte verjetnost,
da vezje deluje, ¢e je P(4)=0799, P(B)=0"98
in P(A N B)=0"9702.

=

450.

451.

452.

453.

454.

455.

456.

V vrecki je 200 belih in modrih kroglic. Verjet-
nost, da iz vrecke potegnemo modro kroglico,
je 0°2. IzraCunajte verjetnost, da iz vrecke,

ki smo ji dodali 100 belih kroglic, izvleCemo
belo kroglico.

V zavojcku je 20 ¢okoladnih bombonov treh
okusov, 6 od njih je mentolovih. Verjetnost,

da iz zavoja potegnemo bombon z okusom kave,
je 0°25. Koliksna je verjetnost, da ima naklju¢no
izbrani bombon okus po kavi ali mentolu?

Katarina naklju¢no izbere dve razli¢ni Stevili
izmed Stevil 8, 9 in 10 in ju sesteje, Mojca pa
nakljucno izbere dve Stevili izmed 3, 5 in 6 in ju
zmnozi. Kolik$na je verjetnost, da bo Katarina
dobila vecje stevilo od Mojce?

Verjetnost, da goljufiv kovanec pokaze »mozac,
je 0°85. Koliksna je verjetnost, da pokaze cifro?

Otroci iz $tirih listkov s Stevkami 1, 2, 3 in 4
nakljucno sestavljajo Stirimestna Stevila.
Koliks$na je verjetnost, da bo sestavljeno
Stevilo vecje od 42007

Vrzemo tri postene igralne kocke razli¢nih barv.
IzraCunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: vse kocke pokazejo 6 pik,

b) B: vse kocke pokazejo razlicno Stevilo pik,
¢) C: nanobeni kocki ne pade 6 pik,

&) C: vsaj na eni kocki pade 1 pika,

d) D: na dveh kockah pade isto Stevilo pik,

e) E: natanko na eni kocki pade 5 pik.

V posodi je 10 kroglic enake velikosti: 2 beli,
3 ¢rne in 5 rdecih. 1z posode hkrati vzamemo
2 kroglici. Izracunajte verjetnosti dogodkov:
a) A: obe kroglici sta iste barve,

b) B: vsaj ena kroglica je bela,

¢) C: natanko ena kroglica je rdeca,

&) C: nobena kroglica ni rde¢a ali &rna,

d) D: ena kroglica je bela, ena pa ¢rna,

e) E: ena od kroglic je zelena,

f) F: kroglici sta razli¢nih barv.
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457. IzraCunajte P(4 N B), ¢e je P(4)= % , P(B)= %
in P4 UB)=1.

458. [zraCunajte P(4 U B), ¢e je P(4)= % , P(B)=
inP(4NB)=1.

1
4

459. Izraunajte P(A" N B) in P(A U B), Ce poznate
P(A)=2,P(B)=1,P(ANB)=1.

460. Sest¢lanska druzina Jug in $tiri¢lanska druzina
Sever se odpravita v kino. Otroci kupijo vstop-
nice in jih nakljucno razdelijo. Kolik$ne so ver-
jetnosti dogodkov, da:

a) A: ¢lani iste druzine sedijo skupaj,

b) B: starsi sedijo skupaj in otroci skupaj,

¢) C: starsi sedijo skupaj,

&) C: otroci sedijo skupaj med starsi (ob strani
je vsaj en od starsev),

d) D: otroci iste druzine sedijo med starSema?

461. Od 10 deklet na tecaju je 6 ¢rnolask. Naklju¢no
izberemo dve dekleti. Natan¢no izracunajte
verjetnost, da bo izbrana vsaj ena ¢rnolaska.

462. Stiri ucbenike Tempus in Sest u¢benikov Spatium
naklju¢no zlozimo na kup. Kolik$na je verjet-
nost, da bodo uc¢beniki Spatium spodaj, u¢beniki
Tempus pa zgoraj?

463. Ruleta je ena najbolj priljubljenih iger na sreco.
Obstajata dve razlicici: francoska in ameriska.
Glavni element francoske rulete je vrteci se
cilinder s 37 predalcki, na katerih so napisana
Stevila od 0 do 36; nicla je zelene barve, pol
drugih stevilk je rdecih in pol ¢rnih in niso raz-
porejene po velikosti. Smisel igre je, da igralec
predvidi, v katerem predalcku se bo ustavila
kroglica, ki jo vodja igre ali krupje vrze na
vrteci se cilinder z ostevilcenimi predalcki.
Svoje predvidevanje oziroma stavo pokaze tako,
da polozi enega ali veC Zetonov na ustrezno
polje na igralni mizi ob cilindru.

Poglejmo nekaj enostavnih stav oziroma
zakljuckov igre:

rdece:

zmagovalna Stevilka bo rdeca,

¢rno:
zmagovalna Stevilka bo ¢rna,

par:
Stevilka bo soda,
impar:

Stevilka bo liha,
mangque:

Stevilka bo med 1
in vkljucno 18,

passe:
Stevilka bo med 19 in vklju¢no 36,

premiére douzanine:

Stevilka bo med 1 in vkljucno 12,
deuxieme douzanine:

Stevilka bo med 13 in vkljucno 24,

derniére douzanine:
Stevilka bo med 25 in vklju¢no 36,

kolona:
zmagovalna Stevilka bo v enem od navpi¢nih
stolpcev 12 stevilk;

preostale stave:

Sestina:

zmagovalna Stevilka bo ena od Sestih izbranih
stevilk,

kriz:

Stevilka bo ena od Stirih izbranih Stevilk,
precnica:

Stevilka bo ena od treh izbranih,

konj:

Stevilka bo ena od dveh izbranih,

polno:

izbrana Stevilka bo zmagala.

Ce se kroglica ustavi na nicli, igralci z enostav-
nimi stavami izgubijo pol stave, lahko nadalju-
jejo naslednjo igro ali pa jim pol stave izplacajo.
IzraCunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: zmagovalna Stevilka bo rdeca ali par,

b) B: zmagal bo igralec, ki je stavil na premiére

douzaine,

¢) C: zmagal bo igralec, ki je stavil na passe
in impaire,

&) C: kroglica se bo ustavila na niéli,

d) D: kroglica ne bo pristala na koloni
s Stevilko 35,

e) E: zmagal bo igralec, ki je stavil Sestino,

F: zmagal bo igralec s stavo na srednjo

kolono ali eno od precnic.
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464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

Cetrti razred je izdelalo 30 dijakov: 17 deklet
in 13 fantov. Pet (od tega tri dekleta) je bilo
pohvaljenih na maturi. Na slepo izberemo
dijaka. Koliks$na je verjetnost, da bo izbrano
dekle ali eden od pohvaljenih?

V bombonjeri je 15 na pogled enakih bombonov,
vendar ima 7 bombonov sadni nadev, 8 bombonov
pa karamelnega. [z bombonjere hkrati vzamemo

dva bombona. Izracunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: oba bombona imata enak okus,
b) B: vsaj en bombon je sadni,

c) C: bombona sta razli¢nih okusov,
&) C: oba bombona sta karamelna.

Iz slovenske abecede naklju¢no izberemo eno
¢rko. Koliksne so verjetnosti dogodkov, da:
a) A: izberemo Sumnik,

b) B: izberemo soglasnik,

c¢) C: izberemo sicnik ali samoglasnik,

&) C: izberemo samoglasnik,

d) D: izberemo Sumnik ali soglasnik?

Na mizi lezi 28 ploscic igre domino (od 0 do

6 pik) in vse so obrnjene tako, da pike niso
vidne. Izberemo eno od domin. Izra¢unajte
verjetnosti dogodkov:

a) A: domina je »toplar« — na obeh straneh ima
enako Stevilo pik,

vsota pik na domini je deljiva s 3,

obe Stevili na domini sta lihi,

eno Stevilo na domini je liho, drugo pa
sodo (0 stejemo kot sodo Stevilo).

b) B:
c) C:
&) C:

Na delovnem taboru sodeluje 5 deklet in 7 fantov.
V vrsto se postavijo povsem naklju¢no.
Koliksna je verjetnost, da stojijo fantje skupaj
in dekleta skupaj?

Stirimestna $tevila so sestavljena iz razli¢nih
stevk: 1, 2, 3 in 4. Koliksna je verjetnost,

da izmed vseh teh Stevil izberemo Stevilo,

ki je deljivo s 4?

Martin je s Sestimi prijatelji odigral teniski tur-
nir, tako da je vsak enkrat igral z vsakim. Dobil
je 4 tekme, dve pa izgubil. Koliksna je verjet-
nost, da izmed vseh zapisnikov po koncu
turnirja na slepo izberemo zapisnik tekme,

v kateri Martin ni izgubil?

471.

472.

473.

474.

475.

Stiri $e neopredeljene volivce vprasamo, kako bi

glasovali na volitvah za zupana. Kolik$na je ver-

jetnost dogodkov:

a) A: dva bosta glasovala za in dva proti ter

b) B: zupan bo izvoljen z vsaj polovico od teh
Stirih glasov?

Vrzemo tri kovance in vsaj eden pokaze cifro.
Koliks$na je verjetnost, da je na vsaj enem
kovancu moz?

Bomboni smarties so v sedmih barvah. V kup-

ljenem zavojcku je 7 rdecih, 2 modra, 4 rumeni,

4 zeleni, 5 rjavih, 5 oranznih in 3 roza. Iz zavoj-

¢ka nakljucno stresemo tri bombone. Izracunajte

verjetnosti:

a) A: vsi so razli¢nih barv od rdece, rumene,
rjave ali oranzne,

: vsi so enake barve,

. vsi so rdeci,

: eden je zelen, eden rdec in eden rjav,

: vsaj eden je zelen,

. dva sta modra, eden oranzen,

> vsi so modri,

g) H: dva sta iste barve, tretji je roza.

v

V skatli so listki, na katerih so napisana Stevila
od 1 do 30. Koliksna je verjetnost, da Stevilo
na nakljucno izvlecenem listku:

a) A: nideljivo s 3,

b) B: je prastevilo,

¢) C: jesodo in deljivo s 5,

&) C:jedeljivos3ali5,

d) D: je mnogokratnik Stevila 7,

e) E: je ve¢je od 4 in kve¢jemu enako 17?

Na plesu se zabava 6 porocenih parov.
Nakljucno izberemo dve osebi izmed njih.
Kolik$ne so verjetnosti dogodkov:

a) A: osebi sta porocen par,

b) B: osebi sta razlicnega spola in nista zakonca,
¢) C: osebi sta istega spola?

¢) Kaj sestavljajo dogodki A4, B in C?
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Verjetnost produkta dogodkov

Preden se lotimo ra¢unanja verjetnosti produkta dogodkov, naredimo zgled.

g

V posodi imamo ostevilcene listke od 1 do 10. Na slepo izberemo
en listek. [zracunajmo verjetnost, da je na izbranem listku liho Stevilo,
deljivo s 3.

Dogodek 4, ki smo ga opisali, o¢itno ni elementaren, ampak je
produkt dveh elementarnih dogodkov: 4=A4, N A4,.

A,: izbrano Stevilo je liho
A»: izbrano Stevilo je deljivo s 3

Ko pomislimo, katera Stevila od 1 do 10 pridejo v postev, dobimo
3 ingos

Torej sta za izbrani dogodek dva ugodna elementarna dogodka, vseh
elementarnih dogodkov poskusa pa je 10. Izratunana verjetnost

dogodka 4 je
PA)=3=1.

Ce bi poskusali verjetnost produkta dogodkov radunati enako kot verjetnost
vsote nezdruzljivih dogodkov, bi naredili grdo napako:

P(4))- P(Ay)= 25 - 5 = 55, torej P(4; N Ay # P(4y) - P(4y)
Oc¢itno moramo pri racunanju produkta dogodkov paziti podobno, kot smo pri
racunanju verjetnosti vsote pazili, ali sta dogodka zdruzljiva ali nezdruzljiva.

Definicija:
Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e in samo e je verjetnost produkta dogod-
kov enaka produktu verjetnosti posameznih dogodkov.

P(A N B)=P(A)- P(B)
V tem primeru verjetnost enega dogodka ne vpliva na izracun verjetnosti dru-
gega dogodka.

Definicija:
Dogodek B je odvisen od dogodka A oziroma dogodka A in B sta odvisna,

¢e je verjetnost dogodka B odvisna od tega, ali se je dogodek 4 zgodil
ali ne.

Racunanje verjetnosti produkta dogodkov ter s tem neodvisnost in odvisnost
dogodkov bomo pokazali na nekaj zgledih.



Verjetnostni racun 137

n Dvakrat zapored vrzemo igralno kocko. Stevilo pik v prvem metu
naj bo dogodek £, stevilo pik v drugem metu pa dogodek F.
Izracunajmo verjetnosti sestavljenih dogodkov:

A: prvi¢ pade sodo stevilo pik, drugi¢ pa Stevilo pik, deljivo s 3,

B: obakrat pade prastevilo pik,

C: padeta Sestica in enka,

D: prvic¢ pade Stevilo pik, ki je deljivo s tri, drugic¢ pa Stevilo pik,
manjse od 4.

a) Dogodek 4 je produkt dogodkov E in F, ki sta o€itno neodvisna.
P(E)=3, P(F)=¢, PA)=P(ENF)=PE)-PF)=3 2 =¢

b) Tudi tokrat sta dogodka »pade prastevilo pik« neodvisna.
P(B)=P(E) PF)=3 -3 =3

¢) Ker ni posebej receno, v katerem metu je padla Sestica in v kate-
rem enka, je dogodek B vsota dogodka, ko najprej pade Sestica
in potem enka, in dogodka, ko najprej pade enka in potem Sestica.
Obakrat pa sta elementarna dogodka, ki sestavljata produkt,

neodvisna.
P(C)=P(E\)- P(F)+P(Ey) P(F)=1 -1 2= 1L
d) Spet sta dogodka, ki sestavljata produkt, neodvisna.
_2.3_1
PD)=% g

E V posodi je 7 belih in 3 rdece kroglice. 1z posode naklju¢no poteg-
nemo tri kroglice zapored in jih ne vinemo vanjo. Koliksna je
verjetnost dogodka A, da bodo kroglice iste barve?

Dogodek 4 je vsota nezdruzljivih dogodkov B in C, da potegnemo
ali 3 bele kroglice ali 3 rdece kroglice. Vsak od dogodkov B in C

je produkt treh dogodkov, da potegnemo zapored tri bele in da poteg-
nemo zapored tri rdece kroglice.

Poglejmo, kako je z verjetnostjo dogodka B: verjetnost dogodka B,
da je prva kroglica bela, je P(B,) = 17—0 . Verjetnost, da je tudi druga
kroglica bela, je odvisna od tega, kaj se je zgodilo prej (ko smo
izvlekli prvo kroglico), zato je za drugo belo kroglico ugodnih 6 ele-
mentarnih dogodkov od vseh 9 elementarnih dogodkov (v posodi je
ena bela kroglica manj, ker smo jo Ze izvlekli, s tem pa se je
spremenilo tudi Stevilo vseh kroglic v posodi).

Dejstvo, da je verjetnost druge bele kroglice odvisna od prve bele
kroglice, zapiSemo P(B,|B;)= g in jo imenujemo pogojna verjet-
nost dogodka. Da izvlecemo $e tretjo belo kroglico, je odvisno od
predhodnih dveh dogodkov P(Bs|B,B,) = % :
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Verjetnost dogodka B je produkt vseh treh izracunanih verjetnosti.

P(B)=P(B,)- P(B,|B)) - P(Bs| B\B,) =

A =1

10 9 8 24

Podobno izracunamo verjetnost, da bodo vse tri kroglice rdece.
P(O)=P(C)-P(G|C)-PGICIC)=15 - § 5= 15
Verjetnost, da bodo izvlecene kroglice iste barve, je

P(A)=P(B)+P(C)=% + 3= = =.
Nalogo lahko reSimo Se drugace, in sicer tako, da preoblikujemo
poskus. Namesto da potegnemo iz posode tri kroglice zapored,
potegnemo vse tri kroglice hkrati. Vseh elementarnih dogodkov tega
poskusa je toliko, kot je podmnozic s tremi kroglicami iz mnozice
10 kroglic, ugodni dogodki pa so podmnozice, ki vkljucujejo le
kroglice iste barve.

¢, a_ @6 _;
PA)=PBL C)=PB)+P(C)==L += = ==

Cl C?o . (130) 10

B Naj bo tokrat poskus met rdece in zelene igralne kocke. Kako je
z verjetnostmi naslednjih dogodkov:

A: rdeca kocka pokaze sodo pik, zelena pa liho pik,

0 B: rdeca pokaze 1 piko in vsota pik na obeh kockah je sodo stevilo,
h’ ﬁ : na nobeni kocki ne pade 1 pika in vsota pik je sodo Stevilo,

: kocki pokazeta razli¢no Stevilo pik in vsota je sodo Stevilo,

H § @

: nobena od kock ne pokaze 1 pike, obe pa pokazeta isto Stevilo pik?

» Dogodek 4 je produkt dogodkov 4, in A4,.

Verjetnost produkta je P(4; N 4,)= % = ‘1—1 .
in je enaka produktu verjetnosti posameznih dogodkov

P()=3=3,P(4)=2=1.
P(A, N A,)=P(A4,) - P(4,), iz ¢esar vidimo, da sta dogodka 4,
in A, neodvisna.
* Dogodek B naj bo produkt dogodkov B, in B,. Njegova verjetnost
je P(Bi N By)=%,
saj so od vseh 36 elementarnih dogodkov zanj ugodni le trije:
(1, 1),(1,3)in (1, 5).
Izra¢unajmo Se verjetnosti posameznih dogodkov: P(B;)= é ,

P(B)=3 =3

Ko primerjamo verjetnost produkta s produktom verjetnosti

P(B)-PB)=1t-1=L,

vidimo, da sta dogodka B, in B, neodvisna.
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* Verjetnost dogodka C=C; N C, je kvocient med Stevilom urejenih
parov, ki na prvem mestu nimajo enke in je hkrati vsota pik sodo
Stevilo — ti pari so (2, 2), (2, 4), (2, 6), ..., (4, 6), (6, 6), (3, 3),
(3,5), (5, 3), (5, 5) in jih je 13 — in med Stevilom vseh urejenih
parov, ki jih je 36:

P(C,nC=12.

Verjetnost dogodka C, je P(C))= %—2 . Ugodni elementarni dogodki
S0 vsi urejeni pari, kjer na nobenem mestu ni 1, teh pa je
36— 11=25.

Verjetnost dogodka C, je P(C,)= %% , s3] je sodih vsot ravno

polovica vseh elementarnih dogodkov.

Ko primerjamo verjetnost produkta s produktom verjetnosti

25 1 .13
* 36

53 vidimo, da sta dogodka C, in C, odvisna.

* Podobno naredimo Se za dogodek D=D; N D,.
P(D; N D))= 33

P(D)=2,P(D;)=1

Dogodka D, in D, sta odvisna, ker je P(D, N D,) # P(D,) - P(D-)
3.1

1
OZ.§¢6 5

e Tudi dogodka E, in E,, ki sestavljata produkt £=E, N E,, sta
odvisna. Verjetnost produkta spet ni enaka produktu verjetnosti.

P(E,NE)=5%=2% P(E)=2,P(E)=¢; 25 >2 - 1

Zdaj je Ze ¢as, da pokazemo, kako izraGunamo pogojno verjetnost P(B|A)
dogodka B, ki je odvisen od dogodka 4. Pomagali si bomo z Vennovim
diagramom, v katerem nariSemo odvisna dogodka 4 in B (Ce sta odvisna,

sta gotovo tudi zdruzljiva).

Ugodni elementarni dogodki dogodka B|A so enaki Stevilu k£ ugodnih elemen-
tarnih dogodkov produkta 4 in B, Stevilo elementarnih dogodkov dogodka
B|A pa je ravno $tevilo m ugodnih elementarnih dogodkov dogodka 4 glede
na vse elementarne dogodke vzorénega prostora dogodkov 4 in B. Zato je
P(BlA)=£.
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Ce $tevec in imenovalec delimo z n, to je s Stevilom vseh elementarnih
dogodkov poskusa, dobimo

k
P(BlA)=1 =2 =PGE3.
n

Tako smo dobili formulo za izracun pogojne verjetnosti, pa tudi formulo
za verjetnost produkta odvisnih dogodkov.

P(4 " B)=P(A4) - P(B|A)

Ce sta dogodka 4 in B neodvisna, je P(B|4)=P(B); to imenujemo tudi
brezpogojna verjetnost.

gy

Poskus je sestavljen iz meta dveh razli¢nih kock. Kolik$na je verjet-
nost, da je na eni od kock padla Sestica, ¢e kocki pokazeta vsoto 8 pik?

Vprasanje lahko postavimo tudi drugace: izraCunati je treba verjet-
nost dogodka, da ena od kock pokaze 6 pik, pri pogoju, da pade vsota
8 pik, oziroma pogojno verjetnost P(B|A), &e:

A: je vsota pik na obeh kockah 8,

B: ena od kock pokaze 6.

Za izracun pogojne verjetnosti potrebujemo verjetnost produkta

A N B in verjetnost dogodka 4. Dogodek 4 N B pomeni, da je vsota
pik na kockah 8 in hkrati ena kocka pokaze 6. Ugodna elementarna
dogodka produkta sta (2, 6) in (6, 2), in zato je

PUANB)=%=1.

Za dogodek 4 je ugodnih 5 elementarnih dogodkov: to so urejeni
pari (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2).
P(A)=2
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BA 1zmed listkov s stevili od 1 do 11 izberemo nakljuéno dva listka.
Koliks$na je verjetnost, da sta izbrani Stevili lihi, ¢e je vsota sodo
Stevilo?

A: vsota je sodo Stevilo.
B: izbrani Stevili sta lihi.
Racunamo pogojno verjetnost P(B|A).
Vsota je sodo Stevilo, ¢e sta sumanda lihi ali sodi Stevili.
P(A)_C5+C6 20+30 _ 5

2 10 11
Produkt dogodkov sestavljajo vsi lihi sumandi, zato je ;
P(ANB)= e % 13—1 in rezultat je P(B|A)= J}ﬁ = % = %
11

Kolik$na je verjetnost, da je vsota soda, ¢e sta izbrani Stevili lihi?
Po zdravi pameti mora to biti gotov dogodek, a vseeno se prepri-
¢ajmo z raéunom

§_30_3

P(B)= & =l =1}

3
P(|B)=PEB0 =1 =1

11

H Znanje matematike je po statisticnih podatkih mo¢no povezano

z znanjem fizike. Na neki Soli ima 18 % dijakov popravni izpit

iz matematike, 12 % iz fizike in 8 % iz obeh predmetov. Na slepo

izberemo dijaka.

a) Ce ni bil uspesen pri fiziki, kolik3na je verjetnost, da je bil
nezadosten tudi pri matematiki?

b) Ce ni naredil matematike, kolik3na je verjetnost, da tudi pri fiziki
ni §lo?

c) Koliksna je verjetnost, da je bil
nezadosten pri matematiki ali fiziki? 6

Najprej se domenimo za imena dogodkov:

M: nezadostno pri matematiki.

F: nezadostno pri fiziki.

a) Izraéunati moramo pogojno verjetnost P(M|F).

P(M“?) P(F) - = =

b) P(FIM)= MG
¢) P(M U F)=P(M)+P(F)-P(M N F)=0"18+0"12-0'08=0"22

BI

_.
oo|°°
OIR Wi
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Dane so verjetnosti P(B|4)=0"2, P(A" " B)=0"3 in P(4 U B)=0'8.
Izratunajmo verjetnosti P(B) in P(4|B).
P(A""B)=P(BNA")=P(B—A)=P(B)—P(4 N B)

Tako dobimo enacbo P(4 N B)=P(B)—0"3.

Iz enakosti P(4 N B)=P(A) - P(B| 4) dobimo enacbo

P(A N B)=P(4)-0°2,

iz enakosti P(A U B)=P(A)+ P(B)—P(A N B) pa

P(4 N B)=P(A)+P(B)—0°8.

Po dve in dve enacbi izenacimo in dobimo sistem
0'8-P(A)+P(B)=0'8

-0'2-P(A)+P(B)=0'3
z reSitvama P(4)=0"5 in P(B)=0"4.

Odgovor na drugo vprasanje sledi iz enakosti.
P(A N B)=P(4)- P(B|A)=P(B)- P(4|B)

P(4|B)= 2L (Ig)BIA) =

05.02 _ -
52— —025

T ———

476.V torbi so 3 zelene in 3 rdece ploscice. Kateri
od spodnjih dogodkov povzrocijo, da je dogo-
dek A: iz vrece potegnemo zeleno ploscico bolj
verjeten?

a) Dodamo eno rdeco ploscico. 479.
b) Dodamo dve modri ploscici.
¢) Dodamo eno zeleno ploscico.
¢) Odstranimo 2 rdeci in eno zeleno ploscico.
477.V torbi so 4 zelene ploscice in 5 rdecih. Kateri  480.

od spodnjih dogodkov poveca verjetnost
dogodka B: iz vrece potegnemo 2 rdeci ploscici?
a) Odstranimo eno zeleno ploscico.

b) Dodamo eno rdeco in 1 zeleno ploscico.

¢) Odstranimo 1 rdeco ploscico.

¢) Dodamo dve rumeni plos¢ici.

481.

482.
478. Vrzemo dve razli¢ni igralni kocki. Izracunajte
verjetnosti dogodkov:
a) A: obe kocki pokazeta »1«,
b) B: vsaj na eni kocki je »6«,
c¢) C: kocki pokazeta lihi Stevili,
¢) C: na prvi kocki je prastevilo, na drugi pa

sodo $tevilo,

483.

d) D: na eni kocki je stevilo, deljivo s 3,
na eni kocki pa Stevilo, vecje od 4,
e) E: vsota pik na obeh kockah je 9.

V Evropi se po statisti¢nih podatkih z varnost-
nim pasom pripenja 43 % voznikov. Nakljucno
izberemo dva voznika. Izra¢unajte verjetnost,
da se oba pripenjata med voznjo.

1z kupa 32 kart zapored izvlecemo tri karte. Kart
ne vra¢amo. Kolik$na je verjetnost, da so to po
vrsti as, kralj in kraljica?

Vrzemo dve igralni kocki. Kolik$na je verjetnost,
da je vsota pik enaka 2?

Koliksna je verjetnost, da pri dveh metih igralne
kocke najprej pade 2 in je vsota pik pri obeh
metih 6 ali 7?

Hkrati vrzemo rdeco in zeleno igralno kocko.
Koliksna je verjetnost, da padeta 4 in 5?
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484.V studentskem naselju 47 % Studentov dela prek 491. Iz tovarne v trgovino posljejo 100 televizorjev,

Studentskega servisa, 78 % od teh Studentov pa od katerih je 6 % pokvarjenih. Kolik$na je ver-
prejema tudi §tipendijo. Ce nakljuéno izberemo jetnost, da bo kupec, ki kupi dva televizorja,
Studenta iz Studentskega naselja, koliksna je dobil oba aparata pokvarjena?
verjetnost, da dela prek Studentskega servisa
in ima Stipendijo? 492. Vrzemo kocko. Dogodek 4 pomeni: pade vec-
kratnik Stevila 3, dogodek B: pade sodo Stevilo
485. Avtobus odpelje iz Kopra z 18 potniki. V Postojni pik. Ali sta dogodka 4 in B neodvisna?

jih vstopi Se 12, v Logatcu pa Se 20. V Ljubljani
nakljucno izberemo potnika. Koliks$na je verjet- 493. Kocko vrzemo dvakrat. Dogodek A: prvic¢ pade

nost, da: liho stevilo, dogodek B: drugic pade liho stevilo.
A: je potnik vstopil v Logatcu, Ali sta dogodka neodvisna?
B: se je potnik peljal vso pot,
C: potnik ni vstopil v Kopru? 494 Vrzemo tri razli¢ne kovance in definiramo tri
dogodke.
486. V soli naklju¢no izberemo osebo. Verjetnost, A: Trikrat pade moz ali trikrat pade cifra.
da je dekle, je %—% , da pise z levo roko, je TlT , B: Vsaj dvakrat pade moz.
in da nosi ocala, je % . Izra¢unajte verjetnosti, C: Najve¢ dvakrat pade moz.
da je slucajno izbrana oseba: Ugotovite, ali sta po dva od teh dogodkov
A: fant, odvisna.
B: pise z desno roko,
C: ne nosi ocal. 495.V glasbenem razredu je 30 Studentov: 20 jih igra
violino, 17 jih studira solopetje, 15 jih dela oboje.
487. Na glasbeni $oli se 14 % dijakov uci klavir in a) IzraGunajte verjetnost dogodka, da je naklju-
violino, 67 % dijakov pa se uci klavir. Kolik$na &no izbrani $tudent solopevec, pri pogoju,
je verjetnost, da se naklju¢no izbrani dijak, da igra violino.
ki se u¢i klavir, u¢i tudi violino? b) Izracunajte verjetnost dogodka, da naklju¢no
izbrani Student ni violinist, ¢e je solopevec.
488. Iz mreze 4 x 4 enotskih kvadratkov naklju¢no ¢) Ugotovite, ali sta dogodka »§tudent je violi-
izberemo dva kvadratka. Kolik$na je verjetnost, nist« in »$tudent je solopevec, pri pogoju, da
da izbrana kvadratka nimata skupne stranice? igra violino« neodvisna.
489. Vrzemo dve posteni kocki in manjse Stevilo 496. V registru prebivalstva na slepo izberejo mamo
odstejemo od vecjega. z dvema otrokoma. Ko jo vprasajo, ali ima vsaj
a) KOlikél’laje Verj etnost, da dobimo rezultat 4? enega deéka, OngVOTi 7z da. Privzemimoﬂ daje
b) Koliksna je verjetnost, da je razlika Stevil verjetnost rojstva deklice enaka verjetnosti
enaka 0? rojstva decka. Koliksna je verjetnost, da je
C) Katera razlikaje najbolj Verjetna in kolik$na Vpra§ana gospa mati dveh deckov?
je ta verjetnost?
497.1z posode, v kateri so 3 bele in 2 rdeci kroglici,
490. Matej ima tri enako velike kartoncke. Kartoncek na slepo potegnemo belo kroglico. Potem poteg-
A je na obeh stranch bel, B je na obeh stranch nemo Se eno kroglico. Koliksna je verjetnost,
¢rn, C pa je na eni strani bel in na drugi ¢r. da bomo iz posode Se enkrat potegnili belo
Matej kartoncke premesa in jih postavi na mizo kroglico?

enega vrh drugega, na vrhu je ¢rna barva.
Kolik$na je verjetnost, da je na drugi strani
zgornji kartoncek bel? Kaj pa brez pogoja?



144 TEMPUS NOVUM

498.

499.

500.

501.

502.

503.

504.

505.

506.

507.

Na neki srednji Soli je 68 % deklet in 32 % fan-
tov; 30 % deklet biva v dijaskem domu, 75 %
fantov pa ne. Naklju¢no izberemo enega od njih.
a) Koliksna je verjetnost, da bo izbran dijak
iz dijaskega doma?
b) Koliksna je verjetnost, da bo izbran nekdo,
ki ne zivi v dijaSkem domu, ¢e vemo, da je
dijakinja?

Koliksna je verjetnost, da v metu dveh kock
pade 6 pik, pri pogoju, da je vsota pik na obeh
kockah enaka 7?

V skatli je 10 enakih kartonckov s stevili od 1
do 10. Naklju¢no izberemo enega. Koliksna je
verjetnost, da je Stevilo na kartoncku sodo, pri
pogoju, da je vecje od 3?

Student ima izpit v dveh delih. Verjetnost, da bo
uspesen pri prvem delu izpita, je 75 %, verjet-
nost, da bo uspesen pri obeh delih, pa je 50 %.
Izracunajte verjetnost, da bo Student naredil
drugi del izpita, pri pogoju, da bo naredil prvi
del izpita.

Kocko vrzemo trikrat. Dogodek 4 pomeni, da
v tretjem metu pade 4, dogodek B, da v prvem
metu pade 6, v drugem metu pa 5. [zraCunajte
verjetnost, da se zgodi dogodek A4, pri pogoju,
da se zgodi dogodek B.

Kocko vrzemo dvakrat in vsota pik je 6. Kolik-
$na je verjetnost, da je 4 padla vsaj enkrat?

Izracunajte verjetnost dogodka, da iz kupa
32 kart potegnemo pika, pri pogoju, da je
izbrana karta ¢rne barve.

Anze, Beti, Cene, Dasa in Emil so rezerve za
mesano Solsko ekipo. Koliksna je verjetnost,
da bosta izbrani dekleti, Ce sta se zaradi bolezni
sprostili dve mesti?

Koliksna je verjetnost, da pri metu 4 kock vse
pokazejo 1?

Vrzemo dve kocki in dogodek je produkt Stevil,
ki ju pokazeta. Ce je verjetnost dogodka % ,
potem je produkt padlih stevil vsaj N.
Izracunajte velikost Stevila N.

508.

509.

510.

511.

512.

513.

V veliki koSari so 3 rdece pomarance, 2 veliki
jabolki in 5 navadnih pomaran¢. Na slepo sezemo
v kosaro in zagrabimo dva sadeza. Kolik$na je
verjetnost, da sta sadeza:

a) iste vrste,

b) razli¢ne vrste?

Tadej ima poln zep drobiza: 8 kovancev po

5 centov, 7 kovancev po 10 centov, 11 kovancev
po 20 centov, 5 kovancev po 1 evro in 2 kovanca
za 2 evra. Iz Zepa naenkrat na slepo potegne

5 kovancev. Kolik$na je verjetnost, da so vsi
kovanci:

a) enakih vrednosti,

b) razli¢nih vrednosti?

V vrecki so 5 rdecih, 3 modre in 4 zelene
kroglice. 1z vrecke potegnemo tri zapored in
prvih dveh ne vrnemo. Izracunajte verjetnosti
dogodkov:

a) A: vse so modre,

b) B: vse so iste barve,

¢) C: vse so razli¢nih barv.

Naj bo V vsota tock, ki pade pri metu dveh
postenih igralnih kock. Z 4 oznacimo dogodek,
da je V' deljiva s 5, z B pa dogodek, da velja

V' <6. Izraunajte.

a) P(A) &) P(4 U B)
b) P(B) d) P(4|B)
¢) P(4 N B) e) P(B|A)

Na kartonckih so napisana Stevila od 1 do 5.
Kartoncke damo v skatlo in na slepo izberemo
enega. Dogodek 4 pomeni, da je izbrano Stevilo
a manjSe od 4, dogodek B pa, da je Stevilo liho.
IzraCunajte verjetnosti.

a) P(A4)

b) P(B)

c) P(Au B)

&) P(A|B)

d) P(B|A)

Mojca, Manca in Tinca neodvisno resijo nalogo
z verjetnostjo %, % in %. IzraCunajte verjetnost
dogodkov:

a) A: natanko ena od njih resi nalogo,

b) B: vse resijo nalogo,

¢) C: vsaj dve resita nalogo.
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514. 519.

515.

516.

517.

518.

Stiri dekleta in §tirje fantje se v piceriji naklju-
¢no usedejo za okroglo mizo. Koliksna je verjet-
nost, da sedijo izmeni¢no fantje in dekleta?

Mojca je zvecer pripravljala Solsko torbo za

naslednji dan in ugotovila, da ji v $katli, v kateri

bi moralo biti 7 krogcev (3 modri in 4 rdeci) in

11 kvadratkov (6 modrih in 5 rdecih), dva kosa

manjkata. IzraCunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: izgubljena kosa sta enake oblike,

b) B: izgubljena kosa sta iste barve,

c) C: izgubljena kosa sta iste oblike in iste barve,

&) C:
da sta iste barve.

Koliks$na je verjetnost, da pri metu dveh kock
obe pokazeta isto Stevilo pik pri pogoju, da je
vsota pik 8?

Gospod Levi Right ima v predalu garderobne
omare 7 sivih in 8 ¢rnih nogavic. Zjutraj, ko hiti
v sluzbo in je Se temno, zagrabi zapored dve
nogavici. Kolik$na je verjetnost, da se bosta
barvi nogavic ujemali?

Clovesko kri lahko razdelimo v 4 skupine:
A, B, AB in 0. Neodvisno od tega pa ima kri
vsakega Cloveka Se faktor Rh, ki je lahko
pozitiven ali negativen.

Neka skupina ljudi ima tako krvno strukturo:

38% 18% 36% 8%

Porazdelitev faktorja Rh pa je razvidna iz
preglednice.

Na slepo izberemo ¢loveka iz skupine.
Izracunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: izbranec ima kri skupine A,

b) B: izbranec je univerzalni darovalec,
¢) C: izbranec ima kri s faktorjem Rh,
&) C: izbranec ima kri skupine 0 z Rh".

izgubljena kosa sta iste oblike pri pogoju, 520. P(4)= ‘ll , P(B)=

521.

522.

523.

524.

525.

Poskus je definiran z metom rumene in zelene
igralne kocke hkrati, dogodki pa takole:

A: rumena kocka pokaze sodo Stevilo pik,

B: vsota pik na obeh kockah je 7,

C: vsota pik na obeh kockah je 8.

IzraCunajte:

a) verjetnosti dogodkov 4, B, C,A N C,

b) verjetnosti P(B|A4), P(A|B),

¢) verjetnosti P(C|A), P(4]|C),

¢) ugotovite, ali sta 4 in B neodvisna,

d) ugotovite, ali sta 4 in C neodvisna.
LPUUB) =3,
IzraCunajte

a) P(ANB)in

b) P(4|B), P(A|B").

P(A|B)= 1, P(BIA)= 1, P(AU B)=3.
IzraCunajte

a) P(A N B)in

b) P(4" N B).

V Zepu imamo dva enaka kovanca, eden je

posten, drugi pa je prirejen tako, da z verjet-
nostjo 3 pokaze »cifro«. Iz Zepa vzamemo
kovanec in po metu pokaze cifro. [zracunajte
verjetnost, da je kovanec posten.

Turist ima v Zepu veliko kovancev po 20 centov
in po 50 centov. Ko placuje rac¢un za 70 centov,
zapored jemlje kovance iz Zepa z enako verjet-
nostjo, ne glede na kovanec, dokler ni vsota vsaj
70 centov. Koliksna je verjetnost dogodka, da bo
blagajnicarka turistu morala vrniti nekaj
denarja?

Dogodka 4 in B sta neodvisna, njuni verjetnosti
pa znasata: P(4)=2x in P(B)=3x. IzraCunajte
neznano vrednost x, ¢e je P(4 U B)= % .

Petclanska komisija se mora sestati na enem od
petih napovedanih sestankov. Vsak ¢lan komi-
sije ima zadrzek za natanko en termin, vendar so
zadrzki nakljuéni in neodvisni. Koliksna je ver-
jetnost, da se bo dejansko sestalo vseh pet?
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526. Igralni avtomat je sestavljen iz treh vrtljivih
cilindrov, na vsakem je neenakomerno razpo-
rejenih 20 slik, kot je razvidno iz preglednice.

527.

cesnja

pomaranca

sliva

melona

5
4
3
4
1
2

— | N R~ [Wwn|

BAR

2
5
5
zvonec 2
2
3
1

1 1

ey oo

sedmice (500 zetonov) ali za tri bare (200 Zeto-
nov) ali za tri melone (100 Zetonov), potem so
dobitki bistveno nizji: za tri zvonce 18 Zetonov,
za tri slive 14 Zetonov, za tri pomarance ali
cesnje 10 zetonov; za ¢esnje na prvih dveh
cilindrih 5 Zetonov in za ¢e$njo na prvem
cilindru 3 zetone. V preostalih primerih ne
dobimo nic.

Izracunajte verjetnosti dogodkov:

a) A: jackpot v sedmicah,

b) B: vsi trije cilindri pokazejo isto sliko,

¢) C: zadnja dva cilindra sta pomaranci,

&) C: dobimo vsaj 3 Zetone,

d) D: dobimo vsaj 3 in najvec 18 zetonov,

e) E: vsitrije cilindri pokazejo razlicne slike.

IzraCunajte verjetnost, da sta oba otroka v dru-
zini fantka, pri pogoju, da je vsaj eden od otrok
fantek.

528. Stric Gabrijel je za rojstni dan preizkusil sreco
in kupil tri srecke: 3 X3 + 6, Euro Jackpot
in loto.

A: Srecka 3 X3 +6 je ze natisnjena, zato stric
ni sam izbral §tevilk. Na listku je dobil 9 Stevilk
v treh vrsticah. V prvi vrsti tri Stevilke od 1 do 8,
v drugi tri Stevilke od 9 do 17 in v tretji tri
Stevilke od 17 do 24. Spodaj je bila natisnjena
tudi 6-mestna serijska Stevilka. Zrebanje poteka
tako, da iz treh bobnov zapored pridejo po tri
Stevilke za vsako vrstico, na koncu pa izzrebajo
Se serijsko Stevilko. Stric je kupil eno srecko.
Koliksna je verjetnost, da bo zadel:
a) eno pravilno vrstico (dobitek je 3 evre)
b) dve pravilni vrstici (dobitek je 100 evrov)
¢) tri pravilne vrstice (dobitek je 100 000 evrov)
¢) tri pravilne vrstice in Se serijsko Stevilko
(dobitek je 100 300 evrov)
d) nobene pravilne Stevilke (dobitek je
10 evrov)
B: V igri Euro Jackpot zrebajo ostevilcene krog-
lice iz dveh bobnov. 1z prvega pet kroglic s Ste-
vilkami od 1 do 50 in iz drugega dve kroglici
s Stevilkami od 1 do 8. Stric je za igro vplacal
§tiri polja in izbral svoje »srecne« Stevilke.
Koliks$na je verjetnost, da bo zadel:
e) 542 pravilni Stevilki (dobitek je od 10 do 90
milijonov evrov)
f) 5+1 pravilno stevilko
g) 4+ 0 pravilnih Stevilk
h) 1+ 2 pravilni stevilki
C: Pri igri loto iz bobna z ostevilc¢enimi krogli-
cami od 1 do 39 izzrebajo sedem Stevilk in Se
eno dodatno. Stric je vplacal 10 polj in spet
izbral »sreCne« kombinacije. Koliks$na je verjet-
nost, da bo zadel:
1) 7 pravilnih Stevilk (garantirani dobitek je
250000 evrov)
j) 5+ 1 pravilno Stevilko
k) 4 pravilne stevilke
1) 3+1 pravilno stevilko
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Popolna verjetnost (izbima vsebina)

Tadej je imel v Zepu dva po obliki in tezi enaka kovanca. En kovanec
je bil obi¢ajen (cifra/moz), drugi pa je imel na obeh straneh narisa-
nega moza. Na slepo je vzel kovanec iz zepa in ga vrgel. Koliksna je
verjetnost, da je kovanec pokazal moza?

Najprej premislimo celoten poskus, ki ima dve fazi. V prvi fazi iz
zepa potegnemo enega od kovancev. Ker sta po obliki in tezi enaka,
velja, da sta verjetnosti za oba kovanca enaki:

P(H))= % verjetnost, da vzame posten kovanec

P(H,)= verjetnost, da vzame goljufiv kovanec

1

2

Sledi druga faza, v kateri vrzemo kovanec, ki smo ga vzeli iz Zepa.

Verjetnost, da pade moz ali cifra, je pogojna, saj je odvisna od tega,

katerega od obeh kovancev smo vrgli.

P(C|H))=0'5  pogojna verjetnost, da pri metu postenega kovanca
pade cifra

P(M|H\)=0'5  pogojna verjetnost, da pri metu postenega kovanca
pade moz

JR(C) I 0 pogojna verjetnost, da na goljufivem kovancu

pade cifra

P(M|Hy)=1 pogojna verjetnost, da na goljufivem kovancu
pade moz

Verjetnost, da bo padel moz, lahko preberemo iz (verjetnostnega)
drevesa tako, da gremo po vseh vejah in izberemo tisti dve, ki nas
privedeta do »moza«:

P(M)=P(H,)- P(M|H,)+ P(H,) - P(M|H>)=0'5-0'5+0°5-1=0"75

Ce se dvofaznih poskusov lotimo bolj teoreti¢no, lahko v prvi fazi predvidimo
n dogodkov, od katerih se zgodi natanko eden. Te dogodke imenujemo
hipoteze in tvorijo popoln sistem {H,, H,, H;, ..., H,}. Od tega, katera
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hipoteza se je zgodila v prvi fazi, so odvisne verjetnosti iz druge faze. Verjet-
nost danega dogodka potem izra¢unamo, ¢e poznamo verjetnosti hipotez
in pogojne verjetnosti pri teh hipotezah:

P(A)=P(H)P(A|H\) + P(H))P(A|H)) + ... + P(H,)P(A|H,)

—

Nuska vrze posSteno igralno kocko:

— Cepade 1, seze v prvo posodo z 2 belima in 3 rde¢imi kroglicami,

— Ce pade 2 ali 3, seze v drugo posodo z 1 belo in 4 rde¢imi
kroglicami,

— Cepade4, 5 ali 6, seze v tretjo posodo, v kateri so 3 bele in 2 rdeci
kroglici.

Koliksna je verjetnost, da Nuska iz zare izvlecCe kroglici razlicnih

barv?

Nuskin poskus ima dve fazi. Prva faza pomeni met kocke. V tej fazi
so mozni dogodki H,, H, in H;, ki tvorijo popoln sistem dogodkov.
Njihove verjetnosti so znane:

P(H))=1, P(Hy)= 2, P(Hy)=2
V drugi fazi poskusa iz ene od posod (odvisno od izida pri metu kocke)

nakljuéno potegnemo dve kroglici. Dogodek ?{—’I pomeni, da izbere
kroglici razli¢nih barv, pri pogoju, da je bila izbrana i-ta posoda.

Verjetnost, da iz naklju¢no izbrane posode (odvisno od Stevila pik na
kocki) izberemo kroglici razli¢nih barv, lahko preberemo iz verjet-
nostnega drevesa. [zbrati moramo tiste veje, ki se kon¢ajo z dvema
razli¢énima kroglicama, in seSteti produkte verjetnosti. Vsi trije
dogodki, ki jih dobimo, so nezdruZljivi, zato je verjetnost vsote
enaka vsoti verjetnosti.
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E Zgled z zacetka podpoglavja nadaljujmo z informacijo, da je Tadej
iz Zepa potegnil kovanec, ga vrgel in je pokazal moza. Koliksna je
verjetnost, da je Tadej iz Zepa potegnil goljufiv kovanec? [S¢emo
torej verjetnost hipoteze H, pri pogoju, da je kovanec pokazal moza.

Spomnimo se na obrazec za raunanje pogojne verjetnosti:
P(M N H,)=P(M)P(H,|M)= P(H,)P(M|H,), iz katerega izratunamo
iskano verjetnost.

_ PUH)PMH,) _ 5-1 _2
P(es 1) = PEREEIE) = 2o =2

Obrazec, ki smo ga uporabili, se po znanem matematiku, ki se je ukvarjal
z verjetnostnim ra¢unom, imenuje Bayesov obrazec. V splosni obliki se glasi:

1 4)= P(H)P(AH,)
P(H;|A) = P(H\)P(A|H,)+P(H,)P(A|H,)+...+P(H,)P(A|H,)

g

n V dezeli na sencni strani Alp je zaradi neke bolezni zbolelo 2 % pre- —
bivalcev. Zdravniki odkrivajo bolezen s testom, ki potrdi bolezen o
v 90 % primerih pri bolnih in v 5 % primerih pri zdravih prebivalcih.
Naklju¢no izberemo prebivalca.

Koliksna je verjetnost,

a) da je naklju¢no izbrani prebivalec zdrav in njegov test pozitiven,

b) da je test pri nakljucno izbranem prebivalcu negativen,
¢) da je prebivalec res bolan, e je test pozitiven?

Domenimo se za oznake dogodkov:

A: test je pozitiven. T
B: prebivalec je bolan.

A/
Do verjetnosti dogodkov si bomo
pomagali z verjetnostnim drevesom:

A
a) Verjetnost, da je prebivalec zdrav

B g5 A’

s pozitivnim testom, dobimo iz tretje
veje drevesa.

P(B"nA)=P(B")- P(A|B’)=0798-005=0"049
b) Na posamezno vejo napisemo verjetnost dogodka in dobimo,
da je test lahko negativen, Ce je prebivalec zdrav, pa tudi, ¢e je
bolan. Verjetnost, da je test prebivalca negativen, je vsota dveh
verjetnosti, ki ju dobimo iz dveh vej na drevesu.
P(A")=P(B)-P(A’|B)+P(B’)- P(A’|B")=
=002-0'1+098-095=0"933
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¢) IzraCunati moramo verjetnost, da je prebivalec bolan, pri pogoju,
da je »pozitiven«.

P(B|A)= ﬂ[%) pri znanih verjetnostih:

P(B)=0'02, P(4|B)=0"9 in P(4|B")=0"05

Iskana verjetnost je
P(B|A)= P(BnA4) _ P(A|B)P(B) _09-0°02 _ 0018 _ 18 =0°27.

P(4) 1-P(4) ~1-0933 0067 67

E Podjetje za ekonomsko svetovanje je razvilo model, s katerim lahko
predvidijo nastop recesije. Model napove recesijo z verjetnostjo
80 %, Ce se recesija res bliza, in z verjetnostjo 10 %, Ce recesije
ne bo. Verjetnost hipoteze, da bo v drzavi nastopila recesija, je 20 %.

a) Izracunajmo verjetnost, da bo do recesije prislo, ¢e jo je model
napovedal.

b) Kaj lahko povemo o uéinkovitosti napovedi tega podjetja?

Najprej izberemo oznake:

P(R|B)= 1& verjetnost napovedi, da recesija bo, pri pogoju,
da se res bliza

P(R|B)= 11—0 verjetnost napovedi, da recesija bo, pri pogoju,
da se ne bliza

P(B)= % verjetnost hipoteze, da nastopi recesija

09
Izracunamo brezpogojno verjetnost, da recesije ne bo:

P(B)=1-P(B)=1-% =3,

Popolna verjetnost, da bo nastopila recesija:
P(R)=P(B)-P(R|B)+P(B")-P(R|B’)=02-08+0'8-0'1=024
Verjetnost, da je do recesije res prislo (»se je priblizala«), pri pogoju,
da je bila napovedana:

_ P(RIB)P(B) _02-0'8 _2
PBIR="0 = 024 =3

Recemo lahko, da je podjetje uspesno v napovedih, saj v povprecju
s 67-odstotno verjetnostjo pravilno napove recesijo.
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529. Dopolnite verjetnostna drevesa. 530. Na neki univerzi 0'5 % Studentov med Solskim
letom poisce zdravnisko pomoc¢ v Studentski
ambulanti v skrbi, da imajo mononukleozo.

Od tistih Studentov, ki imajo mononukleozo,
jih ima 90 % tudi bolecine v grlu. Prav tako ima
bolecine v grlu 30 % tistih, ki nimajo mono-
nukleoze. Kolik$na je verjetnost, da ima Student,
ki pride v ambulanto in tozi zaradi bole¢in

v grlu, mononukleozo?

531. Diskoteka ima tri vhode in ob vsakem je redar.
Skozi vhod A pride 50 % obiskovalcev, skozi
vhod B 30 % in skozi vhod C 20 %. Ce ima
obiskovalec lazno vstopnico, ga odkrijejo pri
vhodu A v 75 %, pri vhodu B je ta odstotek
50 %, pri vhodu C pa samo 20 %. Denimo, da
gost z lazno vstopnico naklju¢no izbere vhod.
Koliks$na je verjetnost, da bo prisel v diskoteko?
Koliksna je verjetnost, da se je izmuznil skozi
vhod A?

532. Lekarna naroca pripravke za mazilo pri treh raz-
liénih dobaviteljih. Iz izkusenj vedo, da je verjet-
nost neustreznosti pripravka pri dobavitelju A
enaka 3 %, pri dobavitelju B 5% in pri C 4 %.
Mazilo vsebuje 5000 enot pripravka od dobavi-
telja A, 3500 enot od dobavitelja B in 2000 enot
od dobavitelja C. Naklju¢no izberemo enoto pri-
pravka. Kolik$na je verjetnost, da je neustrezna?

533. V bolnisnici je zaposlenih 300 bolniskih sester.
Pri zadnji obravnavi kakovosti jih je napredo-
valo 48. Na zacetku leta bolniSnica organizira
seminar, ki se ga udelezi 138 sester; 27 med
njimi je tistih, ki so napredovale. Izracunajte
verjetnost, da je slu¢ajno izbrana sestra,

a) ki je obiskala seminar, napredovala;
b) bila na seminarju in je napredovala;
¢) ki je napredovala, obiskala seminar.
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534. Dve vreci iz blaga vsebujeta bele in ¢rne krog-
lice enakih velikosti. V eni je trikrat ve¢ belih
kot ¢rnih, v drugi pa trikrat ve¢ ¢rnih kot belih
kroglic. Naklju¢no izberemo vreco in iz nje
zapored potegnemo 5 kroglic, vsako pogledamo
in jo vrnemo v vreco. Iz vre¢e smo potegnili
4 bele in 1 ¢rno kroglico. Koliksna je verjetnost,
da smo jih potegnili iz vre¢e z vecino belih
kroglic?

535. V posodi A imamo 2 ¢rni in 3 bele kroglice,

v posodi B pa 4 ¢rme in 1 belo kroglico. Vse

kroglice so enako velike. Iz posode A na slepo

vzamemo eno kroglico in jo prestavimo

v posodo B, nato iz posode B na slepo vzamemo

dve kroglici naenkrat.

a) Koliksna je verjetnost, da bosta kroglici iste

barve?

b) 1z posode B smo potegnili kroglice razlicnih

barv. Kolik$na je verjetnost, da smo prej
iz posode A v posodo B prestavili ¢rno
kroglico?

¢) Narisite verjetnostno drevo.

536. Ce je vreme lepo, gre Jurij v 90 % na dolg spre-

hod, ¢e pa je slabo, le v tretjini primerov zdrzi

doma. Vremenska napoved za konec tedna

z gotovostjo 70 % napoveduje soncno vreme.

Koliksna je verjetnost, da Jurij ne bo odsel

na dolg sprehod?

537. Jure se v $olo vozi s primestnim avtobusom.

Verjetnost, da ima pozimi avtobus zamudo,

je 0°4. Ce ima avtobus zamudo, Jure v 80 %

zamudi pouk, ¢e pa avtobus nima zamude, Jure

kljub temu zamuja z verjetnostjo 0°3. NariSite
verjetnostno drevo in izracunajte verjetnost, da
jutri na zimski dan Jure ne bo zamudil pouka.

538. Na mizi sta dve enaki Skatli: v eni so 3 rdece

kroglice, v drugi pa 2 rdeci in 3 ¢rne kroglice.

Iz ene od obeh vzamemo eno kroglico.

a) Koliksna je verjetnost, da je kroglica rdeca?

b) Kroglice ne vrnemo v $katlo in spet na slepo

sezemo v eno od Skatel. KolikSna je verjet-
nost, da je tudi druga izvlecena kroglica
rdeca?

539.

540.

541.

542.

c¢) Obe izvleceni kroglici sta rdeci. Koliksna je
verjetnost, da smo vsaj eno od njiju potegnili
iz Skatle, v kateri so bile same rdece kroglice?

Tiskano vezje izdelujejo v treh tovarnah: v to-
varni A 70 %, v tovarni B 20 % in v tovarni C
10 %. Verjetnosti, da imajo izdelana vezja
napako, so zapored 6 %, 4 % in 9 %. Nakljucno
izberemo vezje in ne vemo, v kateri tovarni je
bilo narejeno. Izra¢unajte verjetnost, da ima
napako.

Niko ima v Zepu dva kovanca po 1 evro in en

kovanec za 20 centov. Ker ima zep luknjo,

mu en kovanec pade iz Zepa. Niko ga pobere

in da nazaj v Zep, v raztresenosti pa pozabi,

kateri kovanec je bil. Cez nekaj minut se

situacija ponovi in kovanec spet vrne nazaj

v zep (ter pomisli, da bo treba Zep zasiti).

a) NariSite kombinatori¢no drevo poskusa
in napisite popoln sistem elementarnih
dogodkov.

b) Izracunajte verjetnost dogodka A4, da je
iz zepa dvakrat padel isti kovanec.

¢) Izracunajte verjetnost dogodka B, da sta bila
kovanca razli¢nih vrednosti.

¢) Koliksna je verjetnost dogodka C, da je
kovanec za 1 evro iz zepa padel vsaj enkrat?

Na mestni srednji Soli je razmerje med Stevilom
fantov in deklet 5 : 6. Petnajst odstotkov deklet
in deset odstotkov fantov piSe z levo roko. Na
procelju Sole so nasli zaljiv grafit in ugotovili,
da je bil napisan z levo roko. Kolik$na je verjet-
nost, da ga je napisala ena od deklet?

Na mizi sta dve enaki vreci. V eni so 2 rdeci

in 3 modre kroglice, v drugi pa 3 rdece in

4 modre kroglice. Iz ene od vre¢ potegnemo
modro kroglico. Koliksna je verjetnost, da smo
jo potegnili iz vrece s tremi modrimi kroglicami?
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Zaporedje neodvisnih poskusov

(izbirna vsebina)

n Spol novorojencka bo kljub hitremu razvoju genske tehnologije
za vec€ino starSev Se dolgo veliko presenecenje in v glavnem odvisen
od nakljuc¢ja. Recimo, da mladoporocenca delata nacrte za prihod-
nost in nacrtujeta druzino s 5 otroki. Koliksna je verjetnost, da bodo
med njimi 3 fantje, ¢e je verjetnost, da se v Sloveniji rodi decek,
P(F)=0'492, in da se rodi deklica, P(D)=0"508, in privzamemo,
da spol otroka ni odvisen od spola drugih otrok v druZini.

Vseh 5 rojstev imamo lahko za zaporedje neodvisnih poskusov
oziroma dogodkov.

DDFFF, DFDFF DFFDF .., FFFDD

Po izkugnjah iz kombinatorike je vseh teh zaporedij P3* = % ,

Se drugace: to je Stevilo podmnozic treh neodvisnih dogodkov
(rojstvo fantov) iz mnozice 5 neodvisnih dogodkov, kar je isto

6 G) = % . Ker so dogodki neodvisni, je verjetnost njihovega
produkta enaka produktu verjetnosti teh dogodkov in za vsako zgoraj

napisano zaporedje velja
P(DNDNFnFnF)=P(D)-P(D)-P(F)-P(F)-P(F).
Vseh zaporedij je G) , zato je verjetnost, da bo imela druzina
s petimi otroki natanko 3 fante, enaka

Py(3)=(3) -0'492°-0'502°=03.

E Isti tip naloge poglejmo Se v drugi preobleki. Petkrat zapored zavr-
timo kolo srece. Kolik$na je verjetnost, da se natanko trikrat ustavi
na Stevilki 1?

¥

Poskusi so o¢itno neodvisni, tudi dogodki so neodvisni in vseh
razporedov s tremi enkami je G) , verjetnost, ki jo ra¢unamo, pa

P(3)=(3) - 3)-(3)'=0'165.
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E In Se tretji zgled. Od avtobusne postaje do plaze vodi pot po delu
mesta s pravokotnimi ulicami, kot kaze slika. Na vsakem kriziscu
lahko gremo levo ali desno. Koliksna je verjetnost, da bomo prisli
na plazo in pri tem natanko dvakrat zavili na levo?
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P3)=(3) -(3)*-(3)'=0313

1z zgledov vidimo, da gre pri vseh treh za zaporedja neodvisnih poskusov,
katerih popolni sistemi dogodkov so sestavljeni le iz dogodka 4 in njegovega
nasprotnega dogodka A”. IzraCunani verjetnosti v takih primerih re¢emo tudi
binomska verjetnost, zaporedju poskusov z dvema moznima elementarnima
dogodkoma pa Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov. Ce ozna¢imo
P(A)=p in P(A")=1-p, je verjetnost, da se dogodek 4 v n ponovitvah

P(ky=(4) -p"-(=p)™"

g

Ta zgled bo nadaljevanje zgleda iz zacetka razdelka. Starsa si zelita
3 decke, ampak rada bi Se vec: da se tretji decek rodi kot peti otrok.
Koliks$na je verjetnost v tem primeru? Vsi drugi podatki ostanejo
nespremenjeni, premisliti pa moramo: ¢e naj se tretji decek rodi
kot peti otrok, so se morali pred njim roditi dve deklici in dva decka.
Dogodek si zamislimo kot produkt dveh dogodkov: da sta se najpre;j
od stirih otrok rodila dva decka in da je petorojeni otrok decek. Torej
najprej izraCunamo verjetnost P4(2) in jo pomnozimo s P(A4).

Py(2)- P(4)=(3) -0'492°-0'502°- 0'492=0'18
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E Naj bo poskus met postene kocke in dogodek, da pade 6 pik. Poskus
ponovimo 7-krat. Izra¢unajmo, katero Stevilo Sestic je najbolj
verjetno.

Izracunali bomo osem verjetnosti: da Sestica sploh ne pade, da pade
enkrat, dvakrat, trikrat, ..., 7-krat.

P7(0)=@ '(é)o'(§)7=0'279 P7(4)=(Z) '(%)4~(%)3=0'016
Ph=(]) -3 @)’=0391  Pi5)=(1) (L) (2)=0002
P@=(]) -1 Qy=0234  Py6)=(7) (L) (2)'=00001
P3)=(]) -1y )'=0078  P1)=(]) (L) (2)"=0000004

Vidimo, da dobimo najvisjo verjetnost, ¢e v 7 metih Sestica pade
enkrat.

Iz posameznih rezultatov lahko izracunamo tudi verjetnost drugih
dogodkov, denimo, da Sestica v 7 zaporednih metih pade vsaj
stirikrat, kar je

P(A)=P;(4)+ P:(5)+ P;(6)+ P5(7)=0"018 ali malo manj kot 2 %.

E Strelec Albin, ki zadeva z verjetnostjo 0°70, potrebuje za napredova- 7 ]
nje v finale 8 zadetkov v ¢rno od 10 strelov. Kolik$ne so verjetnosti 4 ‘
dogodkov:

A: osmi¢ zadene ze v 8. krogu,

B: osmic zadene sele v 10. krogu.

Njegova klubska kolega Cene in Dare streljata z verjetnostma 0°8
in 0°95. Koliksni sta verjetnosti, da se tudi onadva uvrstita v finale
z 8 zadetki Sele v 10. krogu?

Po Bernoullijevi formuli dobimo Albinovo verjetnost v prvem
primeru:

P(4)=Py8)=(§) - (07)°=0"0576 ali 58 %.

Drugi dogodek obravnavamo kot produkt dogodka, da je Albin

v 9 poskusih zadel natanko 7-krat, in dogodka, da je zadel
v 8. poskusu, in dobimo

P(B)=Py(7)=(3) -(0'7)"- (0°3)- 0'7=0"1867 ali 18'7 %.

Strelec Cene je boljsi od Albina, zato pri¢akujemo, da bo imel vecjo
verjetnost za uvrstitev v finale, kar racun tudi potrdi:

P(C)=Py(7)=(3) - (0'8)"-(0'2)*- 0’8 =0'3019

Poglejmo $e, kako s finalom lahko racuna Dare, ki je najbol;jsi
od vseh:

P(D)=Py(7)=(3) -(0°95)"- (0°05)- 0'95=0°0597 ali 6 %
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Nad tem rezultatom smo sprva zelo preseneceni, saj je skoraj enak
Albinovemu iz dogodka 4, zato racunamo Se enkrat. Vendar je
rezultat pravilen pa tudi razumljiv. Ker je Dare tako dober, da redko
zgresi, je zelo majhna verjetnost, da bo v 10 strelih zadel »samo«
8-krat. Ko izracunamo verjetnost, da v 10 strelih zadene vsaj 9-krat,
nam je vse bolj jasno:

P(E)=P1y(9)+P1(10)=(10) - (0°95)”- (0°05)+(19) - (0°95)""=
=0'8138 ali 81'4%

T ————

543. Naprava je sestavljena iz 5 delov. Njeno delova- 547. Komisija za kakovost izdelkov zavrne posiljko,

nje je odvisno od zanesljivosti vsakega od teh ¢e sta med 20 pregledanimi izdelki ve¢ kot
delov. 2 slaba. Koliksna je verjetnost, da bo posiljka
a) Koliksna je zanesljivost naprave, ¢e je verjet- sprejeta, ¢e tovarna v povpre¢ju naredi 2 % sla-
nost, da se pokvari vsak od sestavnih delov, bih izdelkov?
P=10%?
548. Nogometno mostvo zmaguje z verjetnostjo 0°6.
(- E— s Koliks$na je verjetnost, da zmaga osemkrat
b) Dve omenjeni napravi vezemo vzporedno. v 11 tekmah?

Koliksna je verjetnost, da se naprava ne

pokvari, ¢e je zanesljivost posameznih delov  549. Verjetnost, da izstrelitev rakete ne uspe, je 5 %.
enaka kot v primeru a? Koliksna je verjetnost, da izstrelitev ne bo
uspela Sele v 15 poskusu?

550. Kolo srece je enakomerno pobarvano s petimi
¢) Iz enakih delov kot prej sestavimo napravo barvami. Koliksna je verjetnost, da se v 10 vrt-
na drugac¢en nacin. Kolik3na je zanesljivost ljajih 6-krat ustavi na rdeci barvi, peti¢ v osmem
v tem primeru? vrtljaju?

551. V vrecki je enako Stevilo belih in rdecih kroglic.
Iz vrecke 10-krat zapored potegnemo kroglico
in jo potem damo nazaj. Kolik$na je verjetnost,

544. Koliksna je verjetnost, da v metu sedmih kovan- da izvle¢emo najprej 5 rdecih in nato 5 belih
cev pet kovancev pokaze cifro? kroglic?

552. Verjetnost, da mestni redar kaznuje voznika, ki
je nepravilno parkiral avto, je 40 %. Kolik$na je
verjetnost, da bomo v dveh tednih nepravilnega
parkiranja petkrat dobili poziv za placilo kazni?

545. Verjetnost, da avgusta v Bohinju dezuje, je 30 %.
Koliksna je verjetnost, da bo dezevalo en teden
skupaj?

546. Student ni ni¢ tudiral in gre na izpit popolnoma 553
nepripravljen. Koliksna je verjetnost, da bo
z ugibanjem pravilno odgovoril na 6 od 10
vprasanj, ¢e so pri vsakem vpraSanju mozni 554
4 odgovori?

. Koliksna je verjetnost, da pri metu petih kovan-
cev vsaj eden pokaze cifro?

. Koliksna je verjetnost, da pri 17 metih kovanca
pade enako Stevilo cifer in moz?
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Normalna porazdelitev

Dijakinja srednje trgovske Sole je za prvo nalogo na obvezni praksi
v trgovskem centru morala natanc¢no stehtati po 1 kg pakirano

belo moko. Po dolgotrajnem tehtanju z do grama natancno tehtnico, i
ko je imela na listu naslednjo mnozico podatkov: wt-... :

1001 1000 998 997 1002 1003 1000 999 1000 996 993

998 1000 1002 1003 1006 1002 1001 1001 997 998 999
1004 997 999 1000 1003 1002 998 1000,

je vzkliknila: »Ali je to sploh normalno?! Na vseh zavitkih pise
1 kg, pa je bilo do zdaj le pet zavitkov s to tezo.«

Tehtala je naprej in pisala:

1001 1000 997 998 1001 1003 999 999 1002 997 998
997 1000 1001 998 999 995 1002 1003 999

To, kar se je dogajalo dijakinji, je povsem normalno. Pakirni stroj deluje

z doloceno natan¢nostjo, zato pride do nakljuc¢nih napak, ki so normalno
porazdeljene. To pomeni, da stroj ne dela sistematicnih napak, ampak so te
povsem nakljucne.

Graf, ki prikazuje vrednosti normalno porazdeljene koli¢ine, ima obliko
zvona in se imenuje normalna krivulja, po slavnem nemskem matematiku
pa tudi Gaussova krivulja.

988 990 992 994 996 998 1000 1002 1004 1006 1008 1010 1012

Slucajne spremenljivke

Pri ukvarjanju z realnimi funkcijami smo doslej spoznali dva tipa spremen-
ljivk: vrednosti neodvisne spremenljivke smo izbrali po svoji volji, odvisna
spremenljivka pa je s to naso izbiro dobila doloCene vrednosti.

Med osnovnimi pojmi statistike, ki smo jih obravnavali v 1. letniku, je bila
tudi statisticna spremenljivka (statisticni znak ali podatek). Glede na to, da
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v statisti¢nih raziskavah po navadi obravnavamo vzorec kot naklju¢no
podmnozico celotne populacije, ne vemo, katere statisti¢ne spremenljivke
(podatki) se bodo uvrstile v vzorec. Vemo le, katere vrednosti statisti¢na
spremenljivka lahko zavzame; katero bo zavzela, pa je odvisno od slucaja.
Zato tej statisti¢ni spremenljivki reCemo slu¢ajna spremenljivka. Slucajne
spremenljivke bomo oznacevali z velikimi ¢rkami X, Y, Z ...

g

Primer slucajne spremenljivke je masa paketa moke, ki jo tehta
dijakinja. Pri tehtanju na gram natan¢no lahko zavzame vse cele
vrednosti na intervalu [993, 1006]. Pri metu kocke sluc¢ajna spremen-
ljivka pomeni Stevilo pik in zavzame eno od vrednosti iz mnoZzice
{1,2,3,4,5, 6}. V primeru meta kovanca, kjer je slu¢ajna spremen-
ljivka opisna (cifra in moz), pa ji priredimo numericni vrednosti:
npr. cifra dobi vrednost 1, moz vrednost 0. Ce bomo delali raziskavo
za obutveno podjetje, bo pri moskih ¢evljih zaloga vrednosti slucajne
spremenljivke mnozica celih $tevil na intervalu [38, 56].

Poleg slucajne spremenljivke in njene zaloge vrednosti so bistven podatek
Se verjetnosti, s katerimi slucajna spremenljivka zavzame doloc¢ene vrednost:
pr=P(X=x;). Ce poznamo vse te vrednosti, lahko napisemo verjetnostno
shemo oz. porazdelitveni zakon slucajne spremenljivke X.

Yo [xl Xy ... xﬂ}
P1 P2 --- DPn

Iz sheme se lepo vidi, da je p; +p,+... p,=1, saj dogodki x,, x», ..., X, tvorijo
popoln sistem dogodkov (v vsaki ponovitvi poskusa se zgodi natanko eden

od njih).

Najbolj enostavni porazdelitveni zakon imata sluc¢ajni spremenljivki
v poskusih meta postenega kovanca in postene kocke:

0 1 1 G
X RN (ERS ] 1
2 2 ® © °°° @

V obeh primerih imajo vse vrednosti slu¢ajne spremenljivke enake
verjetnosti, ki so cela Stevila, zato recemo, da sta slucajni spremen-
ljivki X in Y enakomerno diskretno porazdeljeni.

Zanas bo mnogo bolj zanimiva in uporabna binomska porazdelitev slucajne
spremenljivke. Vrednosti slucajne spremenljivke pri tej porazdelitvi so
frekvence opazovanega dogodka v n ponovitvah poskusa. 1z prej$njega
poglavja se Se spomnimo, da je zaloga vrednosti binomsko porazdeljene
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slucajne spremenljivke mnozica celih Stevil na intervalu [0, n], posamezne
verjetnosti pa izratunamo po Bernoullijevi formuli:

P(X=p)=P,0)=(4)p‘a-p’"*

Poglejmo binomsko porazdelitev na enostavnem zgledu.

g

Posten kovanec vrzemo 6-krat (ali v enem metu vrzemo 6 enakih
postenih kovancev). Vrednosti slucajne spremenljivke X naj bodo
frekvence cifre. V Sestih metih lahko pade 0-krat, 1-krat, 2-krat, ...,
6-krat. Naris§imo tudi graf te porazdelitve.

PE=0)=P0)=(8) -1)-(A)’=%
Px=1)=PD)=(%) - L)' dy=&

()
P=2)=P2)=(5) -1 )'=E
6
HE

P=3)=P3)=(§) - &) - Gy=2
Px=4)=P#)=(5) -(H)" dr=L
Px=5)=P5)=(9) - 1Y (A)=2
Px=6)=Py6)=(8) -(1)-(A)°= L
X~F 6 15 B 15 8 ﬂ

64 64 64 64 64 64 64

Porazdelitev

Binomska porazdelitev ~| nls plos

Gaussova krivulja

V vseh treh dosedanjih primerih je bila verjetnostna shema simetri¢na, kar se
lepo vidi na grafu zadnjega primera.

Ce npr. povedujemo $tevilo metov in hkrati pove¢ujemo $e $tevilo kovancev,
se nazobcana krivulja, ki opisuje to slucajno spremenljivko, pocasi zgladi
v krivuljo zvonaste oblike, ki smo jo spoznali na zacetku poglavja. Dobili
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Oznaka za normalno porazde-
ljeno sluéajno spremenljivko:
X~ Ma, o).

smo graf normalno porazdeljene zvezne slucajne spremenljivke z aritmeti¢no
sredino a in standardnim odklonom o.

Do JCo JCa )] seo 100 50 Diinon

Nase znanje nam ne omogoca dokaza te trditve, lahko pa si pomagamo z upo-
* rabo tehnologije.
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Ta zvonasta krivulja se imenuje normalna ali Gaussova krivulja in je graf
funkcije

(x-a)’
g(x) =_1_ e 25
o.J2n
15
05
[]
05 o 0s 1 16 2 25
a=1,0=05

Lastnosti funkcije:
* Definirana je na celi realni osi in povsod pozitivna.
* Grafima asimptoto y=0.

* Graf je simetri¢en glede na premico x=a.

1
o 2n

* Ploscina lika med grafom in abscisno osjo je enaka 1.

* Maksimalno vrednost y= zavzame pri x=a.

* Plos¢ina pod krivuljo na intervalu [a — 0, a + o] predstavlja 682 % celotne
ploscine.
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* Plos¢ina pod krivuljo na intervalu [a — 20, a +20] predstavlja
954 % celotne ploscine.

» Plos¢ina pod krivuljo na intervalu [a — 30, a + 3] predstavlja
99°6 % celotne ploscine.

Iz zadnje lastnosti sledi, da lezi na intervalu §irine 60 s srediS¢em v a
prakti¢no vecina (99°6 %) normalno porazdeljenih podatkov.

04t

031

02t 341%341%

00 0'1% 21%ﬂ36%; ; 136% 01%

a-30a-20 a-0 a a+oa+2o at3o

21%

Graf normalne funkcije je odvisen le od parametrov @ in ¢: Pri vecjih vred-
nostih o je graf bolj sploscen, pri manjsih pa bolj ozek; od prej ze vemo,
da je premica x =a njegova simetrijska os.

a=1,0=09
a=0,0=2"2
az—%, o=0'5

-1 0 1 X

Zaradi lazjega racunanja, ki ga bomo spoznali kasneje, spremenljivki x
v Gaussovi funkciji s parametroma a in o priredimo novo spremenljivko
=4S to transformacijo iz Gaussove krivulje dobimo standardizirano

Gaussovo krivuljo s parametroma a=0, =1 in s funkcijskim predpisom

05 1 I's X

_0'5-_

Standardizirana Gaussova krivulja ima poleg prejs$njih lastnosti Se eno —
je simetri¢na glede na ordinatno os, ker je funkcija f'soda.
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Normalno so porazdeljeni
serijski izdelki, teza pakirane
i hrane, lastnosti ljudi (npr. veli-
kost, teza, dolzina noge, obseg

i glave, IQ ...), rezultati peda-
gosko sestavljenih testov vecje

i skupine (vsaj 100), ¢e nasteje- Raéunanje Verjetnosti

i mo le nekaj primerov.

Dolzine pogovorov znotraj telefonskega omrezja so normalno
porazdeljene z aritmeti¢no sredino 6 minut in standardnim odklonom
2 minuti. Kolik$na je verjetnost v odstotkih, da slucajno izbrani klic
traja ve¢ kot 10 minut?

i je normalno porazdeljena tudi standardizirana slu¢ajna spremenljivka

Z=’%;Z~N(0, 1).

Beeeesecesetsececetensececetsaseceststnsectstrttcectstrtncnsnrnns

Ker je a=61in 0=2, je 10- in veCminutni klic od srednje vrednosti
oddaljen za 2 standardna odklona in lahko verjetnost izracunamo
na pamet: P(x =2 10)=50 %—47"7 %=2"3 %.

Pomagamo pa si lahko tudi z izjemno »prijaznim« delom programa
GeoGebra Racunanje verjetnosti, ki nam nariSe graf in hkrati izpise
iskano verjetnost.

£9 GeoGebra - - .-
Datoteka Urejanje Pogled Prikazi Moznosti Orodja Okno Pomoé
’%" Premikanje

| ] [

Algebrsko okno ®EX [Risalna povigina

Normalna porazdelitev je najpomembnejsa od verjetnostnih porazdelitev,
zato (poleg racunalniskih programov) obstajajo za njeno racunanje posebne
preglednice; vsaka je odvisna od parametrov a in o.

Verjetnost, da slucajna spremenljivka X ~ N(a, o) zavzame vrednost, ki lezi
na intervalu [x;, x,], je Stevilsko enaka plos¢ini med normalno krivuljo,
abscisno 0sjo in premicama x =xi, X =X,.

Ce je slu¢ajna spremenljivka standardizirana, za izra¢un verjetnosti potrebu-
jemo le eno preglednico — dovolj je torej, da poznamo plos¢ino pod standardi-
zirano Gaussovo krivuljo. Stevilsko vrednost ploi&ine pod to krivuljo na
intervalu [0, z] ozna¢imo s @(z) —to Stevilo je ravno verjetnost, da slucajna
spremenljivka Z ~ N(0, 1) zavzame vrednosti z intervala [0, z].

D(z)=P0<Z<3)
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S pomocjo preglednice zapisimo vrednosti funkcije @(z) za
21=2,2,=0"67,2;=2"29,2,=12,2zs=2"74 in zg=—1"2.

@(2)=0"47725

=3

®(0°'67)=024857

@(2'29)=09890

@(1'2)=038493

D2 74)=0"49693

D(-12)=P(-12<Z<0)=0"5-P(Z<—12)=
=0'5-P(Z>12)=a(12)=038493

z 0°00 001 0°02 0°03 0°04 0°05 006 0°07 0°08 0°09

0°0 | 0°00000 | 0700399 | 0°00798 | 0°01197 | 0°01595 | 0°01994 | 0702392 | 002790 | 003188 | 003586
0°1 0703983 | 0704380 | 0704776 | 0°05172 | 0°05567 | 005962 | 0'06356 | 0°'06749 | 0°07142 | 0°07535
02 10707926 | 0°08317 | 0°08706 | 0°09095 | 0°09483 | 0°09871 | 0°10257 | 0°10642 | 011026 | 0"11409
03 | 0711791 | 0°12172 | 012552 | 012930 | 013307 | 013683 | 0'14058 | 0"14431 | 014803 | 0'15173
04 | 0715542 | 0°15910 | 0°16276 | 0°16640 | 0°17003 | 0°17364 | 0°17724 | 018082 | 0°'18439 | 0'18793
0°5 | 0719146 | 0719497 | 0719847 | 0°20194 | 0°20540 | 0°20884 | 0°21226 | 0°21566 | 021904 | 0'22240
0°6 | 0722575 | 022907 | 0°23237 | 0°23565 | 0°23891 | 0°24215 | 0°24537 | 0°24857 | 0°25175 | 0°25490
07 | 0725804 | 0°26115 | 026424 | 0°26730 | 027035 | 0°27337 | 027637 | 027935 | 0°28230 | 0'28524
0°8 | 0728814 | 0°29103 | 0°29389 | 029673 | 0729955 | 0°30234 | 0°30511 | 0°30785 | 0°'31057 | 0'31327
09 | 0731594 | 0°31859 | 032121 | 0°32381 | 0°32639 | 0'32894 | 0'33147 | 0'33398 | 0'33646 | 0'33891
10 | 0°34134 | 0°34375 | 034614 | 034849 | 035083 | 035314 | 0°35543 | 0°35769 | 035993 | 0'36214
1'1 | 0736433 | 0°36650 | 0°36864 | 0°37076 | 0°37286 | 0°37493 | 037698 | 0°37900 | 0°'38100 | 0°38298
12 | 0738493 | 0°38686 | 0°38877 | 0°39065 | 039251 | 039435 | 039617 | 039796 | 039973 | 0°'40147
1'3 | 0740320 | 0740490 | 0°40658 | 0°40824 | 0°40988 | 0'41149 | 041308 | 0°'41466 | 041621 | 0'41774
1'4 | 0741924 | 0°42073 | 042220 | 042364 | 042507 | 0°'42647 | 0°'42785 | 0°'42922 | 0°'43056 | 0'43189
1'5 | 0743319 | 0°43448 | 0°43574 | 0°43699 | 0°'43822 | 0°'43943 | 0°'44062 | 0'44179 | 0°'44295 | 0'44408
16 | 0744520 | 0°44630 | 0°44738 | 0°44845 | 044950 | 0°45053 | 0°'45154 | 0°'45254 | 0°'45352 | 0°45449
17 | 0745543 | 0°45637 | 0°45728 | 0°45818 | 045907 | 0°45994 | 046080 | 0°'46164 | 0°'46246 | 0°'46327
1'8 | 0°46407 | 0°46485 | 0°46562 | 0°46638 | 0'46712 | 0°46784 | 046856 | 0°'46926 | 046995 | 0°'47062
1'9 | 0747128 | 0°47193 | 0°47257 | 0°47320 | 0°47381 | 0°'47441 | 047500 | 0°'47558 | 047615 | 0°'47670
2°0 | 0°47725 | 0°47778 | 0°47831 | 0°47882 | 0°47932 | 0°47982 | 0°48030 | 0°48077 | 0°'48124 | 0°'48169
21 | 0'48214 | 0°48257 | 0°48300 | 0°48341 | 0°48382 | 0°48422 | 0°48461 | 0°48500 | 0°'48537 | 0°'48574
22 1 0°48610 | 0°48645 | 0°48679 | 0°48713 | 0°48745 | 0°48778 | 0°48809 | 0°48840 | 0°48870 | 0°48899
2°3 | 0°48928 | 0°48956 | 0°48983 | 0°49010 | 0°49036 | 0°49061 | 0°49086 | 0°49111 | 0°49134 | 049158
2°4 | 049180 | 0°49202 | 0°49224 | 0°49245 | 0°'49266 | 049286 | 049305 | 0°'49324 | 0°'49343 | 0°49361
2°5 10749379 | 0°49396 | 0°49413 | 0°49430 | 0749446 | 0°49461 | 0°49477 | 0°49492 | 0°49506 | 0°49520
26 | 049534 | 0°49547 | 0°49560 | 0°49573 | 0°49585 | 0749598 | 0°49609 | 0°49621 | 0°49632 | 0°'49643
27 | 0°49653 | 0°49664 | 0°49674 | 0°49683 | 0°49693 | 0°49702 | 0°49711 | 0°49720 | 0°49728 | 049736
2'8 | 0'49744 | 0°49752 | 0°49760 | 0°49767 | 0°49774 | 0°49781 | 0°49788 | 0°49795 | 0°49801 | 0°49807
29 1 0°49813 | 0°49819 | 0°49825 | 0°49831 | 0°49836 | 0°49841 | 0°49846 | 0°49851 | 0°'49856 | 0°'49861
3°0 | 0749865 | 0°49869 | 0°49874 | 0°49878 | 0°49882 | 0°49886 | 0'49889 | 049893 | 0°'49896 | 0°'49900
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Do vrednosti funkcije @(z) pridemo tudi na drugacen nacin.
V GeoGebri je to ukaz NormalnaPorazdelitev[0,1,z],
v programu Graph pa dnorm (z, 0, 1).

Ker je graf standardizirane slucajne spremenljivke simetricen in je plosc¢ina
pod celotno krivuljo enaka 1, je mogoce izracunati verjetnosti za poljuben
interval, na katerem lezi spremenljivka z.

P(Z=0)=P(Z<0)=1

P=0'8186

3% o 1 2 3 1 2 3
21> 0, P(z) £ Z<2)) = D(z,) — D(z)) 21<0, P(z) £Z<2,) = D(z;) + D(—z))

P=079332 P=084

3 2 -1 0 1 2 3
2>0, P(Z<z2)=1 + D)

2>0, P(Z22)=3 - D) 2<0, P(Z<z2)= 3 —D(-z)
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Izracunajmo verjetnosti.
a) P(1'03<5z<17°25)
b) P(-2'1<z<1°25)

c) P(z=2°41)

¢) P(z=z—-0'95)

d) P(z<1°63)

e) P(z<-2'17)

Resitev preprosto preberemo iz preglednice:
a) P(1'03<z<1725)=ad(1°25)— P(1'03)=0"39435 -
0°34849=0"04586

b) P(-2'1<z<125)=d(1°25) - D(2"1)=D(1'25)+ P2 1)=
=0"39435-0'48214=0"87649

c) P(z=22'41)=0'5-d(2'41)=0"5-0"49202=0"00798

¢) P(z=z-095)=0"5+d(095)=0"5+0"32894=0'82894

d) Pz<1'63)=0'5+D(1'63)=0"5+0"44845=0794845

e) Pz<-2'17)=0'5-d(2'17)=0'5-0"44845=0"015

Najveckrat normalna slu¢ajna spremenljivka ni standardizirana, zato jo
moramo pretvoriti v standardizirano:

P(x; SX<xp) =P < X8 <08y p(Af <7< 20y =

= P(7) - (=)

(o2

Spet si lahko pomagamo s programoma GeoGebra in Graph:
NormalnaPorazdelitev[<srednja vrednost>,<standardna deviacija>, x|]
dnorm (x, a, O)



Motociklisti¢ni klub je z anketo ugotovil, da njihovi &lani prevozijo
povprecno 1200 km na mesec s standardnim odklonom 150 km.

a) Izracunajmo, koliko odstotkov ¢lanov na mesec prevozi med
1200 km in 1600 km.

b) Koliko odstotkov ¢lanov na leto prevozi med 1000 in 1500 km?

a) Najprej standardiziramo slucajno spremenljivko:

=it = 160%&200 —267

Ker je spodnja meja intervala enaka srednji vrednosti a, le Se
pogledamo v preglednico, @(2°67)=0'49621, in dobimo odgo-
vor: priblizno 50 % motoristov na mesec prevozi od 1200 do
1600 km (rezultat dobimo tudi s pomocjo programa GeoGebra).
Do stevila odstotkov bi lahko prisli tudi brez racunanja, saj je
x=a=1200 simetrijska os krivulje, desno krajis¢e b= 15000 pa
skoraj 30 oddaljeno od aritmeti¢ne sredine.

frmemor_v] P10 J<x<Fo00|ys otser

_x—a _ 1000—-1200 _ _4 _ 1500—-1200 _
b) 2=t =" =73 =g =2
P(3 <z2<2)=(2) - D(-3)= D(2)+ D(3)=0'47725+0'40824 =
=0°8855

Od 1000 km do 1500 km na mesec prevozi 88°55 % clanov.

mmmmmm
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E Profesor je po izpitu naredil kratko analizo uspesnosti Studentov.
Ugotovil je, da so Studentje dosegli v povprecju 80 od 100 tock,
standardni odklon pa je bil 5 tock. Izracunajmo verjetnosti, da so
Studentje dobili:

a) manj ali enako 82 tock,

b) vec ali enako 90 tock,

¢) manj ali enako 74 tock,

¢) med 78 in 88 tock vkljucno z mejama.

P(X<82)=P(Z<3250)= P(7<0°40)=015542+0"5000=0"65542

P(X290)=P(Z2 2:80)=P(Z22'00)= - P(Z<2'00)=
=1-0'4772=00228

P(X<74)=P(Z< B8 = P(Z<-120)=P(Z2120)=
=1 —P(Z<1720)=050000—-0"38493=0"11507

P(78<X<88)=P(I20 <7< 88-80)_ p(0°'40<Z<1°60)=
=P(Z<1'60)— P(Z<—0'40)=0"9452— 03446 =
=0°6006

Po podatkih svetovne zdravstvene organizacije imajo zenske med 18.
in 24. letom povprecen sistolicni krvni tlak 114°8, njegov standardni
odklon pa je 13°1.

a) NariSimo porazdelitveno krivuljo te populacije.
b) Izracunajmo, kolikSen odstotek Zensk ima tlak manjsi ali enak 90°.
¢) Zdravnik v ordinaciji bi rad identificiral 5 % Zensk, ki imajo

000

zaokrozimo na cela mesta.

a)

755 886 1017 1148 1279 141 1541 x
O > 3
_x—a _90-1114'8 _ 1

b) z= = _T = 189
D(—1'89)=0'5— B(1'89)=0"5— 04706 = 0"0294

Najvisji tlak ima priblizno 3 % zensk med 18. in 24. letom.
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¢) Iz podatkov vidimo, da velja P(Z>z)=0"05, kar drugace

zapisemo:

0'5-P(Z<z)=0'05 in D(z)=P(Z<z)=0'45

Ko pobrskamo po preglednici, ugotovimo, da je z=1"65;

do istega rezultata pridemo z racunalnikom z uporabo funkcije

InverznaBinomskaPorazdelitev[<Stevilo poskusov>,
<verjetnost dogodka>,<verjetnost>].

PDz) = (=4 = (LS = @(1756)=0'45
Resimo linearno enacbo % =156 in dobimo x =136.

Mejni tlak podmnozice 5 % zensk z najvisjim tlakom je 136.

T —————

Pri vseh nalogah predvidevamo, da je slucajna
spremenljivka normalno porazdeljena.

555. Zaposleni v podjetju X-COM imajo v povprecju
20000 evrov letne place s standardnim odklo-
nom 5000 evrov. Izracunajte, koliko odstotkov
zaposlenih ima placo P,

a) P>22200
b) P<17450
c) 15000<P<21650
¢) 21200<P<22200
d) 15000<P<25000

556. Tovarna proizvaja zarnice s povprecno Zivljenj-
sko dobo 500 ur in standardnim odklonom
100 ur. Izracunajte, koliko odstotkov zarnic
bo svetilo:
a) od 500 do 700 ur,
b) od 400 do 500 ur.

557. Povprecna delovna doba baterije je 170 tednov,
standardni odklon pa 10 tednov. Izracunajte,
koliko odstotkov kupcev bo zahtevalo zamenjavo
baterije pred zakljuckom garancijske dobe.

558. Pri izdelavi kovinske palice s povprec¢no dolzino
100 mm in standardnim odklonom 2 mm kon-
trolor kvalitete izlo¢i vse palice, ki so 5 mm
predolge ali prekratke. KolikSen je odstotek
zavrnjenih izdelkov?

559. Zdravljenje neke bolezni traja v povprecju
240 ur, standardni odklon znasa 20 ur. Koliko
odstotkov obolelih za to boleznijo bo zdravih
v manj kot 8 dneh?

560. Povprec¢na visina detelje pred kosnjo je 38 cm
s standardnim odklonom 1°5 cm. Koliko odstot-
kov detelje bo pred kosnjo zraslo ¢ez 40 cm?

561. Zaposleni dosezejo na testu sposobnosti v pov-
precju 500 tock ter 100 tock standardnega
odklona. Koliko odstotkov zaposlenih doseze
700 tock ali vec?

562. Strokovna komisija ocenjuje seminarske izdelke,
katerih tocke so normalno porazdeljene z a=70
in 0=8. Izracunajte Stevilo tock za meje inter-
valov, da bo najboljsih 10 % Studentov dobilo
oceno 5, naslednjih 20 % oceno 4, naslednjih
40 % oceno 3, naslednjih 20 % oceno 2, zadnjih
10 % pa bo moralo nalogo narediti Se enkrat.

563. Inteligen¢ni kvocient (IQ) je normalno porazde-
ljen za=100 in o=15. Koliksna je verjetnost,
da ima slucajno izbrana oseba IQ vecji od 120?
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564.

565.

566.

567.

Trgovska veriga s pregledom ra¢unov ugotovi,
da kupci pri nakupu porabijo v povpreéju
74°50 evra s standardnim odklonom 24°30 evra.
IzraCunajte interval porabe denarja za srednjih
50 % kupcev.

V isti trgovski verigi so ugotovili, da se

povprecni kupec v trgovini zadrzi 45 minut

s standardnim odklonom 12 minut.

a) IzracCunajte verjetnost, da naklju¢no izbrani
kupec nakupuje med 14 in 54 minut.

b) Koliksna je verjetnost, da se kupec v trgovini
zadrzi ve¢ kot 39 minut?

¢) Koliko od 250 kupcev, ki so istocasno v trgo-
vini, bo nakupovalo ve¢ kot 39 minut?

Raziskava je pokazala, da gledajo otroci v Slo-
veniji televizijo povprecno 20 ur na teden in da
je P(20<¢<26)=0341. Izracunajte verjetnost,
da nakljucno izbrani otrok v tednu dni presedi
pred televizorjem:

a) manj kot 5 ur,

b) vec kot 10 ur,

¢) med 7 in 14 ur,

¢) vec kot 20 ur,

d) manj kot 14 ur.

V medicinski raziskavi je sodelovalo 1200 mo-
Skih med 35 in 44 let. Ugotovili so, da imajo
povprecno raven holesterola 205 mg/dl s stan-
dardnim odklonom 39°2 mg/dl in da je raven
holesterola v tej skupini normalno porazdeljena.
IzraCunajte tisto raven holesterola, ki spodnji

1 % moskih iz te skupine loci od ostalih 99 %.

568. Po raziskavah mednarodne zdravstvene organi-

zacije Transplant Network je v ameriski zvezni
drzavi Ohio povprecen ¢akalni Cas pacienta

s krvno skupino A+ na transplantacijo srca nor-
malno porazdeljen. Podatki so vidni na grafu.

a=127 dni
0=23"5dni

60 87 114 141 168 195 X

a) Izracunajte najkrajsi Cakalni Cas za trans-
plantacijo zgornjih 30 % ¢akajocih srénih
bolnikov.

b) Kolik3en je najdaljsi ¢as spodnjih 10 %
bolnikov?

Rezultate zaokrozite na cela mesta.
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Asimetricnost

Razdalje zadetkov od sredisca tarCe, ki bi jih dobil izkuSen strelec v normal-
nih razmerah, bi bile normalno porazdeljene. Amaterski strelec, ki pri
merjenju tezko zatisne oko, pa bi zadeval tarCo na isti strani, zato bi bili vsi
zgreseni streli podobni in bi bila normalna krivulja premaknjena v levo ali

v desno — bila bi asimetri¢na.

modus mediana

Velikost asimetrije normalne krivulje lahko ocenimo na ve¢ nacinov.

» Porazdelitev oz. njena krivulja je asimetri¢na v desno (rep gleda proti
desni), ¢e je modus manjsi od mediane, ta pa manj$a od aritmeticne sre-
dine: Mo <Me<a, in je asimetri¢na v levo (rep krivulje gleda proti levi),
¢e velja a <Me < Mo.

asimetri¢na v desno ali pozitivna v levo ali
pozitivno asimetricna negativno asimetri¢na

* Druga moznost ocene so razlike kvartilov. Porazdelitev je asimetri¢na
v desno, ¢e je O,— 0, < 05— 0,, in asimetricna v levo, ¢e je
0,-01>05-0.

e Lahko pa asimetri¢nost izracunamo —s koeficientom asimetri¢nosti
k= 3—(61—:54/[-?—) . Kadar je £<0, je krivulja asimetri¢na v desno, kadar je k>0,

je krivulja asimetri¢na v levo.
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Slucajni dogodek A4, B, C,D,E, F H, ...

Gotov dogodek G

Nemogo¢ dogodek N

Poskus X

* Vsota dogodkov A4 in B se zgodi, ¢e se zgodi vsaj eden od dogodkov
Ain B.

Lastnosti vsote dogodkov:
AuB=Bud, AuA=4, AuG=G AUN=A4

*  Produkt dogodkov 4 in B se zgodi, ¢e se zgodita dogodka A in B hkrati.

Lastnosti produkta dogodkov:
ANB=BNA, ANnA=A4, ANnG=4, ANN=N

» Nasprotni dogodek 4" dogodka 4 se zgodi, ¢e se 4 ne zgodi.

Lastnosti nasprotnega dogodka:
AUVA'=G, AnA'=N, (A)Y=4, G'=N, N=G

» Razlika dogodkov 4 in B se zgodi, ¢e se zgodi dogodek A in se hkrati ne
zgodi dogodek B.
Lastnosti razlike dogodkov:
A-B#B—-A, A-B=AnNPB
— dogodek 4 je nacin dogodka B; 4 — B, Ce se vsakokrat, ko se zgodi 4,
zgodi tudi B;
— dogodka 4 in B sta enaka, ¢e in samo Ce velja 4 C B in hkrati B C 4.

* Osnovni ali elementarni dogodki — dogodki, ki jih ne moremo zapisati
kot vsoto ali produkt kaksnih drugih dogodkov.

» Sestavljeni dogodki — dobimo jih iz elementarnih dogodkov ob pomoci
operatorjev.

* Vzor¢ni prostor poskusa — vsi elementarni dogodki nekega poskusa.
Za dogodke vzorcnega prostora velja:

G=E,UVE,u..UE,; neN
ElmEij Za li], i,j=1,...,l’l
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* Popoln sistem dogodkov poskusa X — dogodki, katerih vsota je gotov
dogodek in so paroma nezdruzljivi.

— dogodek in njegov nasprotni dogodek:
AUA'=G, ANA'=N

— vsi elementarni dogodki poskusa:
E\VE,U...UE,=G; neN
ENE=N za i#j, i,j=1,...,n

* Relativna frekvenca dogodka A ali empiri¢na verjetnost dogodka A4:

fi=t

* Kilasi¢na (teoreticna) definicija verjetnosti:

P(A4)= % (pri pogoju, da so vsi elementarni dogodki poskusa enakovredni)
— m je Stevilo za dogodek 4 ugodnih elementarnih dogodkov
— nje Stevilo vseh elementarnih dogodkov poskusa
Lastnosti:
1. P(4)=0
2. P(G)=1
3. Ce sta dogodka 4 in B nezdruzljiva, A " B=N, velja
P(AuUB)=P(4)+ P(B).
Verjetnost nemogocega dogodka: P(N)=0
Verjetnost nasprotnega dogodka: P(4")=1—P(4)
Ce je A c B, potem velja P(4) < P(B).
Verjetnost razlike dogodkov: P(4—B)=P(4A)—P(AN B)
Verjetnost vsote dogodkov: P(4 U B)=P(4)+P(B)—P(4N B)
Verjetnost produkta neodvisnih dogodkov: P(4 N B)=P(A) - P(B)
Verjetnost produkta odvisnih dogodkov: P(4 N B)=P(A4) - P(B|A)
Pogojna verjetnost: P(B|A)

Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov:
verjetnost, da se dogodek 4 v n ponovitvah poskusa zgodi natanko k-krat:

P0=(1)-p"-(-py
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Bernoullijeva formula:

P(X=p)=P,()=(")p'(1-p)""*

Gaussova krivulja:

_X—a 2
_ 1 26°
gx)= o/om €

Standardizirana Gaussova Kkrivulja:

2

'><

fx)= ﬁ e?.

Standardizirana slu¢ajna spremenljivka:

Z:)-%—‘-’;Z~N(O, 1)
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— Racunanje s funkcijami

— Limita funkcije

— Racunanje limite funkcije

— Neskoncna limita funkcije

— Limita funkcije v neskoncnosti
— Limite trigonometricnih funkcij

Zadnja tri poglavja so tako moc¢no povezana med seboj, da njihovega zgodo-
vinskega uvoda ni mogoce lociti.

Osnova vsega je seveda funkcija, katere kratko zgodovino ste lahko prebrali
v ucbenikih Linea nova na str. 178, 179 in Planum novum na str. 158, 159.

Matematiki d'Alambert, Euler, Bernoulli pa tudi Lagrange so funkcijo vedno
gledali »v enem kosu«. Najprej je bila zanje istovetna z matemati¢nim
izrazom. Funkcija, ki je bila povsod, kjer je le bila smiselna, zapisana z istim
) izrazom, je bila za Eulerja zvezna. Za zvezno je npr. stel tudi funkcijo L

Bernhard Riemann . L . . . .. . X

(1826-1866) Ceprav je njen graf iz dveh kosov. Drugic€ spet je funkcija pomenila to, cemur
danes pravimo njen graf. Bila je krivulja, nekaj enotnega, povezanega, kar
lahko nariSemo. Med risanjem konica svin¢nika gladko tece, v vsakem
trenutku napreduje z doloceno hitrostjo, krivulja je zato gladka. Ti pogledi
so bili kmalu presezeni.

Kon¢no je pravo podobo definiciji funkcije dal Dirichlet. Po Riemannovih
besedah je Dirichlet postavil trden temelj raziskavam, ki so skoraj sedemdeset
let vznemirjale izjemne matematike. Riemann nekje pravi: »Pogoji, ki jih je
zahteval Dirichlet od funkcije, so bili taki, da lahko mirno privzamemo:

v naravnih pojavih drugac¢nih funkcijskih zvez ne sre¢amo.«

Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) Omenjena matematika sta bila povezana tudi sicer: Dirichlet, katerega ucitelj
v srednji Soli je bil Georg Simon Ohm (1792-1854), je po Studiju v Parizu
in prvi sluzbi v Wroclavu nasledil slavnega Gaussa v Gottingenu. Za Dirich-
letom pa je slavno stolico zasedel prav Bernhard Riemann, o katerem bomo
nekaj malega povedali Se v poglavju o integralu.

Diferencialni in integralni raCun oz. poenostavljeno re¢eno rac¢unanje odvoda
in integrala ima zacetek pri starogrskih matematikih, predvsem pri Evdoksu



Limita funkcije

iz Knida (408-355 pr. Kr.) in Arhimedu iz Sirakuz (287-212 pr. Kr.). Razvila
sta metodo iz¢rpavanja, ki je predhodnica danasnjega racunanja plos¢ine pod
krivuljo oz. dolocenega integriranja. Bistvo metode iz¢rpavanja je vklenitev
lika z neznano plos¢ino med dva lika z izmerljivima plos¢inama, od katerih
ena nara$ca, druga pa pada k vrednosti, ki jo zelimo izracunati. Lik pod kri-
vuljo je treba razdeliti na ozke pasove in vsakemu pasu prirediti najmanjsi
pravokotnik, ki pas Se vsebuje, in najvecji pravokotnik, ki je Se del pasu.

Z vsoto plos¢in vecjih pravokotnikov tako dobimo zgornji priblizek, z vsoto
plos¢in manjsih pravokotnikov pa spodnji priblizek iskane plos¢ine krivocrt-
nega lika. Priblizki so tem boljsi, ¢im 0Zji so pasovi, na katere je razrezan lik.

Pri svojem raziskovanju je Arhimed priSel do pomembnih odkritij:

» izracunal je obseg kroga z vCrtavanjem in o€rtavanjem pravilnih
n-kotnikov in pri tem dobil dober priblizek za Stevilo T;

» znal je izraCunati povrsino in prostornino krogle;

» dokazal je, da so prostornine stoZca, polkrogle in valja z isto osnovno
ploskvijo in isto vi§ino v razmerju 1:2:3;

» dokazal je, da je plos¢ina paraboli¢nega odseka enaka % plos¢ine verta-
nega trikotnika z osnovnico, ki je enaka osnovnici odseka in z vchom
v tocki, v kateri je tangenta na parabolo vzporedna osnovnici odseka.

Drugi del razvoja diferencialnega in integralnega racuna se je nadaljeval po
skoraj 2000 letih v obdobju renesanse. Zacetki industrije, iznajdba strelnega
orozja in tiska, odkrivanje novih ozemelj in razcvet trgovine so mo¢no vpli-
vali tudi na razvoj matematike. Nadaljnja raziskovanja v matematiki je spod-
budila tudi ponovna izdaja Arhimedovih del leta 1558.

Med najpomembnejSimi matematiki tega ¢asa so:

* Simon Stevin (1548—1620); ukvarjal se je z izraCunavanjem tezi$¢
in s hidravliko;

* Paul Guldin (1577-1643) z delom Centrobaryca;

» Evangelista Torricelli (1608—1647); Arhimedove metode je uporabljal
v astronomiji in fiziki;

» Johannes Kepler (1571-1630);

* Bonaventura Cavalieri (1598-1647); leta 1635 je napisal prvi uc¢benik
o integracijskih metodah Geometria indivisibilibus continuorum.

Po izidu Cavalierijeve knjige je precej matematikov zacelo proucevati
probleme, v katerih nastopajo neskon¢no majhne koli¢ine, imenovane
indivisibile ali tudi infinitezimale. Osnovnih problemov so se lotevali
v abstraktnejsi obliki in pri tem pridobili sploSnost.

Tako je tangentni problem oz. iskanje tangente na krivuljo v doloceni tocki
krivulje pripeljal do definicije odvoda. Pri reSevanju sta se razvili dve smeri:
algebrska in geometrijska. Cavalierijevi nasledniki so razvijali grsko
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Racunanje ploscine kroga
z metodo izérpavanja

v japonski matematicni knjigi

iz leta 1670

GEOMETRIA

INDIVISIBILIBVS
CONTINVORVM
Noua quadam ratione oromota.
4arTHORE
P. BONAVENTVRA CAVALERIO
MEDIOLANEN

Ordinis S Hieron.Olim in Almo Bonarien.Archigym:.
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F Iguri planz quzcung; in eifdem parallelis confticare,
1n quibus , ductis quibufcungeifdem parallelis ¢quis
diltantibus reis lineis, concepe cuiufcumq; re@ linea
portiones funt zquales , etiam inter fe 2quales crunc: Ee
figura folidz q gsin cifdem planis parallelis conft
eutz,in quibus, dudtis quibulcungs planis cifdem planis
parallclis zquidiftantibus, concepea cuil ilcdu@i
plani ia ipfis folidis figur plan funt zquales, pariter jn=
terfe zquales erunc. Dicanwr autem figurz zqualitet
analoga, cum planz , tum ipfz (olide interfe comparac
aceriam iuxtaregulas lineas, feu plaaa parallela , in quis
bus efse fupponuntur, cum hoc fueric opus explicare.
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L1ivRE Secowp,

Apréscelaprenant va point adifcretion dans lacourbe,
comme C, fur lequelie fuppofe que I'inftrument qui fert
aladefcrire eft appliqué, ic tire de ce point C-laligoe
CBparalleleaG A, &pourceque CB & B A fontdeux
quantitdsindetermindes & inconnués , ic les nomme
I'voey &l'autre x. maisaffin de trouuer lc rapport de
I'vnealautre; ie confidere auffy les quantités connués
qui determinent Ia defcription de cete ligne courbe,
comme G A que ienomme 2, K L que ic nommeé, &
N LpanalleleaG A queienotumece. puis ie dis, comme
NLefaLK,oucdb,ainfiCB,ouy, ctABK, qui cft

parconfcqucut{]:&BLcﬂ—’: y--b, & A L'eftx+
£y --b.depluscomme C Beft AL B,ouya Ey--b, ainfi

«,0uGA,clt4 LA, onx + TEy--L.dc fagon que mul-
st tipliant
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Acta eruditorum

TEMPUS NOVUM

geometrijsko metodo, Réné Descartes, Pierre de Fermat in John Wallis pa so
poskusali na algebrski nacin. Spodbudo za razvoj t. i. infinitezimalnega
racuna so dobili z izidom Descartesove knjige Géométrie, v kateri je

z uporabo algebre v geometriji postavil temelje analitine geometrije.

Razvoj infinitezimalnega racuna sta nadaljevala Fermat (leta 1638 je odkril
metodo za iskanje minimuma in maksimuma) in Johannes Hudde dvajset let
pozneje s posplositvami Fermatovega dela.

V tem Casu so ze znali izraunati prostornine in zapisati enacbo tangente na
krivuljo, vendar pravega odnosa med odvodom in integralom $e niso poznali.
Leta 1655 je izSlo Se eno pomembno delo. S knjigo Arithmetica infinitorum
je profesor geometrije v Oxfordu John Wallis (1616—-1703) algebro razsiril

v pravo matematicno analizo, kot jo pojmujemo danes.

Do definicije odvoda in integrala ni bilo ve¢ dalec, potrebna je bila le Se sin-
teza algebrske in geometrijske metode. In to sta neodvisno drug od drugega
opravila Isaac Newton in Gottfried Wilhelm Leibniz.

Newton je svojo metodo, ki jo je imenoval feorija fluksij, odkril med letoma
1665 in 1666, ko se je pred kugo iz Cambridgea umaknil domov na dezelo.
Metoda je nastala med proucevanjem neskonc¢nih vrst iz Wallisove knjige
Arithmetica. Odvod oz. fluksijo si je predstavljal kot hitrost in jo tudi ozna-
¢eval s piko nad ¢rko (ta oznaka za odvod poti po Casu je v fiziki ostala do
danes). Svoje ideje o teoriji fluksij je opisal v istoimenski knjigi, ki je iz§la
po njegovi smrti leta 1736.

Leibniz je infinitezimalni racun premislil med letoma 1673 in 1676 pod
vplivom del Huygensa, Descarta in Pascala. V nasprotju z Newtonovim
kinemati¢nim pristopom je bila Leibnizeva metoda geometrijska. Svoje prve
izsledke o odvodu in integralu je izdal ze leta 1684 v knjigi Acta eruditorum.
Leibniz je v diferencialni in integralni racun vpeljal vecino simbolov, ki so

v uporabi Se danes.

Newton in Leibniz sta bila pri razlagi infinitezimalnega ra¢una precej nejasna
in v svojem delu nista dala popolnoma strogih definicij, kar je med matematiki

Jean le R
(1717-1783)

Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)
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sprozilo zol¢ne razprave in kritike. Njuno delo so v naslednjem stoletju

INSTITUTIONES
dokoncali Jakob in Johann Bernoulli, Leonhard Euler, Jean le Rond CALCULI
d’Alambert, Joseph Louis Lagrange in Pierre Simon Laplace. DIFFERENTIALIS

CUM E1US VSU

IN ANALYSI FINITORUM

ac

DOCTRINA SERIERUM

Isaac Newton se je rodil zemljiSkemu posestniku v Lincolnshiru. V mladosti
ga je zanimalo konstruiranje razli¢nih predmetov (zmaji, son¢ne in vodne
ure), za katere je sam delal nacrte. Po nekaj letih Solanja je odsel domov

in pomagal na kmetiji. Stric je v njem zaslutil genija in dosegel, da je odsel

Studirat na univerzo v Cambridgeu, kjer je brez posebnega truda diplomiral %‘%

leta 1665. Zaradi kuge je odSel domov in imel veliko ¢asa za razmisljanje in e

Studij. V tem Casu je odkril infinitezimalni racun, gravitacijski zakon, ukvar- ACADEMIAE INPERIALIS sCIENTIARUM
jal se je z optiko (z opti¢no prizmo je pokazal, da je bela svetloba sestavljena

iz mavri¢nih barv), leta 1668 je sestavil prvi zrcalni teleskop. Leta 1687 Naslovnica Eulerjeve knjige
je izdal knjigo Philosophiae naturalis principia mathematica (Matematicne O diferencialnem racunu

osnove naravoslovja), v kateri je opisal ve¢ino svojih najpomembnejsih ugo- iz leta 1755
tovitev — tudi tri temeljne zakone mehanike in gravitacijski zakon. Newtona
so Se v Casu Zivljenja zelo sposStovali. Postal je poslanec v parlamentu, dobil
plemiski naslov in bil upravnik kraljeve kovnice denarja. Ko je umrl, so ga

z najvecjimi ¢astmi pokopali v Westminstrski opatiji ob pomembnih angleskih
junakih. Latinski napis na njegovem nagrobniku se koncuje s stavkom:
»Smrtniki, radujte se ob tem velicastnem okrasu ¢lovestva.«

Gottfried Wilhelm Leibniz se je rodil v Leipzigu in potem vecino zivljenja
prezivel na razlicnih dvorih. Na univerzi je Studiral pravo in Ze dvajsetleten
doktoriral iz filozofije. Glavni smisel njegovega zivljenja je bilo iskanje
splo$ne metode za pridobivanje spoznanj, ustvarjanje izumov in razumevanje
prave enotnosti vesolja. Zato je bil filozof, zgodovinar, teolog, lingvist,
biolog, matematik, izumitelj (skonstruiral je mehanski racunski stroj, imel je
ideje o parnem stroju) in diplomat. Kot diplomat je leta 1672 prisel v Pariz in
se seznanil z nekaterimi matematiki. Ko je opazil, da je njegovo matemati¢no
znanje bolj Sibko, je zacel Studirati in kmalu sam zacel prispevati nova
matemati¢na odkritja. Leibnizova zasluga je, da poznamo formulo za odvod
produkta funkcij, veliko truda je vlozil tudi v iskanje oznak v diferencialnem
in integralnem racunu. V nasprotju z Newtonom je starost prezivel bolan,

pozabljen in zagrenjen. Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)
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Racunanje s funkcijami

V tem poglavju bomo za pojme, kot so narascanje in padanje, konveksnost
in konkavnost elementarnih funkcij, uporabili bolj elegantno ugotavljanje
in opisovanje lastnosti, ki smo jih spoznali v prvih treh letih. To nam bo
omogocilo, da bomo lahko natan¢neje risali njihove grafe.

Za zacetek naredimo kratko ponovitev z malo tezjima zgledoma.

g

n Zapisimo definicijsko obmodje, zalogo vrednosti, ni¢le, intervale
naras¢anja in padanja ter ugotovimo omejenost oz. neomejenost
in konveksnost 0z. konkavnost funkcije f{x)=In Jx-1.

Najprej se spomnimo, da je logaritemska funkcija definirana za
pozitivna realna Stevila (ko gre x — 0, gre Inx — —eo), zato posta-
vimo pogoj Jx*—1 >0. Potem je tudi x”— 1> 0, iz Gesar 7e dobimo
definicijsko obmocje D= (—co, —=1) U (1, o). Pri tem si lahko
pomagamo z grafom kvadratne funkcije g(x) =x"—1.

4

1,,

rl

Funkcija fima dve navpi¢ni asimptoti pri x=1 in x=—1, ker logari-
temska funkcija pri ni¢elnem logaritmandu ni definirana.

Prix=,/2 ima funkcija niclo: f{./2)=In./(/2)’—1 =In1=0,
prix=/e’+1 je vrednost funkcije enaka 1:

AJE+ 1) =IndJ(+1)' -1 =lne=1.

Funkcija na intervalu (1, o) narasca podobno kot osnovna logaritem-
ska funkcija.

1z vsega sklepamo, da je na intervalu (1, o) funkcija neomejena,
torej je Z,=R, in je konkavna.

Ker je funkcija soda, fi—x)=1In/(—x)’~1 =In J/x’—1 =£(x), je njen
graf simetri¢en glede na ordinatno os. Funkcija je naraScajoca na
intervalu (1, e) in padajoca na intervalu (—eo, —1).
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Glede na vse nastete lastnosti ze lahko dokaj natan¢no skiciramo
graf funkcije, s pomocjo programa GeoGebra pa se prepri¢amo,
da smo pravilno razmisljali.

1
i
!
1
1
i
|
!
I
1
1
|
I
1
1
I
M
1
1
|
|
]
1
|
1
I
I
I

Pokazimo, da je funkcija f{x)=2x— 1 bijektivna.

Najprej pokazimo, da je injektivna. Po definiciji se morata razlicna
originala preslikati v razli¢ni sliki. Lahko pa trditev logi¢no obrnemo:
Ce sta enaki sliki, morata biti enaka tudi originala.

1z fix))=2x;— 1 in f{x,) =2x,— 1 ter 2x; — 1 =2x,— 1 Ze sledi x; =x,.
V drugem delu moramo pokazati, da je vsako realno Stevilo y slika
nekega originala.

Vzemimo za original realno Stevilo %1 in ga preslikajmo
s funkcijo f.

f(Lerl):Z-LJZrl —1=y+1-1=y in trditev je dokazana.

Ker je finjektivna in surjektivna, je bijektivna.

Sestevanje in odstevanje, mnozenje in deljenje
funkcij

Funkcijama fin g, ki sta definirani na istem intervalu [a, ], lahko priredimo:

* vsoto (f+2)x) =fx)+g(x)

* razliko (-8 =fx)-gx)

* produkt (- ) =f(x) - g(x)

o kvocient (-é )(x)= -5(% ;8(x) %0, Vx [a, b]

e produkt s Stevilom (kf)(x)=k - f(x)



n Zapisimo vsoto, razliko, produkt in kvocient funkcij flx)=x—3
in g(x)=—2x+ 1 na intervalu [-3, 4] ter nariSimo njihove grafe.
(f+o)@)=x-3+(-2x+1)=—x-2
(f-g)x)=x-3—-(2x+1)=3x-4

Vsota in razlika dveh linearnih funkcij sta linearni funkciji.
(@) =(x—3) (2x+1)=-2x"+7x-3
Produkt dveh linearnih funkcij je kvadratna funkcija.
— _x=3
(é)(x) = I+

Kvocient dveh linearnih funkcij je racionalna funkcija, ki ni defini-
rana v nicli funkcije v imenovalcu: Dé =R- {% 1.

i i
FETAN] 1
\1 “““ EEAEYE

NG TTIR 0/x

B3 Narisimo graf funkcije /4(x) = x+ cos x.
Naloga je kar precej trd oreh, saj taki funkciji ne znamo niti poiskati
nicel. Edino zacetno vrednost znamo dolociti:
h(0)=0+cos0=0+1=1

Znali bi poiskati $e nekaj tock z njenega grafa, ki pa nam ne bi poma-
gale kaj dosti in z njimi ne moremo narisati celotnega grafa:

W\ e W m_T T —1° m T
h(z)—§+cosi—§+0—§ =157 = A(z,z

h(m)=m+cosnt=m—1=2"14 = B(m n-1)

Funkcija A(x) je vsota dveh funkcij:

fix)=x in g(x)=cosx

Narisimo grafa funkcij f'in g, potem pa bomo laze skicirali tudi graf

vsote. Pri posameznih vrednostih x bomo pogledali vrednosti f{x)
in g(x) in dolocili vrednost njune vsote.
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Npr.: prix=7 je fix)=m in gx)=-1,
vrednost vsote oz. A(x)=m—1;

prix=31 je fix)=3F in g(x)=0,
vrednost vsote oz. i(x)=f{x)= %n .

y
f
11 P X+COS X
~]
1 COS X

Sestava ali kompozitum funkcij

Vzemimo funkcijo f, ki elementom mnozice A priredi slike f(x) v mnozici B,
in naj bo B zaloga vrednosti funkcije 1 (funkcija fje surjektivna). Slike f(x)
so originali nove funkcije g, ki jim priredi slike g(f(x)) v mnozici C.

fiA— B gB->C
Srx = flx) g: flx) = g(ftx))

gof

Od originala x € A4 do njegove slike g(f(x)) € C lahko pridemo tudi nepo-
sredno s funkcijo, ki jo imenujemo sestava ali kompozitum funkcij fin g:

gof A= C gefix—g(flx)) oziroma (ge°f)(x)=g(f(x))



n Ucenci so pisali Solsko nalogo iz matematike. Naj funkcija f
vsakemu ucencu priredi Stevilo zbranih tock, funkcija g pa vsakemu
Stevilu tock priredi oceno. Potem je kompozitum g ° f* funkcija,
ki vsakemu ucencu priredi zasluzeno oceno.

Funkecija f* Jaku priredi 15 tock, funkcija g pa 15 to¢kam priredi
oceno dobro.

f(Jaka)=15
g(15)=db
(g °f)(Jaka) = g(f(Jaka)) = g(15)=db

E Funkecija f kvadrira vsako realno Stevilo, funkcija g pa Stevilu pri-

X X
rL/ J_/ Steje 1. KakSen je predpis funkcije g © / in kakSen je predpis funkcije
P Jrogl
° U 2 & 2 2
7 v 3 X — x +1 (gof)x)=x"+1
2 (%) f(x) kvadriraj pristej 1
b4 ) [ |
3% x+1 (x+1) (feo)x)=(x+1)
f g pristej 1 kvadriraj
v v Vidimo, da sestavljanje funkcij ni komutativna operacija.

f(g)  g(f(x)

Ce je funkcija f: (a, b) — (c, d) bijektivna, ji lahko poii¢emo inverzno
funkcijo. Definicijsko obmocje inverzne funkcije je zaloga vrednosti (¢, d)
prvotne funkcije f, zaloga vrednosti inverzne funkcije pa je definicijsko
obmocdje (a, b) prvotne funkcije f.

g

n Eksponentna funkcija f{x)=a"; a>0; a# 1 z definicijskim obmo¢jem
D;=R in zalogo vrednosti Z=R" ima inverzno funkcijo / () =log,x;
a>0; a#1 z definicijskim obmoc¢jem D,= R" in zalogo vrednosti
Zf: IR.
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E Kvadratni funkciji ne moremo najti inverzne, ker ni bijektivna.
Zato njeno definicijsko obmoc¢je omejimo na nenegativna Stevila,
ista mnozica je tudi zaloga vrednosti. V tem primeru ima inverzno
funkcijo /' (x) = Jx, D;=Z,=[0, ).

Kompozitum bijektivne funkcije f'in njene inverzne funkcije f° - je identi¢na a~
preslikava.

Fof HX=(f" ) =x f)=2%

12a
g ) g)=7
EW Na primeru funkeij f(x)=1In (x*+2) in g(x)=3x— 1 pokaZimo,
da sestavljanje funkcij ni komutativna operacija. . a

(fo 2)(x) =f(g(x))=In (Bx—1)’+2=1In (9% — 6x+3) g(fla)=a

(g @) =g(f)=3n("+2)-1)=3In(*+1)=In(x"+ 1)’ =
=In(*+3x" +3x°+1)

E Izracunajmo i inverzno funkcuo funkcije fix)=3/x + 1 in pokazimo,
da velja (fo £ @) =(f" o /)x)=x.
y=3x+1
x=3y +1=y=(x-1)
S @=6-1
(@) =3/-1) +1=x—1+1=x
()= +1-1) =x

E Dani sta funkeiji fix)= 3x +4 x;t £ ing(x)= 7x +4 x?& < . Pokazimo,
da sta funkciji druga drug1 inverzni.

. y _ o Txtdy_ 3EEDH 21kt 12+4(55-3) _ 4lx _
4 g)(x)_f(g(x))_f(s;c—s)_5(%%*),7 35x+20-7(5x—3) 41 "

4 _ _ o 3xtay_ TGEDHA  91x428+4(5x—7) _ 4lx _
(g f)(x)_g(f(x))_g(Sx—7)_5(3506_1“7‘)_3 15x+20-3(5x-7) 71_1__36

/' (@)=gx) in g™ (x)=/(x)

u Dani sta funkciji f{x) =3x+2 in g(x) =2x+n. KolikSna mora biti
vrednost neznanega Stevila n, da bo veljalo f{g(x)) =g(f(x))?

flgx)=32x+n)+2
g(f(x))=203x+2)+n
(fog)x)=(g°f)x)
32x+n)+2=203x+2)+n
3n+2=4+n

=1l
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E V jezero z mirno gladino vrzemo kamen. Ta povzroc¢i krozno valo-
vanje, ki se Siri s hitrostjo v=>50 cm/s. Izrazimo polmer r kroznice,
ki je ¢elo valovanja, kot funkcijo ¢asa (v sekundah) in zapisSimo
kompozitum funkcij S ° 7, kjer je S ploscina kroga in » polmer
kroznice.

r(t)=vt=50t
S(ry=mr’
(S o 1)) = S(r (1)) = (1))’ =(50¢)> = 25007+

569. Zapisite definicijsko obmocje funkcij. 573. Dani sta funkciji f{x)=2x-3 in g(x)=—x+2.
a) flx)= ln(x2 —-2x-3) Za katera realna Stevila x velja:
b) gl =log; (¢’ —x"~x+1) a) f(x)=g(x)
) h(x)= [t2 b) f(2x)=g(x)
o €) fx)+x=g(2x)
570. Dani sta funkciji f{x)=2x—4 in g(x)=x — 1. 8 ?gi g _ ggz)z )
Zapisite predpise za funkcije. e) f(xz) — g(-13)
a) 7). ) in (0]
b) g '(x), g(x ) in [g(x)]" 574. Dani sta funkciji fin g. Zapisite predpise za
vsoto, razliko, produkt in kvocient funkcij
571. Dani sta funkciji fix)=3"+1 in g(x)=In x. fx)=x+31n g(x)= —% x—2. ZapiSite Se predpis
Zapisite predpise za funkcije. za funkcijo h: x — 2g(x).
a) /7 (). ) in ()]
b) g '(x), g ") in [g(x)]" 575. Na sliki sta grafa funkcij fin g.
y

572. Na sliki so narisani grafi linearne funkcije
f: R — R in potenc¢nih funkcij
g: [=1,00) = [0, =) in i: R — R. Narisite grafe
inverznih funkeij /', g~ in A" ter za vseh Sest
funkcij zapiSite predpise.

a) Z grafa odcitajte vrednosti: (f+g)(—1),
(=2, (f-2)(3), (¢=/)4) in (é )(0).
b) Zapisite predfise za funkcije £, g, f+ g, f— g,
g

g—1,f-gin L ter preverite rezultate iz
tocke a.
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576.

577.

578.

579.

580.

581.
582.

583.

Dani sta funkciji f(x)=x"+1 in g(x)=2"—1.
Zapisite predpise za funkcije:

a) f+g,

b) 4g,

) g—/,

¢) /g

d) £ in zapisite njeno definicijsko obmodje.

/

Dani sta funkciji f{x) =x—11in g(x) =x"—5x+6.

a) Zapisite predpisa za funkciji /- g ter L
. . C e g o g
in njuni definicijski obmocji.

b) Izracunajte (f- g)(2) ter (-gi )(-1).

Dani sta funkciji f(x)=cos’ x in g(x) =sin"x.
Zapisite predpise za funkcije:
a) f+g,
b) /=g,
¢) 2g,
) f-g
d) -gﬁ in zapiSite njeno definicijsko obmocje.
Zapisite definicijsko obmocje in zalogo vred-
nosti danih funkcij.
D) fio)= %
— [1=
b) fiw) = [
c) flx)=2—cos2x

Zapisite definicijsko obmocje funkcije

|
f(x)_x3A/lr1)c—+l'

4
Pokarite, da ima funkcija g(x) = *-2-2 — |x|
dve ni¢li na intervalu [-2, 2].

IzraCunajte f(2014), Ce je f(x)=g(x)+2
in g(x)=5.f().

Dan je graf funkcije
X; 0<x<1

f(x):{ ST +1; 1<x<2’

y
2

1,,

S0l 12 %

Razsirite definicijo funkcije na interval [-2, 2],
da bo funkcija:

584.

585.

586.

587.

588.

589.

a) soda,

b) liha,

¢) periodi¢na z osnovno periodo 2.
Narisite grafe teh funkcij.

Na sliki je graf funkcije f'z vrisanimi tockami 4,
B, C, D, Ein F. Skicirajte spodaj navedene grafe
in vsakokrat na grafu oznacite preslikane tocke.

y

107 E(16, 8)

4(0,2)
\B(1, 0)

49,0)  \F(25,0)

PAKGEEECOEERNS
a) y=8-flx)

b) y=2fx+1)

¢) y=fx’)

d) y=fx)|

e) y=AIx|)

=]

Dan je graf funkcije f. [zracunajte »+ f(—1), e je
A=2)=pinfip)=r.

i

AV

Dani sta funkeiji f(x)=x+3 in g(x)=x"— 1.
Zapisite predpise za sestavljene funkcije.

a) fog b) gof

Dani sta funkeiji f(x)= /x+1 ing(x)=x"—1.
Zapisite predpise za sestavljene funkcije.

a) fog ) fof

b) gof ¢) gog

Dani sta funkciji fix) =x"' in g(x) = - . ZapiSite
predpise za sestavljene funkcije.

a) fog ¢) fof

b) gof ) g°g

Za funkciji f(x)=log (—x) in g(x) =x"+4x—-12
poiscite predpis za sestavljeno funkcijo f° g in
zapiSite njeno definicijsko obmocje.
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590. Najprej narisite grafa funkcij /: R — R";

fix)=2"ing: R" — R; g(x) =log, x, nato zapisite
predpise za funkcije in narisite Se njihove grafe.

a) fog
b) gof
c) flx)-f(x)

591. Pokazite, da za funkciji f(x) =cosx in g(x) = 3
veljafog#gef.

592. Dani so neznano Stevilo in funkciji f(x) ter g(x).

IzraCunajte vrednost neznanega Stevila, da bo
S(g(x)=g(f(x).

a) fix)=3x+2, g(x)=kx—1

b) fix)=kx+3, g(x)=kx—1

c) fix)=2x+n, g(x)=3x+n

593. Poiscite kaksen primer funkcij fin g, da bo
Ag(x))=sinx".

594. Ce je T temperatura zraka in piha veter
s hitrostjo v, potem imamo obcutek, da je bolj
mrzlo, kot kaze termometer. Temu pravimo
vetrovni ohladitveni indeks (wind chill index)
in ga izraCunamo s funkcijo dveh spremenljivk:

0<v<6’5

Ay, 1= 33— 104523 2292570 278v (337, 'S <v< 72

1'6T—-19'8; v272

a) Izracunajte A(50, 0) in A(100, 11).
b) Zapisite funkcijo A(v, 11).

595. Uporabite grafa funkcij fin g ter funkcijo
h(x)=-2x+15 za izraCun kompozitov.

y y

3+ 3+

}; 2y

1+ 1\/
of 1 2 3 x of 1 2 3 ¥

a) h((0)), f(h(1)), f(g(2)), [(f(3))
b) g(f(0)), g(f(1)), g(h(2)), h(f(3))
¢) f(g(0)),/(g(1)), f(A(2)), M(g(3))

f)=9x-2; 1<x<3,g(x)=

596. Dane so funkcije

3; <1
’ x {|x+1|;x<0

2x; x20
1; x>3

in i(x)=2.

a) lzraCunajte f(x) in g(x) zaxe {-1,0, 1,2, 3}.

b) IzraCunajte f(g(1)), /(A(1)), A(F(1)), [(/(2)),
8(g(3"5)).

¢) NariSite grafe f, g in 4 na intervalu (-5, 5).
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Limita funkcije

Pri pregledu elementarnih funkcij opazimo, da lahko grafe nekaterih funkcij y
nariSemo z eno potezo, ne da bi pri tem dvignili konico svin¢nika. Te funkcije
so t. 1. zvezne funkcije, grafi nekaterih so predstavljeni na robu strani.
Poznamo pa tudi funkcije, ki niso zvezne.

V) |

28 x>0 0

’ |x+1]; x#0 <

f)=10;  x=0 g(x)—{O; o M@=,
—x—1; x<0

N\
yh b2 ) yh

konstantna
funkcija

linearna
funkcija

kvadratna
funkcija

potencna
funkcija

t t t t t t t t t t t t t t 0
—1\% 1 x -1 o] 1 x /4 ol 1 x
T | | ;

Funkeciji fin g nista zvezni v x = 0, saj imata »pretrgan« graf, vendar je med

~ NN

njima bistvena razlika. Funkcijo g lahko »popravimo« tako, da postane §
. : : x|+ 1220 /\ 2
zvezna, ¢e spremenimo predpis v g(x)= I =0 pri funkciji f'to ne gre. — - =

Funkcija / je zvezna, ¢eprav ima na razlicnih delih definicijskega
obmogja razli¢na predpisa.

\\ <
eksponentna
funkcija

Ponovimo: Odprt interval Sirine 2¢ s sredis¢em v a: Ofa)=(a—¢€, a+¢€) 0 X
imenujemo &-okolica tocke a.

: : ] y
a—-& a a+é

:H*’
;\\
logaritemska
funkcija

Ce gledamo vrednosti funkcije, ko se x priblizuje tocki, v kateri funkcija

ni zvezna, vidimo, da se priblizujejo neki doloceni vrednosti: pri funkciji g
je ta vrednost 1, pri funkciji /pa take vrednosti ni. Ce se namre¢ pri funkciji
priblizujemo tocki nezveznosti x = 0 z leve, gre vrednost funkcije proti —1,
¢e gremo proti x = 0 z desne, pa se vrednost funkcije priblizuje 2.

\>

[
a

L
sinusna
funkcija

Stevilu 1 pri funkciji g re¢emo limita funkcije (ko gre x proti 0 in ni enak 0)
in je neke vrste »nadomestek« za vrednost funkcije. Funkcija fpa limite nima.

Limito funkcije ugotavljamo tudi, kadar funkcija pri dolo¢enem x ni defini-
rana (npr. pri funkcijah tanx, cotx, pri potencnih funkcijah z negativnim /\
celim eksponentom x a7, ali pri racionalnih funkcijah z realnimi poli). / \/ 0

E -

[~
kosinusna
funkcija
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x+1
(x—1)°
yA,

glx)=

i

L
=+

|
|
|
I
|
I
I
|
1
I
|
|
f
1
|
I

A0S S ) 1 0 0 B o o

Funkcija flx)=tanx vx= % ; k€ R nima limite, saj gre vrednost

funkcije v okolici tock, kjer ni definirana, proti neskon¢no, ce se bli-

zamo z desne 0z. proti —eo, Ce se blizamo z leve. Racionalna funkcija

glx)= ﬁ ni definirana v polu x = 1, vendar gre vrednost funkcije
o

proti neskoncno, ¢e se blizamo polu z leve ali z desne. Zato ima

funkcija g limito v tej tocki.

To, kar smo ugotovili intuitivno oz. bolj preprosto, bomo zdaj povedali
z matematicnim jezikom.

Definicija: Stevilo b je limita funkcije £, ko gre x proti a, &e za poljubno
e-okolico tocke b obstaja taka 5-okolica tocke a, da brz ko je x v 6-okolici
tocke a, je tudi flx) v e-okolici tocke b.

b=1lim f(x) & (Ve>0) (36> 0): x& (a—8,a+0) = flx) € (b—¢& b+¥)

gy

Izberimo poljubno majhno pozitivno realno stevilo &, ki doloca
g-okolico tocke b na ordinatni osi. Preverimo, ali k izbranemu &
obstaja tako pozitivno realno Stevilo 6, da se vse vrednosti x iz
d-okolice tocke a na abscisni osi (razen morda toc¢ke a) preslikajo
v fix) iz e-okolice tocke b. Ce obstaja, potem pravimo, da limita
funkcije /v to¢ki a obstaja in je enaka b. Pri tem ni pomembno,
ali je funkcija v tocki x=a definirana ali ne.

i
‘
1
7 <
S

a+0¥

Funkcija pri x=a je definirana. Funkcija pri x=a ni definirana.
Limita obstaja. Limita obstaja.



Limita funkcije 189

Pri definiciji limite funkcije je pomembno, da k vsakemu $e tako
majhnemu & lahko najdemo ustrezen 6, sicer limita v tocki a
ne obstaja:

7

Za tako izbran € Za tako izbran &
obstaja ustrezen o. ne obstaja ustrezen 0.

Pri velikem € lahko najdemo ustrezen o, pri majhnih vrednostih €
pa tak & ne obstaja. Ce namreé vzamemo katerikoli x, ki je ve&ji od
Stevila a, njegova slika ni v g-okolici b. Za obstoj limite pa mora
tak & obstajati za vsak €.

Racunanje limite funkcije je smiselno le v tockah nezveznosti, kajti v vseh
tockah, kjer je funkcija zvezna, velja, da je limita enaka funkcijski vrednosti.

Definicija: Funkcija fje zvezna v x=a, Ce in samo e
Ve>0)(F6>0): xe (a—9d, a+ ) = f(x) € (f(a)— &, f(a) + €).

Funkcija je zvezna na intervalu [a, b], Ce je zvezna v vsaki tocki tega
intervala.

.. —1 -2 . . .. . . .
Funkcije tanx, cotx, x ', x ~ in racionalne funkcije z realnimi poli so zvezne
povsod, kjer so definirane.

g

Za boljso predstavo limite poglejmo Se preprost zgled z lestvijo. Bolj
ko se njen spodnji konec priblizuje steni, bolj se viSina njenega vrha
bliza Stevilu, ki pomeni dolzino lestve.

10 10 10 —
m m V100 —x
X—>

X—> X >

Lahko napiSemo )lclg(l) J100—x* =10.
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Lastnosti zveznih funkcij

Ce sestejmo, odstejemo ali zmnozimo dve zvezni funkciji, dobimo novo
zvezno funkcijo. Kvocient dveh funkcij pa je zvezen povsod, kjer je funkcija
v imenovalcu razli¢na od nic.

Zvezne funkcije imajo Se druge lepe lastnosti:

» Zvezna funkcija, ki ni nikjer na zaprtem intervalu enaka 0, ima na vsem
intervalu stalen predznak (je povsod pozitivna ali povsod negativna).

y y

y y

* Funkcija, ki je zvezna na zaprtem intervalu, je na njem omejena
in zavzame svojo natancno zgornjo mejo M, natanc¢no spodnjo mejo m

in vse vrednosti med njima.

!
|
!

‘ ‘

| |

| |

| |

| |

| |

i i

a h X

VA .. v - v - . . . .. 1 .
* Ce je funkcija f'naras¢ajoca in zvezna, je njena inverzna funkcija / tudi
nara$cajoca in zvezna funkcija.

y/f(x)//

Grafa funkcije in njej inverzne / >
- funkcije sta simetri¢na glede e /
¢ nasimetralo lihih kvadrantov. 7 /
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i —

597. Ce je graf funkcije pretrgana krivulja, zapiite ~ 600. Za katero realno $tevilo a bo funkcija

tocke, kjer ni definirana, ali tocke nezveznosti. Y16, o4
a) flx)=3x-2 fix)= { x—4 zvezna?
b) flx)=14-2x| x+a;, x<4
) flx)y=x"—2x-8
&) flx)=x—Tx+6 601. Za katero realno Stevilo k£ bo funkcija
d) fn) =35 L sy
7 4 fx)=1 -2 * zvezna?
e) flx)=5— —2x+k;, x<4
X —=2x-3

) flx)=log (X’ +4x+4)
g) g(x)=log;(x’ ~3x-2)

h) h(x)= J)Z

i) fo=3"-1"

602. Dolocite vrednosti $tevil @ in b, da bo funkcija

ax+1; x<3
f(x):{bx—3; >3 Zvezmayv 13, 3).

j) fix)=log|x|+1 603. IzraCunajte Stevili a in b, da bo funkcija
_ 1 : <
k) flx)= Sinx > x<2
gx)y=qax+b; 2<x<10 zvezna.
598. Narisite grafe spodnjih funkcij in zapisite tocke 21; x>10
nezveznosti.
2x—1; x>-1
8) fix)= {—x+ 1; x<-1
b B [x+1]; x<1
Y= m s
x+3; x<-2
¢) fx)=4x" 2<x<l1
4—x; x>1
2% x<0
&) f)=4x";  O0<x<l
2x—1; x>1
sinx; x<0
d) fix)= {tanx; 0<x
599. Narisite grafa spodnjih funkcij in zapiSite tocke
nezveznosti.
—1;x<0
a) flx)=40; x=0
1; x>0

b) /1[0, e2) — [0, e0); fix) =[x]
Op. [x] je celi del spremenljivke x. Vrednost funkcije f
v tocki x je enaka najve¢jemu celemu $tevilu, ki ne pre-
sega x.
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Racunanje limite funkcije

Ce obstajata limiti funkcij fin g, ko gre x — a; )1(1_1’)1}1 f(xX)=uin )1(1_1’)1}1 gx)=v,
potem velja:

1. Limita vsote (razlike) je enaka vsoti (razliki) limit:
lim (/) + () = lim f(x) + lim g(x)
Dokaz:

Ker je )1cl_r)n Cf(x) =u, za vsak £> 0 obstaja tak 6, >0, da za vsak x iz okolice
[x—al <8 velja [fix)—u| <5, inker je lim g(x)=v, za vsak £>0 obstaja
tak 8,> 0, da za vsak x iz okolice |x—a| < &, velja |g(x)—v| < g

Zdaj pogledamo
| () +g(0) = w+v)| = |(f(x) —u) +(g() —v)| < [f(x)—ul +

+lg)-vI<5+5=¢
in vidimo, da je )1{13}! (f)+gx)=u+v= )lciir‘lzf(x) + )lcigl}lg(x).
Lastnost je dokazana.

2. Limita produkta konstantnega faktorja in funkcije je enaka limiti funkcije,
pomnozene s konstanto:

lm ft) = Klim £
Dokaz:
Po predpostavki je chlg}z f(x)=u, zato za vsak £>0 obstaja tak 6> 0,
da za vsak x iz okolice |x—a| < d velja [fx)—ul < ﬁ )
Poglejmo:

k- f(xX)—k-u|l=k-(f(x)—uw)| = k| - [f(x)—ul < Iklﬁ =¢, iz Cesar lahko
sklepamo )1(1_1;1}1 lk-f()]=k-u=k- )1(1_1‘)1}1 f(x). Lastnost je dokazana.

3. Limita produkta je enaka produktu limit:
lim () - gx)) = lim f0x) - lim ()

4. Limita kvocienta je enaka kvocientu limit, ¢e je limita v imenovalcu
razli¢na od nic:

)= S im g(x) %0

llmg(x) x—)a

m (42

x—)a g(x)
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5. lim [fCo1" = [lim fCoI", n € R

6. tim J1T%) = T /0

7. limc=c
x—a

8. limx=a
x—a

Dokaz:

Po predpostavki za vsak £>0 obstaja tak 6> 0, da za vsak x iz okolice
|x—al<évelja |f(x)—al <e.

Vzemimo 8= € in zapidimo |fx) —a| = |[x—a| < 6=&. Lastnost je dokazana.

g

W 1zracunajmo limite funkcij limx’, lim 3" in lim (=2).
x—>2 x—2 x—>2

limx*=2"=4 lim 3'=3"=9 lim (-2)=-2
iz y
T A
4t N x
AR EHE +
o P Ol TR

Ker so vse funkcije zvezne, je limita v x=2 v vseh primerih
enaka f{(2).

E Izra¢unajmo limite funkcije f's podatki iz slike.
) lim (3+ /)

b) lim /(2 + x) 3t
©) lim /(3 ~x) 2\/\
O lim(fa+ D=f)) |

d) )lcl_r)%f(2x) 0” i é 3

'S

=

a) lim (3+/(x))=3+ lim f(x)=3+2=5

b) Ko gre x — 1, gre 2+x — 3, zato je )lci_r)r%f(2+x)= }i_r)r31f(t) =1,
EPEI

) lim f(3 ~x)= lim f(1) =2; 1=3-x
&) lim (fr-+ 1)=f0)) = lim fGx-+ 1)~ lim () = 1 -3 =2
d) lim f(20)= Jim f(h)=2;  h=2x
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x 2 45x+6

B Izracunajmo limito 11
=2 +3x+2"

i Poleg nedolocenega izraza 3
: poznamo $e druge:

0", 17, co—c0, 2 07, 0",

. Ce po vstavljanju $tevila pri

- raCunanju limite pride do

i takega primera, moramo na

© neki nac¢in preoblikovati izraz,
. sicer ne moremo izradunati

limite (e limita sploh obstaja).

Ce v funkcijo pod limitnim izrazom namesto neodvisne spremen-
ljivke x vstavimo —2, dobimo nedologeni izraz ¢ . Kvadratna izraza
razcepimo in ugotovimo, da imata isti faktor (x+2). Ko ulomek
okrajSamo, dobimo:

m X +5x+6 = li (x+2)(x+3) _

= 1m—3 =B
x>-2243x+2  x>2x+2)(x+1) xo>2x+1  -2+1

Na grafu vidimo, da je funkcija pri x=-2 nezvezna, ima pa limito,
ki je enaka —1.

—3\‘—;24'10 A 1
\I k
|
L
|

Izracunajmo li_r>1(1] NIEETEY
X

2x

Funkcija, katere limito iS¢emo, ko gre x proti ni¢, v x=0 ni defini-
rana. Preoblikujmo jo tako, da Stevec in imenovalec pomnozimo

z izrazom (,/1+5x +1):

hm:{l+5x _hm( 1+5x—1)(J1+5x+1) = lim
F=) A% x—0 2x(/1+5x+1) x—0 2x(~/1+5x+1)

5 5 _s
=l e ~ A0 D) 4

Izracunajmo limito funkcije /v tockah nezveznosti.

o x<0

N
M)=1x-1; 0<x<l

In(x—1); x>1
Ne da bi narisali graf, je o¢itno, da je funkcija fnezvezna v x=0,
kjer ni definirana, in pri x=1, kjer je definirana; f{1)=0.
Funkcija f'ima limito v x=0: )1{i_r)r(1)f(x) =—1, vx=1 pane, kar potrjuje
tudi narisani graf.
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Neskoncna limita funkcije

Spomnimo se potenénih funkcij s celim negativnim eksponentom in nari$imo
graf ene od njih.

gy

Oglejmo si funkcijo fix)=—(x+ 2)_2 +1.

Predpis f 'bi lahko zapisali tudi kot racionalno funkcijo

- 1
=

Funkcija ima pol v to¢ki x=—-2. Premica x =-2 je njena navpi¢na
asimptota. Ko se x kakorkoli bliza vrednosti a =—2, se vrednost
funkcije izredno hitro zmanjSuje — gre pod vsako Se tako negativno
Stevilo. Ceprav ni najvedjega negativnega ali pozitivnega realnega
Stevila, po dogovoru lezeCo osmico uporabimo kot poseben znak
za neskoncno.

Definicija: Funkcija fima v x =a neskon¢no limito, ¢e so njene vrednosti f{x)
vecje od vsakega Se tako velikega vnaprej izbranega realnega stevila M,
brz ko je x v d-okolici tocke a.

)lci_l)ndf(x):oo<:>(‘v’Me R) (36>0): xc (@a—0,a+06) = fix)>M

N

E Izra¢unajmo limito funkcije fix)=—(x+ 2)_2 +1 prix=-2.

Ko se vrednosti neodvisne spremenljivke x priblizujejo —2 samo

z leve strani (leva limita), se vrednosti funkcije vedno hitreje manj-
Sajo. Enako se zgodi, ¢e se vrednosti neodvisne spremenljivke x
priblizujejo —2 samo z desne strani (desna limita). Tudi v tem pri-
meru se funkcijske vrednosti vedno hitreje manjSajo proti negativni
neskonénosti. Ker sta ti dve vrednosti enaki (leva limita je enaka
desni), ima funkcija limito.

lirgf(—(x+2)_2+ )= 1irg+(—(x+2)_2+ D= lim (—(x+2)"+1)=—eo
y .
PPN A

1,
2\ N
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E Izracunajmo limito funkcije g(x)= 95%3 , ko se x priblizuje vrednosti 3.

Ce se x priblizuje trojki z leve, funkcija tezi v negativno neskonénost.
Ce se priblizuje z desne, funkcija tezi v pozitivno neskoncnost. Ta
funkcija torej pri x =3 nima limite (leva limita je razlicna od desne).

y,,

|
|
|
|
|
|
“‘_,i__“‘x
i |
|
|
|
|
I

Limita funkcije v neskonénosti

Velikokrat nas zanima, kako se obnasa funkcija pri zelo velikih pozitivnih
ali negativnih vrednostih neodvisne spremenljivke x. Tako smo se s pojmom
limite v neskon¢nosti intuitivno srecali ze v drugem letniku pri poten¢nih
funkcijah s celimi negativnimi eksponenti in lani, ko smo iskali vodoravne
asimptote racionalnih funkcij.

2% 4

Kolikor mogoce natan¢no naris§imo graf funkcije f{x) = T
X

Funkcija fima ni¢li x, = /2 in x,=—,/2, nima realnega pola, za
obnasanje funkcije dale¢ od izhodis¢a pa izraz preoblikujemo:

2004 A

f(x): 2x2_4 _ X (2_x2) - 2 xz

#+l A+ Bleg

Graf funkcije se o¢itno bliza premici y=2, saj sta vrednosti 4 in &

zanemarljivo majhni pri zelo velikih vrednostih neodvisne ™
spremenljivke x.

X
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Ce ima vodoravna asimptota funkcije enacbo y = b, bomo rekli, da je §tevilo b
limita funkcije, ko gre x proti neskonc¢no.

Definicija: Ce za vsako e tako majhno pozitivno $tevilo & najdemo tako
realno Stevilo M, da se vsi x, ki so vecji od tega M, preslikajo v e-okolico

tocke b, potem je b limita funkcije f, ko gre x prek vseh meja.

b:;i_r)rgoj(x) S Vex>0)(AMeR):x>M = fix)e (b—¢g,b+¢)

E Izracunajmo limite:

y y Y |
|
1 |
|
3 |
1 — 1=
, |
0 1 X :
1 1 i
|
0 1 X 0 li
|
|
m l=0 lim 1 =0 il R
x—>to X x—)ioox X—>to (x_z)
lim 1 =ne obstaja lim L =oo lim (——— +3)=—oo
x—>0Xx x>0 5 x—2 (x,Z)
v y y
________ I . 1
2 /‘ /1 1\
/ : : [ x of 1 x
E-euilNSSENE NN
2
lim arctan x=1 lim 3" =0 lim 37 =0
X —> 0 2 X—>0 X—>0
lim arctan x=-2 lim 3°=0 lim 3 =00
X5 =0 2 P X——0
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2
P2 Poiscimo limito funkcije flix)= 2=4 ko
(x+3)

* sex priblizuje vrednosti 2,

* se x priblizuje vrednosti -3,

» x raste prek vseh meja,

e x gre proti negativni neskon¢nosti.

Prix=2je f zvezna funkcija zato je:

hm X)= et
i) = liny (x+3) T @+3? 25

Pri x=-3 ima funkcija f'pol druge
stopnje. Njene vrednosti, ko se

x priblizuje vrednosti —3, gredo

v neskonénost, zato:

Jim, 9 ===

_(J;)EE____

Ko x raste prek vseh meja, se graf funkcije f priblizuje vodoravni
asimptoti z enacbo y=4, zato je njena limita enaka 4. Izracunamo

b Rodohine ot g il | jo podobno, kot smo racunali enacbo vodoravne asimptote:

N g ael : 2 4 4

- Zepri zaporedjih: . 424 o a4 _ m (4-4 ., ae 4_y

{ hma = lim 42 =4 4n> —4 =4 X—>0 (x+3)2 xX—0 x2+6x+9 X—>0 x2(1+§+%) x—w ]+]§c+22 1
n—»o (n+3) : £ g X

Tudi ¢e gre x proti negativni neskon¢nosti, se vrednosti funkcije
priblizujejo vrednosti 4, zato je:

Jim f(x)= lim f{—x) = lim i(:ﬁ—— lim —=~—— 4" =1 _4

X—>00 ( x+3) x—)oox —6x+9

Na koncu tega razdelka nas ¢aka Se limita funkcije, ki smo jo spoznali pri
zaporedjih in je bila definirana za diskretno spremenljivko n € N, velja pa
tudi, ¢e je njena spremenljivka realno Stevilo x:

g

n Izracunajmo najprej limito hm (Sx i )

llm(1+1) =e

X—>0

}21;10(5)6-%3) _}%m(Sx 7+10) _ hm(1+ 107) _hm(1+5)§67) o
all
=lim (14" =
Ko racunamo limito produkta, AT TR C S =St a2
moramo preveriti, ali obstajata - }Lngo(l +%)2t. tlgrolo (1 +%)§ =(}E£10(1 n ;)) g

i limiti posameznih faktorjev.
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A Ta zgled bo §e malo bolj zamotan.

xll)mw(3x 1) _x_) 00(3x+6 7) — llm (3+ )
— i 2 i )y
—x11>1‘£100(3+ ) = 11m 3" 11m (1+3( +2)) =
=0- lim (1+ 575)'=0- 11m(1+1) .e®:1=0

3(x +2)
=7

Nova neznanka je t:—3—(x7L2) ,in od tod je x:—g t—2.

Limite trigonometri¢nih funkcij

Racunanje limit funkcij sinx, cosx, tan x, cotx, arcsin x, arccos x, arctanx
in arccotx ni posebno zanimivo. Vse te funkcije so zvezne; tanx in cotx
pa v tockah, kjer nista definirani, nimata limite (leva limita je razlicna

od desne).

Posvetili pa se bomo limiti funkcije %‘ , ki ni definirana v x=0. Dokazali
bomo trditev:

lim $i0X = |
x=>0 x

Dokaz:

Najprej v enotskem krogu izberemo pozitiven ostri kot x (merjen v radianih)
ter oznaCimo sinus in tangens tega kota. Za vsak ostri kot x velja neenakost:

sinx<x<tanx oziroma smx<x<%

Neenakost delimo s sinx (sinx> 0, kjer je x> 0) in dobimo 1< ﬁ' < Flsfc .

Ce vzamemo obratne vrednosti vseh treh izrazov, se neenakosti obrneta:

cosx < Smnx sinx
X

< 1. Denimo, da gre zdaj x proti 0. Ker je lim cosx=1, gre tudi

smx

vrednost izraza == proti 1 in trditev je dokazana. Ce je x< 0, je izpeljava

podobna.

B

sinx
=
tanx




604. Narisite graf funkcije in v dani to¢ki ugotovite
zveznost funkcije.

200

TEMPUS NOVUM

g

. llm s1n3x — im 3.sin3x 3-sin3x _

x>0 3:2x
Naredili smo zamenjavo spremenljivke 3x=+. Ce gre x — 0, gre tudi
t—0.

3 sin3x _
=5 xl—l;r(l) 3x

. . sin3x sin3x
BY i sin — = . Biealee
x>0 sindx Ho4 sindy 4 [jpsndx  4°

4x x—>0 4x

saj smo se v prvem zgledu naucili, da je

lim Sin3x sin3x _ = lim sin4x =1
x>0 3x x>0 4x :
lim 1—cosx _ lim 1—cosx  l+cosx _ 1—cos’x 1 —
=0 5P x50 2 I+cosx x>0 2  1+cosx
— i s1n2x T _ (smx csinxy 1
x>0 x>0 1+cosx x—>0 32
= 1 (1im sinx sinx lim Sinx sinx \ _ lim Sinx sinx
2 (x—)O X ) (x—>0 X ) 2 (x—>0 X )

605. Dana je funkcija f: R — R;
V tej tocki tudi izracunajte

x+2; x<-1
limito, ¢e obstaja. ’
3 x< fx)=4x3 -1<x<1
=2 = ’ B 3-— ;X2 1
2 x=2% {4x—3; x>2 n
a) Narisite graf funkcije f.
[=x+3];x<-3 b) Iz slike odcitajte lim A(x), lim f{x)in lim Ax).
b) x=—3inx=3; fix)={-2x; —-3<x<3 e e =l
6x+2; x2>3 606. IzraCunajte limite.
c) x=0; f(x):{lxl x#0 2) len—ll(z)CZ—'_x) ©) xli)n_lzi—éé
L x=0 b) lim (./x3+5) d) lim Inx
5 x5 x<0 )
-1, A= x x5
d) x=1 f(x):{22; xzl 607. Izracunajte limite.
¥+l x<l a) lim 25X d) lim £=1
X' —3; x<2 =0 X =l ]—x
’ . 2_ — . 3
¢) x=2 f(x):{32; x=2 b) lim X2 e lim (52 —x)
X +1; x>2 ¢) lim Lt 3y f) lim 2x2+25X+2
x7—1; x<1 0y oo Al
f) x=1; f(x)={ ’ o fio X Txt10 32+ 13x+4
Inx;  x>1 ) )lcl—>n} -4 ) o4 33 a4 x4
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608. Izracunajte limite. 612. Temperatura objekta v stopinjah Celzija se
a) lim 14)2:_—72 d) lim 2oux spreminja s ¢asom ¢. Spreminjanje temperature
x=>3 4 ¥*_9 x—4 x—4 o B 29501+ 80 ]
| 1o opisuje funkcija 7(¢) = Wﬁ Izracunajte
o . ey
b) )1(1_1;1} Ji—1 ©) )lcl—rﬂ N temperaturo objekta po zelo dolgem casu.
: fx+1 : [x+3-3
©) xlgl—ll [ +6x+5 f) ;lcl—g% x—2-2 613. IzraCunajte.
: x+7 x+7
¢) lim @Q 2) I e ia 2 L ey
b) lim £ — &) lim X
609. Dologite limite funkcije £ Potrebne podatke Ot 14 oot 14
preberite z grafa funkcije. 614. IzraCunajte limite.
y SN « . 1—x
3t 2) ’lclg(l) X 2 ’lflg% X' —6x+9
il im -x=1 im ——
;/\/ R Sy Vi
. 1 .
ST T ©) lim= ¢) limlog |x|
615. IzraCunajte limite.
a) lim f(2x+1) a) lim 2 ¢) lim @=DEtxrl)
Y50 x—oo l+x x>0 (erZ)3
b) lim f(x—1 2
) am/e= ) b) lim = f) lim (&2 - 3%
c) li_r)r(1)3f(4+x) x> 3 43y x—o2x—1 17)26
x i X5 ; 3x 2x -1
¢) lim f(3x~2) © Jim 5o o Im(z75 -7
: T 9-x o 1-2x
) lim /(22) O MR,
o (A=5)(4xt5) N Tim( [2
610. Zapisite limite funkcije f* Potrebne podatke d) ,}1_{1}0();__(}# 1) lim (Jx"+2x —x)
preberite z grafa funkcije.
’ 616. IzraCunajte limite.
. “oo1s 3
i ) lim 9 lim(2-3)
2t — .1 : ¥
PZEN RV AR b) lim 3 @ Jim (2-3)
— lim 2" li l+e™
ON1 2 3 4 5 ¥ ©) Him, °) lim(I+e?)
617. Zapisite enacbe vodoravnih asimptot funkcij
a) lim f(x) d) lirr% fx) in narisite njihove grafe.
xo1" = _2x . _ 1
b) lim f(x) ¢) lim f(x) a) =173 €) fxy=1-x
x~'>27 x‘AS _ 1_x2 a4
¢) lim fix) f) lim f(x) b) g)=——"— d) glx)=4"-1
¢) lim f{x) ¢) h(x)=3" e) h(x)=3¢e"-2
x—4
611. Izracunajte vrednosti limit.

1

a) lim1=2 & lim L2
x—=3 x=3 (52142
; 11+x-4 sy WfX=5
b) lim =75 d) lim 753
2 32
¢) lim 3x —17x2 6 ¢) lim 2x"—x"+8x—4
x56 36—y x—1 2x—1
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618.

619.

620.

621.

622.

Zapisite enacbe posevnih asimptot funkcij
in narisite nj ihove grafe.

) fix)=
b) gx)=
Q) hx)=*
9 fir)=

x—3

x+1
r4x’-3x-3
—4

Izracunaj limite funkcij (Ce limite obstajajo).

a) lim Z
xa3x +2

lim —2
xaox +2

2
C) )}1—1}010 x2+2

b)

m 5
x—-1 (x+2)

lim
x—>-2 (x+2)

¢) }1—1330 (x+2)°

) liminlx]

g Jim (L5 )

h) x2+3x+3

lim =—==

x—2

; x<0
Dana je funkcija f R — R: f{x)= {COS S

a) NariSite graf funkcije f.

b) Izratunajte /(% ), =5) in f0).

c¢) lzracunajte lim tf(x), lim ﬁ/(x) in ;lclln (T/(x).
XA)Z X*)*g

sinx; x>0

Izracunajte limite.

sinx X sin3x
a) lim ¢) lim =
) 50 2x ) x—0 sin2x
2
b) hm sin2x d) hm 1—C(2)S X
x—>0 X x—0 X
c) lim XX ¢) lim andx
x—0 sin2x x>0 X

Za katero realno Stevilo ¢ bo funkcija
S (=00, E) — R, podana s predpisom,
1.

f(x):{tanx+ 55

sin (x + ¢);

x>0
zvezna?

623. IzraCunajte limite.

. -1 . 2 2
a) limx tanxcosx d) limx™(1+cot x)
x—0 x>0
b) lim sin2x e) lim Sosx
x—0 XCOSX T lx
x—>2 2
. 2
C 11m X—XCOSX hm Sin_ x
) x>0 gin’x D x—>0x3_x2
2
é) lim c082Xx—C0Ss x

x—0 X

624. IzraCunajte limite.
a) lim —4x”+2x c) 11m:[x+100 10
XL 4x°—8x+3 x=0 s
b) hmfﬂl &) lim L2213
X—0 x—2 x=2
625. IzraCunajte limite.
X+2\x+1 3x=2
a) }glgo(x+5) ©) x—> oo( x+1 )
2x+ 1y X X+
b) lim (5=7) §) Jim (53
626. [zraCunajte limite.
a) 11m COosx
X—> 0 X
b) lim Ssin3x
X0 4o
C) lim Sx+sin2x
X—>0 X

¢) lim (~1+xsin1)cos

1

2x

627. IzraCunajte vodoravno asimptoto funkcije

j(x):2+xsin)—lc.

628. Izracunajte vrednost parametra &, da bo funkcija

4¢" +x—k; x<0
MOO=] sk, s
X 2

zvezna.



NE POZABI

Racunanje s funkcijami

Vsota: (fo)(@)=flx) L gx)

Produkt: (f- g)(x)=fx) - g(x)

Kvocient: ( )(x) (x) ;o gx)#0

Ce fpriredi elementom x iz mnoZice 4 slike f{x) v mnozici B, funkcija g pa je
definirana na mnozici B in f{x) priredi g(f(x)), potem je kompozitum funkcij
in g funkcija g © f, ki elementom x iz mnozice A priredi slike g(f(x)) v mno-

Zici C:

g ffaA-C

ge frx = g(fix)

Kompozitum bijektivne funkcije f'in njene inverzne funkcije ! je identicna

preslikava: /™ 1(f(x))zx.

Limita funkcije

chi_rgﬂx) =b, Ce za vsak £>0 obstaja tak 6> 0, da velja:

¢e je x v 0-okolici a in x #a, je tudi f{x) v e-okolici b.

1. Limita vsote je enaka vsoti limit:
lim (1) + g(x)) = im Av) + lim g()

2. Limita produkta konstantnega faktorja in funkcije je enaka limiti funkcije,
pomnozene s konstanto:

lm (09) = im0

3. Limita produkta je enaka produktu limit:
lim () - () = lim ) - lim g(x)

4. Limita kvocienta je enaka kvocientu limit, Ce je limita v imenovalcu
razli¢na od nic:

_ S
xl_%(g(x)) lmg() » lim g(x) # 0.

5. lim [/(x)]" = [lim /()', n R
6. lim 09 = T /09

7. limc=c

xX—>a

8. limx=a
xX—>a
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Neskon¢na limita
lim f{x) = oo, ¢e za vsak M € R obstaja tak 6> 0, da velja:

xX—>da

e je x v d-okolici tocke a, je flx)>M.

lim flx) =—= & lim (-A(x)) =

xX—>a

Limita v neskon¢nosti

}gl;lo fix)=0b, ¢e za vsak £>0 obstaja tako realno Stevilo M, da velja:
brz ko je x> M, je f{x) v €-okolici tocke b.

Am, fix)= lim A=)

sinx =1
X

lim
x—0
Zveznost

Funkcija f'je v tocki a zvezna natanko takrat, ko je v tocki a definirana in ima limito in je )ICI_I)I?I fx)=fla).
Funkcija f'je zvezna na intervalu [a, b], e je zvezna v vsaki tocki tega intervala.

Zvezna funkcija, ki ni nikjer na zaprtem intervalu enaka 0, ima na vsem intervalu stalen predznak
(je povsod pozitivna ali povsod negativna).

.....

intervalu vsaj eno niclo.

Funkcija, ki je zvezna na zaprtem intervalu, je na njem omejena in zavzame svojo natancno zgornjo mejo M
in spodnjo mejo m ter vse vrednosti med njima.

. .. v - v . .. . .. 1 . v - v . ..
Ce je funkcija f'naras¢ajoca in zvezna, je njena inverzna funkcija f tudi naras¢ajoca in zvezna funkcija.



Limita funkcije AV
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— Definicija odvoda

— Uporaba odvoda

— Odvodi drugih elementarnih funkcij
— Implicitni odvod

— Visji odvodi

— Diferencial funkcije

— Modeliranje z odvodom

Hiter razvoj matematike v 17. in 18. st. je bil povezan z razvojem drugih
znanosti. Najveckrat je prav matematika dala odgovor na dolgo nereSena
vprasanja. Tudi Newtonovo odkritje teorije fluksij (tako je imenoval infinite-
zimalni rac¢un, kakor danes pravimo racunanju limit, odvodov in integralov)
je bilo povezano z mehaniko in gravitacijsko teorijo. Newton je imel odvod
v prvi vrsti za izrazanje hitrosti. Pri svoji definiciji pojma limita pa je bil tako
nejasen, da ga je bilo res tezko razumeti.

Takole pise v svojem delu Principia:

»Ta koncna razmerja koliCin, s katerimi gredo koli¢ine proti ni¢, v resnici
niso razmerja kon¢nih koli¢in, ampak limite, proti katerim vedno konvergi-
rajo razmerja koli¢in, ki gredo proti ni¢ in katerim se priblizajo bolj kot za
katerokoli dano razliko, vendar je nikoli ne prekoracijo niti je v bistvu ne
dosezejo, dokler se koli¢ine ne zmanjsajo ad infinitum.«

George Berkeley (1685-1753)

Jje izhajal iz filozofije Johna oy . .. e . .
Locka, po kateri so neposredni Ni¢ cudnega, da je feorija fluksij pri nekaterih sodobnikih naletela na

predmet zavesti le ideje. Mate- zavracanje in celo posmeh. Idealisti¢ni filozof, matematik in skof George
rija ne obstaja, obstajajo samo ~ Berkeley, znan po nacelu esse est percipi (biti pomeni biti zaznan), se je nor-
ideje in duh. ceval iz neskon¢no majhnih koli¢in in jih imenoval duhovi izumrlih kolicin.



Definicija odvoda

Poglavje bomo zaceli z namisljenim fizikalnim poskusom. Zamislimo si,

da imamo dve ravni dr¢i, po katerih istocasno spustimo dve kladi. Na prvi
dré¢i ima klada zaradi trenja konstantno hitrost, druga dréa pa omogoca
gibanje brez trenja, zato se klada giblje enakomerno pospeseno. Klada, ki jo
spustimo po prvi dr¢i, najprej prehiti drugo dréo, po nekaj sekundah pa sta
kladi spet poravnani. Kako bi ugotovili spreminjanje hitrosti druge klade
oz. hitrost te klade v tocno dolo¢enem casu?

0 20 0 0

1 20 20 5

2 20 40 20

3 20 60 45

4 20 80 80
y

90+
80-
70+
60+
50+
40+
30+
20+
101

FAEEEEEIBERar

Nalogo bomo resili s pomocjo krivulje poti v odvisnosti od ¢asa za obe kladi.

Na intervalu [0, 4] imata kladi isto povprecno hitrost.

\_):M)b_ a :éy
b-a Ax

Povprecno hitrost lahko preberemo iz strmine premice, ki opisuje pot
enakomerno gibajoce se prve klade.

Ab)-Ma) _ Qv je diferencni kolienik funkcije / in je enak tangensu

naklonskega kota o oz. smernemu koeficientu premice. Ker je funkcija fline-
arna, je vrednost diferencnega koli¢nika neodvisna od izbire spremenljivke x.

Preden se kladi poravnata, ima druga klada manj$o hitrost, nato pa ve¢jo
hitrost od prve klade.
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Hitrost druge klade v dolocenem trenutku (v tocki 4(a, fla)) dobimo tako, da
ra¢unamo povprecne hitrosti na vedno krajsih intervalih: izberemo toc¢ko B
na krivulji in dobimo povprecno hitrost na intervalu (a, b), potem izberemo
tocki 4 blizjo toc¢ko C in ugotovimo, da je povprecna hitrost na tem intervalu
(a, ¢) manjsa od prejSnje. Postopek nadaljujemo s tockama D in E. Razdalje,
ki jih izbiramo od abscise tocke A od abscise naslednje tocke, so vedno
manjse, pa tudi povprec¢ne vrednosti hitrosti se manjsajo proti neki pozitivni
vrednosti.

fib)-fla) <, fle)-fla) 5 Ad)-fla) < fle)-fla)
b—a c—a d—a e—a
Na misel nam pride, da gre za limitni postopek.

Trenutno hitrost lahko ugotovimo, ¢e obstaja limita

lim & = |im [)=fa) _ |jy Let)-fa)
AXx>0AX  (x—a)—>0 Xx—a h=0 h :

Vrednost limite je enaka smernemu koeficientu tangente na krivuljo v x=a,
kar pa ravno pomeni trenutno hitrost klade.

Ce naso zgodbo prevedemo v matemati¢ni jezik, se najprej spomnimo, da so
samo pri konstantni in linearni funkciji spremembe funkcije neodvisne od
izbire neodvisne spremenljivke x. Pri nas kvocient vrednosti spremembe
funkcije glede na spremembo neodvisne spremenljivke pomeni hitrost.
Hitrost klade se zato na dr¢i s trenjem ne spreminja, na dr¢i brez trenja pa se
s ¢asom povecuje.

Ko smo zmanjsevali razliko neodvisnih spremenljivk, se je zmanjsevala
tudi razlika funkcijskih vrednosti—premica, ki povezuje tocki na krivulji,
je iz sekante v limiti presla v tangento.

Zdaj smo lahko Ze zelo natan¢ni.



Definicija: Odvod funkcije f v dani tocki 7(x,, yo) je limita diferencnega
kvocienta, ko gre razlika vrednosti neodvisne spremenljivke kakorkoli proti
nic:

o) = fim, B = Jim fax o)

Odvod funkcije v dani tocki 7{(x,, 1) geometrijsko pomeni tangens naklon-
skega kota oz. smerni koeficient tangente v izbrani tocki krivulje:

S (xp)=tan =k,

Funkcija f je odvedljiva na intervalu [a, b], e je odvedljiva za vsak x
iz [a, b]. Z odvajanjem funkcije f na nekem intervalu dobimo novo funkcijo
1" 0z.odvod funkcije f.

Odvod funkcije ne obstaja v tockah nezveznosti, v nekaterih primerih pa
limita diferen¢nega kvocienta ne obstaja niti v primeru, ko je funkcija zvezna.

g

Vzemimo funkcijo f{x)= |tanx| na intervalu (—g ) g ), kiimavx=0
dve razli¢ni tangenti (leva limita diferencnega kvocienta je razlicna
od desne). Zato ta funkcija ni odvedljiva v x=0.

V nadaljevanju bomo izracunali nekaj odvodov preprostih funkcij po

definiciji.

ﬂ IzraCunajmo odvod konstantne funkcije fx)= c:

fx)=c y
fix+h)=c Il
119= Jim LI = i =0

Smerni koeficient tangente na graf HE EEEEEE
konstantne funkcije v katerikoli tocki P A
je enak 0. 1
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E Izracunajmo po definiciji odvod linearne funkcije f{x) =—2x+3.
flx)=—2x+3
fx+h)==2(x+h)+3
f’(x)=limﬁ——Lﬁ—H+h —[X) = 3

— Jim =20t E3 203 iy 20 A

=Y >0 h

=-2 SEEEETEERyERES

Smerni koeficient tangente na premico je
kar enak smernemu koeficientu premice.

B Izra¢unajmo odvod linearne funkcije f{x)= x.
Ax)=x 4
fx+h)=x+h 1

f(x)—hm ﬂx”’) ftx) —}1111)1%’”2 L =]

Smerni koeficient tangente na premico
je kar enak smernemu koeficientu [T ital [ 111
premice. T

n Izra¢unajmo odvod funkcije f{x)= X
fo)=x"
fx+h)=(x+hY=x"+2xh+h

— fl +h) @) — CA2xh i —x _
S (x) = lim - = lim 5 —

= lim 2xh+h = lim h(2x+h) —
"0 A h—0 h

= lim (2x+h)=2x
h—0

EA Poiscimo odvod funkcije f{x)=x.
f(x)= hm(—)— = lim 3 h+3hx}‘ th=x

h—0

— 1im3x ht3xh>+h = lim g3x +3xh+h =
h—0

h h—0

=1l (3x +3xh+h) 3%

h—




Racunanje odvoda po definiciji je lahko zelo zapleteno, zato si pri odvajanju
pomagamo tudi s pravili, ki nam olajsajo delo.

1. Odvod vsote funkcije je enak vsoti odvodov:
[(F+8)@)]' = (flx) +g(x)" = f' () +8'(x)

2. Odvod produkta dveh funkcij se izra¢una po formuli:

[(f-©@)]' = (f)g(x))' = f' (¥)g(x) + fix)g' (x)

3. Odvod funkcije, ki je pomnoZena s konstanto, je enak odvodu,
pomnozenemu s konstanto:

[(BN )] = (k(fx))" = kf'(x)

4. Odvod kvocienta:

f r_ ['(x)g(x)—fx)g'(x) .
5 ()]"=( (x)) T ; 8(x)# 0

Dokazi teh pravil zahtevajo kar nekaj pisanja:
« (F+2) () =(f(x)+g(x)) = hm f(x+h)+g(x+h) f)-g(X) — |im f(x+h) ) 4 1im g(x+h)+g(x) = (x)+g (x)

h—0 h—0

c (f2) () =(f(x)- g(x)) = hm f(x+h)2(x+h) fX)E(x) — [y fxth)gleth)— f(X)g(x+h)+f(X)g(x+h) fx)gx) —

h—0

= hmﬁ—LﬁJ e+ )+ lim i) SEEA-20) — i el l lim g(x+h) + Jim flx) Jim €20 — £/ (o)g(x) +x)g’ (x)

Naslednjo trditev dokazimo s pravilom za odvajanje produkta in upostevajmo, da je odvod konstante enak 0.
© ()" =K fx)+ k" (x)=0-fx) +kf" () = kf" (x)

Preden dokazemo formulo za odvod koli¢nika, dokazimo:

(_1_ ) = _f'x)
1x) 7

) —fx+h) | — 1; ) —fx+h) .
7 [ =lim [ 7

1 _
fxthfx) |~ >0 S+ m)ftx) ] h

lim = lim 1

(‘f‘é‘)) ;Hoh[f(ﬁh) (x)] h»oh[f()ﬁh) f(x)] s

i [ At ] 4 L&)
—Alﬂ})[ 7 ]%‘E%[fmh)f(x)] f()f(x) i)

Kvocient ﬁ)}? bomo odvajali kot produkt f{x) - Rlx_

)f()(gj_)) ﬂ_)gii);ﬁﬁgl_)

Ly
- (yem=( L

L3y = () sy =1

gx g(x g(x

1z zadnjih treh narejenih zgledov lahko uganemo pravilo za odvajanje
potencne funkcije z naravnim eksponentom:

f)=x—>f"(x)=1
f(x):x2 - f'(x)=2x
fx)=x" = f'(x)=3x"

-1

fx)=x" - f'(x)=nx"



212 TEMPUS NOVUM

Formulo dokazemo z matemati¢no indukcijo.
1. Zan=1 velja:

fx)=x, fo=1x""=x"=1
2. Predpostavimo, da za neki n € N velja:

foo)=x", fx)=nx""

Ali ob tej predpostavki velja tudi za (n+1)?

f(x)=x"+1
FEO="" =2 =x" X +x- @) =1 +x-nx" =X+ =
=(n+1)"

Do zdaj znamo odvajati le poten¢no funkcijo z naravnim eksponentom,
s pomocjo pravila za odvajanje kvocienta funkcij pa pridemo do pravila
za odvajanje potencne funkcije z negativnim celim eksponentom.

—n 1
f(x) =X = ;,
Po pravilu za odvod kvocienta je:
-1, 2 ~1-2 -n-1
F(x)= Qe -

€5)

") =mx" "' za vsak me Z.

Po definiciji odvajajmo Se korensko funkcijo in videli bomo, da splosno pra-
vilo velja tudi v tem primeru. Pri delu nam bo pomagalo, ¢e se bomo spomnili
nalog, ki smo jih predelali pri racunanju limite (str. 194).

' i L= — iy SR TS — Jiy st
(Jx)'=Jim =5 Yl L vy ey o

1__

=lim—~"=_1 1,2
_},1—% hth+ x 2. )x 2%

Brez dokaza bomo verjeli, da isto pravilo velja za vse racionalne eksponente.

gy

Izra¢unajmo odvode funkcij:
fo=x" fx)=-3x"
g()=3x"+x" g'(X)=24x"-2x"
px)=3x"—5x" +2x"+6x—8 p'x)=12x"—15x" +4x+6




E Izradunajmo odvod funkcije f{x)=(x'— 3+ 12)(x3 +x—15) po
pravilu produkta.
=" -3x"+12) (C +x-5)+(x - 3x* +12)( +x-5)' =
=(7x°=120") (X +x=5)+ (' =3x +12)(3x" + 1) =
= 10x" +8x = 56x" — 15x™+ 60x° +36x" + 12

Y1
FAFL

B Izra¢unajmo odvod racionalne funkcije f{x)=

Odvajajmo po pravilu za odvod kvocienta:

/ _ 2x(x+2)—(x2—1)~1 _ 2% Fdx x>+ 1 _x2+4x+1
f(x)= 3 = 2 = 3
(x+2) (x+2) (x+2)

n Avto spelje in njegova pot se s ¢asom takole spreminja:
£—6£+16t
s()=""55—

Cas je v minutah, pot v kilometrih.

Ker je s(1)= 1’-6-1°+16-1=11, to pomeni, da je v prvi minuti
avto prevozil 1100 m.

s(2)=2-6-2°+16-2=16

s(3)=3"-6-3"+16-3=21

Po dveh minutah je prevozil 1600 m, po treh minutah pa 2100 m.
Po kolikem ¢asu je avto imel hitrost 1 km na minuto, to je 60 km/h?

Odvajamo pot po ¢asu in dobimo hitrost:
ey 3C—12+16
s'(t)= G

Kdaj je ta odvod enak 1 km/min?
37 -12t+16=10

37— 12t+6=0

£—4t+2=0 R

t:4i/216——8:4i§/§:2__|_ﬁ 5]

t=3'41 T

£=0"59 i
10+

Izracunali smo, da ima avto dvakrat 5|
tako hitrost, in sicer po 0°59 minute T T
in po 341 minute. 0| 05 1 15 225 3 35

Poglavje bomo koncali s trditvijo, ki se imenuje tudi izrek o povprec¢ni
vrednosti, da za zvezno in odvedljivo funkcijo na intervalu (a, ) vedno
obstaja tak x, € (a, b), v katerem je vrednost odvoda enaka diferenénemu
koli¢niku sekante na intervalu (a, b): 1 (xy) :ﬂl%fg@ . Izreka ne bomo

dokazali, pokazali pa bomo njegovo veljavnost na zgledu.
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g

V vazo enakomerno priteka voda. Gladina se ne dviga enakomerno,
ampak v odvisnosti od oblike — kjer je vaza Sirsa, se gladina dviga
pocasneje, kjer je ozja, hitreje. Spreminjanje nam pokaze modra
krivulja.

Gibanje gladine vode v vazi primerjamo z gibanjem gladine vode

v valjasti posodi, ki je enakomerno, kar pokaze rdeca krivulja.

Ob primerjavi opazimo, da sta poleg dotikalis¢a rdece in modre kri-
vulje Se dve tocki, v katerih je tangenta na modro krivuljo vzporedna
z rdeco premico — takrat ko je Sirina obeh posod enaka.

r— voda
viSina

pocasi pocasi
hitro i
zelo ; Iz)gléoas i hitro
pocasi
hit

cas

629.

630.

631.

632.

Zapisite naklonske kote premic. 633. Zapisite diferen¢ni koli¢nik funkcije f{x) =x"
a) y=2x-3 ¢) y=-1 v poljubni to¢ki x in zapiSite f”(x). Koliko je
b) y=4—-x d) x=3 f1(=2)?
c) y=—3x+1 e) 2x—3y+5=0
634. Zapisite smerni koeficient tangente na graf
Narigite graf funkcije fix)=x"'— 1 in zapiSite funkcije f v dani tocki.
odsekovno obliko enacbe sekante grafa a) flx)=x"—1; Xo=2
funkcije £, ki gre skozi tocki z abscisama x, =—2 b) fix)=x"+x"; xo=—1
inx,=-1. V isti kqordmatm glstem narisite 0) fix)= X xo=1
Se sekanto in zapiSite, v katerih tockah seka N 1.
koordinatni osi. ¢) fix)= G+’ X=2

635. Zapisite enacbo sekante s grafa funkcije
fix)= X =9, ki gre skozi tocki z abscisama x; = 1
in x,=2, in enacbo tangente ¢ na graf funkcije f
v to¢ki xy=1. V istem koordinatnem sistemu
narisite graf funkcije f'in premici s in ¢.

Zapisite diferencni koli¢nik funkcije f{x) = x -1
v tocki 3 in izracunajte f(3).

Zapisite diferencni koli¢nik funkcije f{x) =x"—x
v poljubni tocki x in zapisite /' (x). Koliko je

122



636.

637.

638.
639.

640.

641.

642.

643.

644.

Izracunajte po definiciji odvode naslednjih
funkcij:

a) flx)=>5x+2 &) fix)=(x+3)
b) Ax)=4—x d) fix)=x"

¢) fix)=x"—4x e) flx)=Jx

Zapisite odvode funkcij.

a) flx)=>5x ) flr)y=—2x+2x"+x +x
b) f)=3x+./5 ) f)=(2x—1)"-5

¢) fix)=x"—3x Q) fix)=kx+n

¢) fx)==% h) f(x):ax2+bx+c

d)f(x):x3—x2+2 1) f(x):a(x—p)2+q

¥—1i+2x-3 izraCunajte

Za p(x)= x4+ 1 3

3
p'(=1).

Dana je funkcija f{x)=(x—5)(x+2). Za kateri x
jef'(x)=5?

Izracunajte odvode funkcij.
2
a) flx)=x"+x &) f)=-2x"+% —1

b) fx)=x—x"' d) flx)= =

(2x)k .
) fx)=%+b e)f(x)=i+)—c+’]§+;
Odvajajte funkcije.

a) flx)=0CBx+2)(x—-1)

b) fix)=(x-2)(x"=3x+1)
¢) fix)=(4x+3)’

&) f)=(2x—1)’

d) flx)=(x—1)’Gx+1)

) flx)=2—=x)(x"+2x—4)

Zapisite odvode funkcij.

a) flr)=" d) fix)=(9- x2>*1
b)f(x)=3x+2 Q) f)= = 1)

¢) fi)=£=2 B fx= H@
&) flx)= g f)=—=—

20+1 -
Za f(x)= # izraCunajte f/'(1).

Pri katerem x je za funkcijo f{x)=(5x— 2)°
vrednost njenega odvoda enaka 0?

645.

646.

Izracunajte odvode funkcij.
a) flx)=2x(4— /2x)’
b) fix)=(4-3x")

©) =25

&) fly=(1-x)(1-x")
) fix) = G=1L
e) f(x):(kx+n)(ax2+ bx+c)

Avtomobil pred semaforjem po prizgani

zeleni [uci spelje in enakomerno pospesuje
at

s pospeskom a=3 m/s”. Enacba s(t)= >
opisuje prevozeno pot avtomobila v Casu ¢
z enakomernim pospeskom a.

a) Izracunajte, kako se spreminja hitrost
avtomobila v odvisnosti od Casa.

b) Narisite graf, ki prikazuje prevozeno pot
v odvisnosti od Casa, in graf, ki opisuje
hitrost avtomobila v odvisnosti od ¢asa.

¢) lzraCunajte, koliksna je hitrost avtomobila
in koliksno pot je avto prevozil v 3 sekundah
in kolik$no v 10 sekundah.
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Uporaba odvoda

Tangenta in normala na krivuljo

1z definicije odvoda vemo, da je smerni koeficient tangente na krivuljo enak
odvodu funkcije v dani tocki: k,=f"(x;).

Enacba tangente v dani tocki krivulje: y —yo =f"(xg) - (x — Xp).

Normala na krivuljo je premica, ki je pravokotna na tangento v dani tocki.
Smerni koeficient normale je zato nasprotna in obratna vrednost smernega
koeficienta tangente: k,=— 1% .

t
1

Enacba normale v dani tocki krivulje: y—y,=— o) (x—xy).

N

n Zapisimo enacbo tangente na krivuljo y= x> v tocki Tt (2, 4).

Odvod funkcije f{x) = XV poljubni tocki x je enak f(x) = 2x.
Smerni koeficient tangente v tocki 7(2, 4) je enak odvodu funkcije
v tocki x=2: 7

k=f"(2)=4.
Enacba tangente v tocki 7(2, 4) je:

Y —Yo=Hk(x— xo)
y—4=4(x-2)
y=4x—-8+4

7(2,4)

y=4x—-4

i 31 v to¢ki

E Zapisimo tangento in normalo na graf funkcije f{x) = 5=

z absciso x; =2.

Spomnimo se geometrijske razlage
odvoda v dani tocki. Vrednost odvoda
v doloceni tocki je enaka smernemu
koeficientu tangente na krivuljo v tej
tocki. Zato najprej izracunamo odvod
po pravilu za odvod kvocienta, potem
pa namesto neznanke x vstavimo
absciso tocke.

oy L Qa1 -(x+3)-2 _ _ -7
/' (2x-1) (2x-1y




=7/ -
(2-2-1)

Smerni koeficient tangente: k,=f"(2) =

1
9
Smerni koeficient normale: &, = 2

7
n=f2)=74%=32,72,3)

Enacba tangente:
y=y1=kfx—x,)
y=2=-1(x-2) 0z Tx+9y-29=0

y=y1=k(x—x;)
Enacba normale:

y_g =g(x_2) 0z. 27x—21y—19=0 T —
i Dve vzporednici imata enak

EX 1zracunajmo, v kateri tocki krivulje y=x”— x—2 je tangenta . smerni koeficient: £, = k.

vzporedna premici y=2x — 6.

Ker je tangenta vzporedna dani premici, imata enak smerni

koeficient:

y
k,=2. T 3ExE2
Smerni koeficient tangente v neki tocki
je enak odvodu v tej tocki. il
Izra¢unajmo odvod y' =2x—1. T\ e
Pri katerem x je odvod enak 2? \
2r=11=2
x=3

1=GF-3 2=

Dani premici je vzporedna tangenta na krivuljo v tocki 7 (% , —% ).

Kot, pod katerim krivulja seka abscisno
in ordinatno os

Kot med abscisno osjo in krivuljo je enak kotu med abscisno osjo in tangento
na krivuljo v preseciscu krivulje z osjo — to je prav naklonski kot tangente.

y

i Kot med tangento in ordinatno
i osjo je komplementarni kot :

\\/ . ! kota o.

‘ tan o= k,= f"(x)
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Kota sta komplementarna,
i kadar je njuna vsota 90°.

g

Izracunajmo, pod kolikSnim kotom graf funkcije
flx)= 2x —5x +2x—5 seka abscisno os.

Najprej pois¢imo presecisca grafa funkcije z abscisno osjo, to je nicle
funkcije:

26 =55 +2x-5=0

x’(2x=5)+(2x=5)=0

(2x=35)(x"+1)=0

Presecisce je eno samo v tocki 71( % ,0).

Odvod funkcije je enak:
F(x)=6x"—10x+2.

Izra¢unajmo odvod pri x= % :

S3)=6-3y-10-(3)+2=2-25+2=2 =145

Tangens naklonskega kota je enak odvodu v preseciscu:
tano=14"5 a=86'05°

i gento na krivuljo v prese€iSCu krivulje z ordinatno osjo. Vemo Ze, da je smerni
. koeficient tangente enak tangensu naklonskega kota tangente o 0z. kota med

tangento in abscisno osjo. Kot med tangento in ordinatno osjo ¢; pa je temu
kotu o komplementaren.

g

Vzemimo funkcijo iz prejSnjega zgleda f{x) = 26X =55 +2x—5
in izraCunajmo, pod koliksnim kotom njen graf seka ordinatno os.

Presecisce grafa z ordinatno osjo je P(0, —5).
Odvod funkcije fje enak:
F1(x)=6x"—10x+2.

Odvod funkcije f'v tocki P je enak:
JAw=2

Tangenta na krivuljo v to¢ki P ima smerni koeficient enak k,=2,
kar pomeni, da ta tangenta seka abscisno os pod kotom ¢,
za katerega velja:

tan o0 =2 o =63'43°

Kot med tangento v tocki P in ordinatno osjo pa je temu kotu
komplementaren:

0=90°—-a =26°56°



Kot med krivuljama

Kot med dvema krivuljama je enak kotu med tangentama na ti dve krivulji
v preseciscu krivulj.

tan@=|LO)g) |
14£"(x0) - &"(x0) : . 3

i Kot med premicama s smer-

y i nima koeficientoma £ in k,

i izraCunamo s formulo
) i tan@=|fak |
S T+l

i Izpeljavo te formule lahko
/ i najdete v knjigi Spatium novum
\ x i nastr. 185. :

g

2
Izracunajmo kot med krivuljama y = l2 iny=
X

Al
7

Najprej izracunajmo, v katerih tockah se krivulji sekata.
1

x2+
2
2y

__ b 1:0

[\

2—x'—x*=0

-1 +2)=0
(x+Dx=1)x*+2)=0
x=1,x=-1

Krivulji se sekata v dveh tockah, 7'(1, 1) in 75(—1, 1). Krivulji sta
grafa sodih funkcij, zato sta simetri¢ni glede na ordinatno os.

vvvvv

dovolj, da izracunamo enega od kotov, denimo v tocki 7(1, 1).

Funkciji odvajamo in izraCunamo odvod pri x=1:

=9 2 2
y'=-2 y=5=x
y'(1)=-2 y'(H=1
k1:—2 k2—1

Vstavimo vrednosti za &, in k, v formulo:

tanq):lszkl | =| 1—(—2)| =] i =3
[T+kky [1+1(=2) [

p=71'57°




647.

648.

649.

650.

651.

652.

653.

654.

655.

656.

Zapisite enacbo tangente na graf dane funkcije
v tocki Ty,

a) flx)=2"=3x+5; Ty2, y0)

b) ) =2"+3; Ty(1, y0)

) fix)=(x=2)'s Ty} . o)

¢) flx)= 4 5 To(=2, o)

d) f(x)— ﬁ 5 To(3, yo)

e) f(X)_ 1)2’ 0( :yO)

Zaplslte enacbl tangent na graf funkcije

vvvvv

S koordmatmma osema.

Zapisite tangento na graf funkcije
fix)=—6x"+3x v tocki T(2, y).

Zapisite enacbi tangente in normale na graf
funkeije f{x)=9x " v tocki Ty(3, o).

Zapisite odsekovno obliko enacbe tangente na
graf funkcije f{x)=1- x v togki —1. V katerih
tockah seka tangenta koordinatni osi?

Dana je funkcija fix)=(x+2)’.

a) Zapisite koordinate ogliS¢ trikotnika, ki ga
s koordinatnima osema oklepa tangenta
na graf funkcije f'v tocki (-1, ).

b) Koliko meri njegova plos¢ina?

.o 27
Enacbo tangente na graf funkcije f{x)=*5x+2

v tocki x=4 zapisite v vseh treh oblikah.

V kateri tocki grafa funkcije flx) =(5x— 4)2 je
tangenta na graf funkcije vzporedna premici
10x— y—5=0? Zapisite enacbo tangente.

v v

funkcije f{x) = X +3x"+3x+3, ki sta vzporedni
premici 3x—y—2=0.

Zapisite enacbo normale na graf funkcije
flx)= — ', ki je vzporedna simetrali sodih
kvadrantov.

657.

658.

659.

660.

661.

662.

663.

664.

665.

666.

667.

668.

Katere tangente na graf funkcije f{x) = 2’“—1

imajo naklonski kot 135°? Zapisite tud1
koordinate dotikalis¢.

V katerih tockah krivulje y=—2x>+5x ima
normala naklonski kot 45°?

V kateri tocki grafa funkcije f{x) =2x(1 —x)
je premica x — 10y — 123 =0 normala na graf
funkcije?

Za kateri g je premica y=—6x+ 7 tangenta
na graf funkcije f{x)=3(x— 1)’ + q? Zapisite
dotikalisce tangente.

Za kateri k je normala na graf funkcije f{x)= ko
v tocki z absciso x=-2 vzporedna premici
x+6y+26=0?

Pod katerim kotom seka graf polinoma
px)= X’ =3x"+2x— 6 abscisno o0s?

Pod katerim kotom seka krivulja z enac¢bo
2 .
y=2x"—T7x—4 abscisno os?

Koliksen kot oklepata tangenti na graf funkcije
fx)=2+ )lc v toCkah z abscisama —3 in 2?

Pod katerim kotom seka graf funkcije
fx)=—(x— 2)2 ordinatno os?

Narisite graf funkcije f{x)= ——_—x in izraCunajte,
pod katerim kotom seka graf funkcije koordi-

natni osl.

V kateri tocki grafa polinoma
px)= X —6x"+9x—18 s0 tangente vzporedne
abscisni 0si?

Vv v

3x-y-3=0in 4 +§ = 1. Narisite sliko.



669. Narisite grafa danih funkcij. [zracunajte prese-
a) flx)=x"+4x+3 in g(x)=x+3
b) fix)=2x"—8x+9 in g(x)=—x"+4x

670. Na sliki sta dana grafa poten¢ne funkcije /'
in kvadratne funkcije g. Zapisite njuna predpisa
in izraCunajte kot med grafoma funkcij.

671.

a) y:)—cli,y=4x2—3

b) y=x3—2x2+x+1,y=’2—c +2

c) y=x3— 12x+ 16,y=—4x2+ 16

« _2x+1 . _ -1
C) y= ;—_4 V==X

672. Zapisite enacbi tangent na krivuljo y= X7
ki gresta skozi tocko (0, 12).

673. Zapisite enacbo tangente na krivuljo y =f(x)
v tocki 7(0, 1), ¢e je ' (0)=6.
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Stacionarne to€ke, narascanje ali padanje
funkcije

V tretjem letniku smo se naucili risati grafe polinomov, vendar pri tem nismo
mogli biti prav natan¢ni. Naslednji zgled nam bo pokazal, kje je tezava.

gy

Nari§imo graf funkcije f{x) =3x" —4x".

Izracunajmo nicle.
3x'—4x’=0
x’(3x—4)=0
X1,2,3=0

4
X4=§

Graf seka ordinatno os v tocki 7(0, 0),
saj je f{0)=0.

Obnasanje dale¢ od koordinatnega ‘ AR
izhodis¢a: i

—_
L
t

PHES

: 4 N oo
A Bx —dr)=

Graf lahko dokaj lepo nariSemo okoli obeh nicel in dale¢ od izhodisca,
ne vemo pa, kako »globoko se spusti« na intervalu (0, 4 ) — ne poznamo
minimuma funkcije. Naslednji premislek nam bo pokazal, kako resimo
take tezave.

Na spodnji sliki je graf polinoma precej visoke stopnje. Ce gremo od leve
proti desni po krivulji s tangento, vidimo, da ima ta najprej negativen smerni
koeficient in narasca (tangenta se vrti v pozitivni smeri) do tocke z absciso xy,
kjer je vodoravna. Potem narasca do rdece toCke, kjer se tangenta zaCne vrteti
v smeri urnega kazalca. Potem se vse skupaj ponovi: smerni koeficienti se
zmanjsujejo do 0 v tocki z absciso x3, potem padajo do neke negativne vred-
nosti (v rdeci tocki) in spet zacnejo naraséati do 0 v tocki z absciso xs ...

y

Xy X3 X4’ X5 Xg X0 X X ¥




Z uporabo odvoda lahko zdaj bolj elegantno opiSemo narascanje in padanje
funkcije, kot smo to naredili v 2. letniku.

Funkcija fmaras¢a v to€ki z absciso x=x,, ¢e je f”(xy) >0

oz. nara$¢a na intervalu (a, b), e je f'(xy) >0 za vsak x € (a, b).
Funkcija fpada v tocki z absciso x =x,, ¢e je f'(x;) <0

oz. pada na intervalu (a, b), Ce je f"(xy) <0 za vsak x € (a, b).

Opazovana funkcija nara$¢a na uniji intervalov (x;, x3) U (xs, x7) U (xg, ©°)
in pada na uniji intervalov (—oee, x;) U (X3, X5) U (X7, Xo).

Na krivulji so nekatere tocke pomembnejse od drugih —to so ¢rno oznacene
tocke z abscisami x; x3, Xs, X7, X, V Katerih so tangente vodoravne in rdece
oznacene tocke z abscisami x,, X4, X, Xg, X10, X1]-

Tocka, kjer funkcija lokalno gledano (v dovolj majhni okolici) zavzame
najvecjo ali najmanjSo vrednost, se imenuje lokalni ekstrem.

Funkcija fima v x =x, lokalni minimum, ¢e velja f(x) > f(x,) za vsak x
iz dovolj majhne okolice tocke x,.

Funkcija fima v x =x, lokalni maksimum, ¢e velja f{x) <f(x,) za vsak x
iz dovolj majhne okolice tocke x;.

Nicle odvoda f’(x) =0 so stacionarne to¢ke funkcije f. V stacionarni tocki
je tangenta na krivuljo vodoravna.

Stacionarne tocke pri opazovani funkciji so tocke x; x3, xs, X7, X in x;;, lokalni
minimum doseze funkcija v tockah x; xs, x9, lokalni maksimum v toc¢kah x;,
x7; v tocki x;; pa ni lokalnega ekstrema, ¢eprav je tangenta na krivuljo
vodoravna. Zakaj je tako, bomo spoznali kasneje.

Vse ugotovitve lahko strnemo v pravilo:

Potrebni pogoj za lokalni ekstrem: vrednost odvoda v stacionarni tocki je
enaka 0: /'(x)=0, vendar ta pogoj Se ne zadostuje, zato potrebujemo Se
zadostni pogoj: odvod mora spremeniti predznak pri prehodu ¢ez stacio-
narno tocko.

lokalni lokalni

maksimum minimum ni ekstrema
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N

n Vrnimo se k naSemu prejSnjemu zgledu: f{x)= Sk

Kje ima funkcija lokalni minimum?

Odvajajmo funkcijo:

F)=12x"-12x"=12"(x-1)

Odvod je torej enak ni¢ prix=0in x=1.

Interval, kjer je odvod pozitiven, dobimo z resitvijo neenacbe:
12x°(x—1)>0

x€ (1, o)

Na intervalu (1, e) funkcija narasca.

Odvod je negativen na intervalu (—ee, 1), na tem intervalu funkcija

pada. Izjema je le ena toCka s tega intervala, x=0, v kateri je vred-
nost odvoda enaka 0.

Funkecija fima pri x =0 trikratno niclo in v tej toc¢ki nima ekstrema.
Doseze pa minimum pri x=1, in sicer y=—1.

%x4—4x3—x2+4x+4.

Pois¢imo ekstreme in intervale naras¢anja in padanja.

Dan je polinom p(x) = gxs =

Odvajajmo:

p'(X)=4x"—2x —12x" - 2x+4
Stacionarne tocke so v ni¢lah odvoda:
P'(x)=0

4x* =20 — 12"~ 2x+4=0/ : 2

- —6ex’—x+2=0

Kandidati za celostevilske nicle so delitelji prostega ¢lena 2:
1, £2.

Hitro se lahko prepri¢amo, da 1 ni ni¢la odvoda, saj: p'(1)#0.
Preverimo, ¢e je p'(—1)=0:

2 =l = =l 2

-1 = 5 3=
5 =3 a0 \ 0
~1 2 5 2

% 5 2\0

x;,,=—1 je dvojna nicla odvoda.



Drugi dve nic¢li odvoda lahko dobimo iz kvadratne enacbe:

26*—5x+2=0
X _5+£,/25-16 _5%3
384 4 =
X3=2
1
X4=§

Tako lahko odvod p’(x) zapiSemo v faktorizirani obliki:
p'®)=2(+1(x—)x-2)

Funkcija narasca, kjer je odvod pozitiven, in pada, kjer je odvod
negativen:
P'®)=2(x+1Y(x-1)(x-2)>0  pnarasta

P'(®)=2x+1Y(x-1)(x-2)<0  ppada
Neenacbi najlaze reSimo z analizo predznakov posameznih faktorjev.

Faktorja 2 in (x+ 1)2 sta vedno pozitivna in ne vplivata na resitev,
faktor (x — % ) spremeni predznak pri % , faktor (x —2) pa spremeni
predznak pri 2.

1
'
1
\
! //7)
1
1
1
1

&
2

(e
/ : - — p— R e s
: O pravilnosti naSega izracuna

¢ se lahko prepricamo na grafu

1
1
i
! .
pada | narasca i polinoma, ki smo ga narisali

naraSca
max min z racunalnikom:
Od tod lahko razberemo:

e v stacionarni toc¢ki x=—1 ni ekstrema,

* prix= % ima polinom lokalni maksimum,

* prix=2 ima polinom lokalni minimum.

Polinom naras¢a na intervalu (—eo, % ) in na intervalu (2, o), pada

pa na intervalu (% , 2), ima lokalni minimum (2, —%) in lokalni
829
£22)),

maksimum M(% > 166
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674. Proucite funkcijo i R — R, katere graf je na 679. IzraCunajte odvode funkcij in zapiSite

sliki, ter ugotovite vrsto preslikave (injektivna, ekstreme.
surjektivna, bijektivna) in naslednje lastnosti: a) flx)= X =3 +4
definicijsko obmocje, zalogo vrednosti, nicle b) flx)=x —6x"+2
in presecisce z ordinatno osjo, narascanje, c) flx) =—x +2x"+ 15x
padanje, pozitivnost, negativnost, omejenost, &) flry=x'-3x"+ §
neomejenost, sodost, lihost, periodi¢nost, d 1
lokalne in globalne ekstreme. ) flx)= Tix -
y e) flx)=2x "+ x
5
| _x -8
) flx)==* 7
g) f( ) - +2 +4
h) flx)=2>=%5
9—x

680. [zraCunajte globalne ekstreme funkcij.
a) flx)= ¥ —3x + 2 na intervalu [-3, 3]

675. Zapisite intervale narasc¢anja in padanja funkcij. b) fix)= 2x —3x”=36x—6 na intervalu [-5, 5]
3
a) flx)=—x+12x—1 ¢) flx)= R a| 2X+1 na intervalu [—1, 2]
b) fix)=x" ——x —§x+2§7
¢) fix)= P43 4 6x—8 681. Za dane funkcije zapisite ni¢le, presecisce

z ordinatno osjo in ekstreme ter narisite

< a4 2
¢) flx)=3x +4x —6x"—12x -5 njihove grafe.

d) f(x)=x5+§x4—15—2x3—%x2 a) flx)=x"—6x"+9x
e) flx)=x'(4-x) b) fix)=x"—3x+2
f) fix)= u o) flx)=1(x+2)(x—4)

¢) y=—4x" -’ +dx+1
g) flx)= .2 —3 43 2

d) =7 —x =5 +3x
h) f(x):Sx —50x3+1600 e) flx)=—x"+6x" -5
f) flx)=3x"(4-x)

676. Ugotovite definicijsko obmocje funkcije
in pokazite, da je funkcija na njem strogo
narascajoca.

a) flx)=3x+16
b) h(x) =x =3x +9x—15

682. Za dane funkcije zapisite ni¢le, presecisce
z ordinatno osjo, pole, asimptote in ekstreme
ter nari§ite njihove grafe.

¢) g)=(x+ 1)’ +(x=3) a) fixr) =Lt S D) =t +3x 4
— 2x 1 _ 8__2)_c
677. Pokazite, da je funkcija g(x)=x+ )lc na intervalu b) fix)= ) e) fx)= 7-x°
(-1, 0) padajoca. _ _2x-2
) fix)= 2 f fin=2=2

678. IzraCunajte vrednost parametra a tako, &) flr)=< -1
da bo funkcija fix) =x"+ax+1 narascajoca x
na intervalu (1, o).



683. Pokazite, da je funkcija 687. 1z grafa odvoda dane funkcije ugotovite, koliko
h(x)==2x"+9x"— 18x + 10 na intervalu (o, o) lokalnih maksimumov in lokalnih minimumov
padajoca. ima funkcija f.

684. Za dane funkcije zapisite definicijsko obmocje, F
ni¢le, preseciSce z ordinatno osjo, pole, pole, S ETAE))
asimptote in ekstreme ter nariSite njihove grafe. / \

4
a) fix)y=x+=
e SRR i
X =2x
b) ) ="g5

2
©) f) =5
688. Pokazite, da funkcija f(x)= %i;))? ne zavzame
X

685. Delec se giblje po tiru in opisuje pot vecje vrednosti od % . Narisite njen graf.

s(H)= 48 —6F =72t +48, 1> 0. Njegovo hitrost
merimo v m/s. Izracunajte, po kolikSnem ¢asu
delec obmiruje. V katerem trenutku je njegova
hitrost 6 m/s?

2x+5; O<x<2

689. Funkcija f(x) = {axz +bx+c; 25x<5

- ) o ) je zvezna na intervalu (0, 5). [zracunajte
686. Fpnkcue /, g in h ter njihovi odvodi 30 predstav- vrednosti parametrov a, b in ¢, &e velja f{4)=11
ljene z grafi. H kateremu grafu funkcije iz zgor- inf'(3)=1.

nje vrste spada graf z njenim odvodom v spodnji
vrsti?

)

N | e h

(@) () ©
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Drugi odvod in njegova uporaba (visja raven)

Ce obstaja ,111_% ﬁﬂhhtﬂﬁ oz. ¢e je prvi odvod funkcije odvedljiva funkcija,
dobimo drugi odvod funkcije. Ce je odvedljiv tudi drugi odvod, dobimo

tretji odvod in tako napre;.

S pomocjo drugega odvoda bomo pojasnili vlogo rdece obarvanih tock
na grafu polinoma —odgovorili na vprasanje, zakaj v nekaterih primerih
v stacionarni tocki ni ekstrema (tocka z absciso x;;) .

y

Zamislimo si, da je tangenta na zgornjo krivuljo tanka palica, ki jo pomikamo
po grafu od tocke za absciso od x, do x;,. Na intervalu (x,, x,) se tangenta vrti
v pozitivni smeri (nasprotno gibanju urnega kazalca), pri prehodu ¢ez x, oz.
na intervalu (x,, x,) pa se vrti v negativni smeri. Potem se na naslednjih
intervalih tangenta izmeni¢no vrti v pozitivni in negativni smeri.

Na uniji intervalov (xy, x,) U (g, Xg) U (X3, X19) U (x11, X1,) je funkcija
konkavna, na uniji intervalov (x,, x4) U (xg, X3) U (19, X;) pa konveksna.

Na uniji intervalov (xg, X,) U (x4, X6) U (X3, X10) U (X1, X12) odvod narasca,
zato je njegov odvod (drugi odvod prvotne funkcije) pozitiven, na uniji
intervalov (x,, x4) U (X, Xg) U (X9, X12) pa odvod prvega odvoda (drugi odvod
prvotne funkcije) pada, zato je negativen.

Ce oba zadnja razmisleka zdruzimo, dobimo kriterij za konveksnost oz.
konkavnost funkcije.

Funkcija f'je na intervalu (a, b) konveksna, Ce je f"(x) >0 za vsak x € (a, b).

Funkcija fje na intervalu (a, b) konkavna, ¢e je f"(x) <0 za vsak x € (a, b).

Tocka, v kateri funkcija preide iz konveksnosti v konkavnost, se imenuje

prevoj.

— Potrebni pogoj za nastop prevoja: drugi odvod v stacionarni tocki je enak
nic: f"(x)=0.

Resitve te enacbe so stacionarne tocke za prevoj. Tudi ta pogoj ne zadostuje.

— Zadostni pogoj za nastop prevoja: drugi odvod spremeni predznak pri
prehodu Cez stacionarno toc¢ko za prevoj.

V naslednjih dveh zaporedjih grafov bomo preverili potrebni in zadostni
pogoj za nastop prevoja.



Ce gre pri narad¢ajo¢i funkciji za prevoj iz konkavnosti v konveksnost,
je drugi odvod je v tej tocki enak ni¢, prvi odvod pa povsod pozitiven.

a 1) & 1® e

t > t t t > / t t >

V primeru prevoja iz konveksnosti v konkavnost pri padajoci funkciji
je drugi odvod v tej tocki enak nic, prvi odvod pa povsod negativen.

f(x)‘, 7

| | | | | |
t t t t t t t t t
X X X

/ Xf @ @)

Odgovoriti moramo $e na vprasanje, zakaj je v tocki z absciso x;; tangenta
vodoravna, pa v njej ni lokalnega ekstrema. Najprej vzemimo za primer
narascajoco funkcijo flx)=(x— 2)’+2, ki ima stacionarno toko x,,

in nariSimo njen graf ter graf prvega in drugega odvoda.

7~

y y

Xo x /xo x

Potem razmisljamo takole: drugi odvod v x, je enak ni¢, prvi odvod ima v x,
niclo sode stopnje, funkcija fpa ima v tej tocki prevoj, v katerem je tangenta
vodoravna (iz konkavnosti v konveksnost).

y

Podobne grafe lahko nariSemo za padajoco funkcijo g(x)=—(x— 2)3 +2.

y y y
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Drugi odvod v x, je enak nic¢, prvi odvod ima v x, ni¢lo sode stopnje, funkcija
fpaima v x, prevoj (iz konveksnosti v konkavnost) in tangenta v prevoju je
spet vodoravna.

Prevoj, v katerem je tangenta vodoravna, imenujemo sedlo.

%

ﬂ Kar se da natan¢no narlslmo graf funkcije

f(x)———x +§ 3— =T AF 6

Izracunali bomo nicle, lokalne ekstreme, prevoje, intervale narasca-
nja in padanja ter intervale, na katerih je funkcija konveksna ali
konkavna.

Najprej pois¢emo nicle, tako da re§imo enacbo
X =50 +x"+21x-18=0.
Prvo ni¢lo x; =1 lahko kar »uganemo«, potem pa s Hornerjevim
algoritmom dobimo $e x, =3, zadnji dve, x;=3 in x,=—-2,

e s o
pa z resitvijo kvadratne enacbe x —x—6=0.
Zdaj polinom odvajamo: f”(x) = —‘3—‘ X +5x — %x — 7 in reSimo enacbo
4%’ = 15x" + 2x +21=0. Njene resitve so stacionarne tocke za lokalne
ekstreme.
Spet lahko prvo resitev, x; =3, uganemo, ker je Stevilo 3 dvojna nicla
funkcije f, ostali dve nicli, x,=—1 in x3= % , pa izracunamo iz
kvadratne enacbe 4x” —3x—7=0.

Izra¢unamo Se drugi odvod: /" (x) = —4x"+10x— % .

15+14
12 -

Njegovi nicli sta abscisi prevojev: x; ,= b i12’201 ~

Ce vstavimo stacionarne tocke v drugi odvod, ugotovimo, ali je
v dani tocki lokalni ekstrem.

Pogledamo vrednost drugega odvoda pri stacionarni tocki x; =3 in
dobimo f"(3) <0, zato je v tej stacionarni tocki lokalni maksimum:
M;(3, 0), saj je 3 dvojna nicla funkcije.
Ker je f"(—1)<0, je v x,=—1 lokalni maksimum M,(—1, 32 ),
saj je fi-1)= %

375 )

Kerjef”( )>0, Jerg—— lokalni minimum m(— -

Za risanje grafa pois¢emo Se zacetno vrednost: f{0)=6.

Funkcija fje narasc¢ajoca na uniji intervalov (—oo, 1)L ( ,3)
in je padajocCa na uniji intervalov (-1, ) U (3, ).

Funkcija fje konveksna na intervalu (15 /201 , 15+ /2T )

in je konkavna na uniji intervaloy (e, 13 ~ Z/ZT ) U (15+1 z/m =)




E Zapisimo enacbo polinoma in skicirajmo njegov graf, ¢e so dani
podatki:

a) p'(x)=2zavsak x, p'(2)=0, p(2)=-3

Ker je drugi odvod pozitiven za vsak x, je funkcija konveksna
na celem definicijskem obmo¢ju; ker je v x=2 prvi odvod nic,
mora biti tam ekstrem, in to minimum zaradi trditve o konveks-
nosti funkcije. Tretji pogoj nam pove vrednost funkcije v dani
tocki 0z. minimum (2, —3). Zdaj ze lahko napiSemo enacbo
p)=(x— 2)2 —3 in nariSemo graf.

b) p"(x)<2 za vsak x<0, p"(x)>0 za vsak x>0, p'(0)=0, p(0)=0

Zaradi prvih dveh pogojev je funkcija f'na intervalu (—ee, 0)
konkavna, na intervalu (0, =) pa konveksna; v tocki x=0

je prevoj. Zaradi tretjega pogoja je v tocki 0 tangenta vodoravna
in ni ekstrema, zato je v tej tocki sedlo.

Ena od moznih resitev je p(x) =x".

14
4
3,,
2
1

¢) p'(x)>0zavsak x <—1, p"(x)<0 za vsak x>—1, p'(-1) =1,
p(=1)=2

Zaradi prvih dveh pogojev je funkcija p na intervalu (—eo, —1)
konkavna, na intervalu (—1, «) pa konveksna; v tocki x=—1 je
prevoj. Prvi odvod v x=—1 je 1, zato gre tangenta pod kotom 45°,
krivulja gre skozi toc¢ko (-1, 2).
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Iskana funkcija je lahko polinom 3. stopnje,

px)= ax’ +bx’ +cx+d, katerega prvi odvod je

p'(x)= 3ax’+2bx+c in drugi odvod p”(x) = 6ax+2.
p(1)=—a+b—c+d=2

p'(-1)=3a-2b+c=1

p'(=1)==6a+2b=0

Dobimo sistem treh linearnih enacb s Stirimi neznankami,

od katerih ena postane parameter. [zberemo si kar neznanko a.
b=3a,c=3a+1,d=a+3

Rezultat je druzina funkcij p(x) = ax’ +3ax’ + (Ba+1)x+(a+3).
Grafi funkcij zaa=1, 2, 3 ... se vrtijo okoli prevoja P(—1, 2)

v pozitivnem smislu, vendar je tangenta v vsakem primeru enaka
y=x+3,kerjep'(x)= 3ax’ +6ax + (3a+1)inje odvod v —1
neodvisen od izbire parametra a: p'(—1)=3a—6a+Ba+1)=1.

Ce izberemo a =1, dobimo funkcijo p(x) =x"+3x" +4x+4.

Svoje ugotovitev lahko preverimo tudi s programom GeoGebra,
kjer za spreminjanje parametra @ uporabimo drsnik.

a=1
M
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690. Z grafa dane funkcije ugotovite, koliko prevojev
ima funkcija f.

691. Na sliki so grafi A, B in C. Ugotovite, kateri
od njih je funkcija f, kateri je f” in kateri je /.

y

graf A L
graf B X
graf C

692. Na sliki je graf funkcije g”. Odgovorite na
vpraSanji in utemeljite odgovora.

= DS

-No|l A1 2 3
i)

a) Na katerem intervalu g’ narasc¢a, pada?
b) Na katerem intervalu je funkcija g konkavna,
konveksna?
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Ekstremalni problemi

S pomocjo odvoda lahko reSujemo tudi t. i. ekstremalne probleme. Poglejmo
si nekaj zgledov, ki smo jih srecali ze v u¢benikih Planum novum in Spatium

novum:

Bolnik dobi zdravilo. Racionalna funkcija f{¢) = t28_t4 opisuje koncen-
+

tracijo zdravila v krvi v mg/liter v odvisnosti od ¢asa ¢ po zauzitem

zdravilu. Kdaj bo koncentracija zdravila v krvi najvecja?

Odvajajmo funkcijo f'in izracunajmo, pri kateri vrednosti # je odvod
enak ni¢ oz. pri katerem cCasu # je koncentracija maksimalna:
1) = 8+ -81:21 _ 8432167 _ 32-8¢
f ( )_ ) 2 i 2 2 - 2 2
(+4) (+4) (+4)

(=0

3287
=0

(t2+4)2

8£ =32

F=4

=)

0| 5 10 15 20 2 P
Najvecja koncentracija zdravila v krvi je po dveh urah.

(Resitev t=—2 v naSem primeru ni smiselna.)

g E Fantek na 40 m visoki pe€ini vrze v zrak kamen. Na kateri viSini /
50+ je kamen po €asu ¢, nam pove formula: 4(f)=41"5+10z— 497,

Po kolikem ¢asu bo kamen najvisje nad tlemi?
Odvajajmo funkcijo £ in izrac¢unajmo, pri kateri vrednosti ¢ je odvod
enak 0:
h'()=10-2-4"9¢
h'(6)=0
10-9°8¢=0
_ 100 _1-
1=3g =102

Kamen bo naredil preobrat po dobri sekundi.




1z lepenke pravokotne oblike (80 cm % 60 cm) naredimo Skatlo tako,
da iz vogalov izrezemo kvadrate s stranico x, preostanke zavihamo
navzgor in jih zlepimo po robovih.

x|

Pri katerem x bo prostornina narejene $katle najvecja?

ZapiSimo prostornino Skatle v odvisnosti od x.
V(x)=(80—2x)(60 — 2x)x
V(x)=4x" —280x" +4800x

Ce narisemo graf, lahko z njega preberemo odgovor:

4
300001

250001
20000 T
15000
10000

5000 :
il

o] 1o 20  30n__0 X

Najvecji volumen bo priblizno takrat, ko bomo odrezali iz vogalov
kvadratke 11 x 11.

Natan¢no vrednost lahko izraCunamo s pomocjo nic¢le odvoda:

V' (x) = 12x" — 560x + 4800

V'(x)=0

12" = 560x +4800 =0

x=11"31 cm

Druga ni¢la odvoda, x=35"35 cm, pa za na$ primer ni uporabna.
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n Ob hisi stoji uta (1 m x 1 m) psa Lorda. Za ograditev pesjaka smo
kupili 9 m ograje. Koliks$na naj bo dolzina in Sirina pravokotnega
pesjaka, da bo imel nas ljubljenec najvec prostora za gibanje?

Im

1m

a

Radi bi izracunali najvecjo mozno plosc¢ino pesjaka pri dani
omejitvi: za ograditev pesjaka imamo 9 m ograje.

Plosc¢ina pravokotnika je odvisna od dolzine a in Sirine b in je enaka:
S=ab.

Vecja ko bo dolzina a, manjsa bo morala biti Sirina b, saj imamo le
9 m ograje:

b-1)+a+b=9

a+2b=10

1z druge enacbe izrazimo a:

a=10-2b

V formuli za plos¢ino S=ab namesto a pisimo 10 —25:
S(b)=(10-2b)b=10b—-2b"

Ploscina je zdaj funkcija spremenljivke b, odvisna je od izbire Sirine
pesjaka. (Dolzina je z izbiro Sirine tako ze dolocena.)

Odvajajmo:

S'(b)=10-4b

Najvecja ploscina bo pri taki izbiri b, da bo S’ (b)=0.

10-4b=0

b=2'5

Sirina pesjaka bo torej 2°5 m, dolzina pa: a=10-2-2"5=5m.
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E Konjeniski stadion naj bi imel obliko pravokotnika s polkrogom ob
obeh krajsih stranicah. Obseg stadiona mora biti 400 m. Dolo¢imo
dolZzini stranic pravokotnika tako, da bo njegova ploscina najvecja,
in jo izraCunajmo. Rezultat zaokrozimo na desetice.

<

29
S(x, y)=xy, 2x+my=400, S(x)=x - 400n—2x
S’(x):—% X+ 4%

—4 x4+40 _¢ x=100, y=22
T Y T

Ploi¢ina pravokotnika je 6370 m’.

EEe——

693. Stevilo 100 zapisite kot vsoto dveh pozitivnih ~ 700. V trikotnik z osnovnico o in vi§ino v vértamo
Stevil tako, da bo njun produkt najvecji. pravokotnik z najvecjo ploscino. Kolik$ne so

y mere pravokotnika?
694. Stevilo 18 zapisite kot vsoto dveh pozitivnih

Stevil tako, da bo vsota njunih kvadratov 701.V pravokotni trikotnik s hipotenuzo ¢=8 cm
najmanjsa. in kotom 30° je vértan pravokotnik z najvec¢jo
mozno plos¢ino. Kolik§ne so mere pravokot-
695. Med vsemi pravokotniki z obsegom o poiscite nika, Ce stranici pravokotnika lezita na katetah
dolzine stranic tistega, ki ima najvecjo plos¢ino. trikotnika?
696. Med vsemi kroznimi izseki z obsegom o 702. Zapisite enacbo tiste premice, ki gre skozi tocko
poiscite polmer tistega, ki ima najvecjo (4, 1) in ima negativni smerni koeficient in
ploscino. Koliksna je njegova ploscina? za katero je vsota odsekov, ki jih odreze od

. . koordinatnih osi, minimalna.
697. Kartonska skatla brez pokrova ima prostornino

288 dm’, razmerje stranic osnovne ploskve 703. Katera tocka na paraboli z enacbo y=x"—3x+3
paje 2: 1. KolikSne so mere Skatle, Ce je njena je najblizja koordinatnemu izhodig¢u?

povrsina maksimalna?
2 2
704. Katera tocka na hiperboli z enatbo 7 — % =1

698. 1z 8 dm dolge Zice naredimo model pravilne §ti- o o 5 5
je najblizja kroznici z enacbo x™ + (y—2) =47

ristrane prizme z osnovnim robom ¢ in visino v.
Izracunajte dolzino roba a in visino v tako, da bo:

a) prostornina prizme najvecja, 705. Izracunajte globalni minimum funkcije
b) povrsina prizme najvecja. fix)=cos2x + 2xsin2x na intervalu [0, 7t].

699. V koliksnem razmerju sta polmer 7 in viSina v
pokonénega kroznega valja, pri katerem je pri
dani prostornini ¥ njegova povrsina najmanjsa?
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Odvodi drugih elementarnih funkcij

i Kompozitum funkcije i
i fA-B g B> C
faefl) g f) gfl)

A
g L

: g :
H gof

\_/

Kompozitum funkcij fin g je

i funkcija g f, ki elementom x

: iz mnozice 4 priredi slike

i g(fx)) v mnoZici C:

: gofia—C
gefrx—g(flx)

i Funkcijo h(x)=(3x"+7)" bi

i lahko z binomskim izrekom
zapisali kot polinomsko

i funkcijo

i Oh(x)=81x"+756 x°+2646x" +
: +4116x°+2401

i injo odvajali kot polinom.

Odvod sestavljene funkcije

i Naj bo funkcija f'odvedljiva v tocki x, funkcija g pa odvedljiva v tocki f{x).
¢ Potem je v to¢ki x odvedljiva tudi sestavljena funkcija g ° f'in velja:

(g °N)' @) =g'(fx) f'(x)
Dokaz:
Oznagimo s k razliko g(x + k) — g(x). Ce gre h proti ni¢, gre tudi & proti nic.
Ker je g(x+h)— g(x)=k, je g(x+h)= g(x)+ k. To zvezo bomo uporabili

i vizpeljavi odvoda sestavljene funkcije:

' Qi QU () _ 1y, AR —g(flx)
: [g(f(x))] _%1_1,}}] x+hh X _%I_IR) x+kh X)) —

F i QAR K _ i QAR —e(AX) | At flx) _
HE =) h k h>0 h k

: k—0
— 1im QA —g(x) | fAxth)—fX) _ [y QEX)TE) —g(Ax) | 1ippy LX) X)) _ 0
‘%13% k R L1 k Jimy == =g () S )
3

o

B 0Odvajajmo funkcijo A(x)=(3x"+7)".
Funkcija /4 je sestavljena funkcija h=go f:

4

y

X ———=y= 3 +7
0 =4
(3x°+7)' =6x

BA 1zracunajmo odvod funkcije A(x) = | ;i:zl .

Funkcija 4 je sestavljena funkcija: A(x)=u(v(x)); u(v)= /v,

3
-
v(x)= §x+1 X
3 ' 3 '
B O =1 (D) - v ()= L . G2V Cx+ D+ x+ 1y _
x)=u'(v) ()zﬁ 2xr 1)
_ C3PQxHD)-(P42)2 1 xrl L 5x0+3x°-4
2 [ (2x+1)° 2FP+2  (@x+1)
X

Odvod inverzne funkcije

Bijektivna funkcija fima inverzno funkcijo £, tako da velja: f{f ' (x)) = x.

Denimo, da je funkcija f odvedljiva funkcija. Potem je odvedljiva tudi
inverzna funkcija f !, Pois¢imo njen odvod.



Izpeljavo odvoda inverzne funkcije zacnimo z enacbo:
A o) =x

Odvajajmo levo stran po pravilu za odvod sestavljene funkcije in odvajajmo
tudi desno stran enacbe:

A @) =x'
L @) () =1

Izrazimo odvod inverzne funkcije (f _1(x))’:

(') = 7 (f}l =t £ (x)) =0

To formulo bomo najprej uporabili pri izpeljavi odvoda korenske funkcije,
pozneje pa Se pri iskanju odvodov kroznih funkcij.

N

Ceprav smo odvod korenske funkcije izraunali Ze po definiciji
(str. 212), ga izpeljimo Se po pravilu za inverzno funkcijo.

Odvajajmo korensko funkcijo g(x)=,/x.

Funkcija g je inverzna funkcija kvadratne funkcije f{x) = x> zax>0.

Ponovimo postopek, ki smo ga uporabili pri izpeljavi odvoda
inverzne funkcije:

(Jx)'=x
Odvajajmo levo in desno stran:

2(JX)(Jx) =1

Izrazimo odvod korenske funkcije: ol %;

(o =5k
Zapisimo Se drugace:

() =37)

—_

V zgledu smo odvajali kvadratni koren. Enako lahko izpeljemo odvod
poljubne korenske funkcije g(x)= #/x, ki je inverzna funkcija poten¢ne funk-

cije flx)=x".
(1x)'=x
Odvajajmo levo in desno stran enacbe:

n(z/x)""(2fx) =1
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Izrazimo odvod korenske funkcije:
() =—1
i n(:fx)"

Zapisimo pravilo se drugace:

In poglejmo 3e odvod funkcije g(x)=1/x". To je pravzaprav potenéna
funkcija z racionalnim eksponentom: g(x) = "ﬁ =(n/x)"= X"
Funkcijo g(x)=(2/x)" odvajajmo po pravilu za odvod sestavljene funkcije:

g'(0) =m(z/x)" " (afx) = m(zfx)" " —m ) m o x

1
[ 1
0T S O S
m—1 n—1 m—1l-n+1 m_y
Mo n o o—m n m. "
n n n

. x =

Ce dobro pogledamo, smo za odvod potenc z racionalnim eksponentom
dobili nam ze znano formulo za odvod potenc z naravnim eksponentom:

g)=x"
g=gx""qeQ

Brez dokaza povejmo, da isto pravilo velja tudi pri odvajanju potence
s poljubnim realnim eksponentom.

g)=x;reR; g @)=’ reR

N

Odvajajmo g(x)= ﬁ !
1
gw)=3x" =x’
; ! 3 i
gm=1x =I<=I3i

E Odvajajmo fix)=/1—x".

1
Funkcija fix) = A/ 1-x° =(1 —xs)2 je sestavljena funkcija.

f’(X)=%(1—x5) O e
E} Odvajajmo se funkcijo A(x)= /i_l%'

_ — X+l xtl-(x—1) _ 1
h'(x)= (x+1 =1 Gy '(x—l)(x+1)3




Implicitni odvod

Implicitno odvajanje je poseben primer posrednega odvajanja, pri katerem za
novo funkcijo izberemo kar y.

N

E Recimo, da bi radi izratunali enadbo tangente na kroznico x°+ " =4
v toc¢ki 7(1, ./3). Najprej bi morali enacbo pretvoriti v eksplicitno

: Ce zelimo odvod v dani tocki,
i potrebujemo v tem primeru

obliko, y=1+, [4—5* , in izbrati vejo s pozitivnim znakom. Nadaljevali obe koordinati tocke, medtem

bi z odvajanjem sestavljene korenske funkcije. Vendar ne bomo §li f ko je pri odvodu eksplicitno

po tej poti, temve¢ bomo obravnavali y2 kot sestavljeno funkcijo : podane funkcije dovolj le

(»(x))” in odvajali enatbo x*+)”=4. . abscisa tocke. :
Kerje odvod vsote vsota OdVOdOV, y

dobimo 2x+2y-y" =0 in naprej y’ =_§ .

Implicitni odvod je odvisen od obeh T(3)
spremenljivk (neodvisne in odvisne) ﬁ

in za izracun smernega koeficienta ol Ll T
potrebujemo absciso in ordinato tocke, \J

v kateri se tangenta dotika krivulje:

k,=y'(T)= /3 . Zdaj ze lahko zapisemo
enacbo tangente:

y=B==Ba-1ozy==\3 -x+2./3

E Odvajajmo Se implicitno podano funkcijo, ki se skriva v zapisu
y3 +y— X +4x +xy=0 in katere graf lahko nariSemo le z uporabo
tehnologije.

Odvodi posameznih ¢lenov so: y
) =3

y'=y

(%) =2x

(4x)' =4

()'=1-y+xy’

Zato:

3y2y’ +y ' —2x+4+y+xy' =0

Izrazimo y":
Y'Y +1+x)=2x-4-y

y/ _ 2x—4-y
3y2+ Il 4k
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B Pod kolik$nim kotom se sekata parabola y —x in elipsa
3% +4y =16? Kot izraunaj na stotinko stoplnje natancno.

vvvvv

2_3
Y E5% re$imo sistem dveh enacb
2 4y2 —16 | zdvema neznankama
X +4(3x)=16 7]
X +6x—16=0  —
(x+8)(x—2)=0 ﬁ
x;=—8 LT TN 3 4 x
P oy e 2

o 22 I,

Prava resitev je le x=2.

y2:%x:% .2=3

y==%./3

Parabola in elipsa se sekata v dveh tockah:
P1(25 ﬁ) in P2(29 —ﬁ)

enaka, zato izrac¢unajmo le kot v to¢ki P,(2, [ ).

Odvajajmo enacbo parabole:

2yy' =
01— 3
V=%
Odvod v tocki Py(2, ./3) je enak smernemu koeficientu tangente
na parabolo v preseciscu:

- _3 _33_.J
y _ktparabola_4/\/§_4.3 T 4

Odvajajmo enacbo elipse:

2x+8yy' =0
_ % %
Y= =%

Odvod v tocki Py(2, ./3) je enak smernemu koeficientu tangente
na elipso v preseciscu:

" A o B
y _ktelipsa_ 4ﬁ_ 212_ 6
Kot med krivuljama je kot med tangentama v preseciscu krivulj,
zato: L L
+
il = | === L7l 73 ‘ |= 7|—103
§

=39 52°



V zadnjih zgledih smo spoznali smerne koeficiente tangent na kroznico,
elipso in hiperbolo. Zdaj poglejmo Se, kako se zelo preprosto zapiSe tangenta
na stoznico v sredis¢ni legi.

KroZnica x° +y = k——;
0

y= y=——(x X0); VVo—Yo =—XoX +X

Tangenta na kroznico v tocki T(xo, o) je XXy +yyo = ¥, ker je Xo + y02 =/

Ellpsa L + —1 s k= (T)=—

0

y—yo= —2—0 (x—x0); b XoX+a yQy =b x02 + azyoz; delimo z a’b’.
Tangenta na elipso v tocki 7(xo, yo) je = +J; W =1, kerj je =~ x° + Z ¢ =1.

. £y
Hiperbola i =1
Tangento na hiperbolo v tocki 7(xy, v,) dobimo podobno kot pri elipsi:
XX Yo —1,

a b
Parabola y2 =2px
= sy =P =L

2yy'=2p; y'="Ts k=1

y=y0= £ (x=x0); yy0 — o' =px—px,

Tangenta na parabolo v tocki T(x,, ¥,) je yyo=p(x+x,), ker je yoz =2pXx,.

rae———

706. Izratunajte odvode funkcij. 708. Izratunajte odvode funkcij.
D= ) 0= - % 4347
Vel
¢) f(x)=3x—35x ~ 5
&) fix)=(3-2x)" ¢) flx)= (x2+ fc) 5
d) flx)=(6x"—2 +2)’ &) fn)=(Z)" 3/’

e) f(x)=(loc+n)4 d) fix)= (Zx) 4fx
f) fx)=2x'2-x")’ D
9 fi)= (' - 2w+ X o f(xFMf :
h) fin) = 22 x

(1= 709. Zapisite enacbo tangente na graf funkcije
707. Dana je funkcija f(x) = (2ax + 1)2. Za katero fx)=2./x +2 v tocki Ty(4, yy).
realno $tevilo a bo f'(4)=6?
710. Zapisite enacbi tangente in normale na krivuljo
z enatbo y=33/x v tocki Ty(xo, —3).



711. Narisite krivuljo, podano z enacbo y=3/x +2,
in izraCunajte, v katerih tockah in pod katerima
kotoma seka koordinatni osi.

712. Izracunajte odvode funkcij.

a) flx)=1-x’

b) fix)=./3+x +3/6x—
c) fIx)=./(x-2)(2x+3)
&) flx)=x/1-2x

d) fix)=3x"3/8—x

¢) fix)= @

) flx)= «/4—7

g f)= [
h) fix)=u/nx+m

Zapisite enacbo normale na krivuljo z enacbo
y=3/1-x v tocki Ty(9, yy).

713.

714. Dani sta funkciji f: [-1, ) = R; fix)=/x+1

in g:[-1, e2) > R; g(0) =3+ 1.

b) Grafa funkcij nariSite v istem koordmatnem
sistemu.

¢) Koliko meri kot med grafoma funkcij

v v

v preseciscu?

715. V kateri tocki bo imela tangenta na graf funkcije

fx)=. /x*+2x—5 naklonski kot 60°?

716.V kateri tocki in pod kaksnim kotom bo graf

funkcije flx)= |-Z-

icoy=19
T sekal premico y= 5

717 . Za katero realno Stevilo a bo za funkcijo

fx) = y?“Tx veljalo //(9)=17

Zapisite intervale naras¢anja in padanja funkcij.
a) flx)=4x /x
b) fix)=(2x)* J/T+x

718.

719. Izracunajte odvode funkcij in zapiSite abscise

lokalnih ekstremov.

a) flo)=Jx+3
b) M=

720.

721.

722.

723.

724.

725.

726.

727.

728.

729.
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Dana je funkcija f{x)=x./2—x".

a) Zapisite definicijsko obmo¢je funkcije f.

b) Izracunajte ni¢le funkcije f.

¢) Izracunajte njen odvod in koordinati
ekstremov.

¢) NariSite njen graf.

Dana je funkcija f{x)=x+ /1 —x.

a) Zapisite definicijsko obmocje funkcije f.

b) Izracunajte ni¢lo funkcije f'in presecisce
grafa z ordinatno osjo.

c¢) lzraCunajte njen odvod in koordinati
ekstrema.

¢) Zapisite intervale, na katerih funkcija
narasca, in intervale, na katerih funkcija pada.

d) Narisite njen graf.

Za funkcijo f{x)= J— zapiSite definicijsko
obmogcje, nicle in presecisce grafa z ordinatno
0sjo. Izracunajte limiti }gl}o fIx) in xlirpoO fx)
in odvod ter zapiSite koordinati ekstrema.

Narisite njen graf.

Izracunajte odvode funkcij.
2 2

a) X +y =5

b) y2=x2+2x+3

¢) (x+1)°=3y"=9=0

¢) x+xy+y+1=0

d) Gl 02y

e) x3y—x2—9xy+2x+8=0

2
Dani sta funkciji f{x)= g(x2 +7)in g(x)= X
Izracunajte f(1).

sinmx

IzraCunajte /'(1) za fix)=¢

COSTLX
x+tlnx’

Izracunajte g’ (1) za g(x)=
Pokazite, da je f{x) =x +4x-2 injektivna,

in izradunajte (')’ (<2).

Poiscite intervale, na katerih je funkcija g(x)
naras¢ajoca oz. padajoca, in zapisite definicijsko
obmogje funkcije g(x)=In(x+1)— ;2:’%

V kateri tocki ima krivulja y=,/4x-3 — 1
tangento s smernim koeficientom k= % ?



730.V tocki 7(1, 1) zapisite smerni koeficient 736. Napisite enacbo tangente na krivuljo v dani
tangente na krivuljo x2(2 —-y)= y3. tocki:
a) X’ +3y°=4, I(1, ), y<0
731. Enacba x° + ) + 6x — 8y =0 dolo¢a kroZnico. b) x° =3y =—15, T(x, ./8), x>0
a) Zapisite koordinati srediSca kroznice in njen c) X+ y2 =25, T(x, -3), x<0
polmer. ¢) y2 =8x, T(2,y),y>0
b) Zapisite presecisca kroznice s koordinatnima
osema.

¢) Narisite kroznico.
¢) Pod katerim kotom seka kroznica abscisno
os v koordinatnem izhodisc¢u?

2
732. Kri\zlulji 2sta podani z enacbama ’—‘2— - y2 =1
ing+5 =1

a) Kateri krivulji predstavljata dani enacbi?
Narisite ju v istem koordinatnem sistemu.

b) Izracunajte presecis¢a med krivuljama.

c¢) Izracunajte kot, pod katerim se sekata
krivulji v drugem kvadrantu.

733. Parabola je podana z enacbo y2 +2y—4x—-7=0.
a) Zapisite koordinati temena parabole
in enacbo simetrale.
b) Zapisite presecisca parabole s koordinatnima
osema.
¢) Narisite parabolo.
¢) Pod katerim kotom seka parabola

abscisno os?

734. Z enacbo 4x” + 9" — 24x+ 18y+9=0 je podana
krivulja drugega reda.
a) Katero krivuljo predstavlja dana enacba?
Zapisite koordinati sredis¢a in temen.
b) Zapisite enacbo tangente na krivuljo
v desnem temenu.

735. a) Katero krivuljo predstavlja enacba
xz—y2+4x+4y—4=0?
b) Zapisite koordinate njunih temen in enacbi
asimptot.
c¢) Krivuljo narisite.
¢) Pod katerim kotom seka krivulja
abscisno os?
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Odvodi kotnih funkcij

Prvo pravilo bomo izpeljali z odvajanjem po definiciji, naslednja pa z last-
nostmi kotnih funkcij in odvoda.

f'(@)= Jim i)
f/(x) — (Sil’l)C), — %lgl’(l) Sin!x+Z ) —sinx

/ T i Uporabimo formulo za razliko sinusov:
i Razlika sinusov: :

H 2athy ik 2thy o h
L o p— atf goa=f i . . 2cos( )sinZ . cos( )sin?
sing—sin f=2cos 72 sin 5L (sinx)' = lim —2—2 = Jim —2 "2 =
) ) : h=0 h =0 h
Spomnimo se tudi: 2
. 1 inh
8 smx — . . sin=
lim 5 =1 : = limcos (x+2)- lim —2 =
: =Yi] 27 K0 g

=cosx-1=cosx

Izpeljali smo:
(sinx)' =cos x

Podobno bi lahko po definiciji izpeljali tudi odvod funkcije f{ix) =cos x.
Manj dela bomo imeli, ¢e uporabimo zvezo cosx =sin (g —X) in namesto
cos x odvajamo sestavljeno funkcijo sin (g —X).

(cosx)’ :(sin(g -x)) :cos(g —x)~(§ —x)'=sinx-(—1)=-sinx

Velja torej:
(cosx)' =—sinx

Pri izpeljavi odvoda funkcije f{x) =tanx upoStevajmo zvezo tanx= >
in odvajajmo kvocient glﬂx— :
. . . 2 .2
(tanx)’ — ( sinx )/ _ €OSX-cosx—sinx-(—sinx) _ cos x+sinx _ _ 1
cosx cos’x cos’x cos’x
r—_1
(tanx)' = —
Cos X
v .. —1
In Se odvod funkcije f{x)=cot x=tan x:
-1 -2
(tan"'x)' =—tan x - — =——1 =——L
CoS x s x coszx s x
CoS x
r__ 1
(cotx)' = -



E Izra¢unajmo odvode funkcij £, ¢, g
*  flx)=sin(5x)
f'(x)=cos (5x) - (5x)" =cos (5x) - 5=5 cos (5x)
o g(x)= cos’ x

q'(x)=7 cos’x - (cosx)’ =7 cos’x - (~sinx) =—7 cos’ x sinx

* g(x)=4sinx—-3 cos’ x+tan (5x)

g’(x):4cosx—150054x~(—sinx)+ 21 *Je=
cos”(5x)
=4cosx+15cos’ xsinx+ —25
cos (5x)

E Zapisimo enacbo tangente na sinusoido y=2 sin 3(x — Té ) v najmanjsi
pozitivni nicli.
Nicle dobimo s pogojem 3(x — g ) =km in najmanjSa pozitivna nicla je
Xo= %t o
Z odvajanjem pridemo do smernega koeficienta tangente.
y'=2cos3(x— g )-3; ktzy’(g = 6cos3(’E -z ) 6

Tangenta v izbrani to¢ki je y=6(x — g )=6x—T.

Odvodi kroznih funkcij

Krozne funkcije so inverzne funkcije trigonometri¢nih funkcij:

flx)=sinx 'a 1()c) =arcsinx

flx)=cosx /' (x)=arccos x
fix)=tanx f ! (x)=arctanx
flx)=cotx 'a 1()c) =arccotx

Ce upostevamo formulo, ki smo jo Ze izpeljali za odvod inverzne funkcije:

(@) = ——

I (f ')’
dobimo:
. 1 1
(arcsinx) = ————— = =
) cos(arcsin x) A/1 - sinz(arcsinx) Jl X
— 1 _ 1 — 1
arccosx)’ = — =— =—
( ) —sin(arccos.x) Jl —cos’(arccos x) Jl X
— 1 _ 2 _ 1 — 1
arctanx)’ = =Co0Ss (arctanx)= =
( ) + ( ) 1 +tan2(arctanx) 1+x7
cos”(arctanx)
— 1 i _ 1 _ 1
arccotan.x)' = —————— =—sin" (arccotx)=— =—
( ) 1 ( ) 1+cot *(arccot x) 1+x°

sinQ(arccot X)
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g

. IzraGunajmo odvod funkcije g(x)=arcsin /1—x" v tocki 71 (— , V).

g'x)=

Jl,—

1 1-x*y=-L _L_(—2x)=
T

= —/—1 2

g()==2

E Odvajajmo funkcijo f{x)= x” arctan (3x).

f'(x)=2xarctan (3x) + x

L__ .3=2xarctan (3x) + =%
1+(3x) 1+9x

B Izra¢unajmo Se odvod funkcije /(x)=arccos (1 —xz).

R (x)=—

—ﬁ . (=2x)

2x __2
257 2-x*

rE e——

737. Izracunajte odvode funkcij.
a) fix)=3sinx+2cosx—1
b) fix)=cotx—tanx
c) flx)=sinx-cosx
¢) fix)= cos’x

— cosx+ sinx

d) f) ="
_ _sinx

e) fix)= 1—tanx

f) fix)=tan 'x

g) fix)= tanx+1

cotx

COSX

738.

Za funkcijo fix) = 1% izratunajte / ’(g ).

739. Zapisite enacbo tangente na graf funkcije
flx)=tanx v tocki To(g , Vo)

740. Zapisite enacbo tangente in normale na graf
funkcije f{x) =cosx v tocki T, 0(% , Y0)-

741. Na minuto natan¢no zapisite ostri kot, pri kate-
rem ima tangenta na graf funkcije f{x)=sinx
naklonski kot 20°.

742. 1zracunajte odvode funkcij.
a) fix)=sin3x—3x+3
b) flx)=sin (2x+ §)+ 1
c) fix)= cos’ x

&) flx)=sin3xcos’x

d) f(x)= sin2s);;;:osx
e) flx)=sin1
f) f( )_ c0s2x

sinx

g) flx)=tan3x
h) f{x)=cot’x

i) flx)=tan /x
J) flx)=./tan2x

Za funkcijo f{x)=sin’ x(1 +cos’ x) izraunajte

JUCH!

743.

744. Zapisite dotikaliS¢a in smerne koeﬁc1ente
tangent na graf funkcije f{x)= —n—— v tockah
T(TE +km, yo); kel.

745. Izradunajte odvod funkcije f{x)=tan" x in zapi-
Site enacbo tangente na njen graf v tocki

TO(_E 5 y())



746.

747.

748. Izracunajte odvod funkcije f{x) =sin2x(1 —tanx) 756.

749.

750.

751.

752.

753.

754.

Izracunajte abscise tock, v katerih ima krivulja

y=cos 3x—2x tangente s smernim koeficientom 1.

Dana je funkcija f{x) =sin (2x— T). Za katere x
jef'(x)=.27?

in izracunajte abscise tock, v katerih so tangente
na njen graf vzporedne abscisni osi.

Narisite graf funkcije f{x)=cosx+ 1 in premico

y= 5 . Zapisite presecisca in kot med grafoma

funkcu

Zapisite 1ntervale nara$c¢anja in padanja funkcij.
a) flx)= cos’x
b) flx)=cosx+sinx

4sinx
i 207 cosx+2
3 ) naraSc¢ajoca.

Pokazite, da je funkcija f{x) =
na intervalu (0,

Izracunajte odvode funkcij in zapiSite abscise
lokalnih ekstremov.
a) flx)=sin2x—x

b) flx)=sinx+ %

2
_cosx—1

) )= 5o cosx—sinx
_sinx—1

€) = G coss sinx—cosx

Za dane funkcije zapisite definicijsko obmocje,
nicle, presecisce z ordinatno osjo in ekstreme
ter nariSite njune grafe.

a) f(x)=sin2x—cos2x

b) fx)=sin’x

¢) flx)=x+1-2cos(x+ g)

Izracunajte odvode funkcij.
a) f{x)=arcsin2x

b) flx)=arctan 3x

¢) fix)=arcsin(4x—1)

¢) fix)=arctan (1—x)

d) flx)=arcsin (3 sin x)

e) flx)=arctan ( 1 =)

f) flx)=("+1)arctan (1)
g) fix)=./1—4x" arcsin 2x
h) flx)=arccos(—x)

i) flx)=arccot ,/x

j) flix)=arccos(3 —x)

755.

757

758.

V polkrog s polmerom R v¢rtamo trapez
z najvecjo ploscino tako, da lezi daljsa
osnovnica trapeza na premeru polkroga.
KolikSen je kot med krakom in osnovnico
trapeza?

Okoli polkrogle s polmerom R ocrtajte stozec
z najmanjs$o prostornino, katerega osnovnica
vsebuje glavni krog polkrogle.

. Iz kroga izrezemo srediscni izsek s srediS¢nim

kotom ¢ in ga zvijemo v stozec. Pri katerem
kotu o bo prostornina stozca najvecja?

Izracunajte mere polkroznega okna, katerega
zunanji obseg meri 4 m, da bo prepuscalo najve¢
svetlobe.

N

2r
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Odvod logaritemske in eksponentne funkcije

¢ Funkcijo f{x)=log, x odvajamo po definiciji:

i Razlika logaritmov je enaka |
i logaritmu kvocienta: £/(0)=(log, )’ = lim log,(xth)—logyx _ 1. loga(’%ﬁ) — 1lim loga(lJrf—c) _
log,x—log,y=log,* “ >0 h =0 h =Y h

a a ay .

: Logaritem potence je enak pro- Uvedemo novo spremenljivko: m= 7.
¢ duktu eksponenta in logaritma : h

i osnove: . <
i P : Ko gre A proti ni¢, gre vrednost m v neskon¢nost.
i log,x =rlog,x E

Nadaljujemo:

. 1o,ll-~-l . lo,lH-l . 10a1+l”‘
:llmM:hmm &l m):hm g1%5) =

m—w X m—»o© X m—»o© X
m

Naravni logaritem je logaritem
i Z0snovo e: F_ 1 . 1Tymy_ 1. _llne _ 1
P =3 log,(lim (1+-.)7) =+ -log,e= ;== =

log.x=Inxin Ine=1 xIna

S —— Zato je odvod logaritemske funkcije s poljubno osnovo a enak:

: Spomnimo se formule za

i prehod na novo osnovo: (log,x)' = ;l-ll-l—a ,
. log,x= Lo
e i odvod naravnega logaritma pa:
i loge=¢ =L sajjelne=1.
X

Eksponentna funkcija pa je inverzna funkcija logaritemske funkcije.
Ceje fix)=Inx, je /' (x)=€". Ceje fix)=log,x, je f ' (x)=a".
Ce naredimo kompozitum funkcij fin f ~! dobimo identi¢no preslikavo:

In(e")=x log,(a")=x

Leva stran obeh enacb je sestavljena funkcija. Odvajajmo in izrazimo odvoda
eksponentnih funkcij:

[In(e")])'=[x]' [log, (@) =[x]
L@)y=1 (@) =1

(€) =€ (@) =a"Ina



BN 1zracunajmo odvode sestavljenih funkcij:

g)=e"
g'(x)= ™ (2x) =2¢™
h(x)= "

b (x) = € (kx)' = ke™

k(x)=In(2x+1)

’ _ 1 . o, A 2
k(x)_2x+1 (2x+1)_2x+1 2_2x+1

r(x)zln(x3) 3 ........................................
Ve Il Bl B % _3 ¢ r)=In(x)=3Inx
r('x)_—3 (x)__3 3x_i3_)_c rr(x)=3)lc=;’)_c

x X x

s'(@)=3In"x - (Inx)' =3 In’x - 1 = 3x

BA Pod koliksnim kotom seka krivulja y=—In(2x +2) koordinatni osi?

Presecisce z abscisno osjo: Presecisce z ordinatno osjo:
=0 x=0

—In(2x+2)=0 y=-In2

2x+2=1 y=-0"69

x=-1 tocka P,(0, —In 2)

tocka P,(~3 , 0)

Odvajajmo y=—In(2x +2):
1 1

V=5 2= TaT \
Odvod v tocki Pa(—% , 0) je enak: y' =— I |
1)

1
—5rll
Odvod je enak smernemu koeficientu tangente v tej tocki, smerni
koeficient tangente pa tangensu naklonskega kota:

tanp=k=y'=-2
@ =arctan (—2)=116"57°
Odvod v to¢ki P,(0, —In 2) je enak: y' =—1.

Tangenta v tej tocki oklepa z abscisno osjo kot 135°,

z ordinatno osjo pa temu kotu komplementarni kot ¢, =45°.




759. IzraCunajte odvode funkcij.
a) flx)y=e" &) flry=x"e"
b) fix)=3xInx d) fix)= 1-*-6-
—C
¢) flx)=xtL e) flx)=2+2-3"

Inx
f) f)=3-3Inx+1+e" —x /fx -

760. Koliksen je naklonski kot tangente na graf

funkcije f{x)=3-2"+2 v preseCiscu z ordinatno

o0sjo?

761.V kateri tocki in pod koliksnim kotom seka graf

funkcije f{x) =2 Inx abscisno os?

774.

762. Narisite graf funkcije fix)=4"—4 in izradunajte
kot, pod katerim seka graf funkcije koordinatni
osi.

763. Pod koliksnim kotom seka graf funkcije

fix)=x-10" abscisno o0s?

764. Zaplslte enacbo tangente na graf funkcije

Sfx)=

765. Za funkcijo fix)=

T+lnx o ox o 2
1711111)); izratunajte /" (e”).

776.

766. Zapisite enacbo normale na graf funkcije

f(X) = C_ZZSTX v tocki T()(X()’ 0), Xg € [0, TC].

767. IzraCunajte odvode funkcij.

a) flx)=In2x e) flx)=./Inx

b) fix)= 1n(1—2x) ) flx)=(2—-x")In2x
c) fix)= xe' g) fix)=Incotx

¢) f)=In(1-1)  h) fix)=sin’x-e™
d) flx)=10""" i) fi)=a™

768. Za funkcijo f{x)= ef 1 1zracunajte f( 10)

769. Pod koliksnim kotom seka graf funkcije
fix)=In(x+2) abscisno os?

770.V kateri tocki ima tangenta na graf funkcije
fix)=In Jx>+2x—3 smerni koeficient k= % ?

772.

773.

775.

777.

771.

Zapisite vse tri oblike enacbe normale na graf
funkeije fAx)=In(x+ Jx°+5) v tocki Tp(=2, o).

Za dane funkcije zapisite definicijsko obmocje
in intervale, na katerih narascajo oz. padajo.

a) flx)y=xe

b) fix)= x*Inx

Pokazite, da je funkcija h(x)=Insinx naraSca-
Joca na intervalu (0, 2 5 ) in padajoca na intervalu
I n.
2 2

Ugotovite definicijsko obmocje funkcije
in pokazite, da je funkcija na njem strogo
naras¢ajoca.

a) gx)=¢”

b) u(x)=3x+sin2x

Izracunajte odvode funkcij in zapisSite abscise
lokalnih ekstremov

a) flx)= e2

1
b) fix)=x
) )=

Za dane funkcije zapiSite definicijsko obmocje,
nicle, presecis¢e z ordinatno osjo, pole, asimp-
tote in ekstreme ter narisite njihove grafe.

a) flx)=(ex)’e”

b) flx)=(Inx)’

¢) fix)=2x(Inx)’

2
Dana je funkcija f{x)= Elin—x

a) Zapisite definicijsko obmocje in pol funkcije.
Ali ima funkcija fniclo?

b) Izracunajte prvi odvod funkcije f'in zapisite
koordinati ekstrema.

¢) ZapiSite intervale naras¢anja in intervale
padanja funkcije f.

¢) NariSite graf.



Vigji OdVOdi (izbirna vsebina)

Ce odvajamo funkcijo odvod in je ta spet odvedljiva, dobimo drugi odvod.
Ce je drugi odvod odvedljiv, ga lahko odvajamo in dobimo tretji odvod.
Seveda lahko s tem pocetjem nadaljujemo, ¢e so za to izpolnjeni pogoji —
vsak odvod mora biti spet odvedljiv.

) =f"
(f‘!/)/ Ef/l/
"y =f"

Nekaterim funkcijam lahko zelo preprosto izracunamo odvod poljubne
stopnje, pri Gemer n-ti odvod funkcije £ (1> 5) ozna¢imo s simbolom f*.

Poglejmo nekaj primerov visjih odvodov, zapisanih z rekurzivnimi

formulami.

n Izra¢unajmo sedmi odvod polinoma p(x) =x"=3x + 10x" +4x* - 10.
p'(x)=7x°—15x* +40x’ + 8x
P'(x)=7-6x —60x’ +120x"+8
P(x)=7-6-5x"—15-4.3x+40-3 . 2x
Ker ze vidimo, v katero smer gre zgodba, ne piSemo ve¢ naslednjih
odvodov, ampak samo naredimo premislek. Pri vsakem odvajanju

se stopnja polinoma zniza za ena, zato bo pri sedmem odvajanju
ostal samo vodilni koeficient, pomnozen s 6!.

PP(x)=7-61=71=4340

E Najbolj enostavni so visji odvodi funkcije f{x)=¢", ker so enaki
osnovni funkciji za vsak n:

Px)=¢",neN

Malo vec razmisleka potrebujemo pri zaporednem odvajanju
funkcije fix)=€", ke R.

)=k, ()= ke, fr () =ke™, ..., fOx)=K'e™



254  TEMPUS NOVUM

n Zanimivo je tudi zaporedno odvajanje funkcije f{x)=Inx.
f@)=x" )= (D)3
fe)=(-1x" [P =(DE2)3)(4x
frE)=(1)-2)x" SO@ =D (= 1)!

E Poglejmo Se zaporedne odvode funkcije f{x)=sinx.

f'(x)=cosx, f"(x)=—sinx, f"(x)=—cosx, f""(x)=sinx

Po stirih korakih smo prisli do osnovne funkcije, zato lahko pisemo:
S ) =cosx, 4Py =—sinx, V() =—cosx, f(x) =sinx
ali samo z enim izrazom: /" (x)=sin (x + g ).

Preverimo dobljeno formulo za prve Stiri odvode:

f@)=sin(x+ 1 m)=sin(m—x— 1 m)=sin(} n—x)=cosx
f"(x)=sin(x+m)=sin(—x—m)=sin(—x)=-sinx

f"@)=sin(x+ 2 m)=—sin(2n—x— 3 1)=—sin(} ©—x)=—cosx
S"()=sin(x+3 1) =sin(x+2m) =sinx

Rezultat vseeno Se preverimo z matematicno indukcijo:
f@)=sin(x+ 3 m)=sin(n—x— 1 m)=sin(} T—x)=cosx

(@) =" )= (sin(x+ 2 1)) =cos(x+ £ m)=sin(% +x+ 2 m)=

=sin(x+ 51 m)

rrE e——

778. IzraCunajte peti in Sesti odvod funkcije
f(x)=2x5—x4+ 10x° —x+ 13.

779. IzraCunajte n-ti odvod funkcije.

a) flx)= X
b) g(x)=xe"

780. Izracunajte 365. odvod funkcije sinx
in 2014. odvod funkcije cos x.



Diferencial funkcije

V limiti diferen¢nega kvocienta je sprememba neodvisne spremenljivke Ax
zelo zelo majhna, lahko bi rekli »neskon¢no« majhna oz. prakti¢no enaka 0.
Oznacimo jo z dx. Tudi sprememba funkcijske vrednosti Afje zaradi
zveznosti funkcije fustrezno majhna; oznac¢imo jo z df. Tako dobimo:

lim &L =4 = f'(x)

Ax—>0 Ax
df imenujemo diferencial funkcije f'in je enak df=f"(x)dx.

Diferencial funkcije df'v tocki x, pravzaprav pove, za koliko se spremeni
ordinata pri spremembi abscise dx, toda ne na grafu funkcije, ampak na tan-
genti v to¢ki xy. Pri majhni spremembi neodvisne spremenljivke x diferencial i i
funkcije pomeni glavni del spremembe funkcije in ga lahko vzamemo za pri- X, ' x
blizek za spremembo funkcije.

g

n IzraCunajmo diferenciale funkcij:

fx)= 3x df=06xdx
g(x)=5¢" +x" dg=(15¢"+4x") dx
h(x)=sin (4x). dh=4 cos (4x) dx

E Predstavljajmo si nas planet kot veliko kroglo s polmerom x. Po
ekvatorju jo obdajmo z jekleno Zico, ki se tesno prilega njegovemu
povrsju. Dolzina Zice y je enaka dolzini ekvatorja oz. obsegu kroga

s polmerom x: y=2mx. Zico podalj$ajmo za 1 m. Za koliko se bo Zica g
enakomerno odmaknila od zemeljskega povrsja? Se bo pod njo lahko
splazila macka? Ali pa bo dovolj prostora le za mravljo?

x=6370 km polmer Zemlje

y=2mx=40024 km  obseg Zemlje po ekvatorju

y'=2x odvod y

dy=1m sprememba dolzine zice ( 5 dx

dx sprememba polmera oz. odmik Zice od
Zemljinega povrsja v

Izracunajmo dx:
"(x)=y' = =dr_1 - -
J@)=y'= oz.dx="F =5 =0"16m=16 cm

To pomeni, da bi se Zica, ki bi jo podaljsali le za 1m, okrog in okrog
odmaknila od Zemlje za 16 cm.
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Diferencial lahko uporabljamo pri pribliznem racunanju funkcijskih vrednosti
za funkcije, kjer je racunanje prave funkcijske vrednosti prezapleteno. Danes
se sicer v praksi ne uporablja vec, saj te vrednosti veliko preprosteje izracu-
namo s pomocjo kalkulatorja. Pa vendar poglejmo, kako so pred vsesplosno
uporabo zepnih racunal s pomocjo diferenciala izracunali korene ter vrednosti
trigonometri¢nih, eksponentnih in logaritemskih funkcij.

Izhajajmo iz formule:

df=f"(x)dx

Denimo, da poznamo funkcijsko vrednost v to¢ki xo: fx,). Zelimo pa jo izra-
¢unati v njeni neposredni blizini v toc¢ki x;, ki je za 4 oddaljena od tocke x,,
to je v toCki x; =xq+ A: fixg+h).

Spomnimo se definicije odvoda:
10 V= T [0t h)—flxo)
f (xo) - }11_1;% h
Ce izpustimo limito, lahko zgornjo enacbo zapisemo:

f(xo) = /ix_oﬂih)_—i(ﬁd za zelo majhne vrednosti 4.
Izrazimo f{x,+ 1), ki ga iS¢emo:

Sfxo+h) = fixo) +f" (xo)h

Vrednost / je zelo majhna in pomeni spremembo neodvisne spremenljivke x,
poimenovali smo jo diferencial spremenljivke x in jo oznacili z dx:

Sxo+h) = flxo) +f (xo)dx

f"(x0)dx pa je diferencial funkcije fin ga ozna¢imo z df:

Sixo+h) = flx,) + dfi(x,)

Ce torej i3¢emo vrednost funkcije /v tocki x, + %, funkcijsko vrednost
v tocki x, pa poznamo, le-tej pristejemo diferencial funkcije in dobimo
priblizno vrednost f{x,+ /), saj smo namesto pravega prirastka funkcije
pristeli diferencial, ki pa pomeni prirastek linearne funkcije — tangente
na krivuljo:

tolik$na je napaka

SOgrh)
VACHES




BN 1zracunajmo priblizno vrednost /4701 .

Opraviti imamo s korensko funkcijo fix)=,/x.
Radi bi izracunali njeno vrednost za x; =4"01:
A4°01)=£4+001). y
Poznamo njeno natan¢no vrednost pri 1
Xo= 4.

foxo)=fd)= /& =2.

Sprememba x je enaka:

dx=0"01.

Odvajajmo funkcijo flx) = /x:

'(x) = —L-
f (x) - Zﬁ .
Odvod v tocki xy=4 je enak:
f@=57=4
Uporabimo formulo:
Jxo+ 1) = fixo) + dftx,)
(40 =f4)+f'(4)- 001

s . o, i e
faon=2+1 - L=y 1 =20025

Ce pa vrednost ,/4 01 izra¢unamo z Zepnim radunalom, dobimo
2°002498439.

E Izracunajmo priblizno vrednost cos 60°2°.

flx)=cosx

f'(x)=—sinx

= 60 o_ g ...............................................................
T i Kote moramo zapisati :

dx=02°= 900 : v radianih.

Sxo+ h) = flxg) + /" (xo) dx

1

202 cos® 4 (—sin®). L =1 _B. 1 _900-nf3_q
cos 602 cos3+( s1n3) TR AT . TR0 =074970
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EX Pri segrevanju kovinske kocke se dolzina roba a=2 cm poveca
za 0°03 cm. Z diferencialom ocenimo, za koliko se povecata
prostornina in povrsina.

Prostornina in povrsina sta funkciji osnovnega roba: P(a)= 6a’,
V(a)= a.

dP=12a-da=12-2-003=0"72 cm’
dV=3d*da=3-4-003=036 cm’

Sprememba povrsine je Stevilsko enaka dvakratni spremembi
prostornine.

mEe——

781. Z odvodom priblizno izracunajte (aproksimi-
rajte) in rezultate zapiSite na §tiri mesta ter jih
primerjajte z vrednostmi, ki jih izracunate
z zepnim racunalom.

a) /9706
b) 328

c) sin30°5°
¢) tan45°5°
d) 20

e) In1°05

782. Zakoliko odstotkov se priblizno spremeni obseg
in za koliko odstotkov ploscina kroga, ¢e polmer
r=1m povecamo za 1 cm?

783. Ploscina okroglega madeza iz pokvarjenega
ladijskega motorja se na jezerski gladini Siri
s hitrostjo 3 m” na sekundo. Izradunajte hitrost
naras$¢anja polmera madeza, ko je njegova
plosc¢ina enaka 1200 m’.

784. Pri segrevanju kovinske kocke se dolzina
njenega roba povecuje s hitrostjo 0°3 mm/s.
IzraCunajte hitrost povecevanja povrsine kocke,
ko je dolzina osnovnega roba enaka 8§ cm.



Modeliranje z odvodom

E Ljudje vdihnemo zrak tako, da posebna miSica (prepona) popusti
pritisk na pljuéni krili, ki se zato razsirita in napolnita z zrakom.
Preglednica prikazuje prostornino pljuc kot funkcijo sprostitve
pritiska prepone. Pulmologi (zdravniki specialisti za bolezni pljuc)
odvod te funkcije imenujejo komplianca (voljnost, podajnost).

0 5 | 10| 15| 20 | 25 | 30
0,20(0,29|0,49(0,70{0,86|0,95 | 1,00

a) Ugotovite najvecjo vrednost kompliance.
b) Razlozite, zakaj ima ta funkcija tako nizko vrednost, ko so pljuca
ze polna zraka.

+y
221

041

S programom Graph nariSemo prilagoditveno krivuljo skozi
tocke iz preglednice in ugotovimo, da je odvod funkcije najvecji
pri x=10"5. Pri najvecjem zmanjSanju pritiska so pljuca ze tako
razsirjena, da se ne morejo vec Siriti.
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BA V krajevni skupnosti je 20 navdusencev odprlo fitnes klub
in sCasoma je ¢lanstvo narascalo, kot kaze preglednica.

10 | 20 | 30 | 40 | 50
34 | 46 | 56 | 60 | 75

Opisite gibanje ¢lanstva z ustrezno funkcijo (poskusajte najti vec
primerov) in ugotovite, kako hitro se bo po najboljSem scenariju
vecalo Stevilo ¢lanov, ko jih bo v klub v¢lanjenih 70. Ali lahko
uporabimo ta model, tudi ko bo klub Ze nekaj mesecev deloval?

S programom Graph lahko ugotovimo, da narasc¢anje ¢lanstva zelo
dobro opisujeta dve funkciji:

+ polinom f{x)=0"0005x"—0"04x"+1'95x+19°5,

3°22x+20
—0°0005x>+0°053x+ 1

* racionalna funkcija g(x) =

Ko je v klubu ze 70 ¢lanov, pri modeliranju s polinomsko funkcijo
pristopijo Se malo vec kot trije ¢lani na dan, pri drugem modelu
pa dva ¢lana na dan. Oboje nam prikazeta tangenti na oba grafa
pri x=70.

Za daljSe casovno obdobje bi morali za model izbrati logisticno
krivuljo, saj se naras¢anje ¢lanstva po dolo¢enem ¢asu »umiri«.
Najboljsa prilagoditvena logisti¢na krivulja skozi dane tocke ima
enacbo A(x)=—

T A

i
. /
. 1 / . s ) %

; \ . \ , . \ .
] 7‘6/! 10,20 s/ 4 0 & 0 s % 00 o
K !




a Arterioskleroza je bolezen, ki jo povezujemo s starostjo, vendar
»napade« cloveka Ze takoj po rojstvu. Na notranjih stenah arterij se
zacnejo odlagati krvne maScobe ali holesterol, in ta obloga z leti vedno
bolj ovira normalni pretok krvi. Najprej se pojavi zviSan krvni pritisk,
rezultat skoraj zamasSene Zile pa je lahko sréni infarkt ali gangrena.

Denimo, da je idealni presek aorte krog s premerom d=2'4 cm

in da se je v ¢ letih nabrala obloga z debelino 4. Debelina obloge
je funkcija Casa h=g(f), pa tudi plosé¢ina preseka je funkcija asa
S(H=n(r— h)z. Zdravniki so z raziskavami ugotovili, da velja
h=g()=r—001,/ 100007, pri ¢emer je 4 izraZen v centimetrih.

obloga

Hitrost nabiranja krvnih mascob izracunamo z odvajanjem funkcije S
po casu:

' dS _dS . dh
S'0=%=5 -5 =S')-hQ

SHOBRAGIIC D ACY 01)(J100_(§0—t2):_0;(/)12().85()((::?.t

Vzemimo za primer 50-letno osebo, ki ima polmer aorte 12 cm.
Osebi se je v 50 letih na steno aorte nabrala obloga debeline
h=g(50)=12-0701,/10000-2500 =033 cm, zato se ji
presek aorte pri 50 letih na leto zmanjsa za 3°15 mm’.

_=002-m(12-0'33)-50 _
§'(50) Vs -0°0315

n Sest metrov dolga lestev je prislonjena na zid. Nenaden tresljaj
povzroci, da za¢ne njen spodnji konec 4 drseti po vodoravni podlagi
s konstantno hitrostjo 0°6 m/s. Izracunajmo, s kolik$no hitrostjo
se po steni navzdol pomika zgornji del B, ko je na viSini 4 m
in ko je na visini 20 cm.

Razdalji tock 4 in B od vznozja zidu naj bosta funkciji Casa. B
Potem velja [f(n)]’ + [g()] =6".

A= 36-[e)] o
Implicitno odvajamo zgornji izraz:
2A(8) - f' (1) +2g(?) - g’ (£) =0, in izrazimo
g'(H= 1@, g'(?) je hitrost tocke B;

g(1)
f"(©)=0"6 m/s je konstantna hitrost tocke A.

Ce je toc¢ka B na visini 4 m, se v tistem trenutku giblje navzdol
s hitrostjo

g'(0)= I (2624 106 WSI =0"67 ms.

Negativni predznak odvoda nam pove, da se tocka giblje navzdol,
zato za hitrost gibanja vzamemo absolutno vrednost odvoda.

Na visini 20 cm je hitrost Ze skoraj 30-krat vecja:

o'(f)= 36— ngm 06m/s|_18m/s




262 TEMPUS NOVUM

E Raketa se z odstevanjem »..., 3, 2, 1, O« odlepi od vzletne rampe
in poleti v visino. Njen vzlet opazujemo z razdalje 8 km. Predpo-
stavimo, da smo med opazovanjem na isti visini kot rampa. Med
letom se vznoZzje rakete dviga s kotno hitrostjo 2 lo¢ni minuti
na sekundo. Izracunajmo hitrost rakete, ko njeno vznozje vidimo
pod kotom 30° glede na podlago. Kako hitro se dviga raketa
v trenutku, ko je 10000 m visoko?

30°

»

Visina rakete je funkcija kota ¢. Velja zveza tanp = Msﬁ , 1z katere
dobimo A(z)=s tan ¢.

Tudi kot ¢ je funkcija Casa: @ = ¢(?).
Hitrost dviganja dobimo tako, da funkcijo # odvajamo po ¢asu:

h(f)=s- —— - @/(t

(=5 ¢/
¢’ () pomeni narascanje kota in je nas podatek: ¢'(¢)= 9”—0
(uporabljati moramo radiane).

Hitrost rakete pri dviznem kotu 30° je torej
v(t)=h'(£)=8000 - — T —372 km/h=103 m/s.

cos 30° " 90

Ko je raketa na visini 10000 m, jo vidimo pod kotom

= 10000 _ 51-340
@=arctan 55 =5134°.

Hitrost dviganja na visini 10 000 m je /'(¢)=8000 -
% =1231"7 km/h =342 m/s.

1
cos’51°34°
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A Po hodniku sirine 2 m vodoravno nesemo lestev. Za vogalom se

sin38°44°  cos38°44°

hodnik zozi na 1 m. Ali je lestev lahko dolga 4 m?
Dolzina lestve je /=m+n. Ko lestev nesemo okoli vogala, se spre- n ﬁ
minja kot x od g do 0, skupaj z x pa se spreminjata tudi m in n:
inx=1 - =
sinx=-- = m=_— o
: o_y_2 il 2 =2
sin (90° - x)= . sin(90°—x) ~— cosx
Dolzina lestve je torej enaka: /[=m+n= L (e I
sinx ~ cosx 2
Najdaljsa lestev, ki jo lahko prenesemo vodoravno okoli vogala, JAm,
je enaka najmanjsi vrednosti vsote 51—11); + %}-c :
Odvajajmo:
1 2y . -1 -1 s . -2 2.
(=—+-—==)'=(sin x+2cos x)' =—sin “xcosx+2cos “xsinx=
sinx COSXx
_ —cosx _ 2sinx
Sheos e
s x CoS X
Minimum doseze, kjer je odvod enak 0:
—?ozsx + 2sir21x =0
Sln x COS x -----------------------------------------------------------------
—cos’x+2sin’x o 59
=222 =0 Ce graf te funkcije
sin”x cos x i 1) 1,2 8%
. ¢ flx)= — + —=— nariSemo
—cos’ x+2sin’ x=0/: cos’ x f sinx - cosx
B i sprogramom, lahko razberemo
—1+2tan"x=0 i priblizno vrednost minimuma
tan’ x = 1 : s slike.
2 ]
T l
tanx= i/% :
X =3844° |
. e o . . S [
Najvecji problem z dolzino nastopi pri kotu 38°44°, in sicer je takrat ! :
dolzina lestve lahko najve¢ P 3
E |
L 2 —16+2'55=4'14m. !
|
|
|
|

Odgovor na vprasanje je pritrdilen.
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Studentska zveza vsako leto organizira izlet. Zadnja tri leta je stal
140 evrov, pri tem je bilo zasedenih vseh 200 mest na Stirih avtobu-
sih. Letosnje leto nameravajo organizatorji izlet podraziti. S poizved-
bami so ugotovili, da se bo pri vsakem poviSanju cene za 10 evrov
Stevilo prijavljenih Studentov zmanjsalo za 5.

a) Kaksna je enacba prihodka kot funkcije Stevila n poviskov cene?
b) Zapisimo odvod te funkcije po # in razloZzimo njegov pomen.
c) Koliksna je hitrost spremembe prihodka, ¢e je cena izleta
200 evrov? Koliko studentov bi se udelezilo izleta pri tej ceni?
¢) Pri kolik$ni podrazitvi bo prihodek Studentov najvecji in kolikSen
bo? Koliko studentov bi bilo na izletu v tem primeru?

a) Spreminjanje dohodka pokazemo s preglednico pri razli¢nih
stevilih poviskov cene:

0 140+10 - 0 200 140 - 200
1 140+10 - 1 200-5-1 |(140+10)-(200—5- 1)
7 140+10 - 2 200-5-2 | (140+20) - (200—5 - 2)
3 140+10 - 3 200-5-3 [ (140+30) - (200—5 - 3)
n 140+10 - n 200-5-n |(140+10-n)- (2005 - n)

Dohodek lahko zapisSemo kot D(n)= (140 + 10#)(200 — 5n)
in je kvadratna funkcija.
b) Odvod izra¢unamo po veriznem pravilu:
D'(n)=10(200—51)+ (140 + 10n)(=5)=1300— 100n
D' pomeni hitrost spreminjanja dohodka pri poveéevanju cene po
10 evrov.

c) Ce je cena izleta 200 evrov, so osnovno ceno 140 evrov 6-krat
povecali za 10 evrov. To pomeni, da je n=6. Tako dobimo
D'(6)=1300-100 - 6="700.

Ce bi ceno izleta povisali na 200 evrov, bi se izleta udeleZilo
200—5 - 6 ali 170 Studentov.

¢) Dohodek bo najvecji, ko bo odvod D’ (n)=0.
1300—-100n=0; n=13
D(13)=(140+10 - 13)(200—5 13)=36 450
Na izletu bi bilo 200—5 - 13 =135 studentov.



785.

Po podatkih ameriske nacionalne zdravstvene
organizacije se je Stevilo bolnikov z alzhei-
merjevo boleznijo spreminjalo, kot kaze
preglednica.

Stevilo v mil. | 3,77 | 4,70 | 4,93 | 5,37 | 6,17 | 6,82

786.

787.

788.

Poiscite prireditveno krivuljo in izraCunajte, v
katerih letih je bilo naras¢anje bolezni najvecje.
Ali lahko napovemo Stevilo bolnikov leta 2014?

Vrednost avtomobila se s ¢asom manj$a

s funkcijo A(1) = 212000,

a) Koliksna je bila cena novega avtomobila?

b) Koliks$no je bilo letno zmanjSanje vrednosti
avta po tretjem letu?

¢) Koliksno je bilo letno zmanjsanje vrednosti
avta po osmem letu?

¢) Po koliko letih je bilo letno zmanjsanje
vrednosti enako desetini cene novega avta?

d) Koliko po tem modelu cenitve stane avto po
dveh letih? Kako bi razmisljali pri nakupu
avta—bi kupili novega ali starega?

Letalo leti vodoravno na visini / in se na talni
razdalji L od letaliS¢a zacne spuscati po krivulji
y= ax’ +bx + cx+d. Privzemimo, da je
y(=L)=H, y(0)=0, y'(=L)=0in y"(0)=0.

==

y
krivulja spuscanja letala

H=vi$ina letala

Pokazite, da je iskana krivulja
YO =HQ(G ) +3(3)).

Po podatkih svetovne organizacije se je Stevilo
prebivalcev na svetu spreminjalo, kot kaze
preglednica. Zapisite prilagoditveno krivuljo
in napovejte Stevilo prebivalcev leta 2020.
Izracunajte trend narascanja prebivalstva

v zadnjih Stirih desetletnih obdobjih in narisite

graf. I[zraCunajte, kolikSen naj bi bil trend v letih
2010-2020.

1975 4°08
1980 4°45
1985 4°84
1990 5727
1995 5°68
2000 6°07
2005 6°45
2010 6°85

-5 10[15]20125130[35]40

789. Sladko raziskovanje. Kupite okroglo liziko

in s kljunastim merilom izmerite premer lizike.
Vsakih pet minut po zacetku uzivanja lizike
ponovno izmerite njen premer in podatke
vpisujte v preglednico. Vasa hipoteza naj bo,
da je hitrost zmanjSevanja prostornine lizike
sorazmerna njeni povrsini.

a) Uporabite podatke za dolo¢itev hitrosti
spremembe polmera lizike s Casom.

b) Zapisite model za spreminjanje prostornine
lizike kot funkcijo polmera in kot funkcijo
casa.

¢) Koliksna je hitrost spreminjanja prostornine
lizike, ko je je na palicki le Se pol?

¢) Pojasnite, zakaj hitrost spreminjanja prostor-
nine v odvisnost od ¢asa ni konstantna.

d) Uporabite model za napoved, kdaj bo lizika
izginila.

e) Ali so vasi izracuni z modelom potrdili
hipotezo? Zakaj?

f) Kako bi se spremenil ¢as, v katerem lizika
izgine, ¢e bi njen zacetni polmer pomnozili
s konstanto & > 0?



NE POZABI

Odvod funkcije f'v x, je enak limiti diferenénega kvocienta, ko gre /4 proti O:
, - h)—
F(x)= %1_I)I(l)ﬂx0+ 12 f(x0)

1. Odvod vsote funkcije je enak vsoti odvodov:
[(f+2)0)]" = (flx) +g(x))" = f"(x) +g' (x)

2. Odvod produkta dveh funkcij se izracuna po formuli:
[(f 2] = (fx)g(x) = 1" (x)g(x) + fx)g' (x)

3. Odvod funkcije, ki je pomnoZena s konstanto, je enak odvodu,
pomnozenemu s konstanto:

[N = (k(fx))" = kf" (x)
4. Odvod kvocienta:

A ﬂ_)gii);ﬁﬁ)gi_)

[ (x)} ( (X)> () > g3 #0
Tangenta na krivuljo y=f(x) v tocki x, ima smerni koeficient enak odvodu
funkcije /v tej tocki:
k,=1"(xo)
Enacba tangente na krivuljo y =f(x) v tocki Ty(x,, v) je enaka:
Y =yo=1"(xo) (x —X0)

Kot med abscisno osjo in krivuljo je enak kotu med abscisno osjo

in tangento na krivuljo v presecis¢u krivulje z osjo — to je prav naklonski kot
tangente.

Tangens naklonskega kota je enak smernemu koeficientu tangente.

Tangens naklonskega kota je enak odvodu funkcije v presec¢iscu.

Kot med dvema krivuljama je enak kotu med tangentama na ti dve krivulji
v preseciscu krivulj.

Ce je f'(x)>0 za vsak x z intervala (a, b), potem je f na tem intervalu
nara$céajoca.

Ce je f'(x) <0 za vsak x z intervala (a, b), potem je fna tem intervalu
padajoca.

Funkecija fima v tocki x, lokalno najvec¢jo vrednost ali lokalni maksimum,
Ce so vse funkcijske vrednosti na nekem odprtem intervalu s sredis¢em
v x, manjSe od funkcijske vrednosti f{x).

Funkcija fima v tocki x, lokalno najmanjSo vrednost ali lokalni minimum,
Ce so vse funkcijske vrednosti na nekem odprtem intervalu s sredis¢em
v x, vecje od funkcijske vrednosti f{x).

V toc¢ki lokalnega ekstrema je odvod enak 0: f”(x,) =0.



NE POZABI

Nic¢lam odvoda pravimo stacionarne tocke.

Odvedljiva funkcija f'ima v to¢ki x, lokalni maksimum, ¢e velja:

1. f"(x)=0

2. Odvod je levo od tocke x, pozitiven, desno od x, pa negativen.

Odvedljiva funkcija f'ima v tocki x, lokalni minimum, ce velja:

1. /" (x0)=0

2. Odvod je levo od tocke x, negativen, desno od x, pa pozitiven.

Odvod potence: (") =nx""' zavsak ne R
Odvod sestavljene funkcije: (go ) ()=g'(fx) f(x)
Odvod inverzne funkcije: ) = —L
j @y =t
Ly 1,
Odvod Kkorenske funkcije: (x") = % x"

Odvodi trigonometri¢nih funkcij: (sinx)’'=cosx

(cosx)' =—sinx
1

(tanx) = —
COS x
(cotx) =— .12
sm x
Odvodi kroZznih funkcij: (arcsinx)’ = 11 >
—X

(arccos x)' =——-1—
J1-x

arctany)’ = —
(arctanx)’ = —

(arccotanx)’ =1 1 5

+x
Odvod logaritemske funkcije: (log,x)' = 1-0%5
i1
(Inx)' = b
Odvod eksponentne funkcije: () =¢€"
(@) =4 =ala — g

log,e Ine
Diferencial funkcije: df=f"(x)dx

Racunanje priblizne vrednosti funkcije f'v tocki x,+ /:

o+ h) = Ax,) +dftx,)
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S

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)

Bernhard Bolzano
(1781-1848)

— Nedoloceni integral

— Integracijska praksa

— Doloceni integral

— Nepravi integrali

— Uporaba doloCenega integrala v geometriji
— Uporaba doloCenega integrala v fiziki

— Numeri¢no racunanje dolocenega integrala

Prvo strogo definicijo doloCenega integrala, za katero se moramo zahvaliti
francoskemu matematiku Cauchyju, sta Ze mnogo prej zacela pripravljati Se
en francoski matematik Fourier in ¢eSki matematik, filozof in teolog Bolzano.
Oba sta v matematiko prinesla novega duha strogosti. Bolzano je v uvodu
v eno od razprav napisal: »lzreka v znanosti ne dokazemo s potrdilom;
utemeljiti ga moramo, pojasniti moramo objektivne osnove, na katerih sloni
dokazana resnica.« Bolzano je dal tudi danasnji pomen zveznosti funkcije,

b

Fourierov pa je znak za dolo¢eni integral j- f(x) dx, ki ga danes na splosno
uporabljamo. a

Definicijo dolo¢enega integrala, ki jo uporabljamo danes, je zasnoval Bern-
hard Riemann. Leta 1854 jo je zapisal v habilitacijskem traktatu, ko se je
potegoval za profesorsko mesto na univerzi v Gottingenu in ga tudi dobil.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) je bil profesor na znanih Solah
Ecole normale in Ecole Polytechnique v Parizu. Sodeloval je v pohodu
Napoleona I. v Egipt in postal guverner Spodnjega Egipta. Ukvarjal se je
predvsem s toplotno prevodnostjo in ugotovil, da vsako nihanje lahko
zapiSemo kot vsoto trigonometri¢nih funkcij (t.1i. Fourierove vrste).
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Nedoloceni integral

Z odvajanjem neki funkciji F priredimo novo funkcijo—njen odvod F".

Zdaj pa bi radi neki funkciji f, za katero vemo, da je odvod f=F", poiskali
funkcijo F, ki smo jo odvajali, da smo dobili ta odvod F”. Skratka, radi bi
nasli obratno operacijo odvajanju. Iskani funkciji reCemo primitivna funkcija
ali nedoloceni integral.

g

E Poi§¢imo primitivno funkcijo funkeiji f{x)=3x". Ce se spomnimo
odvajanja, takoj ugotovimo, da je (x3)’ =3x7, zato je primitivna
funkcija funkcije 3x” enaka x°. Vendar bi dobili isto primitivno
funkcijo, tudi &e bi odvajali funkcije x’ + 1, x = 1, x* +365, x’ + 4014,
X —moz. F(x)=x"+C, pri ¢emer je C poljubna realna konstanta.

E Pois¢imo $e primitivno funkcijo kotnima funkcijama sinus
in kosinus.

Ker je (sinx)’ =cosx in (cos x)’ =—sinx, je primitivna funkcija
funkcije kosinus enaka sinx, primitivna funkcija funkcije sinx pa

—COS X.
Odvod F’ Nedoloceni integral F
3x° G E
cos X sinx+C
sinx —cosx+C v y=Fx)+1
A~ r
V zgledih smo ugotovili, da prvotna funkcija s svojim odvodom oz. diferencia- A/\// y=F)-1
lom ni natanko dolocena. Pri vsaki konstanti C je: // 4 y=Fx)-2"
(F)+0)' = F ()= fix) / .
0Z. /\/
d(F(x)+ C) = dF(x) = f(x) dx. %
Ce torej najdemo eno funkcijo F, ki ima odvod enak dani funkciji f (oz. dife-

rencial enak danemu diferencialu f{x) dx), imamo z njo celo druzino takih

funkcij, ki se med seboj razlikujejo le za aditivno konstanto C. - Konstanta C'se imenuje
¢ aditivna konstanta, ker jo

¢ pristejemo funkciji F; adicere
¢ namre¢ v latin§¢ini pomeni
: seSteti, dodati.

EW Poiscimo primitivno funkcijo F, &e je njen diferencial dF(x) = ¢ dx. - Graf funkcije y=F(x) + Cje le
B ) R o .. . i togo premaknjen graf funkcije
Funkcija F je enaka kar F(x)=¢ + C, saj je F'(x)=¢ in dF(x)=¢€ dx. - y=F(x) v smeri ordinatne osi.
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73] Denimo, da poznamo diferencial funkcije x ' dx. Katero funkcijo
smo diferencirali, da smo ga dobili?

Ko pogledamo v preglednico odvodov elementarnih funkcij, ugle-
damo Inx, ¢eprav bi najprej pomislili, da gre za poten¢no funkcijo:
dF(x)= ‘—f—‘ , F(x)=In|x| + C (neodvisno spremenljivko piSemo abso-
lutno, ker je D, funkcije f(x) =x ' mnozica R— {0}, logaritemska
funkcija pa je definirana zgolj za pozitivne x).

EJ Ce bi radi iz druzine funkcij, ki jih dobimo z integriranjem dane
funkcije, dobili natanko eno, moramo dolociti tocko, skozi katero gre
njen graf. Vzemimo, da gre za funkcijo g, katere graf poteka skozi
tocko 7(4, 5), njen odvod pa je funkcija g’(x) = 71;

Integrirajmo funkcijo g':

1 1

J‘ﬁ dx:_[x 2dx=2x*+C=2,/x +C
Dobili smo druzino funkeij g(x)=2./x + C, ki imajo enak odvod,
razlikujejo se le za aditivno konstanto C. Med njimi izberimo tisto,
katere graf poteka skozi tocko 7(4, 5).
5=2,/4+C = C=1

R ————  gw=2x+1

¢ Obratna operacija kvadriranju
je korenjenje. :
; o ¢ Obratno operacijo, ki nam omogoca iz danega odvoda F’ (diferenciala dF)
kvadriranje - izradunati prvotno funkcijo F, imenujemo integriranje, primitivno funkcijo F
o /\ .2 panedologeni integral:

AN £~ [ = s
- korenjenje Ce je odvod F’ enak dani funkciji £, lahko zapisemo definicijo nedolo¢enega
- Ce ju uporabimo drugo za . integrala funkcije f takole:
i drugo na spremenljivki x,
. dobimo spet x: jf(x) dx=F(x)+C & F'(x)=f(x)
| (Jx)'=x |
S =l Odvod nedolocenega integrala je funkcija pod integralskim znakom

: o } - (diferencial nedoloCenega integrala pa je cel izraz pod integralskim znakom):
. Obratna operacija diferencira-

nju je integriranje 3‘,1; J‘ fx) dx = f(x)
) dF(x)=fix)dx %
jf(x) dx=F(x) Six) dx Izradunajmo nedolodeni integral funkcije f{x) = x".

F(x)=.|.f(x)dx: J’x2a’x=)£3-3 +C, saj je F’(x):().g.3 +0)' = 53))6_2 —

integriranje
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Ker poznamo odvode najpomembne;jsih elementarnih funkcij, lahko zapisemo
seznam nedolo¢enih integralov:

jldx=x+c, ker: (x+C) =1
=X 4 C, ker: (Y +0) =2 n#—1
=5+, e LR re =
jsinx dx=—cosx+C, ker: (—cosx+C) =sinx
jcosx dx=sinx+ C, ker:  (sinx+C)" =cosx
j 12 dx=tanx+C, ker: (tanx+C) = 12
CoS X COS X
.[.12 dx=—cotx+C, ker: (—cotx+C)’:%
sin x sin x
j 1 - dx=arcsinx+C, ker: (arcsinx)'= 1 =
1-x 1-x
1 s dx=arctanx + C, ker: (arctanx)’ = 1 5
1+x 1+x
.[‘1;-‘ =In|x| +C, ker:  (In|x| +C)’:}C
jexdx:ex+C, ker: (e +0)' =¢
Xa._ a . a r_ X
ja dx—l—ﬁ +C, ker: (lna +C) =a

Pravila, ki smo se jih naucili, uporabimo na zgledu.

g

Izradunajmo nedolo&eni integral funkcij Ax)=x" in g(x)= oS x.

Ixsdx: éx6+ C, ker je (%x5+C)’:é 6-x°7"=x.

Icos_zxdxz 4X_ — tanx + C, ker je (tanx+C)' = —L—.

COS x COos x

Zaradi pravil za odvajanje vsote funkcij in za odvajanje funkcije, pomnoZzene
s konstanto, veljata tudi naslednji dve pravili za integriranje vsote
in integriranje funkcije, pomnozZene s konstanto:

1. Integral vsote je enak vsoti integralov.

[+ )00 dx= [(fx) +g(x)) dx = [fix) dx + [gx) dx (rey=f+g

2. Konstantni faktor pred funkcijo, ki jo integriramo, lahko piSemo pred
integralski znak.

[ift) =k [ o) e W=



E IzraCunajmo nedoloceni integral polinoma
px)= 5x"—6x" —4x+2.

Z upostevanjem prejSnjih dveh pravil dobimo:
f(5x4 —6x" —4x+ 2)dx=
= I5x4 dx— I6x2 dx— j4x dx+ jZ dx=
=5 Ix4dx—6jx2 dx—4dex+2J‘dx =
5 3 2
— &X X X =5
= Sg —6§ —43 +2x+C=

¥ =2 =2 +2x+C

¢ Konstanto C zapiSemo samo
. enkrat.

E Integrirajmo.
J‘g 1—x3[x!2 e J‘ 1-2x 3pc+x3 dx =
x X

jx_3 dx—2 J.x_% dx + Idx =
1

S0y KON, T U SN,
-2 -1 20 X

» . S ST 8 - 2 2
a Izra¢unajmo vsoto nedolocenih integralov jsm xdx+ jcos x dx.

Kasneje bomo pokazali, da je potrebno za resitev vsakega od obeh
integralov precej Casa, ¢e pa upostevamo pravilo za vsoto integralov,
dobimo:

Isinzx dx+ Icosz dx= I(sinzx + coszx) dx = ‘[1 ~dx=x+C

i ———

790. Izracunajte nedolocene integrale in rezultate 791. Zapisite predpis za mnozico funkcij F, katere
preverite z odvodom. odvod je funkcija flix) = 8x°.
3) -[ 2x2dx 792. Zapisite mnozico kvadratnih funkcij, za katere
b) I 6x" dx je graf njihovih odvodov simetrala sodih
o) J‘ (12x—3) dx kvadrgn"cov. I; iskane mpoiice fun.l‘<cij zapisite
predpis in nariSite graf tiste funkcije, katere
¢) de zaloga vrednosti je interval (—eo, 3].

d) I(cosx+sinx)dx » _ B
793. Zapisite predpis za funkcijo g, katere odvod

€) _[e" dx je funkcija flix)=—1 in velja g(-1)=-2.
X
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794. IzraCunajte nedoloCene integrale. 800. Izracunajte nedoloCene integrale.
a) [+ dx D [ &
b) j(ls + k) dx b) j sin"x—1_ 7y
X s1n XCOS X
3
©) J-(ﬁ * ﬁ)dx ©) J.sm Px+cos2x
& I S 2t
9 |k ) [ ax
d) Ixﬁ d) j(l +tan2x)f1:x
o I(M+§)dx e) j(l—cos x) " dx
f) j (¢'+3") dt
D J.A% dx X Inx 1
o g) j(lne +xe —loglox)dx
o) [¥4xCr =) dv &
801. Ugotovite, ali velja [5*-37 dx= G
nd
795. Zapisite predpis za funkcijo f, katere graf gre }
skozi tocko (g > %), njen odvod pa je 802. Izracunajte nedolocene integrale.
S'(x)=sinx. a) j(l—i)e"dx &) [sin’x dx+ [cos’ xdx
796. Zapi§it‘e predpis zla funkcijo 'z niclo x; =1, b) J‘ cos2x dx d) _[tanz v dx
¢e je njen odvod e -2, sin’xcos’x
2 -[ sinzxzoszx 2 -[ 11::’:3:2);‘

797. IzraCunajte.
a) I(2—2x—)lc)dx
b) j (2x) (o =3x 7 +5x ) dx
¢) j(2x—1)3dx
) jx(x+a)(x+b) dx

d) j(x“—ﬁc +x3fx +l)dx

o) [’ —T—ﬁ)dx

f) J"udx
o) [U ax
h) ja%:)_}/idx

798. Zapisite predpis za funkcijo f, katere graf pri 3
seka ordinatno os, njen odvod pa je

F(x)=(3+5x).

799. Pri katerih vrednostih parametrov a in b ima
funkcija F'v tocki 7(1, y,) tangento y=8x—3
in odvod F'(x)=ax+ b, njen graf pa poteka
skozi koordinatno izhodisce?
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Integracijska praksa

Odvod vsote (razlike) funkcij je enak vsoti (razliki) odvodov, pri odvodu
produkta in kvocienta pa te enostavnosti ni ve¢. Zato bomo morali pri integri-
ranju produkta in kvocienta funkcij uporabiti posebne metode. Ena od njih je
uvedba nove integracijske spremenljivke.

Uvedba nove integracijske spremenljivke

g

Na primeru se spomnimo, kako smo odvajali sestavljeno funkcijo
h(x)=Gx"+x)".

Takrat nam niti na misel ni prislo, da bi razresili potenco binoma
in potem funkcijo ¢lenoma odvajali. Funkcijo 4 smo zapisali kot
sestavljeno funkcijo:

F(g(x))=Bx"+x)", kjer je

g(x)=3x"+x" in F(y)=y""

Njuna odvoda sta:

g (x)=21x"+2x in F'(y)=11y".

Odvod sestavljene funkcije je po pravilu enak:
[Fg())' =F'(g(x)-g'@)=113x"+2)" 21x°+2).

Zdaj lahko izpeljemo pravilo integriranja z uvedbo nove spremenljivke.

Ce sta enaka odvoda:

[F(g()]' =F"(g(x))- &' (x),
sta enaka tudi diferenciala:
[F(g(e)] dx=F'(g(x))-g' (x) dx.
Integrirajmo levo in desno stran:
[IF(eG)Y" dx=[F'(g(x)- g (x) dx

in dobimo:
F(g()= [F'(g())- g (x) d.
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Odvod funkcije F’ ozna¢imo z f; za funkcijo g(x) vpeljimo novo spremen-
ljivko ¢, namesto diferenciala g’(x) dx enostavno piSimo dt. Tedaj dobimo
formulo za raunanje integrala z uvedbo nove spremenljivke:

[feCeng () dx= [fio) di= F() = F(g(x))
t=g(x)
dt=g'(x)dx
F'())=1(t)

~Ng

1. ] j (B3x—7)" dx

Osnovna funkcija je potencna funkcija, zato za novo spremenljivko
izberemo osnovo ¢=3x —7; diferenciramo levo in desno stran
dt=3-dx in izrazimo dx = % dt. V integralu izvedemo ustrezni
zamenjavi in pridemo do enostavnega integrala:

j(3x—7)“dx:jz“§dt=§ Arvc=L3x-77+C

E I3/x+ 10 dx

Osnovna funkcija je korenska funkcija, zato za novo spremenljivko
izberemo t=x+ 10, diferenciramo in dobimo df=dx.

1 . 4
[spFT0ay =[F di=—L " +C=3 (x+10) +C=

1+3

=34/(x+10)’ +C

EA Icos (2x+ %) dx

Osnovna funkcija je kosinus, izberemo novo spremenljivko
- T
t=2x+ g
Diferenciramo enacbo dt =2 dx, izrazimo dx = % dt in naredimo

zamenjavo.

J‘cos(2x+g)dx:.|‘cost- % dt= % sint+C:%(sin(2x+ %)+C

n jcotx dx

Kotangens zapisemo drugace J‘% Ce vzamemo novo
spremenljivko #=sinx, je njen diferencial d¢=cos ¢ df ravno
»ostanek« integrala:

I————CO,SXdX =J“it =In|¢| +C=In|sinx|+C
six t
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4 .
_[cos x sinx dx

Izberemo novo spremenljivko #=cos x, ker je potem njen diferencial
dt=—sinx dx oz. sinx dx=—dt.

Icos“x sinx dx= It4(—dt) :—% £+ C=—% cos’x+C

ﬂ _[ e dx

Osnovna funkcija je €', zato vzamemo novo spremenljivko =-2x in
dobimo diferencial df=-2dx ali dx=— % dt.

I dx= je( dt)——— etdt:—%et+C:—%e_2x+C

I e dx

Osnovna funkcija je €', eksponent vzamemo za novo spremenljivko,
ker njen diferencial »pokrije« ostanek integrala r=x", dt=3x" dx oz.
X’ dx=1 dt.

2 x3 _ tl _lt _l x3
Ixe dx-je3dt—3e+C—3e +C

B [z

x +5

Podobno kot v prej$njem primeru izberemo novo spremenljivko
1=x"+5, njen diferencial je dt=2x dx.

Zxdx jd’ =In|f|+C=In(x*+5)+C

n J‘x +x°+5 dx

Najprej kvocient zapiSemo kot vsoto celega in ulomljenega dela
in nato integriramo.

J.x—%ziédx J.(xz—x+2+ )dx—%—% +2x+1In|x+2|+C

Lo BT

Ker je diferencial logaritemske funkcije Inx ravno & tako_]
vidimo, kaj bo nova spremenljivka: =1Inx, dt=% -

I ;. (25, 13, ~_ 1.3
f%i‘dx_jtdt_gt+c_§lnx+c
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_[cosx sin 3x dx

Najprej funkcijo, ki jo integriramo, zapiSemo v drugacni obliki
s formulo sin ¢cos f= % [sin(a+ P) +sin(a—P)].

sin3xcosx= % (sin 4x + sin 2x)
Icosx sin3x dx= % j(sin 4x+sin 2x) dx =
= % jsin4xdx+ % Isin2xdx:

Dvakrat izberemo novo spremenljivko. V prvem primeru je ¢=4x,
dt=4dx, v drugem primeru pa z=2x, dz=2 dx.

= % Isint- ‘l‘ dt+ % J.sinz‘ % dz=—1cosdx—1cos2x+C

3 4
m I sin” dx
Uporabimo trigonometri¢no formulo sin“x= % (1—-cos 2x).

Isinzdx: % _[(1 —cos2x)dx:% Id - % _[costdx=%x—}‘sin2x+C

[t

Integral prevedemo na integral arkus sinusa 1 — 9%’=1- (3x)2,

3x=t,dx= l dt.
J' 1 _9x 3—”” =3 arcsint+ C=3 arcsin(3x)+C

1 B
¥ +4
Integral prevedemo na integral arkus tangensa

x2+4=4((§)+1)=4((§)2+1), X =1 dv=2ad.

2dt _ 1 (_dt 1
= =2 |5~ =5 |5— =sarctant+C=
b +4 -[4((") +1) 4 F+1 207+ 2

= i arctan 2 5+ C
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1 JE

1—x

Integriramo s parcialnimi ulomki, ki smo jih spoznali v knjigi
Spatium novum (str. 58).

2 -2 _ 4 . B _A(1+x)+B(1-x)
1-x*  (I=x)(I+x) ~T-—x 1+x~  (I-x)(1+x)

Resimo sistem dveh linearnih enacb z dvema neznankama:
A—B=0,A+B=2, in dobimo resitev 4=1, B=1.

25 s e [+

Novi spremenljivki sta: t=1—x, dt=—dx, inz=1+x, dz=dx.

jdf jdz —Inlt| +In|z| + C==In|1 —x| +In|1+x| +C=

=ln|%|+C

16 WL

Stevec in imenovalec ulomka pomnozimo s ,/x+1 .

T+x — [ [Ad+xd+x) — [ _xdx dx__ _
L/l—x dx jA/(l—x)(1+x) dx J.Jl_xz + J‘Jl_xz
Prvi integral uzenemo z novo spremenljivko, drugega poznamo iz

preglednice:

£=1 —xz, 2tdt=-2xdx, xdx=—tdt, t= J1=x2

= J'—t;‘t” +arcsinx+C=—,/1—x" +arcsinx+C

B2 |7

Vpeljemo novo spremenlj ivkox=7, dx=2tdt, t= Jx.

J‘ﬁd}lc J‘ 2tdt

lz_

=2arcsin ¢+ C=2arcsin , /x + C

803. Z uvedbo nove spremenljivke izraunajte: 804. Integrirajte racionalne funkcije.
a) j(s—zx)9dx a) j(z dx a#0
b) 3- [x*(x +2) dx
f 5 J (2x— 1)2
x dx
C) '[(1 +x2)2



805.

806.

807.

808.

809.

810.

811.

Nedoloceni in doloceni integral

Integrirajte iracionalne funkcije.

a) _[5 1—x dx c) j@ dx
b) J.x2 X' =9 dx
Integrirajte.

x+3 2x+1
)J.x+6 7 ©) J.xz+xdx
b) j Z_ dx

Zapisite racionalno funkcijo kot vsoto celega
in ulomljenega dela ter integrirajte.

a) [£5 dx
2
b) J‘ X ;‘22_)61—1 dx
+x+2 d

0) J‘x3—3x2 e

+3

) P50 -2+ 12 dx
r+1

Zapisite predpis za funkcijo F, katere odvod je

funkcija fix) = ,/8—3x ter zanjo velja F(—% )=6.

Katera funkcija z odvodom 3x2(x3 - 1)2 seka

ordinatno os pri 1?

Narigite graf funkcije fx)=(x—1)"'
najte If(x) dx. Zapisite enacbo tangente v prese-

in izracu-

¢iS¢u z ordinatno osjo in izraunajte njen
naklonski kot.

Integrirajte kotne funkcije:
a) jsin Sx dx

b) j sin (x+70) dx

c) Jcos xsin’ x dx

¢) Jtan xdx

d) jCOSx+1 dx

sinx+x

CcOSX dx
0 [

3 sm X

f) jcos(g—zx)dx
2) J'cos3xdx

h) Jsinxcosxdx
|

)

sinxdx
cosx+2

Jsinzx dx z uporabo formule
sin’x = % (1—cos2x)

812.

813.

814.

815.

816.

279

Z uvedbo nove spremenljivke izraCunajte:
a) J‘ e dx e) J' arcsinxdx

./1—x2

d
) | -5
xIn’x

g) J'!2+l)161x)dx

b) j (2—e™)dx
c) Jxexzdx
o | Jefdex

) J‘ arctanxdx
1+x°

Dana je funkcija fix) = me

a) Zapisite njeno definicijsko obmocje.

b) Izracunajte odvod funkcije f'in zapiSite
koordinati njenega ekstrema.

c¢) Zapisite niclo funkcije f'in narisite njen graf.

¢) Pokazite, da je funkcija F(x)=1 (In (x))’+C
nedoloceni integral funkcije f. Pri katerem C
bo graf funkcije F' sel skozi tocko (é , 0)?

Integrirajte s prevedbo na funkcijo arctan x:

dx cosxdx
a) ¥ +4 d -[1+s1nx

dx —
R ey O [ 6=0)

xdx
; =t
2 -[x+12x+20 D -[1+42’ X )

) -[1+4x

Integrirajte s prevedbo na funkcijo arcsin x:
dx
3) -[ J1-4x"
b dx
) J- A/3—2x—x2
dx
2y
X dx
9 |55
) J‘ dx
J4-16x"
e) J' dx
J15-10x-25x"

xdx

f) -[J— nova sprem, xX’=t

Integrirajte z uporabo nove spremenljivke:
a) j dx 2x—1=¢

b)J 1+e" de; 1+¢'=7
c) I% dx; 1 +1nx=1
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817. Integrirajte iracionalne funkcije:
7
a) [ ax
(Stevec in imenovalec pomnoZite z x3.)
3
b) [ d
) I e

(Nova spremenljivka: 2% —1= tz.)

818. Integrirajte iracionalne funkcije:
a) I %; (xzsinzt)
b) j JxJT=x dx; (x=sin’)
0) szﬂ dx; (x=sin?)

819. Integrirajte s prevedbo na parcialne ulomke:

4x-7 5
a) J-xzfx76 d ©) J‘x273x74 d

b) j;ngdx
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Integriranje po delih ali »per partes«

Najprej bomo izpeljali formulo, potem pa prikazali nekaj zgledov.

Spomnimo se, kako odvajamo produkt:

(u(x) - v(x))" = v(x)u' (x) + u(x)v' (x)
0z.
d(u(x) - v(x))=v()u' (x) dx + u(x)v'(x) dx
Integrirajmo zgornjo enacbo:
u(x) - v(x)= I v(x)u'(x) dx + Iu(x)v’(x) dx
Ce pisemo:
u'(x)dx=du
V' (x)dx=dy,
sledi
u-v= jvdu+ judv.

Izrazimo enega od integralov in dobimo formulo:

n Ix sinx dx

u=x, du=dx

judv=u-v—_[vdu

dv=sinxdx, vV=—C0SXx

J.x sin x dx =x(—cos x) — I(—cos X)dx=-xcosx+sinx+C

E jlnx dx

u=Inx, du=%
X

dv=dx,v=x

Ilnxdx=xlnx —J.’%‘ =xIlnx— Idx:x Inx—x+C

a Izraunajmo z dvojnim obratom per partesa integral /= jcoszx dx.
u=cosx, du=-sinxdx, dv=cosxdx, v=sinx
I=cosxsinx+ jsinzx dx=cosxsinx+ I(l - coszx) dx=
=cosxsinx + jdx— jcoszx dx=cosxsinx+x—/

2/=cosxsinx+x

Icoszx dx= % (cosxsinx+x)+C

281
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e

820. Integrirajte z metodo per partes.
a) I 3xe™ dx
b) j X Inxdx
c) I X cos ’2—‘ dx
&) j xe " dx
d) j x” sin4x dx
e) I arctan x dx

821. Integrirajte z metodo per partes (z dvojnim
obratom).

a) I sin(In x) dx
b) [sin J/x dx
c) I e" sinx dx

822. Zapisite enacbo funkcije, za katero velja
f'(x)=xInx in graf poteka skozi tocko T(1, —1).
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Doloceni integral

Spomnimo se problema iz tretjega letnika (Spatium novum, str. 208), ko smo
racunali ploscino lipovega lista. Metodo kvadratkov, s katero smo le ocenili
plos¢ino, bomo zdaj nadgradili do »spodobne« metode.

Oglejmo si ploscino krivocrtnega lika, ki ga z abscisno osjo na intervalu [a, b]
doloca graf pozitive funkcije f.

y y=/(x)

0 a b x

Lik na dva nac¢ina razreZemo na enako $iroke trakove.

y 4 y

a b x a b x

Najprej sestejemo ploscine pravokotnikov, katerih viSine so minimumi m;
funkcije na teh intervalih, potem pa $e plos¢ine pravokotnikov, ki imajo za

e . .. . . oy Ly . y
visine maksimume M; funkcije na intervalih. Tako plos¢ino krivocrtnega lika
vklenemo med dve vrednosti:
n
med prvo spodnjo vsoto s, = Z |x, —x,1] - m;
i=1
. . n
in prvo zgornjo vsoto NE ; |x,— X1 - M p T
ocitno veljas; < P < S,. y
V naslednjem koraku vsakega od intervalov razdelimo na pol in postopek
ponovimo. Dobimo drugo spodnjo in drugo zgornjo vsoto:
2n . 2n 2
S2=Z|xn_xn+l|'mi n Sz=2|xn_xn+1|‘-Mi;
i=1 i=1
a E:

s1<8s<P<§,<8,.
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y Postopek nadaljujemo:
rn rn
SrZZ|xn_xn+1| -m;, Sr22|xn_xn+l| Ma
i=1 i=1

§1<8<...<5,.<...< P<...<§.<... <5, <8

| Zaporedje spodnjih vsot je navzgor omejeno, zato ima limito. Prav tako je

“ boe zaporedje zgornjih vsot navzdol omejeno in je konvergentno:
g lims,=s, lim S,=S
n—>x0 n—>x0
Ce sta ti dve limiti enaki, je to tevilo enako plo$¢ini krivocrtnega lika oz.
dolo¢enemu integralu funkcije fna intervalu [a, b]:
b

P= _[ flx) dx; a je spodnja meja, b je zgornja meja dolocenega integrala.

cll bI X a

V izpeljavi smo interval [a, b] razdelili na enako Siroke intervale, vendar
je bila to le poenostavitev. Izkaze se, da so lahko delilni intervali intervala
[a, b], po katerih razrezemo lik, razli¢no Siroki.

Definicija:

. Doloceni integral pozitivne funkcije na intervalu [a, b] je enak limiti zapo-
- redja integralskih vsot, ko gre Stevilo delilnih intervalov proti neskon¢no,
. §irina vsakega od njih pa neodvisno proti nic.

¢ Zanedoloceni in dologeni
integral uporabljamo isti znak,
¢ zvezo med njima bomo

© pokazali kasneje.

[fodv= tim 3 s

Ax;—>0i=1

Lastnosti dolo¢enega integrala

1. if(x) dx= if(t) dt= if(z) dz

Integracijsko spremenljivko lahko poljubno poimenujemo, vrednost
integrala se ne spremeni.

Vrednost integrala je namre¢ enaka ploscini krivocrtnega lika, ki je ome-
jen z grafom funkcije, ki je na intervalu [a, b] nenegativna, z abscisno osjo
ter premicama x =« in x = b (ali njeni negativni vrednosti, ¢e je funkcija na
integracijskem intervalu negativna), in se ne spremeni, ¢e poimenujemo
abscisno os kako drugace. V fiziki npr. na abscisno os nanaSamo cas

in jo zato poimenujemo s .

y

y=f(x)




Nedoloceni in doloceni integral 285

2. }ﬂx) dx= jf(x) dx+ j;‘f(x) dx; c€la, b]

y
Ce je fzvezna in nenegativna funkcija na intervalu [a, b] in tocka r leZi
na tem intervalu, potem lahko izracunamo celotno plos¢ino med krivuljo
in abscisno osjo na intervalu [a, b] kot vsoto dveh plos¢in manjsih likov:
prvega med krivuljo in abscisno osjo na intervalu [a, 7] in drugega med | |
krivuljo in abscisno osjo na intervalu [r, b]. a r b ¥
y

3. }f(x) dx=0

Ce sta zgornja in spodnja meja enaki, je smiselno definirati, da je vrednost
integrala enaka 0. KrivocCrtni lik se je namrec izrodil v daljico in ima plo-
$¢ino enako 0.

4. ‘lif(x) dx=—]l-f(x) dx
a b

Pri integriranju na intervalu [a, b] smo predpostavili, da je spodnja meja
intervala manjs$a od zgornje meje: a < b. Ce zamenjamo spodnjo in zgor-
njo mejo integriranja, se integralu spremeni predznak.

Dokaz te lastnosti je zelo enostaven:

b a a a b

j Ax) dx + j Ax) dx= j Ax)dx=0, od tod 7e sledi j Ax)de=— j Ax)dx.
a b b b a

5. Pozitivna zvezna funkcija f na intervalu [a, b] je vedno omejena. Ce jem
najmanjsa vrednost funkcije f, M pa najvecja vrednost funkcije f'na inter-
valu [a, b], potem velja ocena:

b
m(b—a)sjf(x)deM(b—a)

y y y
M-.....
/\/\\ /\/\\
m.....
a b X a b X a b X
plosé¢ina pravokotnika je: ploscina tega lika je: plos¢ina pravokotnika je:
b
m(b—a) < j fx) dx < M(b-a)

Ce zgornjo neenacbo delimo z (b —a), dobimo:

b
me—i—an(x)deM
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b
Stevilo p= E%—a J.f(x) dx, ki lezi med najvecjo in najmanjSo vrednostjo

a
funkcije na intervalu [a, ], imenujemo povprecna vrednost funkcije f
na [a, b]. Predstavlja pa viSino pravokotnika, ki ima za osnovnico interval

b
[a, b] in je plosc€insko enak krivocrtnemu liku s plos¢ino I flx) dx.

y y

ANV

a b X a b X
ploscina tega lika je: ploscina pravokotnika je:
b b b
If(x)dx (b-a)u=(-a)- b+a If(x)dx=_[f(x)dx
a a a

6. Doloceni integral zvezne negativne funkcije na intervalu [a, b] je negativno
Stevilo. Plos¢ina lika, ki ga graf te funkcije f oklepa z abscisno osjo, je:

b a b
—jf(x)dx=jf(x)dx= |jf(x)dx|
a b a

7. Ce zvezna funkcija f'na intervalu [a, b] zamenja predznak, je plo$¢ina lika,
ki ga graf funkcije f oklepa z abscisno osjo:

jf(x)dx=jf(x)dx+ |jf(x)dx|

Y
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o -

2
n Izra¢unajmo vrednost dolocenega integrala Ixz dx.
2
Doloceni integral je enak plos¢ini lika med krivuljo, v nasem pri-
meru parabolo, in abscisno osjo na intervalu [2, 2]. Ker je Sirina
danega intervala enaka 0, je tudi plos¢ina lika enaka 0:

2
Ixz dx=
2

5
E Izradunajmo le—2| dx.
0

Ce narisemo funkcijo f{x)=|x—2|, se kar sama ponudi ideja,
da poisc¢emo vrednost integrala v dveh delih: najprej na intervalu
[0, 2] in potem Se na intervalu [2, 5].

\K,
2
i

Do ploscine lika med krivuljo in abscisno osjo pridemo na elemen-
taren nacin — to je vsota plos¢in dveh trikotnikov.

5 2 5
le—2| dx:J.|x—2| dx+I|x—2| dx=2+g :6%
0 0 2

B Izra¢unajmo Isinx dx.

yjy‘\ BEs
\4 i LT

Tudi tokrat se ponuja racunanje integrala kot vsote dveh integralov:

2n 2n
I sinx dx= jsmx dx+ I sinx dx
0 0 m
n 2n
Ker pa sta absolutni vrednosti integrala I sinx dx in I sinx dx enaki
0 m

(saj sta lika plosc¢insko enaka), razlikujeta se le po predznaku,
je njuna vsota enaka 0. Zato:
2n

J.sinxdx=0
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Y 1zracunajmo vrednosti dolodenih ¥
integralov s podatki s slike.

4
a) I f(x) dx=1, ker moramo

0
od 3 odsteti 2. 0

b) j flx) dx=-2, ker lezi celotna krivulja na intervalu pod

absmsno 0sjO.

8
c) If(x) dx=5, od 7 moramo odsteti 2.
2

2
¢) I(f(x) + 1) dx=0, meji integrala sta obrnjeni, poleg tega moramo
4
pristeti plos¢ino pravokotnika s stranicama 2 in 1.
8

d) I |Ax)| dx=12, sesteti moramo absolutne vrednosti vseh ploséin.
0

E Ocenimo ploscino osenéenega lika na spodnjem grafu, Ce je narisan

graf funkcue fx)= —x = ix +4x+5. Plos¢ina je enaka vrednosti

integrala I(gx - Ex 4 4x+5)dx.
0

Izraéunajmo najrnanj $o in najvecjo vrednost polinoma
fx)= —x — —x * +4x+5 na intervalu [0, 5] z odvodom:

f (x):x —5x+4
S (x)=0
x—-1)(x—4)=0
x=1,x=4

Z grafa je razvidno, da ima
funkcija fpri x; = | maksimum
in pri x, =4 minimum.

m=f{4)= %
M=f1=4
Pravokotnik, vértan nasemu krivo¢rtnemu liku, ima plos¢ino 335 ,

ocrtan pravokotnik pa == 205 . Zato velja ocena:

23 J(% —%x +4x+5)dx < 225

Ocena je zelo nenatancna. Prava vrednost integrala je torej med
11'7 in 34°2. V naslednjem poglavju bomo spoznali, kako lahko
izrac¢unamo to¢no vrednost doloCenega integrala.
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e

823. Glede na sliko in oznake zapiSite vrednosti 824. IzraCunajte doloCene integrale glede na graf
doloc¢enih integralov: funkcije f:

y

B
1\N

30 15 3 NS 6+
_1**

; . a) | fix)dx d) [ (0 dx
a) j fx) dx g) j x)dx 7 :

‘ : b) j Ax) dx e) jv(x)| dx
b) j Ax) dx h) j Ax) dx ° ;

: ¢ ¢) j Sx) dx f) j 3f(x) dx
¢) j Ax)dx i) j Ax) dx ’ 0

) : %) j Ax) dx
&) [ Sy [ Ao N
d) j Ax)dx k) j 2f(x) dx
e) j fx) dx ) j £(x) dx

D [fw)d m) [ /)] dx
8 3
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Zveza med nedolo¢enim in dolocenim integralom

Doloceni integral funkcije fje po absolutni vrednosti enak ploscini lika
med grafom funkcije in abscisno osjo nad intervalom, kjer / ne spremeni
predznaka. Ce gre za linearno funkcijo, je ta lik trapez in lahko natanéno
izra¢unamo njegovo plos¢ino, s tem pa doloceni integral. V vseh drugih
primerih pa smo ga lahko doslej izracunali le priblizno — seStevali smo
ploscine liku vértanih ali o¢rtanih pravokotnikov. Zdaj bomo izpeljali
formulo, ki nam bo omogocala natancen izracun ploscine krivocrtnega lika
0z. natan¢no vrednost doloc¢enega integrala. Morda se bo kakSnemu mate-
matiku zdela izpeljava poenostavljena in premalo korektna, vendar bi radi
pokazali le osnovno idejo. Matemati¢no povsem korektna izpeljava bi od nas
terjala nekoliko ve¢ napora in Casa.

Naj bo f pozitivna zvezna funkcija na intervalu [a, b]. Radi bi izracunali
plos¢ino krivocrtnega lika med grafom funkcije f/in abscisno osjo na tem
intervalu:

S= }f(r)dt

Ce je x poljubna vrednost med  in b, lahko definiramo novo funkcijo G
takole:

G(x)= j ff)dt

Funkcija G predstavlja plos¢ino krivocrtnega lika med grafom f'in abscisno
osjo na intervalu [a, x].
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Funkcija G je torej definirana na intervalu [a, b]. Njena vrednost na mejah
definicijskega obmocja je enaka:

a b
G(a)= j Ab)dt=0 G(b) = j Andt=S
y y
G(a) G (b)
a b X a h X

Predpostavimo, da je funkcija G odvedljiva, in poi§¢imo njen odvod:
G'(x)= lim Gth-Gx)
h—0 h

x+h x+h

Gx+h)—G(x)= Iﬂt)dt—jﬂt)dtz I/(t)dt

Razlika G(x+ /) — G(x) je ravno ploscina lika na intervalu [x, x + A]:

i

a X xth b X

y

Ce za h vzamemo zelo zelo majhno $tevilo, dobimo zelo zelo ozek »pravo-
kotnik«, ki ima osnovnico enako /4, visino priblizno f{x), plos¢ino pa % - f{x).

ﬂ 1)
| x| x+h |

a h b ¥

y

Tedaj je:

x+h

G(x+h)—G(x)= j Ab)dt=h-fx)

Delimo to enacbo s 4 in napravimo limito, saj smo rekli, da velja za 4, ki je
prakticno enak 0:

Jim Set-0) — Jim 40 — f1x)

h—0 h—0

Tako smo izracunali odvod funkcije G:

G'(x)=fx)



292 TEMPUS NOVUM

Od tod je razvidno, da je funkcija G nedoloceni integral funkcije f:
G(x)= j [A(x) dx

Vsaka funkcija ima ve¢ nedolocenih integralov, ki se med seboj razlikujejo za
aditivno konstanto. Ce je F(x) tudi njen nedolo¢eni integral, potem je

G(x)=F(x)+C.
Ker je G(a)=0, velja:
0=Fa)+C = C=-F(a),
od tod:
G(x)=F(x)—F(a)
in
G(b)=F(b)- F(a).

b
Ker je G(b)= [fn)dt, velja:

b
j A0)dt=F(b)—F(a)

Ugotovili smo, da dolo¢eni integral izracunamo tako, da pois¢emo F(x), ki je
nedoloceni integral funkcije £, in vanj vstavimo najprej zgornjo mejo, potem
pa odstejemo vrednost nedolocenega integrala na spodnji meji.

Zaklju¢imo:

Med nedoloc¢enim in dolo¢enim integralom velja zveza, ki jo imenujemo
Newton-Leibnizova formula ali osnovni izrek integralskega racuna:

b
Doloceni integral I f(x) dx je enak razliki vrednosti nedolocenega integrala

F(x) na zgornji in ;podnji meji:

b
j fx) dx=F(x) " = F(b) - F(a), ¢ je F'(x)=f(x)

N -

5
0 o . v . 2
Ocenimo in potem izracunajmo jx dx.
3

Vértan pravokotnik ima ploscino: 2-9=18.
Ocrtan pravokotnik ima plosc¢ino: 2 - 25=50.

5
Od tod ocena:18 < sz dx <50
3

Zdaj pa izracunajmo pravo vrednost:

5
2 5 X 5_125 27 _98 _ 1292
: [fdn=% |3 =182 -4 =2 =322
2
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K lastnostim dolo¢enega integrala, ki smo jih spoznali v prejSnjem razdelku,
dodajmo $e dve, ki smo ju ze srecali pri lastnostih nedoloCenega integrala:

8. Za dve zvezni funkciji fin g na intervalu [a, b] velja, da je doloceni
integral vsote enak vsoti dolocenih integralov:

b b b
[0 +g00) dx= [fix) dx + [g(o) dx

9. Konstantni faktor, s katerim je pomnozena funkcija pod integralskim
znakom, lahko piSemo pred integralski znak:

}kf(x)dmk}f(x)dx

g

n IzraCunajmo vrednosti doloCenih integralov:

[Lax=nn|x| | =lne-In1=1-0=1
1

=
W
&
Il
[
S L
Il
A
|
B
Il
N
|
(e}
Il
N

T

1 4

— dx=tanx |E :tan(g)—tan(g): 1- 133
6

(e}
o
@
=

AU = DY O = D

—_

— 5
© LSS}

n2

In2
ede=¢e"|y =e"

—e"=2-1=1

i

o 3 . : _
cosxdx:smx|n :s1n§ —smg = [32_1
6

O = = QT — WA

w

=

S}

i
S ) —

=
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E Izra¢unajmo plos¢ino osencenega lika, ki ga parabola na sliki oklepa
z abscisno o0sjo.

4
y=x’-6x+8

-
}

Funkcija flx) = x’—6x+8, ki jo integriramo, je na intervalu [2, 4]
negativna, zato bo tudi vrednost integrala negativna:

i 2 2 2 4
j(x —6x+8)dx=(% 6% +8¥) |, =
2
3 3
=4 -3-4+8-4)-(5 -3-2"+8-2)=51 -63 =%

Ploscina je enaka absolutni vrednosti tega Stevila.

4
S=|j(x2—6x+8)dx|= -31=%
2

B Izracunajmo ploscino osencenega dela na sliki, pri katerem je
krivulja graf funkcije f{x)=sinx.

Y

sinx

/;J[ n\/zﬁ

e j sinxdx = —cos x|(2)7T =—(cos2m—cos0) =—(1-1)=0
0

Ploscina osencenega lika ni enaka ni¢. Vrednost integrala na inter-
valu [, 27| je namre¢ negativna in se odSteje od vrednosti integrala
na intervalu [0, it]. Da se izognemo tej napaki, lahko integriramo
v dveh delih in upostevamo absolutne vrednosti.

2n

S=.T|Esinxdx+ | Isinxdxl
0 b

Ker pa sta oba dela plos¢insko enaka, lahko plos$¢ino izracunamo
tudi tako, da plos¢ino prvega dela pomnozimo z 2.

= ZIsinxdx =—2cosx|; = —2(cosm—cos0)=—2(-1-1)=4
0
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Kadar resujemo integral z uvedbo nove spremenljivke, moramo pri dolo-
cenem integralu ustrezno spremeniti tudi meje integriranja.
b

V integralu I flg(x))g’' (x) dx se meji integrala a in b nanaSata na spremen-
ljivkox. «

Ce uvedemo novo spremenljivko # namesto g(x), spremenimo tudi meji
dolocenega integrala, ki se nanaSata na spremenljivko u.

Spremenljivka x se giblje na intervalu [a, b];

spremenljivka u=g(x) se giblje na intervalu [g(a), g(b)]:

b 8(b)
[Reene )y dx= [ flu) du
a g(a)

Funkcija g, ki jo izberemo za substitucijo, mora biti injektivna na danem

intervalu.

Nova spremenljivka je =x"+1, njen diferencial dt=2x dx, nova
spodnja meja =1 in nova zgornja meja c.

e S+l
J‘ xdx
2
x +1
0

=1 [ &=Ll =1 (n(@+ D=In1)=In /e’ +1
1

P+1

@
n xdx
|

E sinx ,/cosx dx

WA =y NI

Nova spremenljivka je ¢=cosx, njen diferencial dt=—sinx dx,
nova spodnja meja t=cos 3 = % in zgornja meja t=cos 5 =0.

2 1
£di=37;

3
212 _ 1
5(G) —0)—ﬁ§

WA — I3
O ——y N—
=

0

sinx /cosx dxz—jft =
1
2
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N
B j JX*+4 x dx
0

Z novo spremenljivko x”+4 =7 in njenim diferencialom x dx=tdt
spremenimo tudi integracijski meji: ¢e je na spodnji meji x=0,

je potem t=,/0+4 =2, in e je na zgornji meji x=,/5, je potem
t=J(/5)°+4 =3.

3 12 p 32 L 33 23 19

4 . = =t |2=2 _2 1
j x +4 xdx jt tdt It dt 3|2 3 3 3
0 2 2

1
n j x(3x2 + 1)4 dx
el

Nova spremenljivka je ¢ = 3 +1, njen diferencial df=6x dx,

nova spodnja meja =4 in nova zgornja meja t=4. Ocitno je prislo
do napake, saj je integral pri enakih mejah enak 0. Naredili smo
napako in za novo spremenljivko vzeli funkcijo, ki ni injektivna
na [-1, 1].

E Koncentracija zdravila v krvi bolnika (v mg/ml) se spreminja po
zakonu C(f) = 477, pri Cemer ¢ pomeni ¢as v dnevih. [zraCunajmo
povprecno koncentracijo za prvih pet dni po zauzitju zdravila
in koncentracijo med tretjim in petim dnem.

Po formuli za povpre¢no vrednost dobimo odgovor na prvo vprasanje:
5

i [4e " =2 (g o=-3 (- =207
0

In Se odgovor na drugo vprasanje:

5
5—%5 J"4e—0 3tdt:%(_é§)e—0 87 5:_23(_) (e—l S_e—O 9)=122
3

ﬂ Krvni tlak je pomemben pokazatelj zdravstvenega stanja posa-
meznika. Zdravstvene raziskave so pokazale, da je za ¢loveka
med 17. in 70. letom starosti krvni tlak normalno porazdeljen
z aritmeti¢no sredino 1197 mm Hg in standardno deviacijo
10°9 mm Hg.

Z uporabo tehnologije izracunajmo:

a) Koliksen odstotek ljudi ima krvni tlak med 140 in 160 mm Hg,
kar ze pomeni prvo stopnjo tveganja?

b) Koliksen odstotek ljudi ima krvni tlak med 160 in 180 mm Hg,
kar pomeni drugo stopnjo tveganja?

¢) KolikSen odstotek ljudi ima normalni krvni tlak med 90
in 120 mm Hg?
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Resitev: Iskani odstotek izratunamo kot verjetnost, da slucajna spre-
menljivka X zavzame vrednosti na intervalu [140, 160]. Spomnimo
se normalne porazdelitve:

160 a9y
P(140 < X< 160)= j 10-91¢2— e 21 dx=0031.
140 T
Prva stopnja tveganja pri krvnem tlaku ogroza malo ve¢ kot 3 %
populacije. -
180 197y
P(160 < X< 180)= j 10_91J2_n e 219 gx =0°0001
160
Druga stopnja tveganja pri krvnem tlaku ogroza stotinko odstotka
populacije. .,
120 _gX—11'9 72!
P(90 < X< 120)= j 10'91J2_ e 9 gy =0'508
90 "

Normalni krvni tlak ima (samo) 51 % populacije.

s ——

825. IzraCunajte z uporabo Newton-Leibnizove 826. [zraCunajte.
2

formule,

orge a) [ -6~ 2v+3) dx
a) j (o + x) dx b}

0

3
2 b e+t -L)dr
b) j(6x3—1)dx X X
-1

: c) j.(x+}c)dx
c) Icosxdx i
g ¢) Ix" dx,n#-1
¢ [(1-edx .
0 d) [G . +33/x)dx
1
e) }(1+Jﬂ+y})dx
0

4
B [l ax

i
3 _!‘(J%—ﬁﬁc)dx

4
1+x°
h) {L——Jxﬁ dx
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827. Ugotovite ali Velja: 831. IzraCunajte.
a) [3dv=18 o 2
) I s a) j(e"—x)dx e) Isin’zf dx
-1 o
b) j(l—%)e"dx=ee—e—1 .
1 xe 1 ) 2
: b) j5e(e—1) dx ) jcos(x—g)dx
0 [—L-dr=1 ’ .
T COS X e 2
4 ¢) I li):—nl‘ dx g) Isinx cosx dx
: ! :
%) j(sinx+cosx)dx:1 .
T 1 2
i %) I 2—‘% h) Icosx sin’x dx
3 -1 0
D é :
Sin x COS . .
z reos d) Ilea?:m i) Ismx(l +cos” x) dx
1 0
828. IzraCunajte povprecne vrednosti funkcij: 832. Izradunajte.
a) flx)=x"na intervalu [0, 1] 3
b) flx)= ﬁ T na intervalu [1, 4] a) jsin 2x sinx dx
¢) fIx)=< na 1ntervalu [— , 2] (:_1
X 2 4
b) j cos 2x cos x dx
829. Z uvedbo nove spremenljivke izracunajte: .
1 3
a) j (3x—=2) dx z
! c) jsinx cos 2x dx
0

2
b) j X(1=x*) dx
- 833. Dana je funkcija f{x)=x".
¢) J‘ L ix a) Zapisite predpis za inverzno funkcijo /.
=, (11+5x) b) V istem koordinatnem sistemu nariSite grafa
1 funkeij fin /.
é) J. )zcdx 5 4
2@+ ¢) Izracunajte I (3fx —x)dx.
0

3
d) [&-Lax .
5 X% 834. Dan je polinom p(x)=x"+ ax™+ bx+ c.

-13 a) Zakatera realna Stevila a, b in ¢ ima polinom

e) j = (3 ekstrema v to¢ki (=1, 0) in (1, —3)?
' b) Narisite graf iskanega polinoma.
I 3xJx°+9 dx
0

c¢) Izracunajte plosé¢ino lika, ki ga omejujeta
graf polinoma p in abscisna os.

R
g) jx R —x" dx
0

2
830. Ugotovite, ali velja I ﬁ—; dx=4-21In5.
2
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835. Dana je funkcija flx)=x .
a) Narisite graf funkcije f.
b) Zapisite enacbo tangente in normale na graf
funkecije /v tocki z absciso xo=-2.

c¢) lzraCunajte presecisca grafa funkcije f
in premice p z enacbo 30x+9y—-91=0.
5

2
¢) Izracunajte I fx) dx.
1

836. a) Zapisite definicijsko obmocje in zalogo
vrednosti funkcije flx)=-3x".
b) Narisite graf funkcije f. Pokazite, da je
funkcija f narasc¢ajoca na intervalu (0, o)
in (—eo, 0).
¢) Za katero pozitivno realno Stevilo a je

3
jf(x)dx=—1 1

837. Dana je funkcija f: [-m, 2] — R; f{x)= |2 sinx|.
a) Narisite graf funkcije f.
2n

b) Izratunajte S= J |sinx| dx.

—T

838.a) V koordinatnem sistemu na intervalu
[—7t, 7] nariSite krivuljo y =sin 2x.
b) Zapisite abscise tock dane krivulje, v katerih
imajo tangente na krivuljo naklonski kot 135°.
c) Pokazite, da je I sin2x dx= —% cos2x+C.

6
¢) lzraCunajte jsin 2x dx.
0

839. Dana je funkcija f: (-3, §) = R; flx) = =2

cotx’
a) Izratunajte {-5), A7) in A(5).
b) Narisite graf funkcije f.
¢) Zapisite enacbo tangente na graf funkcije f
v tocki g .

z

3
¢) lIzraCunajte I fx) dx.

4
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NepraVi integrali (izbirna vsebina)

Doloceni integral zvezne in omejene funkcije na intervalu [a, b] je vedno
konéno realno Stevilo. V¢asih pa bi radi integrirali funkcije, ki v eni ali ve¢
tockah integracijskega intervala niso definirane. V nadaljevanju bomo videli,
da si v teh primerih pomagamo z limito. Limito pri integriranju uporabljamo
tudi, €e je integracijski interval neskoncen. Obema vrstama integralov
reemo nepravi ali izlimitirani integrali. Ce limita obstaja, je integral konver-
genten in ima koncno vrednost, ¢e limita ne obstaja, je integral divergenten in
ne moremo izra¢unati njegove vrednosti oz. je ta neskon¢no.

Najprej si oglejmo integrala funkcij, ki nista definirani za vsak x € [a, b].

Naj bo nezveznost le v eni tocki, x=r.

0=ty | o

= [ DPTPTS

rl

S
o
=

U2
_1,,
_2,,

0=ty [ o tim [ s

rt+e

]
i

~

r |b

2 -1 0 1 340X
Ostal je Se integral, pri katerem je integracijski interval neskoncen.
© b

[ e de= Jim [ fix) dx

a yi
4,
3,
2,,
1+ \
ol 1 2 3 4 5 6x




Nedoloceni in doloceni integral

o S

1
EH Preverimo, ali je integral I % koncen.
0

Y

Funkcija fix) = %x ni definirana v x=0, v tej |
4,

tocki ima njen graf navpi¢no asimptoto, zato 5]

zapiéemO' 51

j —hm 4 = lim (2x)|6 ——
of 1 2 3 4=

:211m(1—ﬁ):2

Ploscina, ki jo krivulja y= f na intervalu (0, 1) oklepa z abscisno
0sjo, je 2.

3

E Izra¢unajmo Se vrednost integrala I ( d); oz Ce obstaja.
.

Funkcija fix) = )2 je nezvezna v x=2. Ker je ta tocka na sredini
integracijskega 1nterva1a, pisemo: ) !
3 2-¢ 3 |
dx  _1: dx . dx  _ AT "
-!‘(x2)2 = lim I (x-2)° v -[ =27 3t
2 |
= lim (5177 + lim (5 2. = 1S

——lim (L +1)= lim (1= 1) -

&0 —¢ &0 & o] 1 ? 4 X

Limita ne obstaja, zato plosc¢ine krivocrtnega lika med krivuljo
in abscisno 0sjo ni mogoce izracunati.

E Poglejmo Se integral z neskon¢énim integracijskim intervalom

Te_x dx.
1

© b
j e " dx=lim j ¢ “dx=lim (—e ")|’==lim (¢ "¢ )=
b—>w b—o b—o0
1 1
_ —1_ . l — —1
=~ (y)=e
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Uporaba dolocenega integrala
v geometriji

Ploscina krivocrtnega lika, ki ga z abscisno osjo
oklepa krivulja

Ze iz definicije vemo, da dolo&eni integral pomeni plod¢ino med krivuljo
in abscisno 0sjo.

Ce je funkcija na celotnem intervalu [a, b] pozitivna, je plo§&ina kar

S= }f(x) dx.

X

Ce je funkcija na celotnem intervalu [a, b] negativna, dobimo
b a
S:—jf(x) dx= jf(x) dx.
a b

y

Lahko se zgodi, da na intervalu [a, b] funkcija spreminja predznak. Potem za
izra¢un ploséine potrebujemo njene ni¢le, da lahko dolo¢imo spodnje in zgor-
nje meje integrala.

S= .Cff(x) dx+ | ]{f(x) dx| + }f(x) dx= jf(x) dx— jif(x) dx + j'f(x) dx
p c d p c d

NS
ac\/db

y
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gy

n Izracunajmo plos¢ino lika med parabolo y= - +3x+4,
njeno tangento v tocki 7(2, y) in abscisno osjo, kot kaze slika.
Potrebujemo ordinato tocke T y(2)= —2*+3-2+4=6; T (2, 6).
Enacbo tangente dobimo z odvajanjem
V' ==2x43,k=y'(2Q)=—4+3=-1.
Tangenta: y—6=—-1(x—2) 0z. y=—x+38
y=—x+3x+4=—(" - 3x—4)=—(x—4)(x+1)

Oznaceni lik razdelimo na dva dela; od plos¢ine trikotnika 6i—6 =18
odstejemo ploscino lika pod parabolo na intervalu [2, 4].

8 4
SE I(—x+ 8) dx— I(—x2+3x+4)dx= 18—(—%3 + %‘—2 +4x)|3 =
2 2

=18-(-F+L+16)+ (3 + 2 +8)=18+L -24-16+7=2 =

—_1n2
= 10§

E Arhitekt je narisal na¢rt za novo skladiSce, ki bo imelo kvadratni
tloris (50 m x 50 m), ob sredini bo visoko 20 m, streha pa bo izbo-
¢ena navzgor, in sicer se bo njena visina spreminjala po formuli:

y=20-001x> —-25<x<25
Kolik$na bo prostornina novega skladisca?

Skladisce si bomo predstavljali kot »prizmo«, ki ima osnovni ploskvi
sprednjo in zadnjo steno, viSino pa predstavlja dolzina skladisca.
Prostornina vseh »prizem« je enaka produktu plos¢ine osnovne
ploskve in visine.

IzraCunajmo najprej plos¢ino osnovne ploskve (to je povrsino spred-

nje stene):
25 25 3
[ 20001 dx=2 [ (20-0'01x) dr=2(20x-001%) |’ =
05 0

=2(20-25-001 2753)=2(500— 825 )= 373 —895°83
y=31.50=44791'6

Prostornina skladigca bo okoli 44 800 m”.
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Za koliko odstotkov bi bila prostornina vecja, ¢e bi imelo skladisce
ravno streho, in sicer tako visoko, kot je zdaj na sredini, oz. za koliko
bi bila prostornina manjsa, ¢e bi bila ravna streha na isti viSini, kot je
zdaj ob strani?

Skladis¢e z ravno streho na visini 20 m bi imelo prostornino:
V=50 m-20 m-50 m=50000 m’,

520833

kar je za 350765

=116 % vec kot po nacrtu.

Izracunajmo visino strehe ob straneh:
A25)=20-001-(25)’=13"75

Ob strani je streha na visini 13°75 m.

Skladisc¢e z ravno streho na visini 1375 m bi imelo prostornino:
V=50m-13"75m-50 m=34375m’,

1041667

kar je za 275167

=233 % manj kot po nacrtu.

B Z dolocenim integralom pokazimo, da je plos¢ina kroga s polmerom
r enaka 7.

Najprej zapisemo enacbo kroznice v eksplicitni obliki: y= Jr=x".
Ce integriramo funkcijo fx)= ./r’—x" na intervalu [, r], dobimo

pol plos¢ine kroga, vendar zaradi simetrije in vecje enostavnosti
racunanja raje pisemo:

S=4I Jrh—x? dx
0

V poglavju o nedolo¢enih integralih smo ze uporabili novo spremen-
ljivko x=rsin¢.
Diferenciramo dx =r cos ¢ dt in spremenimo integracijski meji: e je

x=0, je t=arcsin0=0; Ce je x=r, je t:arcsinf =arcsin 1 = g .

95}
I|
o'—.\

dx 4J‘A/r —r*sin’t - rcos tdt=4r Icos tdt=

2 2

(1+cos 2¢) dt=2r (jdt+jcosztdt)—

2

S = Ia

t
2

=27 (§)+ 7 s1n2t|0 =7 +Z(smn—sm0)=1tr
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Ploscina med krivuljama na intervalu

Doslej smo racunali plos¢ine likov, ki so jih grafi razli¢nih funkcij na danem
intervalu oklepali z abscisno osjo. Ni€ tezje ne bo racunanje plos¢ine likov na
danem intervalu med grafoma dveh razli¢nih funkecij.

Naj bosta funkciji f'in g na intervalu [a, b] pozitivni in za vsak x s tega inter-
vala naj bo vrednost funkcije /' vecja ali kve¢jemu enaka vrednosti funkcije g.
To pomeni, da graf funkcije flezi nad grafom funkcije g.

Izra¢unajmo ploscino lika, ki ga oklepata grafa funkcij fin g na intervalu [a, b].
Y JAC) Y J®

1

: :

' y : :
' :

1
|
T

:
0 a b x

Plos¢ina med grafom funkcije f/'in abscisno osjo je I fx) dx, plos¢ina med gra-
b p
fom funkcije g in abscisno osjo je I 2(x) dx, plos¢ina lika med obema grafoma

pa je enaka razliki:
b b b
§= [fix) dx— [g(x) dx= [ (fix) - g(x)) dx

Ta formula za racunanje plos¢ine med dvema krivuljama je pravilna, tudi
¢e funkciji na intervalu [, b] nista povsod pozitivni. Obema namre¢ lahko
pristejemo tako veliko konstanto 4, da se grafa premakneta nad abscisno os,
ploscina lika med krivuljama pa ostane enaka:

S= j (flx) +A4) dx — j (g(x)+A) dx = j (fx) - g(x)) dx

305




E Izracunajmo ploscino lika, ki ga dolocata krivulji y= X4+x+l
ny=x+2.

Izra¢unajmo, v katerih tockah se sekata parabola in premica:
X+x+1l=x+2

X=1=0

x-Dx+1)=0

x1=1,x2=—1

Racunali bomo torej dolo¢eni integral na intervalu [—1, 1]:

1 1
S=[(+2)-@+x+ D) dr= [(=*+ Ddv=(-% +2)|', =
1 -1
=(-3+)-(-D=1

E Cokolado so zageli prodajati v 10 cm dolgi embalaZi nenavadne
oblike.
Presek skatle dolocata krivulji:
y=4x- X
y= X —2x
Koliksna koli¢ina ¢okolade gre v tako embalazo?
Presecisc¢e krivulj:
4x—x"=x"—2x
2"~ 6x=0
x(x—3)=0

XIZO,X2:3

Volumen embalaze bomo izrac¢unali po formuli za volumen prizme
(produkt ploscine osnovne ploskve in viSine).

Ploscina osnovne ploskve je enaka:

5 3
S=_“((4)c—x2)—(xz—2x))abc:.[(—2)524.6,5)6156:(_2%3 +6x§2) |(3) _
) 0

=—18+27=9

Volumen je tedaj enak:
V=9 cm’- 10 cm=90 cm’

V embalazo gre 90 cm’ &okolade.
Koliko gramov je to?

Ker je gostota ¢okolade p enaka
124 kg/l=1"24 kg/dm’ = 1"24 g/em’, gre v embalazo
m=p-V=111"6 g cokolade.



840.

841.

842.

843.

844.

845.

Nedoloceni in doloceni integral

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta graf
funkcije fin abscisna os.

a) flx)=9—x

b) fix)= X +4x"

c) flx)= %xz—x—4

&) fi)=(x+1);xe[~1,0]
d) f(x)z—x3—x2+8x+ 12
e) f(x)=x3+3x2—4

D f)=@-1'-1

g) fln)=23

h) fix)=cosx; xe [—g , g]

Za katero realno Stevilo £ ima lik na intervalu
[-1, 3] med premico y=/kx+2 in abscisno osjo
plosc¢ino 147

Iz mnozice funkeij fix) =ax’ — 6ax+5a; a € R
nariSite graf tiste funkcije, ki z abscisno osjo
oklepa lik s plos¢ino 32.

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujejo
krivulje z enaébamiy=x2+x+ 1,x=0,x=1
in y=0. Narisite sliko.

V koordinatnem sistemu narisite grafe funkcij f
in g ter izraCunajte ploscino lika, ki ga omejujeta.
a) flx)=—x in g(x)=—x"+2x

b) fix)=—1x"+2x in g(x)=1x+
¢) flx)=x"—2xing(x)=4—-x
¢) f(x)z—x2+4x—3 in g(x)=x2—3

3
2

Na sliki sta narisani premica p in krivulja z ena-
¢bo y=(x— 1)2 +4, ki se sekata v tockah P in Q.

A

307

s ———

a) Zapisite enacbo premice p.
b) Poiscite koordinati tock P in Q.
c¢) IzraCunajte plos¢ino osencenega obmocja.

. Dani sta enacbi parabole y= X' —4x+5

in premice x—y+1=0.

vvvvv

vvvvv

enacbi tangent na parabolo.
¢) IzraCunajte ploscino lika, ki ga omejujeta
parabola in premica.

. Dana je funkcija flx)=x"+1.

a) Narisite graf funkcije f.

b) Pod katerim kotom seka graf funkcije abs-
cisno os? Rezultat zaokrozite na minuto
natancno.

¢) lzraCunajte ploscino lika, ki ga omejujejo
graf funkcije f'in premici z enacbama x=3
inx—2y+1=0.

. Dan je polinom p(x) = X —6x"+9x—4.

N A%

a) ZapiSite presecisca grafa polinoma s koordi-
natnima osema in koordinati ekstremov.

b) Narisite graf polinoma.

c) Na katerem intervalu je graf polinoma nad
premico x—y—4=0?

¢) Na intervalu, ki vsebuje lokalni minimum
polinoma p, izracunajte plos¢ino lika med
grafom polinoma p in dano premico.

49. Dan je polinom p(x)=-3x"+3x" +3x —3.

a) Zapisite nicle polinoma in presecis¢e grafa
polinoma z ordinatno osjo.

b) Izracunajte odvod polinoma p ter zapisite
intervala, na katerih je polinom padajoca
funkcija.

c¢) Zapisite koordinati ekstremov in nariSite graf
polinoma.

¢) lzracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta
graf polinoma in abscisna os.



850. Dan je polinom p(x)=a(x— 1)’ (x+2); a € R.
a) Pokazite, da je za a=3 ordinata lokalnega
maksimuma polinoma p enaka 12.
b) Za katero realno §tevilo a je plos¢ina lika
med ni¢lama x; =1 in x,=-2 grafa polinoma
p in abscisno osjo enaka 27?
c¢) NariSite graf polinoma iz tocke a.
851.a) Narisite graf funkcije flx)== — 1.
b) V katerih tockah grafa funkcije f’je tangenta
na graf vzporedna simetrali lihih kvadrantov?
c¢) lzracunajte ploscino lika med grafom funk-
cije fin abscisno osjo na intervalu [—4, —1].
Rezultat zaokrozite na $tiri mesta.
852. Poiscite obrazec, ki opisuje plosc¢ino lika s slike
v odvisnosti od parametra k. Za kateri k bo
ploscina lika enaka 6?

860.

853. IzraCunajte ploscino lika, ki ga omejujejo krivu-

lje z enacbami y= % ,x=1,x=51iny=0. NariSite

sliko.

854. Dani sta funkciji {x)= ¢ in g(x)=—x+7.
funkcij fin g.

b) V istem koordinatnem sistemu narisite njuna
grafa.

c¢) Koliksna je ploSc¢ina lika, ki ga omejujeta
dana grafa? Rezultat zaokrozite na tri mesta.

855. Narisite graf funkcije f{x)= —% in izraCunajte
X
plos¢ino lika med grafom funkcije f'in abscisno

0sjo na intervalu [l , 6].

857.

858.

859.

861.

862.

308 TEMPUS NOVUM

856.

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujejo graf
funkcije f'in koordinatni osi:

a) flry=e"' -1

b) flx)=tan (x+ g)

Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujejo
krivulja z ena¢bo y=3"-3 in koordinatni osi,
ter rezultat zaokrozite na 3 mesta.

IzraCunajte ploscino lika, ki ga omejujejo
krivulja z enacbo y = 2"*?_1 in koordinatni osi,

ter rezultat zaokrozZite na 4 mesta.

Izracunajte ploscino lika s slike.

i —t ‘:‘ E

V istem koordinatnem sistemu narisite krivulji
y=./x in y=2"—1 in izratunajte plos¢ino lika,
ki ga omejujeta. Rezultat zapisite v natancni
obliki in ga nato zaokrozite na tri mesta.

IzraCunajte ploscino lika, ki ga omejujejo krivu-
lji z enacbami y=sinx, y =cosx in abscisna os
na intervalu [0, 2 ]. Narisite sliko.

Izracunajte ploscino lika s slike, Ce je
fix)=x—cosxiny= —%x + 7 enaCba premice.

7

3
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863. Dana je funkcija fix)=|4sinx]|.
a) Na intervalu [—m, 27t] nariSite graf funkcije f.
b) Izracunajte plos¢ino lika, ki ga oklepata graf
funkcije f'in abscisna os na danem intervalu.

864.V istem koordinatnem sistemu narisite lik, ki ga
dolo¢ajo krivulja y=tanx in premici y=,/3
ter x=0. Izracunajte plos¢ino dobljenega lika.
Rezultat zaokrozite na tri mesta.

865. Funkcija g(x) =2 sin 2x je odvod funkcije f.
a) Graf funkcije f gre skozi tocko (%, —% ).
Zapisite predpis za funkcijo fin narisite njen
graf.

b) Zakateri ke R" ima lik med grafom funkcije
k- fix) in abscisno osjo na intervalu [—g , %]
ploscino 2?

866. Dana je funkcija f: (=3, 21) — R;

fix)=1+cosx.

a) NariSite graf funkcije f.

b) V katerih tockah grafa funkcije f'so tangente
na graf vzporedne abscisni 0si?

c¢) lzraCunajte ploscino lika, ki ga na danem
intervalu oklepata graf funkcije f'in abscisna
0s.

867. Funkcija g(x) = 7——- je odvod funkcije /.

a) Graf funkcije f'gre skozi tocko (% , 1).
Zapisite predpis za funkcijo f-

b) Za kateri k€ R ima lik med grafom funkcije
k- g(x) in abscisno osjo na intervalu %, 3

ploscino 12

868. Dana je funkcija fix) = > -
X
a) NariSite graf funkcije f.
b) Za katere x je fix)=1?
c¢) Izracunajte plosc¢ino lika, ki ga omejujeta
graf funkcije fin premica y=1.

869. Izracunajte ploscino med krivuljama y =cos 2x
iny= cos’x na intervalu med zaporednima
maksimumoma. Pokazite, da imata funkciji
maksimume v istih tockah.
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Prostornina rotacijskega telesa

Naj bo funkcija fpozitivna na intervalu [a, b].

¥ J®)

Zavrtimo lik, ki ga na tem intervalu omejujeta abscisna os in graf funkcije
y=f{x), okoli abscisne osi za 360°. Dobimo vrtenino.

¥ J&)

=l

Prostornina vrtenine je enaka:

b
V=n j [f(x)] dx

Formulo lahko izpeljemo podobno kot formulo za ra¢unanje plosc¢ine.

Vrtenino razrezemo na tanke »rezine«, zelo podobne valjem, katerih polmer
................................................................. osnovne ploskve je enak funkcijski vrednosti f{x), visina posameznega valja
Prostornina valja: V=" v © pa je enaka Sirini rezine dx. Prostornina rezine je potem majhen del celotne

y

=1

S

y
*)
; -

dx

b
Ce sestejemo prostornine vseh teh delov (»rezin«) oz. &e integriramo J.d v,

. : a
i Integrirati pomeni zdruzevati. : b

a
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g

n IzraCunajmo prostornino krogle s polmerom 1.

Kroglo dobimo, ¢e polkrog zavrtimo za 360° okoli abscisne osi.
Vzemimo polkrog, ki je na intervalu [-1, 1] omejen z abscisno osjo

in krivuljo y=/1—x".

1 1 1
V:Tc.[[f(x)]zdx= ch.yzdx= TEJ.[A/l—xz]de = -1
| S | §
1 . Enacba kroznice s polmerom 1
2 L 1 1 5 B8 Tooef S B B
=7t.|.(1—x )dx:n(x_g) |71 =n[(1—§)—(—1+§)]= 5 v srediscni legi je x” +y =1,
| . enacba krivulje v zgornji
2 2. 4n ¢ polovici je
=T(z +3%)=—= i
G+3)=3 L y=J1-2,
V geometriji smo Ze sreCali formulo za prostornino krogle E spodnji polovici pa
3 ]
z radijem r: V=4“Tr. y=—J1-2.
E Kurje jajce na sliki ima zanimivo geometrijsko obliko — zlepljeno je i
iz paraboloida, valja in polovice krogle. S pomocjo ra¢unalniskega
programa lahko to prikazemo in izraCunamo njegovo prostornino. %= 12.44 x

hx) =25

Parabola s temenom v izhodi§¢u ima enacbo y2 =2"44x, o= 28 (x-aF
konstantna funkcija je A(x)=2"5,

premaknjena kroznica pa (x — 4y + y2 =625.

%
A (000, 0.00).
267,245 IR

2°67 4 6'5
V=m[ j 2" 44x dx + jz'szdx+ j(6'25—(x—4)2)dx]=
0 267 4

=n[122x7]5 " +6°25x|5.67+ (=" + 8x—9°75)|$ *°] =86 cm’

B Zarnica ima podobno obliko kot vrtenina, ki jo dobimo z vrtenjem

krivulje y= ﬁ (1 —x) med obema ni¢lama. [zracunajmo prostornino &_\‘s}:—‘ 3

zarnice, ¢e je enota 1 dm.

Najprej izradunamo niéli: ﬁ (1-x)=0,x,=0, x,=1.

1 1 1
V=nj(£ -(1—x))2dx:n_[’3£(l—x)zdx:%‘j(x—Z 245 dx =
0 0

&

0
2 3 4 i S R R RO o
—oxX 2 qxyl_ml 2 1y 1 L ‘
=3G -5 +Ph=3G-3+)=3 1

&la

. v o o . 3
Prostornina Zarnice, zaokroZena na cela mesta, je 87 cm’.
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870. IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ¢e 877. Izracunajte prostornini teles, ki ju dobimo, ¢e

871.

872.

874.

875.

lik, ki ga na intervalu [-3, 6] omejujeta abscisna
os in premica x — 3y + 6 =0, zavrtimo okoli
abscisne osi za 360°.

IzraCunajte prostornine teles, ki jih dobimo,

¢e like, ki jih omejujejo koordinatni osi in grafi
danih funkcij, zavrtimo okoli abscisne osi

za 360°.

a) fix)=4-2x

b) flx)=x"+1

¢) fix)=Jx+4
&) flo)=37+2

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo,
¢e lik, ki ga omejujeta abscisna os in parabola
y= —x"+8x— 12, zavrtimo okoli abscisne osi
za 360°. Rezultat zaokrozite na tri mesta.
Narisite sliko.

. Izracunajte prostornino telesa, ki ga dobimo,

ce lik, ki ga omejujeta krivulji y= X in y=./x,
zavrtimo okoli abscisne osi za 360°. NariSite
sliko.

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ce
lik, ki ga na intervalu [1, 4] omejujeta abscisna
os in krivulja z enacbo y= }C , zavrtimo okoli
abscisne osi za 360°.

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo,
¢e lik, ki ga na intervalu [1, 3] omejujeta
abscisna os in krivulja z enac¢bo y= il
zavrtimo okoli abscisne osi za 360°. Rezultat

X b

zaokrozite na tri mesta.

. Izracunajte prostornino telesa, ki ga dobimo,

Ce lik, ki ga omejujeta grafa funkceij fix) = X +2
in f{x)=|x|, zavrtimo okoli abscisne osi
za 360°. Narisite sliko.

878.

879.

880.

881.

882.

lika, ki ju na danih intervalih omejujejo abscisna
os in krivulji z danima enacbama, zavrtimo
okoli abscisne osi za 360°.

a) y=cosx na intervalu [—g , g ]
b) y=1+sinx na intervalu [—g , 37“]
Izracunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ¢e
lik, ki ga omejujeta krivulja z enac¢bo y2 =4x+4
in premica x =3, zavrtimo okoli abscisne osi

za 180°.

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ce
lik, ki ga omejujeta abscisna os in graf polinoma
y= X +3x" — 4, zavrtimo okoli abscisne osi za
360°. Rezultat zaokrozZite na desetinko
natanc¢no. NariSite sliko.

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ce
lik, ki ga omejujeta krivulja y=(x+ 2)2 in sime-
trala sodih kvadrantov, zavrtimo okoli abscisne
osi za 360°. Narisite sliko.

IzraCunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ce
lik, ki ga omejujejo abscisna os ter grafa funkcij
Ax)=(x+1)’ +1 in fix)=—x +2, zavrtimo okoli
abscisne osi za 360°. Narisite sliko.

Trikotnik na sliki z viS$ino /4 in stranico r
zavrtimo za 180° okoli abscisne osi. Poiscite
formulo, ki opisuje volumen dobljenega telesa
v odvisnosti od vi$ine /4 in stranice 7.

y

- = |




883.

884.

885.

886.

887.

888.

Nedoloceni in doloceni integral

Izracunajte prostornino telesa, ki ga dobimo, ¢e
lik, ki ga na intervalu [-1, 1] omejujeta abscisna
os in krivulja z enaébo y= e’ , zavrtimo okoli
abscisne osi za 360°. Rezultat zaokrozite

na dve mesti.

Izracunajte prostornino krogle s polmerom R.
Kroglo dobimo z vrtenjem polkroga s sredis¢em
v koordinatnem izhodiscu in polmerom R okoli
abscisne osi za 360°.

IzraCunajte prostornlno vrtenine, ki jo dobimo
z vrtenjem elipse %

(l
za 360°.

+ bL =1 okoli abscisne osi

Izracunajte prostornino rotacijskega telesa, ¢e se
okoli abscisne osi za 360° zavrti lik, ki ga dolo-
¢ajo dane krivulje:

a)y:xz,y:O, x=2

b)y=.9-x",y=0

c)y:x3,y:0, x=0

é)y:x2+ 1,y=x+3

d)y=—ﬁ,y=—2,x=0
e)y=4—x", y+x=2

Hy=2x,y=x,x=1
2
g y=x—-x,y=0

Racje jajce ima obliko elipsoida ki nastane

2
Z vrtenjem ehpse = +Y— =1 okoli abscisne osi.
Izracunajte prostornlno jajca, e je enota

centimeter.

IzraCunajte prostornino torusa, ¢e se okoli
. . . ) 2 2
abscisne osi zavrti kroznica x™+(y—3)"=1.

313

889. Izracunajte prostornino soda, ki je visok 12 dm,

premer na obeh koncih je 8 dm, na sredini pa
10 dm. Pomagajte si s tehnologijo.




314 TEMPUS NOVUM

Uporaba dolocenega integrala v fiziki

(izbirna vsebina)

25|

s()=s(t0) + [ (o dt,

ty

V() =w(to) + ja(t) dt

n Vzmet se pod vplivom sile /=3 N raztegne za 2 cm. IzraCunajmo

delo, ki je bilo opravljeno, ¢e smo vzmet raztegnili za 5 cm.
Po Hookovem zakonu F(x)=kx dobimo, ¢e je bil raztezek v okviru
veljavnosti zakona, koeficient vzmeti: F(2)=k-2=3, k= %

(34,23 .25.3:5_175 2
A—szdx— 2| =22 =72 Nem= ;¢ Nm

Pospesek delca je dan z enacbo a(t) = cos(mt), njegova zacetna hitrost
pa je enaka EIE . Izra¢unajmo pot, ki jo preleti delec v prvi sekundi.

Ker je pospesek odvod hitrosti po casu a= % , dv=adlt, je hitrost

delca integral pospeska:

v(£)=v(0)+ j cos(nf)dt =5 + L sin(mr)lg="1 (1 +sin(u)
0
Opravljeno pot delca izra¢unamo z integralom

s(1)—s(0)= H(% +sin ) dt,

vendar moramo biti pri racunanju dolocenega integrala pozorni
na predznak funkcije Na intervalu [0, 1] je funkcija nenegativna.

s(1)—s(0) = j (3 +sinmyde=1 (G 1+ Lcosm)lo=
=Tlt(% (1) = 5 = 07043

Izracunali smo, da delec v 1 sekundi opravi pot 43 mm.

Koliko dela opravi ladijski motor, ko v pristaniscu z morskega dna
dvigne sidro 8 metrov visoko? Vzgon zanemarimo. Ladijsko sidro
ima maso 1500 kg in visi na zelezni verigi, katere en meter tehta
20 kg.

Opravljeno delo je odvisno od sile, ki deluje na sidro po poti navz-
gor. Ta sila se v naSem primeru spreminja, saj se dolzina verige
z dviganjem sidra zmanjSuje, s tem pa se zmanjsuje tudi njena teza.



Nedoloceni in doloceni integral

Sila je torej funkcija viSine 4. Masa sidra naj bo m,;, masa enega
metra verige pa m,.

8 8
A=jm1gdh+jm2g(8—h)dh=
0 ¢ 0
=9'8J‘(1500+20(8—h)) dh=(14 540h—10h%)|§=115 680 Nm
0

Delec leti po premici s hitrostjo v(¢)= £—t=2vems. Izracunajte:

a) zacetno hitrost delca,

b) v katerem trenutku je pospesek enak nic,
c¢) koliksno pot je preletel v treh sekundah,
¢) koliksen je pospesek v tretji sekundi.

a) Zacetna hitrost delca je v(0)=-2 cm/s
(delec leti v nasprotni smeri).

b) v'(£)=2t—1=0, pospesek je ni¢ po
0’5 sekunde.

¢) Graf nam ponazarja spremembo hitrosti delca v ¢asu v= % ;

ds=vdt. Ker je del grafa pod abscisno osjo, moramo biti
pri raCunanju integrala pazljivi.

153
s(f)= j W(z) dz
4
3 2 3
s(3) = j W(?) dt = j |'v(0)| dt + j W(?) dt =
0 0 2
2 3
= J’ | —t=2|dt+ j(t2—t—2)dt =
0 B
3 2 3 2
=L +5+l+(5 -5 -20h=32
V treh sekundah preleti delec % cm.
&) Pospesek v tretji sekundi je pospesek a(3)=v'(3)=4 cm/s’.

Valj bencinskega motorja ima premer 6 cm in vis$ino 8 cm. Pod priti-
skom eksplozivne meSanice goriva in zraka se v valju bat premakne
in opravi neko delo. V sodobnih motorjih pritisk plina na bat v valju
ze lahko presega 2500 barov. Denimo, da je v naSem primeru pritisk
plina p=2000 barov. Koliksno delo opravi bat motorja?

Najprej ponovimo enote: 1 bar=1 N/m’, 1 N=1 kg ms .
X 8

A= [ prr’ dx=[2000n3” dx=18 0007 - 8 =
0 0

=452390 N/m’-cm’-cm=0'45 Nm

En bat v enem ciklu opravi delo 0°45 Nm.

315
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890. Pri premem gibanju za razdaljo x opazovane 895. Vzmet je dolga 1 m. Ce jo obremenimo za 24 N,
tocke od koordinatnega izhodis¢a, njeno hitrost se raztegne za 0'4 metra. [zracunajte koeficient
v in njen pospesek a velja: v= %’—; ,a= %lt’ vzmeti in opravljeno delo, ¢e smo vzmet razteg-
inx=[vdi, v=[adr. nili do dolzine dveh metrov.

Tocka P se giblje po abscisni osi tako, da se

hitrost v v odvisnosti od ¢asa  spreminja po 896. Delno napolnjen plavalni bazen za¢nejo ob 7.00

predpisu v=>5¢— £ 7at=0 je x=15. Zapisite zjutraj polniti z virom, ki se mu s casom zmanj-
formuli, ki opisujeta Suje dotok. Visina vode v bazenu se spreminja
a) pospesek a tocke P v odvisnosti od ¢asa ¢, z enacbo %{7{ =k ./t . Na za&etku polnjenja je bilo
b) razdaljo x tocke P od koordinatnega izho- v bazenu 1°5 dm vode. Ce je H'(4)=6,

i8¢ isnosti od ¢ . R
di$¢a v odvisnosti od ¢asa ¢ izracunajte:

a) koeficient £,

1. v IR B 5 o 11 . = ..
891. Tocka T se giblje po abscisni osi in v ¢asu =0 b) funkcijo H,

precka koordinatno izhodisce. Njena hitrost se

spreminja po formuli v=12— 3¢ Gast>0 jedan ?) H§4)’
v sekundah, hitrost v pa v metrih na sekundo. €) {_I ©), . "
a) Poiscite pospesek a tocke Tv dasu t=4s. d) cas, ob katerem bo bazen napolnjen do viSine
b) Poiscite razdaljo x tocke T od koordinatnega 2 m.

izhodisca:

— ko tocka miruje,

—kojet=5s.

892. Jekleno zico dolzine /=15 m s polmerom
r=0"1 mm obremenimo tako, da se raztegne
za x; =2 mm. Koliko dela moramo opraviti,
da jo raztegnemo Se za 8 mm?

Opravljeno delo izracunamo z dolocenim

integralom 4 = IF dx, pri cemer je F=E- 5%“
za to delo potrebna sila, E=2- 10 N/mm’

. “ . . 2 .

je proznostni modul jekla, S=mr" pa je
precni presek zice.

pedije glasbe z vrhnje police pol metra nize.
Koliks$no delo je pri tem opravil, ¢e je masa
vsake knjige 1°2 kg?

894. Vedro, ki je napolnjeno z 10 litri vode,
s konstantno hitrostjo potegnemo iz Sest metrov
globokega vodnjaka. Vedro tehta 2°5 kg
in pus¢a. Ravno ko je na vrhu, iz njega izteCe
Se zadnja kapljica vode. Kolik$no delo smo
opravili pri dviganju vedra? En meter vrvi,
na katero je pritrjeno vedro, tehta 400 gramov.
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Numeri¢no racunanje
doloc¢enega integrala (zbima vsebina)

Trapezna metoda za racunanje priblizne vrednosti
integralov

Kadar ra¢unamo plosc¢ino krivocrtnega lika med grafom funkcije in abscisno
osjo na danem intervalu [a, b], lahko dobimo priblizno vrednost tako, da pod
krivuljo v€rtamo nekaj pravokotnikov, ki jim znamo izracunati plos¢ine, in te
plosc¢ine sestejemo.

Ce pa krivoértni lik namesto s pravokotniki priblizno »pokrijemo« s trapezi,

izraCunamo njihove ploscine in jih seStejemo, bomo dobili boljsi priblizek za
b

celotno plosc¢ino oz. za vrednost dolo¢enega integrala S= I fix)dx.

a

y y

To numeri¢no metodo za racunanje priblizne vrednosti integrala imenujemo

trapezna metoda. Poglejmo si jo bolj podrobno.  lijpezin msivdls 2 iDC e

priblizne vrednosti dolo¢enega
. . . ¢ integrala je ena od numeri¢nih
Interval [a, b] razdelimo na n manjsih podintervalov: : met§ d ]

[a’ xl]’ [xl’ xz]’ [xz’ x3]’ e [xnil’ b] .................................................................
Nad intervali nariSemo trapeze. i-ti trapez nad podintervalom [x;_;, x;]

ima osnovnici dolgi f{x;_,) in f{x;), njegova visSina je enaka Sirini intervala

(= x;_1).

Ploscina takega trapeza je: Sf:f% (=X 1).

SO
Vsota ploscin vseh trapezov skupaj pa nam da priblizno vrednost dolocenega F(%i0)- /
integrala: . i S, i

b
[y e = BAD - (o — gy ) (x4

a

+ f(b)+.£(xn—l) (b=x,_)
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i To racunanje si lahko olajsamo :

. s programom Excel.

1

02

fO0D)=1 G

N S

il
S trapezno formulo pois¢imo priblizek za I 107’62 dx.

0
y
O s
0‘5;
01
0 X

Interval [0, 1] razdelimo na pet delov, na pet podintervalov:
[0,0°2],[0°2,0°4],[0°4,0°6],[0°6,0°8], [0°8, 1].

.....

teh intervalov:
x=0 f0)=10" =1
x=02= f02)=10"%=; L=0912

Wi W=

x=0'4= A0 4)=10""= J(:5)" =0'692

Izracunajmo zdaj plos¢ine teh petih trapezov.
Prvi trapez:

y
O oy

057

osnovnici: f{0)=11in f0°2)=0"912

viSina je Sirina intervala: 02

plod¢ina: §= 4 .y=120212 .02=0"1912

Ostalih plos¢in trapezov ne bomo ra¢unali na zamuden nacin, ampak
bomo raje uporabili program Excel. Z malo dela dobimo rezultat pri

petih delilnih intervalih in $e izboljSan rezultat pri desetih delilnih
intervalih.
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4l A B © p [ E | E G [H[ 1 J K
1 \ \

2 TRAPEZNA METODA

& | 1 |

5 \ | |

| 6 | interval X fi(x) defnapl.

7 a=0 0 1SN0 1912].

8 b=1 1 0,2 0912011 0,16038

[ 9 | n=5 2 0,4 0,691831 0,11283

10 3 0,6 0,436516 0,06656

11 4 0,8 0,229087 0,03291

12| 5 1 01

13

14

15 | interval x f(x) delnapl.  PLOSCINA 0,565033
16 a=0 0 1 0,09886 |
17 b=1 1 0,1 0,977237 0,09446

18| n= 10 2 0,2 0,912011 0,08624

19 3 0,3 0,812831 0,07523

20 4 0,4 0,691831 0,06271

|21 | 5 0,5 0,562341 0,04994

22 6 0,6 0,436516 0,03801

23 7 0,7 0,323594 0,02763

|4, 8 08022908 001%2 l
25 2 0,9 0,154882 0,01274

26 i 10 3 01 || -

897. S trapezno formulo s korakoma 2=0"5
2
in A=0"25 izracunajte integral j(x +1) dx
0

ter dobljeni vrednosti primerjajte z natancno
vrednostjo integrala.

898. S trapezno formulo s korakom 4#=0"5 izracu-
2

1
P41

najte integral I dx ter dobljeno vrednost
2

primerjajte z natantno vrednostjo integrala.

899. S trapezno formulo s korakom /4 izracunajte
naslednje integrale:
3

a) j(2x+1)2dx; h=05
0

10

b) [logxdx; h=1
1

1
c) j91 ~dx; h=0"25
-2
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NE POZABI

j dF(x)= j F'(x)dx=F(x)+C
j Ax)de=F(x)+C < F'(x)=£x)

Nedoloceni integrali najpomembne;jsih funkcij:

jldx:x+c, ker: (x+C)' =1
[rax=2£= +c ker: (X0 +C) =" nz—1
T n+l ? ’ n+l — >0

jsinx dx=—cosx+C, ker: (—cosx+C) =sinx
jcosx dx=sinx+C, ker: (sinx+C)' =cosx
I 12 dx=tanx+C, ker: (tanx+C) = 12
CoS X Cos x
j+ dx=—cotx+C, ker: (—cotx+C) = ,12
sin x sin x
I 1 s dx=arcsinx+C, ker: (arcsinx)'= 1 >

1-x 1-x

—L_ drx=arccosx+C, ker: (arccosx) =——L
[ : ( )= 7=
I 1 s dx=arctanx + C, ker: (arctanx)’ = %
1+x Il =3¢
jd;" =In|x|+C, ker: (In|x| +C)’:)lc
Iexdx=ex+C, ker: (¢'+C) =¢"

X g._ a . ca r_ X
ja de=L +C, ker: (= +0)'=a

Pravila za raCunanje integralov:

1. Integral vsote je enak vsoti integralov.

I(f +g)(x)dx= I (fix)+g(x)) dx= jf(x) dx+ jg(x) dx

2. Konstantni faktor pred funkcijo, ki jo integriramo, lahko piSemo pred inte-
gralski znak.

jkf(x)dx:kjf(x)dx

Integriranje z uvedbo nove spremenljivke:
[AleCe)g’ () dx= [flu) du=Flu)=F(g(x))
u=g(x)

du=g'(x)dx

F'(u)=f(u)
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NE POZABI

Doloceni integral pozitivne funkcije fna intervalu [a, b]:

i fx)dx

je enak ploscini krivocrtnega lika med grafom funkcije f'in abscisno osjo.

Lastnosti dolo¢enega integrala:

1. }f(x) dx= }f(t)dtz if(z)dz

2, _b[f(x) dx= jf(x) dx+ if(x) dx; c€la, b)
3. j)-f(x)dxz—jfﬂx)dx

a b
4

. }f(x)d.x=0

5. Ce je m najmanj3a vrednost funkcije f, M pa najveéja vrednost funkcije /
na intervalu [a, b], potem velja ocena:

b
m(b—a)sjf(x)deM(b—a)

(=3}

b b b
. I (Ax)+g(x))dx= I flx)dx+ j g(x)dx

N

. j).kf(x) dx= kj). fx)dx

a

b
Povprecna vrednost funkcije fna [a, b]: u= b% J Sx) dx

Newton-Leibnizova formula ali osnovni izrek integralskega racuna:
b
Doloceni integral j A(x) dx je enak razliki vrednosti nedolocenega integrala

F(x) na zgornji in spodnji mej:
b
j fix)dx=F(x) | =F(b)-F(a), & je F'(x)=f{x)

Ce resujemo doloceni integral z uvedbo nove spremenljivke, spremenimo
tudi meje integriranja:

b g(b)

[fetng @ydx= [ fiwydu

g(a)



322 TEMPUS NOVUM

NE POZABI

* Racunanje plos¢ine krivocrtnega lika med grafom funkcije
in abscisno 0sjo:

b
S=|[fix) dx|
* Racunanje plos¢ine krivocrtnega lika med grafoma dveh funkcij:
b b b
S= If(x) dx— Ig(x) dx= I(f(x) —g(x))dx, ¢e je flx)>g(x) za vsak x € [a, b]
* Racunanje prostornine rotacijskih teles:

b
V= ch[f(x)]zdx

» Uporaba dolocenega integrala v fiziki
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Zaporedja in njihove lastnosti

1. a)-1,1,3,57,9 b)7,4,1,-2,-5,-8 ) 0,-3,-4,-3,0,5 94,-2,1,-5,1 -1
anﬁ ani' . a, !
T ] [EEED! X I
I ! I of 12 3 ¢ 7
+ 1+ ° °
1 ol 1 2 3 4 5 6n
H . .
of 16 2 3 4 5 ¢n
1 2 1 113 1 5 3 X 1 1 1 1 1
2. a)—3,0,5,12,21,32... b)—2— ——,—z,—g,—i C)z,z,g,z,ﬁ,ﬁ... c)_l’Z’_ﬁ’ﬁ’_Z_S’ﬁ
d) 0, 1, log,3, 2, 10g,5, 10gs6 ... ) 0,-1,0,1,0,—1 ... pl-L£ -1 S5 1 -5 2 1,3,5,7,9 11
h)1,2,2,4,8,32.
3.L2.1, L2, i 1 =L 0, L2 4. a)a,=5n b) a,=4n-3 ) a,=(~1)"-n* &a,=2-(=2)"
. n+1 — —Q. 1yn
a, d)all_nz(n+1) e)a _n+2 i)an_»\/Z g)an 8 (2)
H----- y ST R A L A h)a,=% 5. a)a;=2,a,,,=3a,—1 b)a,=1,a,=a,_+n
V2o b 2l Bk T ol o el Bkt o e e -~ 2 ) n
2 6. a)a,=% b)a,=(-1)"-n 7. a,=18-3n,a;;,=18-3-17=-33
L 8. a,=n(n+3 =130
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9n an=n(n+3), do
J%A 77777777777777777 L LI 9. 2, % ‘31 45_1’ g, % .V [2,2]lezita 2 €lena, v [1, 3 | pa neskonéno mnogo.
T T T YT 10. 1,2, 4,7, 11. Prvih 10 &lenov.
— o+ o=
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
11. a,=n", s=385 12. a) Narascajoce zaporedje, navzdol omejeno z —3. b) Padajoce zaporedje, navzgor omejeno z 0.
¢) Alternirajoce zaporedje, navzdol omejeno z —% , Navzgor z }_‘ . ¢) Narascajoce zaporedje, navzdol omejeno z % .
d) Zaporedje je navzdol omejeno z —4. e) Zaporedje je navzgor omejeno s 6 in navzdol z —6. 13 a) Narascajoce zaporedje.
Ayey—ay= 3n”:11+;4 - 3n”:24 = szm >0 b) Padajoce zaporedje. a,,, —a,= ;’%‘1‘ - ’%3 = n(n+1) <0 ¢) Padajoce
: n+1+1 Cntl _ pi43n+l < i : D dh _ A’43ntl
zaporedje. a,,—a,= TR —nz(n+1)2 <0 ¢) Narascajoce zaporedje. a,,—a,= i e Sl eiy Sl s OS] >0
14. a) M=4, m=1, dokaza za omejenost navzdol: a,= %3 > g =1. b) M=2, m= % , dokaz za omejenost navzgor: a,= ni—’g <23
¢) M=7, m=1, dokaz za omejenost navzdol: a,= nts 2ty o 2n OM=2,m= l , dokaz za omejenost navzgor:

2n-1 2n 2n

“"2321? < 4'5;3 gz =2. 15. a)Kerjea,, —a m —(—l)—n(nlﬂ) ,je zaporedJe naras$cajoce. Zato je navzdol omejeno

z a;=—1. Ker so vsi ¢leni negativni, je navzgor omejeno z 0. b)Kerjea,,,—a,= ;%? —’%2 n(n+1),JC zaporedje padajoce. Ker je
a,= ”;2 g =1, je navzdol omejeno z 1, ker pa je a,= % < ”J’nﬁ = 3n—” =3, je navzgor omejeno s 3.

¢) Kerje a,, —a,= % - m (”(;92)’(’;(f;r)2) = (n+2)(n+1) >0, je zaporedje nara$¢ajoe in omejeno m= % ,M=1

&) Ker je a,, —a,= ’2(':1:13)” ’5’}53 (n+3)Zn+2) <0, je zaporedje padajoce in omejeno m=-2, M=%

16. a)a,=2 b) a,=(-1)"- 2 17. a,=2-1 18. a,=3+1 19. a) T,(cos =T sin (10T

b) 7,(2" " cos LT """ gin (21T 20. F(5)=21, F(6) =26, F(n)=5n—4

Aritmeti¢no zaporedje

21. a)4, 6,8, 10,12, 14 b)7,3,-1,-5,-9,-13 0-5,—41,3%2,3,21 12 22. a;3=-94 23. ag=29,
a,=41,a,=4n-3 24. as=0, agz—%,an: ST gtevﬂo—— je dvajseti ¢len zaporedja, Stevilo —5 pa 45. ¢len zaporedja.

25. a)a,=1,a,=4,a5=13,a,,,,=6n+1 b) a,=5n-12, a,,=38, a,,_,=10n—-17 ¢)as=3'5,a,y=-36'5,a,=11,
a,=13"5-2"5n, ay,=—5n+13°5 9d=1,a=%,a,=1+%, a5, ,=3 +1 26. ay=a+5b, ag=a+13b, a,=a+(2n—-3)b
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27. a)2 b) % 28. Splosni ¢len je a,=21-5n, zaporedje je navzgor omejeno s 16 in padajoce.

29. Splosni ¢len je a,=3n— 14, zaporedje je navzdol ?mejeno z —11 in narascajoce. 30. Sploéni] ¢len zaporedja je a,= g .0d 30 je

manjsih prvih 89 ¢lenov zaporedja. 31. a,= 16" =8,a,=02-3 27% = 2 19=2,a,=3/~8 -0'25 T=2. 2=—4;d=-6,as=-16

32.2.37'=2 37100 5.3 180 4% 33, a)x=2 b)x1 -1.x%=3 ¢)x=1 & x=8 d)x=3

e)x=2 f)xzi +2k7'c,keZ )x:kﬂ:,x:g+2k1|:,x:—76I +2km; ke Z 34. x;=3,x,=1,x3=—-1;a,=5-2n

35. a)a,=4n+1 b)a,=5n-17 36. Od vkljucno devetnajstega Clena dalje so ¢leni zaporedja vecji od 100. 37. -2, 1,4 ...

alid, 1,2 ... 38. d=4; 123,127, 131, 135, 139, 143, 147, 151 39. d=-13 40. n=71,a,==3+7n, n<71

41. n=39 42. 60°in 76° 43. 12, 16,20 44. 6 cmin 14 cm 45. a) 390 b)— 100

) i(Sn—3) = i(Sn—3)—i(5n—3) =990-119 =871 46. S,,=1030 47. n=16 48. d=-3, a;=—-29

494,27, a3, =157 56.a,=1,n=1000in a,=-2, n=1005 51. Sedteti moramo vsaj 11 Elenov zaporedia. 52. Si=6225

53. n=53,5,=28832 54. x=205 55. Splosni ¢len zaporedja je a,=N—(n—1)=N-n+1. V zaporedju je N ¢lenov. Plos¢ina

lika je S=S,= M%) . 56. d=3,n=12 57. d=4 58. Kerjea, =1, d=1 in S35;5=66795, bo Lojze privarceval 66 795 evra.

59. x;=1,x,=3,x3=5,a,=2n-1, 5,0=100 60. a,;=100, a,=10, a,=130-30n, s,0=—3700

61. a,=s,—s,=n"—4n—((n—1"—4(n-1))=2n-5, a,=-3, d=2 62. 7,168 63. a)x=2; 1,10, 19 alix=3; 6, 15, 24

b) x=0; -3, -1, l alix=4; 13,3, -7 64. 460 65. a)—8, -3 — ,—% b)n=16 66. ay=-51,np=7,5,=91

67. a,=2,d=5, S,,=49 68. Da.a;=-2,d=1 69. 5,12, 19, 26,33, 40 70. a,=38,d=—5ina,=3,d=5

71. 3,5,7,9,11,13 72. 72 73. 116 74. 60°,100° 75. 334 cm’ 76. 22°5s 77. 20 78. %—%

Geometrijsko zaporedje

79. a)1,3,9,27,81 ... b) 2, -4,8,-16,32 ... c)-8,-12,-18, —27,—82—1 ¢)-25,5,-1,0'2,-0'04 ..

80. a) Koli¢nik je k=3, splogni ¢len je a,=2-3""", zaporedje je navzdol omejeno z 2 in narascajoce. b) Koli¢nik je k— , splo$ni ¢len

jea,=18- (% y'~!, zaporedje je omejeno z 18 in 0 ter padajoce. ¢) Koli¢nik je k= 2 sploéni ¢len je a,=-27- (§ Yyl zaporedje]e

omejeno z —27 in 0 ter je naras¢ajoce. ¢) Koli¢nik je k——— splo$ni ¢len je a,= ) !, zaporedje je omejeno s 3 in —1 ter

alternirajoce. d) Koli¢nik je k=2, splosni ¢len je a,= —}—‘ -2""!, zaporedje je navzgor omejeno z —l ter padajoée

81. ay=128 82. as=64, a,,=2048, a,=4- 2! 83. a4:—% ,dg=— % ,a,= 2 (— ) ! SteV1lo 128 je peti ¢len zaporedja,

stevilo 2 512 pa ni ¢len zaporedja. 84. Splosni ¢len zaporedja je anz—% S(=2)" l=(—2)” ?. Neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja je

vegjih od 50. 85. a)a,=3, a,=9, as=243 b)a,=2"" a,=2" Q) a;=-15,a,=-9375,a,= % ,a,= & - (-2'5)""

Ok=2,a=1,a,=1 2" alik=-2,a,=-1,a,=-1 - (2! 86. a,= bmﬁbf ag= bé(ajb)7 4= ab(s )

87. al—tan —l,azzcos%zlzg ina3=(sin2%[)2:%;k=32£,a4=—3—§5 88. a)cosSn:—l,sin%“Z—%,

cos 23—“ -sin %‘ =—% . % =—}‘;k=% b) log ﬁ =-2,Ine-log,2=1- % =%, log; 4/3 ~log5% =}‘ ~(—%)=—é ; k=—‘l1

89, a)x=4 b) x=3 c)x:f—g Hx=-2 d)yx=2 90. x;=-1,x,=3, x3=-9, a,,:—(—3)”’1a,,:—9(—§)"‘1
2 L2

91. a)q,=3"" bya,=2-2""ina,=5 - (-3)"" 9a,=8-3) " a=-—-8(3)" 92. Z[E 2—22,i=2—-2@
J2-1 2-2

93. a) 18 b)3 94. Do osmega ¢lena so ¢leni zaporedja vecji od —— 100 95. k= % , 72,108, 162 oz. k:—% ,—72,

108, —162 96. kz—z 97. a,=3" Takih Stevil je 12. 98. To sta zaporedji 4, 8,16 ...in 16, 8,4 ...

99. a,=4,a,=3, k= % 100. Splosni ¢len aritmetiénega zaporedja je a,=4n—2, geometrijskega pa a,=6-3""".

101. Aritmeticno zaporedje je 3, 6, 9; geometrijsko pa 3, 6, 12 in aritmeti¢no zaporedje je 12, 6, 0; geometrijsko pa 12, 6, 3.

102. 8,32, 128 103. 81 cm, 18 cm, 4 cm 104, a,=a,a,= %2  ay=%, a,=a- (L)' 105. 5,=3.3m’, q=1,

5,=3.3G)" 106. a,=1m, a,=0"8m, a;=0"64m, a150=0'402)6m, a,= 0°8""". Po devetem odboju Zoga odsko&i manj kot 20 cm.

107. 4,8, 12, 16 108. a) 9840 b) 3 0) Z%: 25—:—22—: =34°36 109. a,=1,k=2, 5,;=8191

110. S,,=147620 111. n=8 112. x=32768 113. k=3, a,=27 114. 2,6, 18 ali 18,6, 2 115. a,;=1458,

a;=31250 116. -1,3,-9,27,-81 117. a,,:16-(%)"7'; 16, 24, 36, 54, 81 118. k=3,n=5



119. Sesteti moramo vsaj 10 ¢lenov zaporedja. 120. 9,27, 81 zad=30ali 81,27,9 za d=-42 121. a,=3,d=3

122. a) x; =100, x,=10 b) Aritmeti¢no zaporedje: a; =100, a,=10, a,=190—-90n, s5=—400, 5,0=—3050. Geometrijsko zapo-
redje: ¢, =100, a,=10, a,=100- (10 YT =107 5= 111711, 530=111"1111111. ¢) Zaporedje delnih vsot geometrijskega zaporedja je
nara$cajoce, pri aritmeticnem zaporedju pa zaporedje delnih vsot narasca do s, od s; dalje pa pada. 123. a=1,a,= /2, a;=2,
a,=2.02 ,as=4,a,=(J2) '=2 T .S, = % 124, k=228 §,=540-216- /3 125. Naloga ima dve resitvi: a, =4, k=2,
S10=4092 ter a;=—16, k=—1, S;,=—32]. 126. 2 127. x=-2 128. ki ,=#2, S“=10415 ali §,,=3475

129. 100 130. Prvaresitev: k=2; 4, 8, 16; druga resitev: k——— -16, 8, -4 131. x— , x==3 (ni resitev)

132. a) L3y _( )y b) k=3, a,=4-(3) ¢) Ne, ker 32 .a1=3—j #(3)" 133. Prva resitev: 2, 2, §=2"2" = 1);
druga res1tev 2, —2 S— 242“—”) 134. 1860040 135. 4,8, 16,32 136. 3,6, 12,24, 48, 96 137. 27 cm’

138. Ne. Konja je preplacal za 485°75 evrov.

Matematicna ali popolna indukcija

139. a) 14850 b) 5240 ¢) 52500 140. / 141. / 142. a) S\ =1, $,=4, $;=13, 5,=30; S, =
b)Si=1,5,=4,5=16,5,=64:5,=4""  98=1.5=1.5=5§.5=5:5,= 52
8 8,=2, $,=—6, S;=12, §,=-20; S,=(-1)"""-n(n+1) d)85=1.5=2,8=3,8=:3;8=52 143. / 144. S,=-n
145. a) 30 b) 506 146. / 147. / 148. /
149, 1,146 1,146-146-2,146-1+6-2+6-3, .., 1+6- 221 = Fm)=1+3n(n—1)
Limita zaporedja
150. a) (0°5, 1'5)u(1, 3)=(0'5, 3) b) (1'5,2°5)"(2'5,3'5)=0 ©) (49,5 1)N(49,53)=(4'9,51) 151. a)da
b) da ¢)ne ¢) da d) ne e) da f) da g) ne 152. a) Zaporedje je padajoce ter konvergentno.
Navzgor je omejeno z 1, navzdol z 0. b) Zaporedje je padajoce in ni konvergentno. Navzgor je omejeno z 10, navzdol ni
omejeno. ¢) Zaporedje je naras¢ajoce ter konvergentno. Navzgor je omejeno z % , navzdol z § ¢) Zaporedje ni ne padajoce
ne nara$c¢ajoce. Ni konvergentno in navzgor omejeno z 1, navzdol z —1. 153. V O, ,(0) lezijo vsi ¢leni zaporedja od Sestega
dalje. 154. vV O, 25(1) lezijo vsi ¢leni Zaporedja od desetega dalje. 155. Zunaj okolice 0, 4(2) leZijo prvi tirje &leni
zaporedja. 156. hm 55 =0 Zaporedje je: 2 , 4 , % , TIE s 312 - Vsi ¢leni od sedmega dalje se od limite razlikujejo za manj kot 155 00

5 2=n_ — 4-n _ _ +1_ _ 1\n—1_ 3-n_ _
157. a) lim 3" "=0, N=7 b) lim -2""=0, N=11 ¢) lmOlo”5 z, N=21 9 lim16-(-3)" =(-4) "=0,N=7
158. a) 3 b) -1 0 3 o2 d ! ) —100 159. 2) 0 b) 0 01 ¢) Limita zapo-
redja ne obstaja. d)2 e)l 160. a) 0 b) Limita zaporedja ne obstaja. c) —% 161. a) Jl_r)rgo 2%” =-1
b) Vsi ¢leni od dvestoprvega dalje se od limite razlikujejo za manj kot 00 162. a) Zaporedje je narascajoce:

D-1 _3n-1 3n—1 _ Lot

Ay —a,= _((nﬂﬁj):l_ _ n"+] (—n—+2—)(x-+T) b) »}% nn+ 3 c)7 163. a) nlgl}g]_”nz =2 b) Vsi ¢leni od
petinitiridesetega dalje so v okolici Oy 0;(~2). 164. Zan>6je a,€ Oy05(0). 165. a)a,= /2 —1=0'4142,
=3 - 2 =0'3178,a;=2— /3 02679, ay= ./5-2 = 02361 b) lim (./n+1-/n) =0 05 166. a) padajode, m=0
b) 0 ) dus) 167. a)/ b) 0 YA 168. a) 1 b) 1 01 .2 d)0 OF
f) % g) 0 h) ne obstaja Y 169. a) 1 b) e® e’ e 4
170. a,<4-a,, <4; Jman+l=n1m%(zan+4)=4 171. a) 1 b) 5 172. a)0 b) 1 01
Neskoncne vrste
173. a) 54 b) § OF 8 16+8./2 d) ¢ e ¢ H2+1=25 174, a)k=3;3+ 2 + 2+
b) a, =18; 18——+%—4.. c)a1=—5;—5—2—‘-‘— ) 175. ay=16,k=3,16+12+9+..;a, =112, k==3, 112-84+63—...

176. a)x=3% b)x=2 177. x=1 178. 32=3%,218= 2121,40144 43 179. x=-2
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180. Vrsta bo konvergirala za —% <x< % , hjena vsota bo ﬁ . 181. a) x<—% Vx> % b) 33—f2 c)x=
8lx
182. 144 =576,100+2- 199 =100+2-1000=2100 183. §,= 2% =27n, §,= 4, = 120 184. a) §,= 144 =288
1-3 I-5 1-5 -5 20 -3
.1.92.4in60°
b) 5= 122 =144z 185. 5,= 43 =72 em, 5= 2291—,“‘60 =54. /3 em’ 186. a) 1 b) | oF
2 2 3
187. 0=4a(2+./2),5=2d"
Navadno in obrestno obrestovanje
188. a) 267 evrov b) 538 evrov 189. 5°6 evra (Leto 2003 ima 365 dni.) 190. 511 evrov (Leto 2004 ima 366 dni.)
191. a) 315 evrov b) 337°56 evra ¢) 22756 evra 192. a) 13300 evrov b) 1677591 evra ¢) 1796 evrov
¢) 1849 evrov 193. a) 153 15379 evra b) 19546736 evra ¢) 249471°38 evra 194. a) 3820 evrov
b) 3881 evrov ¢) Polletno obrestovanje prinese za 61 evrov ve¢ obresti. 195. 225567 CHF 196. 8000 evrov
197. 1293445 evra 198. Kapital bi se podvoji v priblizno 10 letih. 199. 12 let 200. 8% 201. 4%
202. 5 let 203. 3333 dolarjev 204. 6081 evrov 205. 47229 evra 206. 2582°79 evra 207. 6072 evrov
208. Skoraj 8 let. 209. 2'1-odstotni 210. Priblizno 5-odstotne. 211. 9'1-odstotna nalozba je boljsa izbira.
212. a=536,4=7481 213. a) Uboga vdova bi bila bogata; imela bi nepredstavljivo veliko vsoto denarja 2°3 10* evrov.
b) Uboga vdova bi imela 1°62 evra. 214. 7441 €,5537€ 215. 5'1-odstotna 216. 22°3-odstotni 217. 4862 evrov
218. 2350 €, 2409 € 219. 18832°53 evra 220. 744°39 evra 221. 4°5 let 222. 5076 evrov
223. a) Vrednost prve ponudbe ¢ez 6 let je 42 883706 evra, vrednost druge pa 40 81148 evra. Ugodnejsa je druga moznost.
b) 41 086 evrov, obro¢na znese 40 771 evrov in je ugodnejsa. 224. 10347 evrov 225. 125 evrov 226. 35 evrov
227. 13523 evrov 228. a) 304 evre b) 160 evrov 229. 272 mesecev 230. Da, anuiteta znasa 133°38 evra.
231. a=103
Stevilo obrokov 7 anuiteta 103
obrestnamera  0,74%
dolg 700  obstojeci novo stanje
doly  obresti anuiteta razdolZnina dolga
1. obrok 700 5 103 98 602
2. obrok 602 4 103 99 503
3. obrok 503 4 103 99 404
4. obrok 404 3 103 100 304
5. obrok 304 2 103 101 203
6. obrok 203 2 103 101 102
7. obrok 102 1 103 102 0

Osnovni izrek kombinatorike

232. a)6 b) 20 ¢) 120 ¢) 26 233. 48 234. 12

235. 10; zzz, zzpz, zpzz, pzzz, ppzzz, ZPPZZ, ZZPPZ, PZZPZ, ZPZPZ, PZPZZ 236. a)2-3-3-2=36 b) 9 237. 8

238. 105 239. 27

240. 16 241. a) 192 b) 48 c)0 242. a) 16 b) 8 c)3

¢)2 d) 11 e)4 243. 2)23-9 - 10° b) 10 - 10 - 10 - 10 - 23
/\ ¢) 23 - 1000 Z zadnjim tipom. 244. 32 245. 240 246. 15840
< M 247. 7 248. a) 120 b) 24 249. 30 250. 108
/\ /\ 251. a) 75 b) 91 252. a) 120 b) 72 c) 48

C/C\ M C/A/[\M C/C\ M C/A< M
ARARARLE

253. 20 254. 24 255. 256 256. 128. 257. 10
258. 3 259. 126 260. 26




Permutacije
261. a) 720 b) 4320 262. a) 7! b) 4! - 3! ¢)4!-3! 263. a) 12! b)3!-5!.41.3! ¢)3!-9!
264. a) 240 b) 48 265. 720 266. 576 267. 7! 268. a) 3600 b) 2520 269. a) 15!
b) (8!)° ¢)8!-7! & 13! 270. 210 271. 24 272. 48 273. a) 15! b) 9! - 6! - 2!
) 6! - 10! 274. a)2-7!- 8! b) 15! 275. a) 120 (KRONA, KORAN, NAROK, ORKAN) b) 120 (DINAR,
DRINA, NADIR, RADIN) ¢) 60 (KAMRA, MARKA, KARMA, KRAMA) 276. 1680 277. 348 278. a) 16!
b)7!-9!-2 279. 462 280. 2 - 7! 281. a) 9! b)5!-2!-2!-31 ¢)2-7! 282. a) BL b) 23!
283. a) 14! b)4!.7!.3!.3! c)7!-31-41.2 284. Ni dovolj, sluziti bi morali 7 let. 285. %
286. 8o 287. % 288. a) 8! b)6-5- 6! 289. (6!)"=518400 290. 5040 291 150
292. 126 293. 2520
Variacije
294. 30 295. 1173326 296. 64 297. a) Vi =6-5-4-3=360 p) Pvi =6 298. 60
299. a) V35 =25-24-23-22-21 b) Pvis =25° 300. a) 8! b) 6720 c)4l-41.2 ¢ 336 301. 216
302. 2- V3 =420 303. a) 72 b) 375 304. a)216 b) 120, 40 305. a) 42 b) 49
306. 6'=1296 307. 2% 308. Vi =360 309. a) 120 b) 625 310. a) 80 b) 3236
¢) 1600 &) 800 d) 1120 311. V3, =720 312. Vi =60 313. a)7 b) 20 06 & 10
314. 21 315. 12 316. 6 317. 20160 318. 1000, 10000
319. n=25-24-23-22-21-20-19-18-17-16= V,2 = 11861676290 000 320. V3, =95040 321. a)n=60
b) n=360 322. n=Vi=6-5-4-3=360 323. 900
324.7 8 9 ., 325. m=Vi=4-3=12,n,= "V} =16
8(7,6,...,0) 8 moznosti 326. a) Med 1000000 in 9999 999 je 9 000 000 stevil. Na prvem mestu sme biti vse razen 0 ali 7,
7(6,5,...,0) 7 mognost% na vseh ostalih mestih pa vse, razen 7. Torej je Stevil s sedmicami 8 - 9%, vseh, brez sedmic je
6(5,4,...,0) 6 moZnosti n=9000000 -8 - 9° = 4748 472. b)9° . 57
5(@4,3,...,0) 5 moznosti
4(3,2,...,0) 4 moznosti
3(2,1,0) 3 moznosti
2(1,0) 2 moznosti
1(0) 1 moznost
1+2+...+48=36
Kombinacije
327. 495 328. 36 329. 63 330. 21 331. 6720 332. 20 333. (160) =210 334. 495; Ne.
335. 80 336. 32 337. 105 338. 21 339. 21 340. 84 341. 35 342. 84 343. 28
344. Je mogoce, ker je vseh razli¢nih trojk 20. 345. @) (§) - (3) - (4) =20 b) 4200 )20 346. )28
b) 1313400 ) (‘55) =3003 ) Gg) =10272278 170 347. a) (”;2) b)n+1 o) 2+l
§) bl 348. a) 20 b) 4 07 349. 715 350. a) C5, =752 538150 b) C, — C%
) Cis - Cj ® C; - Cis d) C3 - Cig €) C f) Cls g)4- Ci 351. a) 60 b) 15
¢) 145 352. 450 353. 2090 354. 36 b) Ct - C3 +C ¢ Clh-Ci 355. 435897
356. a) 3840 b) 3624 960 ¢) 28800 &) 28800 357. a) 15 b) 15 ) 225 &) 480
d) 120 €) 210 358. 70 359. C2 =45,n=10 360. C3-C; =63 361. a) 220
b) 43 470 ¢) 54740 &) 54996 d) 15120 362. 2°—1=31 363. 57 364. 21 365. a) 36
b) 80 ¢) 100 366. a) 465 b) 3630 ) 2310 &) 3465 367. 11 368. 4 369. 4
370. 1296 371. 45,21 372. Ceso4 fantje: C;‘ =5, ¢e so 3 fantje in 1 dekle: c§ . Cé =30, Ce sta dva fanta in dve dekleti:
C?-C3 =30, ¢e je 1 fant in 3 dekleta: C!-C3 =5.V vsakem primeru gre Se za presedanje oz. 4! =24, zato je vseh nacinov 1680.
373. a) C, b) C, - Cx 374. 3420 375. 496 376. 22 377. 437000 378. 96

379. a) 560 b) 224 )32 &) 1684 d) 168 e)4 f) 560 g) 165
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Binomski izrek

380. a)b'+4 2 b°+120°+8 .2 b+4
©) x°+18x°y+135x" +540x°y + 1215x°" + 1458x)° + 729)°

b) @’ + 10a* +40a” + 80a> + 80a + 32
% 7 6 52 4 3 3 4 25 6 7
O u —21luv+189%u v —945u v’ +2835u™v —5103u"v' +5103uv” —2187v

d)4(17+12,/2) e) —4+4i f)—72 - 42i /6 g) 36x° — 240x"y + 720’y — 1080 x*” + 810x)" — 143y’

381. a) 13440x"° b) 2016xY . fy ) 3003(§)Sa2° &) 1670765° d) 486 4864 ¢) 138996de’
382. 2) 90 b) 15 ¢) 189 ) 1120 d) 1966080 383. a)2" b) 0 ¢)2' 0
384. r=7,n=15 385. / 386. 1013 387. 13 388. a) 16, 32, 64 b) 2"
Kombinatorika in preslikave

389. 120, MARK, MRAK, MORA, MOKA, OKRA, ROKA, ROMA, AMOR, KARO, KOMA ... 390. 36 391. 64
392. 9

Osnove verjetnostnega racuna

393. a,b, ¢ 394. b 395. ¢ 396. {1C, 1M, 2C, 2M, 3C, 3M, ..., 6C, 6M} 397. 240

398. a) vsi urejeni pari v preglednici

399. {CCC, CCM, CMC, CMM, MCC, MCM, MMC, MMM }
C

b)1,5,22,1,7, 12,13, 11,5

400. S={¢rm, ¢rz, érb, ¢mz, émb, ¢zb, rmz, rmb, rzb, mzb}
401. a) {(1,1),(1,2), ..., (4,4}, vseh je PVi=16

M b) {(1, 1), (1, 2), ..., (L, 5), ..., (4, 5)}, vseh je 20
C ¢) vsa Stevila od 000, 001, ..., 999
M
C
M
C
M
Verjetnost dogodka
402. 350 403. a) 40 b) 120 ¢) 120 ¢) 80 404. 0°54; 8% 405. 0 406. a) % b) %
1 7 . . . 9 3 4
) 407. 13 408. a) 053,021,026 b) . % 16 ¢) Da. 409. 4
410. 411. Odgovor c. 412. 5
°e °5 413. (empiricna, teoreticna)
[ ] [ ]
O O R Cll%e [0 [° * a)%,é b)%,}‘ c)OdUréegZp%
(] (] (] (] (]
[ ] [ ] e o
[ ] [}
(] [ ] o o

d
N
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414. a) b) ] ]

(2] 0 ; !
8

1
‘v 1
8

ool

)

>
NGA
Sl
oo |w

1 1 11 5 1 1 9 _3
415. 7 416. 0 417. 755107 418. a) 30° 10° 0, 30 b) P(D)— 20 419. OngVOr C.
420. L=py<pPB)=1 421. a) 2 b) & o1 0 d) OF:
422.2,2,4,4,5,6;1,2,4,5,6,6 423. a) | b) 3 0 3 93 44. 425. a) 2 b) 5
1 xy 3 13 . 1 1 12 . 19
o ; 9 3 @ 2 426. 0°8 427. 5 428. 1 429. 1 430. 0'27 431 8
432. 24 433. a) A1 B2, Al B3, A2 B2, A2 B3, A3 B2, A3 B3 b) P(4)=1, P(B)=1 09
¢) Ker ni kartice s Stevilom 0. d) Ker je zdaj ve¢ elementarnih dogodkov, ugodnih pa toliko kot pre;j. e) P(O)= %
434. P(A): 2, PB)=1 435. 0'15 436. 00016 0°0064 02064 0°7936 437. 0°5 438. 1
5 2 2 .
439. 2 440. a) 3 b) 2 o F 441. 0'126
Racunanje verjetnosti
4,2
442. & 443. L 444. 04 445. P(4) = ‘l% =2 446. 0°6 447. Verjetnosti zmag so enake: P(A)= 3,
8
P(O)=3,P(B)=3. 448. 98% 449. 09998 450. 2 451. 11 452. 3 453. 0'15 454. |
1 5 125 5 25 14 17 5 1
455. a) 21_6 b) § C) m c) 216 d) E e) — 456. a) 4—5 b) 4—5 c) § c) 4—5
d = €0 f)3l 457. P(4 N B) = P(4) + P(B) — P(AuB) 1421214 458. P(AuB)=%+}‘—é=1—5§
459. a) P(4’ mB):P(B—A):P(B) -PANB)=3-1=1 b) 460. a) P(4) = 832 = = =070095
_ 61412 _ _ 47 1 % < _ 416!-3 _ 1 21.2:41.2.2 _ -
13 _ 4le! _ 1 27 12 27 xy 1 24
461. P(A)—l C{) B 462. P(A)— 28 =4 463. a) 2 b) £ 0 3 R3] 7 d 4
2 2
oL N3 464. P(4)= 11323 _ B 465. a) P(A) = S5 = 0°47 b) P(B) =1~ ; 4
15 15
) P(C)= SC—%: -3 9 P(C)= C—i = 14—5 466. a) P(4) = 5= b) P(B)= 22 = ¢ o P(O)= £
YPO=% =1 dPD)=32 =1 467. a)P(A):27—8 b) P(B) = 9PO)=5 =3
X _12_3 . 1 4
YPCO)=1=3 468. 0°0025 469. P()= & =1 470. n=C7 =21, P(4) = 5-
471. m=P3? =6,n=2" a)P(A)—%:% b) P(B) = Sdxl — 11
472.
_745+745+455+755 555-6 .
cCcCCcC MCM 473. a) P(4) = = = 220 01137
CCM CMM C3C3C3333°3
+C3+Cy+C5+C5+C 35+4+4+10+10+1)-6 .
CMC MMM b) P(B) = =Lf=s 4c§05 s#C: _ (5444410410416 _ 0] 58
M CC 356 - & :
MM C ©) P(O) = 5575555 = 00086 &) P(C‘) =0'0345
P(4) =6 d)P(D)=1- C—ZG =036 ¢) P(E) = =0°0012
7 CSO C3
) P(F)=0 ) P(H) = 0°3990
474. a) P(4)= 32 = b) P(B)= 13 = 1 ) PO)=3% =15 YPC)=1022 - 1 - T dPD)= 5 = &
5. 2
¢) P(E) = 2 475. a)P(A):E%—Z:TlT b) P(B)=$3:2 = 3 c)P(C):-f:%

¢) Dogodki tvorijo popoln sistem.
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Verjetnost produkta dogodkov

X 1 _ 11 1 1 2 1
476. c, ¢ 477. a 478. a) & b) P(B)=1-2 =1 ¥ 91 d) 3 O
neanl - _ 444 _ 1 1 4 1
479. P(4)=043"=0"185 480. P(4) = gtds = m 481. L 482. L 483. L
484. P(4)=0'47- 078 =037 485. P(U)=%, P(B)= 5%, P(C)= 18 486. P(4)= 55, P(B)=13, P(O)= 5
2
487. P(4) = 14 = 0209 488. % =4 489. a) b) L o) stevilo 1, P(1)= 3
16
1.1 C: _ 1
490. 11 91, PA) = 5= = 35 492, 493. Da.
494. D godka AinB sta neodv1sna dogodkaA in C sta odvisna, prav tako sta odvisna dogodka B in C.
495. a) 3 7 b) 2 = ) P(S)= 4 36 je razli¢en od P(S| =3 7 dogodka sta odvisna.
496. 1/PP  pay=1 497. P(4)=2 =1
forp TO=3 @=4=3
498. a) P(4)=0'32-0'25+0°68 - 0°30 = 0'284 b) P(B) = L:8 60 70 =070 499. 1
boM 500. 4 501. 2 s02. 1 503. 2 504. 0'5 505. -
NE 1 _ 14 31 . .
DOM 506. 507. N=16 508. a) 12 b) 31 509. a) 0°002 b) 0°026
1 3 3 7 10 4
I d) e 2 512. a) 2 b) 2 DE 9 2 d) 3 513. 2) 0°25 b) 1
o 514. % 515. a) 0497 b) 0°47 ¢) 0222 ¢ 0°467 516. 1 517. %
. . . X\ N 5 1 1 . 1 3
518. a) 0'38 b) 0°08 0016 007 519. )05, 1, 2 L b) .05 ol
¢) A in B sta neodvisna. d) 4 in C sta odvisna. 520. a) & b) %, % 521. a) % b) 11—0
1 1 _1 1 _ 5 _2_1
522. P(C)=1 -+§-§_5+;‘_ﬁ 523.20,20,20,20 P(4)=2%=1
P(po N C) =1 30,50 524,
1 50, 20 P(4) = 2x, P(B) = 3x
P(po/C)= JJ;%) -1 20, 50 P(4 U B) = P(4) + P(B) — P(4) - P(B)
i 20, 20, 50 ) 2
£ =2x+3x—6x
20, 20, 20, 50 3 )
187~ 15x+2=0  x,=1,2
_1
PA) =3
_1
P(B) =1}
525. 991 526. a) 0°000125 b) 0°0285 €) 005 ¢ 071235 d)0°122 €) 0°02625 527. 1
ypre)=2 528. a) = p) -2 ¢ O —1L d) L e) —1— ) -
’ G @y @ @' 10° «y’ Co- G - C
1 1 1 . 1 1 1
L h) —— L K L 1
S RENre: e USRED )& FeNED
Popolna verjetnost
1 1 6 3 2 3 5 1 4 1
529.3)3,1,7 b)Z’§’§ c)i‘z‘:i’g’z
w3 1 1 1 9 1 1 1 . . . .
N N I 530. 0°015 531. 0°565, 033 532. 0°04
533. 2) 0'196 b) 0°09 ) 0'563 534. 0°964 535. a) 41 b) =

536. 0°17




537. 0'5 538. a) & b) 22 o 539. 0°06
08

04 540' a) {(Da D)a (Da El)a (D7 EZ)) (Ela D)a (E17 El)7 (Ela E2)a (E29 D)a (EZ) El)a (E27 EZ)}

D b)PUA)=3 o P(B)=13
D E
5. _1 .3 1 4 _ 41

07

o cCcgr

Dopuy=3 01+ & 01520127

E, E; _ PPL/) _ 9
£ P/ L)= PR = &

Zaporedje neodvisnih poskusov
543. a) 59% b) 84 % ¢)95% 544. 0’164 545. 0°02% 546. 1'6% 547. 993 %
548. 177 % 549. 2°4% 550. 0'3% 551. 0'1% 552. 0°206 553. % 554. 0
Normalna porazdelitev
555. a)33% b)31% ¢)47% ¢) 8% d) 68 % 556. a)47'7% b) 34 % 557. 8'1%
558. 32% 559. 0'8% 560. 9'2% 561. 2'3% 562. Odli¢no (80 ali vec), prav dobro (od 74 do 79),
dobro (od 66 do 73), zadostno (od 60 do 65), nezadostno (64 ali manj). 563. 9°2% 564. Srednjih 50 % kupcev porabi med
5822 €in90°78 €. 565. a) 0'768 b) 0°6915 c) 173 566. a) 0°0054 b) 0°9522 ¢) 0°106
¢) 05 d) 0°1587 567. 114 mg/dl 568. a) 139 b) 97
Racunanje s funkcijami
569. a) Dy=(—c0,~1) U (3, =) b) D,=(-1,1) U (1, =) ¢) Dy =(—co, 2] U (4, o0) 570. a)fﬁl(x)zg +2,f(x71)=)% —4in

()" =57 b) g (0= 2+T, g0 =% -1, (g) ' = 5 71, 07 (9= log(x- D)= 3 +1in (o) = o
b) g '(v)=¢", g )=Ini =—Inxin (g(x)) ' = ;=

572.

g 573. a)x:% b)x=1 x=1

3\ . é)x=% d)x=—% e)x;=-3,x,=3
SR RfD=3x+1 574 (f+@))=—1 +1, (f~@)w)=1x+5,

g [-1,00) = [0, e0); g(x) = (x+1) - s
h:R— R h(x)=x"+1 (f-g)(x)=_%x2_12_3x_6’ (é)(@:%ﬁﬁl;

¥ R Rl =-3x+3 h(x)=2g(x)=-3x—4
g—l; [0, o0) = [—1, ); g(x)= ﬁ -1
R - R; h(x)=3x—1

-1
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575. a) (f+g)(-1)=-3, (f=g)(1)=-3, (f- ©)(3)=0, (g—NH(#)=-3 in (é)(0)= % b) flx) =x"—2x -3, g(x) =x—2, (f+g)(x) =x"—x~5,
(f—2)®)=x"=3x—1, (g-NEX)=—x"+3x+ 1, (- @) =x" —4x" +x+6, (g)(x): x—z;—%x?_—é 576. a) (f+g)(x)=x"+2"
b) 4g(x)=4-2"—4=2"7_4 Q) (g-NHx)=2"-x"-2 O (@) =x2"+2"-x"— 1 d) (}%)(x)=2:;i ; D, =R
X g
577. a) (- @(¥)=x" = 5x" +6x° =X’ +5x— 6, (L )(x) = f*l ;D =R, D; =R-{2,3} b) (f- 2)(2)=0, (L )-1)=-1
g x"=5x+6 2 g 6
578. a) (f+2)(x) =cos’x+sin’x=1 b) (f—g)(x)= cos’x — sin’x = cos2x ¢) 2g(x)= 2sin’x ¢) (f- g)(x)=cos2 -sin’x= }‘ sin’2x
d) (é)(x)z (—’fizzi‘ =cot2x; D;={R-kn; ke 7} 579. a) Dy=(=0, 0), Z;=[0, ) b) D;=[-7,7), Z;=10, =) ¢) D/=R,
sin x
Z=I1, .31 580. ng= (e, ) 581. Ena nicla je na intervalu (1, 2), druga pa na (=2, —% ). 582. 4
583.
y y y
2 2T i
S o 1 27 5 I D o 1 2%
4 _1,, 4
_.2,,
584.
y v (15,16) 4.8) y
0,,
-1, 4)
0,0) /(8,0) L\ (24,0
0

\/ 10 20 \ X
(3,-6)

~
—
_
ke
o0
=

= h—

0,2
17 I I
T 0l1,0) 9,0 20 (25,0) *
(-4,3)| (4,3)
585. 0 586. a) (fo g)(x)=x"+2 b) (g © /)(x)=x"+6x+8 587. a) (fo g)(x)=x" b) (g °f/)(x)=x"+2x
) (fe )= Jx+T+1 9 (gegm=0"-1"-1 588. a) (fo@)(x)=1-x b) (g N¥)= 25 o) (fo )x)=x
9 (g0 g)x) =" 589. (fo g)(x)=log(—x" —4x+12), D;.,=(~6, 2)
590. a) (fo g)(x)=x b) (g °/)(x)=x O fx) M) =2 2" =27 = ()" =4"

y

4* 591. f(g(x))=cos(3x"), g(f(x) =3cos’x

592, a) k=0 b) k=1 ¢)n=0
593. f{x)=sinx, g(x)=x"

594, a) A(50, 0)=—18°C, (100, 11)=—2"5°C

11 0<v<6'S
b)Mv,11)={22:55_5.29«/‘—’ +0'278v; 6'5<v<72
22 V=72
y,,
5t
595. a)1,1,2,3 b)0,1,1,3 02,3,3,3 i__
596. 2) f=1)=/(0)=3,f(1)=-1.f0)=0./(3) =1, g(-1) =g(0)=0, g(1)=2. g(2) =4, 8(3)=6 P
b) f(g(1))=0, f(h(1))=0, A(f(1))=2, f(f(2))=3, g(g(3'5))=14 ¢) S 0|1 5 x



Limita in zveznost

597. a) Funkcija je zvezna na R. b) Funkcija je zvezna na R. ¢) Funkcija je zvezna na R.

¢) Funkcija je zvezna na R. d) Funkcija ni zvezna v tocki x = -2. e) Funkcija ni zvezna v tockah —1 in 3.

f) Funkcija ni zvezna v to¢ki x=-2 g) Funkcija ni zvezna v tocki x=1 h) Tock nezveznosti funkcija nima.

i) Funkcija ni zvezna v tocki x=0 j) Funkcija ni zvezna v toc¢ki x=0 k) Funkcija ni zvezna v to¢kah x=km; ke Z

598. a) Funkcija ni zvezna v to¢kix=—1.  b) Funkcija ni zvezna v tocki x = 1. ¢) Funkcija ni zvezna v tockahx =2 inx = 1.

d) Funkcija ni zvezna v to¢kah x = g +hkn, ke {0,1,2,3...}.
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|
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;
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|
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b) Funkcija ni zvezna v to¢kah x =n; n € N.

A y
B 61 o— 600. a=4 601. k=10
EEEEEE HHH st — 602. a=2%,b=2 603. a=2,b=1
0 1 X 4+ o
—_ Nl .
i 8| H
1+ o—
Tol 1 2 3 4 5 6 7x

Racunanje limite

604. a) zvezna, 5 b) v =3 zvezna, 6, v 3 ni zvezna, nima limite ¢) ni zvezna, 0 ¢) zvezna, —1 d) zvezna, 2
e) ni zvezna, 5 f) ni zvezna, nima limite
605. a) b) )lciil}f(x):—l, xlirp]ﬂx): lin liir%f(x), ne obstaja.
606. a) 1 b) 2 ¢)-3 9-; d)0 &1 607. a)2
s 9-1 -3 d)-3 -3 n-3 QR
608. )2 b) 2 01 8 L2 d)-1 03 n2
609. a)2 b) 1 06 92 d) ne obstaja 610. a)2 b) 1
c)2 &1 d)2 e)2 o0
611. 2)6 b) & -3 91 d & e I 612. T=500 613. a) 1 b) 1
c) —% ¢) —% 614. a)eo b) —oo ¢) Limita ne obstaja. €) —oo d) Limita ne obstaja. e) —oo
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h) -2 i1 616. 2) 0

g2

0-1 -1 d)-16 e 1

b) 0

615. a) 1
b) 0

e)l

d)2

)0
2

-1

b)y

617. a)y

d)y=-1

Oy=1

1

10

-1

¢)y=0

b)y=x+1

=x-1

618. a)y

e) y=-2

) y=—x-2

x-3

c)y=

h) ne obstaja

d) —o e) 0 f) —oo g) oo

00 -1

b) 1

619. a)



620. a) b)f(%): Ag ,f(—g )= % ,f(0)=0 c) llmf(x) hm f(x)— hmof(x) ne obstaja
4 1 3
1 %
,\ / 621. a) 1 b) 2 0ol 9 3 a1 e)4
Y N e o %n - 622. =1 623. a) 1 b) 2 0l o-1 d)1
1}{ i o1 f)y—1
624. a) ag b)g ) % é)% 625. a) e b) e 00 Oe' 626. 2) 0 b) 0
NE 90 627. y=3 628. k=2
Definicija odvoda
629. a) 9=63°26" b) (p=135° ) p=108°26’ &) p=0° d) p=90° €) p=33°1"
630. % +% =1, M(-5,0), N0, -3)
2
y
facth)—fix) _ G+m’-1-3%+1 _ 2 riay_
631, Axthlfld — - =27+49h+ 1, f'(3)=27
X 632, Methf) — Gt hox o _ gy 4 /(1) =2x— 1, £(2)=3
1 1
ot h)—flx) _ Gth)_x _ —2x+h vy 1
633, B == = o /0= 2.D=;
634. a) k=4 b) k=1 ) k=1 Y k=—%

635. Enacba sekante s je y=3x— 11, enacba tangente ¢ pa y=2x— 10. 636. a) ['(x)=5 b) /' (x)=-1 ¢) ' (x)=3x"—4
OfW=2xt6 A @=-% Of (=5 637. (=5 b=
¢/ (x)=2x-3 9 x)=1 d) /(x)=3x"—2x )/ (x)=—10x"+8x +3x"+1
)/ (x)=8x—4 g) )=k h) /'(x)=2ax+b i) /' (x)=2ax—2ap

d)fx)=-3x"
¢)f'(x)= 8(4x+ 3)

d __1 =

642. a) f'(x)= 2 b) f'(x)= O +2)

N 36 )= 004-4./2
Orm== 0 =2ty
644. f'(x)=15(5x-2)", zax=2 je f(3)=0.
0/ (x)= 2-(3x— 8! E)f’(x)=(&)izl;x)
646. ayih=a * b

s[m]
6< ,,,,,,,

— e
i
t
i
i

638. p'(x)=12x" +x —x+2, p'(-1)=-8
640. a) f'(x)=—2x"+2x

) f'(x)=

639. f'(x)=2x—3, zax=4je [(4)=5
) f'(x)=—ax é)f’(x):4x_3+)2—‘
641. a) f'(x)=6x—1 b) £/(x) =3~ 10x+7

d)f’(X)=(x— DOx—-1)

b) f’(x): 1+x7°
s 2K

k2 x3
&/ (x)=6- (2x—1)2

) //(x)=—2(2x +3x" - 6x—2)

Of@=22E frm= s afe= ey
g)fr(x) —2 2ax+b 643. f!(x)_ 2!){ 4X —x+1 fr(l) 6
(ax +bx+c ) ( 2)

645. a) /' (x)=4-(3x"—8./2 x+38) b) //(x)=12x- (3x"—4)

d)f'(x)= MK@ €) /"(x)=3akx’ + 2anx+2bkx+ bn +ck
+x-2)

v[3]

¢) Po 3 sekundah je hitrost 9 m/s, prevozena pot pa
13°5 m, po 10 sekundah je hitrost 30 m/s, prevozena pot
pa 150 m.

)

)
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Uporaba odvoda

647. a)y=x+1 b) y=3x+1 ¢) y=—6x+3 Yr=% -+ d)y=—3x+3 e y=—3x-3
648. T,(0,-3), y=x—-3, T5(3,0), y=10x—-30 649. y=-21x+24 650. Enacba tangente je y= —% x+3, enacba normale pa
y= %x— % . 651. 15 +§ =1. Abscisno os seka v tocki M(—2 , 0), ordinatno os pa v tocki N(0, 5). 652. a) A(0, 0), B(—;—1 ,0),
3
C(0,4) b) S= g 653. Implicitna oblika je 9x+ 7y —50=0, eksplicitna oblika je y——— x+ , odsekovna oblika pa
% +—5_% =1. 654. Ty(1,1),y=10x-9 655. T(-2, 1),y=3x+7, 750, 3), y=3x+3 656. y=—x
g 7
657. T1(2,3) y=—x+5in75(0, 1) y=—x+1 658. T\(1,3), TH(-1,-3) 659. Ty(3,-12) 660. g=4, Ty(0, 7)
661. k= l 662. p=284°48"=8481° 663. V tocki T;(4, 0) pod kotom ¢, =83°40", v Tx(—1 , 0) pa pod kotom ¢,=96°20'".
664. Preseéiééi sta 7'(— 3,2 3 ), T2(2, 3 ), p=T7°42". 665. p=14°2"
666. 667. T\(1,-14), T»(3, -18) 668. P(2,3), p=45°

_3,

Graf funkcije seka abscisno os v toéki (1, 0) pod kotom ¢ =161°34,

ordinatno os pa v tocki (0, % ) pod kotom y=53°8".
669. a) T\(0, 3), ¢;=30°58"; T5(-3,0), ¢, =71°34" b) 7(1, 3), ¢, =40°36"; T»(3, 3), ¢, =40°36’

x

670. fix)=x, g(x)=(x—2)", P(1, 1), p=45° 671. a) T\(-1, 1), ¢, =33°41"; Ty(1, 1), p,=33°41" b) 7(2, 3), p=52°¢%’
©) Ti(0, 16), ¢, =85°24"; T5(2, 0), ¢, =86°25", T;=(~6, —128), ¢, =0°36 & (-2, % )s @1 =28°4"; To(1, —1), ¢,=90°
672. y=—16x+12,y=16x+12 673. y=6x+1

674. Funkcija ni ne injektivna ne surjektivna. Definicijsko obmocje funkcije so vsa realna Stevila, zaloga vrednosti pa interval (—oe, 3]. Nicle
sox;=—1,x,=3,x3=7 inx,= 11, presecisce z ordinatno osjo pa (0, 1'5). Funkcija je naras¢ajoca na (—4, 1) in (5, 9), padajoca pa na (—eo, —4),
(1, 5) in (9, ), pozitivna na (-1, 3) in (7, 11), negativna pa na (—oo, —1), (3, 7) in (11, o). Funkcija fje navzgor omejena s 3, navzdol ni ome-
jena, ni ne liha ne soda in ni periodi¢na. Ekstremi so v to¢kah: (-4, =3) in (5, —=2) (lokalna minimuma) ter (1, 2) (lokalni maksimum) in (9, 3)
(globalni maksimum). 675. a) Narasca na (-2, 2), pada na (—oo, —=2) in (2, o).

b) Naraséa na (—oo, —% )in (% , %), pada na (—% , % ). ¢) Naras¢ana (1— /3, 1+ ./3), padana (=, 1 — /3 ) in (1+ /3, ).

¢) Nara$ca na (1, «), pada na (—eo, —1) in (-1, 1). d) Narasca na (—oo, —1), (—— 0) in (% , 00), pada na (-1, —% ) in (0, % ).

e) Pada na (15—2 , 4), narasca na (—eo, 0), (0, 12 ) in (4, o). f) Narasca na (—eo, —1) in (1, ), pada na (-1, 1).

g) Narasca na (—oo, —1— /2 ) in (=1+ /2, ), padana (-1 - /2, -1+ ./2). h) Nara$¢a na (oo, —,/6 ) in (/6 , ), pada na (—,/6 , /6 ).
676. Definicijsko obmocje funkcij £, /# in g je R, funkcije so nara$¢ajoce, ker je odvod vedno pozitiven.

677. Odvod je vedno negativen. 678. a>-2 679. a) f'(x)=3x"— 6x. Maksimum je v (0, 4), minimum pa v (2, 0).



b) /' (x)= 3x - 12x. Maksimum je v (0, 2), minimum pa v (4, =30). o) f'(x) =-3x +4x+15. Minimum je v (—% s —‘% ), maksimum pa
v (3, 36). & f'(x)=4x" - 6x. Maksimum je v (0, 2 ), minimuma pa v (32@ ,—1)in (—a@ ,—1). d) /' (x)= 1 x* - 2x. Maksimum je
v (0, 0), minimuma pa v (/6 , -3) in (-,/6 , -3). e)f(x)=1- % . Maksimum je v (- /2 , =2 .,/2 ), minimum pa v (/2 ,2,/2).
X
1oy X 32 - P oy 4= - . 1y e 5 1
f) /' (x)=*—== . Maksimum je v (-2, 3 ). 2/ (x)=— 5 . Maksimum je v (2, & ), minimum pa v (=2, 3 ).
X (x"+2x+4)
2
h)f’(x):—)ﬁ—_TIOLZ—9 . Maksimum je v (9, le—; ), minimum pa v (1, % ). 680. a) Maksimum je v (3, 20), minimum pa v (-3, —16).
(x"=9)
b) Maksimum je v (=2, 38), minimum pa v (=5, —151). ¢) Maksimum je v (—1, 4), minimum pa v (1, 0).
681.
a) Nicle so x; =0, x, 3 =3, presecisce b) Ni¢le so x; ,=1, x;=-2, presecisce ¢) Nicle x; =4, x, ;=-2, presecisce
z ordinatno osjo (0, 0), maksimum je z ordinatno osjo (0, 2), maksimum je z ordinatno osjo (0, —4), maksimum je v
v (1, 4), minimum v (3, 0). v (=1, 4), minimum je v (1, 0). (-2, 0), minimum v (2, -8).
y i
4,,
s
1,
OA X X
é)Niélex1=—l,xz=1,x3=—%, d) Nicle sox; =0, x,=2,x;=1- /7, e) Nicle so x; =1, x,=—1,x;=—,/3,
presecisce z ordinatno osjo (0, 1), x4=1+ /7, presedisée z ordinatno osjo x,=./5 , prese¢isée z ordinatno osjo
minimum je v (—% s —% ), maksimum (0, 0), maksimum je v (1, % ), v (0, =5), minimum je v (0, —5), maksi-
v(%, %). minimumapav(—l,—%)in (3,—?‘ ). muma pav (/3,4)in(-./3,4).
y
: —
X
X

f) Nicle x; , =0, x5 4 =4, minimuma sta

v (0, 0) in (4, 0), maksimum je v (2, 4).

y
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682.
a) Nicla x, ,=2, presecisce z ordinatno osjo je (0, -2), b) Nicla x, = % , presecisce z ordinatno osjo je (0, —1),
polax;=—./2 inx,= /2, asimptota y= 1, maksimum (1, -1), pol x; ,=1, asimptota y=0, minimum v (0, —1).
y y

¢) Nicla x, =1, presecisée z ordinatno osjo je (0, —1),

polov ni, asimptota y =0, maksimum (1+ /2, % )
in minimum v (1- /2, —4@ ).

¢) Nicle x; ,=0, presecisce z ordinatno osjo (0, 0),
polov ni, asimptota y =0, maksimuma (-1, 1) in (1, 1),

minimum (0, 0).

d) Niclix;=—4 inx,=1, polax; =0, x,=-3,

asimptota y=1, minimum v (—% R 295 ).
!
e) Nicla x; =4, presecisce z ordinatno osjo je (0, % ), | 1
I
polax,;=,/7,x,=—./7 , asimptota y=0, maksimum (7, % ) : s
S I
in minimum v (1, 1). I .
! 28
| I 94
: i
R——“—"{“—f“h"?
4\ -8 3ol A X
| 2 i
I
I
I T
I
!

f) Nili x;=—1 inx,=1, pola x,=—2 , x,=0,

asimptota y = % , maksimum (-2, % ), minimum (—% ,2).

683. Odvod je vedno negativen.



684.
a) Definicijsko obmocje je D,=R~—{0}, nicel ni, b) Definicijsko obmocje je D;=R~—{4}, niclax, ,=1,
pol x=0, asimptota y=x, maksimum je v (-2, —4), pol x; =4, asimptota y= —% x— 1, maksimum (7, —6),
minimum pa v (2, 4). minimum (1, 0).
J |
l
I
|
|
= |
R 1 :
\\‘\‘\ ‘1 8 N
BESTRARDREE A
iu IR |
ol ;
T\\ I
N
| RS
-6t ------ I
I
|
I /4.\
¢) Definicijsko obmogje je D,=R—{-1}, 688. Ker je odvod funkcije /7 (x) = ‘%1—_%)‘3-) , ima funkcija
: x+

15 1., _
niclix; =5 - “2£ s Xp=5 + “25 »polx;=-1, ekstrem, ki je lokalni maksimum v (% , % ). Ker pa je

asimptota y=x—2, maksimum (-2, =5), . L. . ..

plolay=x um ( ) hmlf(x)z—oo in lim fix)=—4 ter ima funkcija /'v x=-1
minimum (0, -1). e o
pol druge stopnje, so resitev neenacbe f{x) < % vsa realna

Stevila.
685. t,=3s,t,=4s 686. a) (f, ¢), (g, a), (h, b) b) (f, b), (g, ¢), (h, a) 687. Funkcija ima 3 lokalne maksimume
in 3 lokalne minimume. 689. a= % ,b==2,c=11 690. 1 691. graf C ... f, graf B ... /', graf C ... /"
692. a) Narasca na intervalu (—eo, —1) U (1, 4), pada na (-1, 1) U (4, ). b) Konveksna je na intervalu (—eo, —1) U (1, 4), konkavna na
intervalu (=1, 1) U (4, e). 693. 100=50+50 694. 18=9+9 695. Kvadrat s stranico a= % . 696. r= 2—’ ,S= %2
697. a=12 dm, 5=6 dm, c=4 dm 698. a)a=%,v=12 b)a=v=12 699. r:v=1:2 700. a=2,b=}%
701. a= %E ,b=2cm 702. %‘ +§ =1 703. 7T(1, 1) 704. Ty(./5,1) To(=./5, 1). Nasvet: Tocka hiperbole, ki je najblizja
kroznici, je tudi najblizja srediscu kroznice. 705. —37"
Odvodi drugih elementarnih funkcij
2 2 3
706. a) //(x)=16x2x"+ 1)’ b) /' (x)= 2Dt ) /(%)= 15x*(1 = 5x%)(5x" = 3)’ 9 f()=—12
. x , (3-2x%)
d) £/ ()= 3@ e D6x +20-3). €) f'(x) = 4hk(kx + n)’ f) /()= 82D 1) £) /(1) =227 +2)(15x°+ 18x* — 627 - 4)
X X
10y 2x+7 _3 _ 1 [ | 1 2 rean_ S ’ _
h)f(x)—ﬁ 707. ay=3, ay=—1 708. a) f (x)_2—ﬁ+J—x_3+% b)f'(x)=3 x./x o) f/(x)=2x+3/x +1
1 _3
&) [ (x)=4x 33 d) /() =412 12/x° Of (=3 -1x°+4 709. y=1 +4 710. Enacba tangente je
X

y=—x—4, enacba normale pa y=x-2.
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711. Abscisno os seka v tocki (-8, 0) pod kotom ¢ =4°46",
ordinatno os pa v tocki (0, 2) pod kotom 0°.

712. a) f(x)=—

X ’ 2 () — 4x—1
ﬂ b) f'(x)= 3+x m o) f'(x)= m

O ()= JT-2x - ﬁ = % d) f'(x)=6x3/8—x — (8 iﬂ‘(‘: 7x)

’ 2x+3 ’ _ _x-4 " 1 Eﬁ X +4x+1
e)f(x)— 1)J2—+ f)f(x)—m g)f(x)_2 21 (x+2)2

h) f'(x)= (nx+m) o nxim 713. Enacba normale je y=12x—110.

nx+m

714. a) Py(~1, 0) in P5(0, 1) b) ¢) p=8°8 715. f/(x)=

T =BT )

716. f'(x)= 1+x .V togki T(3 z)podkotom(p 29°21".

2(1+ )

717. f'(x)= ,a= % 718. a) D;=[0, ), nara¢a na (0, «).

]

3 (l 0t
b) Narasca na (-1, —‘5—‘ ) in (0, =), pada na (_‘5_‘ ,0).

5

] ‘ ; ‘ ‘ ‘ i 2
1 719. a)f’(x):%ﬁ—i—gzxz;iz. 2h). b) /' (x)= xjiu'
Maksimum je v (-2./3 , —./3 ), minimum v (2./3, ./3).
720. a) Definicijsko obmogje je Dy=[-2, /2 1. 721. a) Dy=(—oo, 1]
b) Nicle sox;=0,x,=—/2,x3= /2. b) Ni¢la je x=—l - ﬁ , presecisée z ordinatno osjo je (0, 1).
. 2-2¢° . - )
==L Mak 1,1 =1-—F M k:
¢) f'(x) o aksimum je v (1, 1), c) f'(x) F a31mumjev(4,4)
minimum pa v (-1, -1). ¢) Funkcija narasca na (—oo, 3 ) in pada na (Z , 1).
) v d)

5
5,

et
=

|
v
<
e
=
|
\N'—‘
NL&
[
f==)
Bloot----—-

722. Definicijsko obmodgje so vsa realna $tevila, ni¢la x=2, prese¢isée z ordinatno osjo je (0, —./2 ). Ker je }1_1)1;10 fix)=11in Xl_i)n}oO fix)y=-1

sta asimptoti y=1iny=—1.f"(x)= JAAL in minimum je v to¢ki (-1, —./3).
(x"+2)

' f_xtl f_xtl _ 1 s =327y + 2+ 9yt2 2
723. )y’ =-3 b))y =+t 0y =5 §y =—1x d)y'= 581—2% e)y ==3% ;3_);: + 724. 2
725. —m 726. g'(1)=2 727. }‘ 728. Funkcija pada na (-1, 1), naraS¢a na (1, ), D;=(~1, o). 729. A(3,2)

1
730. 3



731. a) Sredis¢e kroznice je S(-3, 4), polmer r=5. 732. a) Prva enacba doloc¢a hiperbolo, druga elipso.
b) (0, 0), (0, 8), (=6, 0) b) (2, 1), (=2, 1), (-2,-1),(2,-1)
c) ¢) p=90°

&) p=36°52’

733. a) Teme parabole je 7(-2, —1), enacba simetrale pa y=—1.

b) (0, —-1+2./2),(0,-1-2,/2), (—% ,0) 734. a) Krivulja je elipsa s sredis¢em v tocki S(3, —1) in temeni

(6,-1),(0,-1),(3,1),(3,-3) . b) x=6

735. a) Krivulja je hiperbola s sredis¢em v tocki (-2, 2).

b) Temeni sta (—4, 2) in (0, 2), asimptoti pa y=—x in y=x+4.

)

}x
N
- N\
2 \\

¢) p=63°26"

&) V tocki (- 2+2,/2, 0) seka krivulja abscisno os pod kotom
@, =125°16", v tocki (-2—2./2, 0) pa pod kotom ¢, = 54°44’,

736. a)x+3y—4=0 b) 3x—3./8y+15=0 ) 4dx+3y+25=0 Ox—y+2=0 737. a) f'(x)=3cosx—2sinx

b) f'(x)= m = sir}42x ¢) /' (x)=cos2x &) /' (x)=—2cos xsinx=—sin2x d) /' (x)= ﬁc

e o i

739. y=4x+ /3 - T 740. Enacba tangentejey=—=§x+ &6& , enacba normale pa y= ZA}B)H ZA@ +1

741. ¢=68°39’ 742. a)f"(x)=3cos3x—3 b) /" (x)=2cos(2x + % ) ¢) /' (x) =—3cos xsinx &) /' (x)=cosx(1 —3sin’x)
.2

d)f’(x)=cot2x—2sinX+ 1 ©) /() =-— f) /7 (x) = -coslAsiixcos2) 8)/ (@)= —3 h) £ (x) = —2808
sin"x cos 3x sin’x

_ 2 VO — A 3 meSny__ 3.3 10\ — —2C082X
i) f'(x)= f 2[ D)= m e 743. f'(x)=4sinxcos’x, f'( 3 )= 7} 744. f'(x)= g .V tockah
.3
T(g +k1t, [ ); k € Z imajo tangente smerni koeficient k=-2 /2 . 745. f'(x)= 45‘—“5x ,y=8x+2m+1 746. x=—6 2"” s ke
747. x=T +kn, x=3T +kn; ke 7 748. f'(x)=2(cos2x —sin2x), x=% + 4 ke 7

749. Krivulji se sekata v tockah Tl(%I +2km, 2 3)ke Z in Tl(—g +2km, 3 3); k e”Z pod kotom ¢ =40°54".

y
2 A
P2
7211'5 —ﬁ -7 »ﬁo E T izﬁx
2 31 3 2
750. a) Pada na (km, T + km), k € Z, nara$¢a na (g +km, 4 kn), ke Z. b) Pada na (" +2km, 2& +2km), k € Z, narasda na
(— +2km, T +2kn), ke Z. 751. Odvod je na danem intervalu pozitiven. 752. a) f’ (x):2cos2x— 1. Lokalni maksimumi so
za x= 2 +km; k € Z, lokalni minimumi pa za x=—’—‘ +km ke . b) /' (x)=cosx+ % . Maksimumi so za x= 23—" +2km; k € Z, lokalni
minimumi pa za x——— +2km; ke Z. o) f'(x)= —EOSLS”“)I Maksimum so za x =2km; k € Z, lokalni minimumi pa za
COSX —SsInx

x=5+2%km kel &) [ (x) = —coxtsine— L Maksimum so zax=7 +2kn; k € Z, minimum pa v x=2km; k € Z.

(sinx— cosx)
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753.
a) f’ ’(x) =2c0s2x +2sin2x. Ni¢le so b) Definicijsko obmocje je D,=R, ¢) Definicijsko obmocje je D,=R,
g +5 kn ; k € Z, maksimumi so nilen+kn; ke Z, ni¢la je x=0, abscise lokalnih
v tockah (%" +kr, 2);keZ, maksimumi so v (g +km, 1), ke”, maksimumov so v x= 561[ +2km;
minimum pa v (—% +hkm, - J2); minimumi pa v (t+ m, 0); k€ Z. k € Z, 1okalnih minimumov
kel. Vx——— +2km; ke .
y
1
= o x 7% %
2 2 2
754. a) ()= 2= b) /()= —2 0 f'(1)= 2= [ (0= d) [ () = TR
j1-4x 1+9x 2x—4x X =2x+2 1-9sin"x
’ 71 ' 1 ’ 4 2 ’ 1 1
Of@W==h  Df@=daeani-l @rw=2-tgERE wrwscs Dwe-rk g
=1 755. @=60°. Namig: Sredis¢e polkr zite s krajis¢ kraj$§ ice t . S tem dobite tri
DS )= s [0} amig: SrediS¢e polkroga povezite s krajiS¢ema kraj$e osnovnice trapeza. S tem dobite tri
enakokrake trikotnike, od koder lahko pois¢emo zveze a=2R, v=Rsin2¢, c =—2Rcos2¢; 45° < ¢ < 90°. 756. r= /3R, v= f R
— 12 oali y= 2 — 1) = A7 ) — _xl 1
757. a—ﬁ 2360 aha—ﬁ o 758. r= ;4 759. a) f'(x)=4e b) £’ (x)=3Inx+3 o f'(x)= x;()fn;)
O (x)=xe'(x+2) d)f'(x)=—22— ¢) /' (x)=2-1n3-3" nre=-2-1 +2xe" =3 3.k -2"In2 760. T(0, 5),
(1-¢) x
k=31n2, p=64°19" 761. T(1,0), p=63°26" 762. f'(x)=4"In4. Graf funkcije seka abscisno os v tocki (1, 0) pod kotom
@=79°47", ordinatno os pa v to¢ki (0, —=3) pod kotom y=35°48".
4l 763. f/(x)=10"+x10°In10, p=45°
1 PR e | 1y ,_x_,3
T 764.f(x)—6—%‘—%,k—;,n(—1,ﬁ),y—gu—e
1,,
-t ——— 765. = N =—2 -2
0+ /1 x S0)= (Inx— 2 I ) efl)2 &
iy’ 766. f’(x)=—e 2‘(smx+2cosx), To(g _0). Smerni koeficient tangente je
il f'(5)==¢", normale pa f'(§ )= ¢". Enacba normale je y=¢"x—¢"- .
767. a)f'(x)=1 b) /(¥ =—15 0 f()=¢" (2x“+3x2) O/ (v)= x(x 5 d)//(x)=2-10""In10
e) /' (x)= W 0)f/(x)=—2xIn2x—x+2 0 ()= h) /' (x)=2 sinxe ~(cos x —sinx)
i) f'(x)=—ka “Ina 768. f'(x)= < 2J_ S = ﬂ@ 769. T(-1,0), p=45° 770. f'(x)= x;—l , T2, L 1n5s)
X
771. f'(x)= J= k=-3, To(-2, 0). Eksplicitna oblika je y=-3x—6, implicitna oblika je 3x+ y+6=0, odsekovna pa iz + 1 =1.
1 1
772. a) D,=R, narai¢a na (=, 3 ) pada na ( , 00). b) D;=(0, ), pada na (0, e ) in naras¢a na (e , ).
773. Funkcija /' (x)=cotx je pozitivna na (0, £ ) in negativna na (g , T0). 774. Definicijsko obmocje: R, odvod je vedno pozitiven.
P s llnx llnx 1
775. a)f'(x)=1 ¢’ =1 ¢ . Minimum je v (0, 2). b)fix)=¢" S ()=¢" (=5 Ine+L)=x" -x(1-Inx). Maksimum je v (e, ¢/e ).
X X

) f'(x)= 1= Minimum je v T(e, e).
(Inx)



776.
a) Definicijsko obmocje je D, =R,
nicli sta x; ,=0, asimptota y=0,
maksimum je v (2, 4), minimum

b) Definicijsko obmodje je
Dy =(0, ), niclax; =1, pol x=0,
lokalni minimum v (1, 0).

¢) Definicijsko obmogje je
D, =(0, ), niclax,; =1,
lokalni maksimum je v (¢, 8¢ ™),

pav (0, 0). lokalni minimum v (1, 0).
pe by yr
8e?|
I
ole2 1 x
777. a) D, =(0, 1) U (1, «). Funkcija f'ima pol x=1 in nima nicle. y f
1 i |
b) £ ()= m(llanl) . Minimum je v tocki (¢, 2). l
e(Inx 7 |
1 1 |
¢) Funkcija pada na intervalih (0, 1) in (1, ¢’), naraica pana (¢°, o). ¢) 27—774( ‘
H
1
o[\ I ve x
R
T |
|
I

Visji odvodi

778. fOx)=2 51=240, FOx)=0

Diferencial funkcije

781. a) ,/9°06 =3°010

e)In1°05=0°050

plos¢ine kroga A?S :2:[_2?’ _n. Ar

r 100

b) 3/28 =3°037
782. Ce pisemo

Ar_ 1
r 100
=2 07.2%.

779. a) £ () =(=1)"nlx "+

780. a) (sinx)**¥ = (sinx)®** " = (sinx)’ =cos x

b) g"”(x)=¢"(n+x)

b) (cos x)(zm) =(cos x)(ml“z) =(cosx)"=(—sinx)’ =—cosx

¢) sin30°5°=0'5076

783. 8 cm/s

€)tan455°=1017
, je priblizna sprememba obsega kroga % =2mhr _Ar_ L

784. 2°9 cm’/s

d4)2"" =1007

o) :
S =5 =150 0% 1% in sprememba

Modeliranje z odvodom

785. Stevilo bolnikov se spreminja s polinomom tretje stopnje (1) = 000377 —0°052° +0°45¢+3"82. Najvecje narascanje bolezni je bilo na
zacetku in na koncu leta 2010, kar kaze odvod. Leta 2006 je bilo naras¢anje najmanjse. Po tem modelu bi bilo leta 2014 Ze ¢ez 10 milijonov
786. a) 15000 b) —12000 ¢) -300 ¢) Po priblizno 12 letih.

d) Polovico prvotne cene. V takem primeru se bolj splaca kupiti rabljen avto. 787. /

bolnikov, vendar napoved ni zanesljiva.



344 TEMPUS NOVUM

788. Prilagoditvena krivulja je premica, torej je nara$¢anje prebivalstva linearno (v normalni situaciji bi bila prilagoditvena krivulja
logisti¢na krivulja). Na grafu prilagoditvene krivulje lahko preberemo napoved: leta 2020 bo na svetu 7°64 milijarde prebivalcev.

Datoteka Urejanje Pogled MoZnosti Orodja Okno Pomot
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@ a:-2.77x+35y =50
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@ b:x=2020

At 0°82 0°80 0°78 0°76
9 o Trend naras¢anja v zadnjih $tiridesetih letih rahlo upada.
= Toika
@ A=(1975,4.08)
9 B=(1980,4.45) i
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@ D=(1990,5.27)
@ E=(1995,568)
@ F=(2000,6.07) 3 R c H,
@ G=(2005, 6.46) E
H=(2010, 6.85)
1={(2020, 7.64) A

a2
—

@
@

18a0 1§70 1880 1820 2600 2610

789. /

Nedoloceni integral

790. a)x*+ C b) 2+ C €) 6x = 3x+ C Ox+C d) sinx—cosx+ C e e'+C
791. F(x)=jﬂx)dx=j8x3 dy=2x"+C

2 2
792. Fx)=—% +C, Ce R, fl)=—% +3

_1 Y1 1
793. gm)=1-1 794 a) % -14c b)— L +hv+ C
O 2x+dx-ih+C 92k -4’ +C d 2x'- f+C
it
¢ dx- 4 +mlxl+C f)—6x ° +C 9 2./ +c
B 795. filx)=—cosx+1 796. fix)=In|x|-2x+2
4
797. a) 2x—x'—In|x|+ C b) $x° - 12x-10x"+ C 2 — 4’ +3¢° —x + C 9L +”§be3+ "z—bx2+1C
d)’é—%x-ﬁ+%x2-§/1—c—}c+C O 13 ~153x -4k +C Do+ +C 92x -4 -2x"+C
) Sl -4’ +C 798. F()=9x+15¢+ 2 '+ ¢ 799. a=6,b=2; F(x)=3x"+2x 800. a) sinx+ C
2 3
b) cotx+ C ¢) tanx+ C & tanx+ C d) tanx+ C e) —cotx+ C fe'+ % +C 2) "3 +x§ ~In|x|+C
ol
801. Da. js’-s"‘dxz .[(g)’dxzig +C 802. a) & —In|x| + C b) —tanx —cotx+ C ¢) tanx—cotx+ C Hx+C
Inz
3
d) —x+tanx+ C e) %tanx+%x+C
Integracijska praksa
3 a) L (5201 Lod o) a1 1 _
803. a) =% (5 2:) +C b) 1 (¥ +2y+C 804. a) 2a(zax+b)24rc b)—L-+C ) 2(sz)+c
805. a)—% (1-x)° +C b) g Jo—9Y + ¢ c)—g si(1-x)* +C 806. a) % In|xX*+6x-7|+C b)2ln|x+1|+C
o ln|x’+x|+C 807. a)x+3In|x—1]+c b)x+In|x = 1|+¢ ) %x(x2—9x+57)—5510g(x+3)+C

3

2 3 3
& 1 (Hlog (¥’ +1)+x(x—4)+28 arctanx+ C 808. F(x)=—2@732) +12 809. fxy= &1 + 4



810. |fix)dx=In|x=1]+C,y=—x—-1, p=135°

y

S U R S R By

-
-1 |
F\
!
811. a)—%cosSx+C b) —cos (x+m)+ C c)%sin3x+C & —In|cosx|+C d) In|sinx+x|+C
-2
e) 33/sinx + C f)—% sin(%‘ -2x)+C 2) sinx—%sin3x+C h)%c052x+C=S“‘T"+C i)%lnlcosx+2|+C
D3@-sinZ)+C 812. a)—e "+ C b) 2x— 1"+ C OF & +C O2./e+1 +C d)  (arctanx)’ +C
e) 1 (arcsinx)’+C H-1(nx*+C g) 1 2+Inlx])’+C h) - 1n\x\ +C i) +In*lx|+C
813. a) D;=(0, =)
b) f'(x)= 1=2X . Maksimum je v tocki T(e, 1).
X
¢) Nicla funkcije fje x=1.
& Ker je F'(x)= lnx , je fun-
kcija F nedolocem integral
funkcije f= C=—1.
814. a) % arctan%‘ +C b) z arctan—— +C c) - arctan 3"‘:’2 +C ¢) % arctan 2x+C d) arctan(sinx)+C
e) 2arctan . /x +C f) 3 arctan 2x +C 815. a) 3 arcsin 2x+ C b) arcsin(’%1 )+C ¢) arcsin(2x—1)+C
¢) arcsin%‘ +C d) % arcsin 2x+ C e) % arcsin 125)‘ +C f) % arcsinx’+ C 816. a) /2x— —2arctan@ +C
b)2/1+¢ +In|lee1l 4 ¢ ) 2. /TFInx +1In L0021 4 ¢ 817. a)arssinx— J1-x° +C
T+c'+1 /1+Inx+1

b) § &' =)~ § arctan -1 +C 0 1@’ -1+ 2’1 +C 818. a) —2arctan% +C b) arcsin Jx — /x./T—x +C
c)}‘arcsinA/)—c—él—‘(l—2x)A/)—c,/lfx +C é)larcsinx—j‘—‘A/(lfxzf+;—§A/lfx2 +C 819. a)In|x-3|+3In|x+2|+C

b)2In|x—1|-In|x+1|+C 9| =2 [+C 820. a) 3e*(2x—1)+C b) 1x'In|x| - §x'+C
¢) 2xsin3 +4cos3 +C & - x+1)+C d)——x cosdx + 1 xsm4x+§§cos4x+C e)xarctanx—%ln|x2+1|+C

2 2
821. a) 3 (sin(Inx))—cos(Inx))+ C b) —2(./x cos . /x —sin /x)+C ¢) —€¢'(sinx—cosx)+C 822. y=% Inlx|-% —%

Doloceni integral

823. 2) 6 b) -1 -2 02 d)5 €0 f)2 2)—6 h) -2 i1 -8
Kk) 12 )0 m) 6 824. a) 7 b) 0 ¢)—4 9 d)2 )2 f) 15 825. a) &
b) ¥ o1 &3-¢ 826. 2) —20 b) & ol +e; 9 L d) 14+16,./2 e) 12

%
n? ) 8 h) & 827. a) Da. b) Da. ¢) Ne. ¢) Da. d) Da. 828. a) 1

|
ESE]
[}



346 TEMPUS NOVUM

b) 2 9 %n2 829. a)-52 b) 39 ) % &0 d)In3 e) 1-3/16 f) 98 MRS
830. Da. 831. a) 21 b) (e—1)° 02 &In3 d)?2 e .3-.12 f) J%;l g3
1 i 4 L2 B2 _1
h § i) 3 832. a) - b) &3 + L -1
833. a) ()= 3/x 834. a)a=0, b=-3,c=-2 835. a)
b) b)
}x
Zlo3 4 31
b)y—Zx+Z,y— 4x 7]
_27
€)3-3/4 ~64 ©S=7 o Pi(—3. 190, Pyl 9). P3. &)
9 i
836. a) D;=R-{0}, Z=R—{0} 837. a) 838. a)
y
3
L
10 ‘1 ’ b)S—TIinxld—&Iin dx=6 b)x——z—“ xo=—% x;=L x,=2C
: = S X = sSmx = 1= 3,2— 37x3_39 4—3
| -1 0
: ©) (-3 cos 2x+ €)' =—1 -2 sin 2x=sin2x
_3 |

x 1
C)Z

b)f(x)=2 >0zax...0.
X
c)a=1
839. a) Kerjej(x):—Ztanx,jef(—g ):2,]‘(% )=-2 inj(% )=2./3.

b)

|
—————— Rt ———
|
saT---—=
(=]
—_————— e

Qy=—8x+ 423
¢)—In2



Uporaba dolocenega integrala v geometriji

840. a) S=36 b) 5=& ¢)S=18 §s=1 d) S=525; ¢) 5=63 fs=1§ g) S=41n2-2
h) =2 841. k=3 1
842. a=-3, flx)=—3x"+18x—15=—3(x—3)"+12 843. S:j(x2+x+1)dx=1§

y 0

121

—
X

6 2
b) S= [ (1x) - g) dx=5 5 ©) 5= [ (g ~A) dr=9

y

b o\ 1] |x
41,,
g

2
) j(7—x—((x—1)2+4))dx=4'5

-1

\Ql = \‘T‘f P
: -+
|

845. ayx+y=7 b) P(-1, 8), 0(2, 5)

846. a) A(4, 5), B(1, 2)
b)

¢) Pi(4,5), y=4x—11; Py(1,2), y=—2x+4
§ 5=41
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847.

849.

a)

b) p=71°34'
3
¢) S= J.(x3+1—(%x+ 1) dx=20

-1

a)x;=—1,x,3=1, p(0, -3)

b) p(x) =—9x"+6x+3. Polinom pada na (e, =1 ) in (1, ).

¢) Lokalni maksimum je v (1, 0), lokalni minimum pa v (—% R —% ).

1
é)sz—j(—3x3+3x2+3x—3) dv=4
-1

y

Cljeey
!
}

=

. a)

b) (1,-2), (=1, 0)
€)S=3-2In2=1614

848.
a) Presecisca s koordinatnima osema so (1, 0), (4, 0), (0, —4).
Lokalni maksimum je v (1, 0), lokalni minimum pa v (3, —4).
b)

c)x e (0,2) U (4, )
4
& S= j(x—4—(x3—6x2+9x—4)) dv=4
2
850.
a)p'(x)=3a(x-Dx+1), p(-1)=12
b)a=4

5
853. S= J)Z? dx=21n5
0

—_ (3]
=]
1 I
i i
!




6
854. a) Py(6, 1), p=35°32"; Py(1, 6), ¢ =35°32’ 855. s:_j—_g dx=81
X
b) 3
y,,
L
ol 6 X
6
) S= j(—x+7—g)dx= 3 —6In6 =675
! 4
856. a)e—2 b) In .2 857. S=—(;% -3)=1'18 858. §=& -2=2'328 859. s=2.3+.[3ﬁ dx=6+14=20
1
| i 3
860. j(ﬁ ~@-)dv=3 -5 20224 861. S= J'sinxdx+ jcosxdx=2— 22
0 0 %
¥
CcoS X ! sinx
N /.

SE)
|
NN
SE]
é

3n 3n
2 2
862. S= J.(x—cosx)dx— j(n-éx)dx=4n2-% —

T

T

863. a) b)S=3J'4sinx dx=24
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865. a) flx)=—cos 2x 866. a)

2
/\1 /\ 1
W—EO EE\’E/X mn OJr
2 42 2

b) x;=0,x,=7, x3=27

in 2

a
=

N

wla+
a

b) k=2 ¢)S= T(1+cosx)dx=57“ +1
3
867. a)f(x):—% cotx+% b)k=A3§
868. a)

T
869. I
870. V=631
Iz 871. a) y=3¢ b) V=22 ¢) V=8n 9 V=@54&
b) x,=-2,x,=2
2
¢)S= j —— =[Sarctanx]’,=10arctan2 = 11°07
x+1
-2
_512 - -3
872. V=322 n=107 873. V=2n
y,,
4

0‘1/2‘4‘6\56

874. V=3n 875. V=2m3+3m=153

1
876. V=2n I((—x2+2)2—x2) dv=1n
0

y 3
) x 2
877. a) Vznjcoszxdxzn[g%z—x +J§‘]2 = %
2 i 3
2

3

2 X 3n
””””””” b) V:nj(l+sinx)2dx=[37)‘ - S—lrfx —ZCosx]’i =31
- 2

2

I } ; } 3
-‘/7 o I \\/5 ¥ §78. V=nt [ (dx+4) de=32n

-1




879. 880. V:75—2n
y,,
,,,,,,,,,,,, 4
X !
| lﬁ
42 1 oNg X

1
V:n_[(x3+3x2—4)2dx= =654
-2

881.
f 2 2 2 2 h 2n
882. V=n[(5) =" B de=T0 [ | =2
0 0
883. V=(e—e¢ m=74
R 3
884. V=nJ'(R2—x2) dy =45k
-R
< 2 2
885. Van%(az—xz) dy=4neb-
0 2 -
V:nj((x+1)3+1)2dx+nj(2—x)2dx=%n
-2 0
886. a) 3% b) 367 ) @ ¢ Uz d) 8% ¢) 1081 fHn g & 887. 48 cm’
888. 121 889. 551
Uporaba doloc¢enega integrala v fiziki
2 3
890. a)a=5-21 b) Izradunajmo x = Ivdt= I(St—tz)dt= 3L L +C Kerzar=0,jex=15, dobimo C=15.
2 3
Zapisemo x = % —% +15. 891. a) IzraCunamo a= ‘% =—6t. Zat=4sje a=—6-4ms =-24ms .

b) Tocka miruje, ko je v=0. Torej iz 0=12 -3 je za 1 > 0 resitev enacbe #=2 s. Izradunajmo razdaljo tocke 7 od koordinatnega izhodisca
x= Ivdt= _..(12 - 3t2)dt= 12— +C. Ker za 1 =0, je x=0, dobimo C=0. ZapiSemo x = 12¢/—7 in od tod za t=2 s izratunamo x= 16 m,

za t=5 s pax=—65 oz. x=65 m (razdalja je nenegativno Stevilo).

X2 10 10 10
. 2 2 2 2
892. A= [Fdx= J'E X gy = IE REX gy ERE jxdx=E“T’ 15113 =80"4 kgm’/s*=804 ] 893. 30 Nm
x 2 2 2 3
894. A=462 Nm 895. k=60 kg/s’, 4=30 Nm 896. a) k=3 b) H(n)=27" +3 0175 89 d)0'4h

Numericno ra¢unanje dolocenega integrala

897. Za h=0'5 je vrednost integrala 875, za h=0"25 je vrednost integrala 8 6875, to¢na vrednost integrala pa je 276 =867.
898. Za h=0'5 je vrednost integrala priblizno 2°21, to¢na vrednost integrala pa je 2 arctan2 =2"21. 899. a) 57°5 b) 606
¢) 0231
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