Racunski izpit iz Matematike 1 (30. januar 2020)
1. [25 tock] Preslikava ¢: R3[x] — R3[x] je dana s predpisom
b(p)(x) = p(x) +xp’(x).

(a) Prepricaj se, da je ¢ linearna preslikava.
(b) ZapiSi matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R3[x].

(c) Poisci lastne vrednosti preslikave ¢. Ali lahko ¢ diagonaliziramo?
Resitev: (a) Ker velja

¢(axp + Ba)(x) = (ap + Ba)(x) + x(axp + Bq) (x)
= ap(x) + oaxp’'(x) + Ba(x) + Bxq’ (x) = xp(p)(x) + BP(q) (x)

je ¢ linearna.
(b) Vzemimo Br,(3] = {1,x,x2,x3} za standardno urejeno bazo. Ker je

d(1) =1, p(x) = 2x, P(x?) = 3x? in p(x3) = 4x3,

je
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(c) Ker je Ay diagonalna, lahko ¢ seveda diagonaliziramo. Lastne vrednosti so na diagonali:
A1=1,A2=2,A3 =3, A4 =4.

2. [25 tock]

(a) Utemelji: Ce sta A in p lastni vrednosti matrike A, potem je A(A + u) lastna
vrednost matrike A® A + A° ® .

(b) Naj bo A = [_31

matrike A® A + A2 ® I.

3 . . : . .
_1}. PoiSci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje

Resitev: (a) Naj bosta v in u lastna vektorja A; Av = Av, Au = uu. Teda;j:

(AA+A2e)(veau) = (A®A)(veau) + (A2 I)(veu)
= (AV) ® (Au) + (A%v) ®u
= (AV) ® (uu) + (A%v) ® (u) = (Ap + A%) (Ve u),

torej je Au + A2 lastna vrednost matrike A ® A + A2 ® I za lastni vektor v ® u.

(b) Matrika A ima lastna vektorja v = [1,-1]T ter u = [1,1]7 s pripadajo¢ima lastnima

vrednostma A = —4 in u = 2. Po (a) delu naloge so lastne vrednosti A ® A + A2 ® I torej

—4(-4—-4) =16, —4(—4+2) =-8,2(2—-4) = -4 ter 2(2 + 2) = 8 s pripadajocimi lastnimi

vektorji
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3. [25 tock] Izracunaj dvakratni integral

[

Resitev: Integracijsko obmocje je polovica kroga nad x-osjo s polmerom 1 in srediS¢em
v koordinatnem izhodiS¢u. To obmocje ima zelo enostaven opis v polarnih koordinatah:
r € [0,1], @ € [0, 1]. Integral v polarnih koordinatah je torej
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kjer smo upostevali [; cos> pde =1 in [§ sinp de = 0.

4. [25 tock] Delec z maso m zaprt v pravokotnik s stranicama dolzin x in y ima na
neizotropni ravnini energijo osnovnega stanja dano z

h? 1 2
E(X,y) = m ()C2+_’)/2)

KolikSni naj bosta dolZzini stranic tega pravokotnika, da bo pri njegovi fiksni ploScini
Ap = xy > 0 energija osnovnega stanja minimalna?

Namig: Poisci minimum funkcije E(x,y) pri pogoju xy = Ay.

Resitev: Temu problemu vezanih ekstremov pripada Lagrange-ova funkcija

h (1 2
L(x,y,A) =E(x,y) - Ag(x,y) = v <x2 + y2> - Alxy — Ap).

Stacionarne tocke te funkcije bodo kandidati za vezane ekstreme. Pois¢imo jih!

> 2
Le=—4m 3 -2 =0
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L = —— s — — A =
4 4m y3 x =0,
L/\ =Ag— Xy = 0.
Iz prvih dveh enacb eliminiramo A:
__n 2 n 4
 4m x3y  4m xy¥’
da dobimo
2x3y = xy3.

Resitve, pri katerih je x = 0 ali v = 0, niso dopustne (zaradi Ag = x7y > 0) in zadnja enacba
se poenostavi v
2x% = y2.

Torej y = +x+/2. Ko to vstavimo v enaébo vezi, dobimo

Ag = ixz\/g.

Smiseln je le + predznak (saj Ag > 0) in sledi x = \/Ag/+/2 ter v = x/2 = \|Ag/2.



