Linearna algebra

(a+b)? = a®+ 2ab + b?
(a+b)(c+d) = ac+ ad + bc+bd
Vektorski produkt (x - cross product):

€x. Compate (1.0.—1) x (23,-1). = p(4)] + _‘(;)3 PO
1 3 ¥ 4 3 -3(-D1 - (0] -2k
. W o =31 -§ + 3%

P ."a N =&3,-1,3%

Mnozenje matrik (dot product):

Produkt C = AB je 3X3 matrika, ki jo dobimo s (seitevanjem
zmnozkov isto indeksnih elementov v vrsticah A s stolpci B (v
vrstici oz. stolpcu, kjer je vrednost, ki jo raéunamo)):

4 x 3 =12
0x 1 =0
}-2x1=72
1x0=0
o

Kvadratna formula za resevanje kvadratne enacbe:

—b + Vb2 —dac
a? +brte=0 zy,= % D=t dac
a
Pogosti koreni:
VI V2 V3 Vi e
1 1.4142 1.7321 2 2.2361
V6 V7 VB=2V2 Vo V10
2.4495 2.6458 2.8284 3 3.1623
Osnove
Prostor:

« Nicelni prostor: N(A)={# € R"; A% =0} (5t. linearno odvisnih stolpcev
(proste spremenljivke))

« Stolpiéni prostor: C(A) = £{AV,.., A"} = {A¢: & € R"} (st. linearno
neodvisnih stolpcev (vezane spremenljivke))

« N(AT)=C(A)T in N(A)* = C(AT)

Lastne vrednosti (karakteristi¢ni polinom): AA(z)=det(A—zI)
Lastni vektorji: AZ=\i < (A—X)Z=0
Izra¢unavanje inverza matrike:
Gauss
L B
Qe R™™ je ortogonalna:

AT

o« Q=G @ =0
« ¢ §; =0 (paroma ortogonalni)
« |Gl =1 (enotski vektor)

QQ=I-Q1'=qQ".
A€ R . det(A) = ay g — a150y, -

AR . det(A) =ay det(A,,) —ay, det(4,,) + a3 det(4, ).
A je obrnljiva:

o det(A)#0

o det(A) =X N,

Y]

A simetriéna diagonalizirana: A= PDP! =QDQ".
A je simetriéna A=AT:

« vse lastne vrednosti so realne
« lastni vektorji so ortogonalni
+ polna mnozica neodvisnih lastnih vektorjev

A je antisimetriéna:

« A=—A Al =-A

« tr(A) =0 (diagonalni elementi so 0)
Sled matrike

tr(A) = vsota diagonalnih elementov matrike (3;
Lastnosti za A, B,P € R"*" in a € R:

1. tr(ad) = atr(A)

2. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

3. tr(AT) = tr(A)

4. tr(AB) = tr(BA)

5. tr(PAP™') = tr(A) (¢e je P obrnljiva)

6. tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) (vrstni red ostane)

MAT1 cheat-sheet
1. del

Rang oz. stolpi¢ni prostor C'(A)

rank(A) =rk(A) je (velja naslednje):

ni kanonicni obliki

Stevilo pivotov v reducirani vrsti
Stevilo linearno neodvisnih vrstic

Stevilo linearno neodvisnih stolpcev

dimenzija linearne lupine vrstic A

dimenzija linearne lupine stolpcev A

dim C(A) = n — dim N(A)

« welikost najvedje invertibilne kvadratne podmatrike A

Polni stolpéni rang « vsi stolpci so linearno neodvisni.

Podobnost matrik

A,B € R"" sta podobni, ée obstaja taksna obrnljiva/invertibilna ma-
trika P € R™", da je

A=PBpP!
Podobne matrike imajo isto:

sled

determinanto
karakteristiéni polinom
lastne vrednosti

e rang

Matrika je diagonazibilna, ¢e je podobna neki diagonalni matriki
A=PDP~" (VA=PVDP'). Diagonalne vrednosti matrike D so lastne
vrednosti matrike A in stolpci matrike P so lastni vektorji matrike
A,

A,B € R™" sta ortogonalno podobni, ¢e je A=QBQ ' =QBQ", kjer je
Q € RV ortogonalna matrika.

ReSevanje: diagonaliziraj matriko

1. Lastne vrednosti:

a;; — A ayp 1p
palN) = det(A—AD) =| 2 a=r an
any [ S gy = A

ALy (razvrstimo od najmanjse do najvecje)

2. Lastni vektorji za lastne vrednosti:

A = e
ay = Ay, A1p
NA-N =] fon
a,; [
+ vstavimo dobljene A
Nacini:
x
1. Gauss: dobimo v, = {y} (proste spremenljivke dolo¢imo v

sami, tj. —1,1,..) (to je, ko je v N resitvi ze ena vrednost
(vezana spremenljivka) pred njo v isti vrstici)

« V primeru neenacb jih izrazimo s pomocjo general-

iziranega lastnega vektorja v = [r,,7y,..,0,] I
—&3 + 2y -1 1

Ty — 2z 1 -2

313 NIRRT

ay 0 1

Za ti v, in v, « dolo¢imo proste spremenljivke
2. Vektorski produkt (cross product):

Vzamemo 2 nenavzkrizne vrstice matrike N(A—\,I), eg. r
in r, in izvedemo v, =1, xry. Ce je dobljeni vektor neniéelen,
je lastni vektor.
Lastnosti:
« Pravilo za determinante zgornje trikotnih matrik:
A C

det (n B) = det(A) - det(B)

. A=QDQT

= Q=19 ]

— D = diag(lastne vrednosti)

o P=[up,uy, . uy] < lastni vektorji

Resevanje: ortogonalna baza
1. Gledamo:
} je baza za N(A—\I)

By(a-nn
2. Normaliziramo vektorje:

Preverimo, ¢e so lastni vektorji ortogonalni (pravokotni):
izra¢unamo dot product parov lastnih vektorjev, eg. valjati mora

vy vy = 0.

1. Ce so ortogonalni (100% &e je matrika je simetriéna AT = 4),
jih samo normaliziramo:

v
— v - 1 |%
A=l =W | :
,

'n
2. Ce niso ortogonalni, uporabimo GRAM-SCHMIDTOVO or-
togonalizacijo:
(Uporabimo le, ¢e nimamo simetri¢ne matriko, saj so pri
njih vektorji ze ortogonalni med sabo)
1. Prvi v skupini/paru (zaénemo s tistim v,, ki proizvede
manjsi koren)

s

Uy

L = 1 oy 1 Uy
T TR T Tl
Uip
lu,| = Vi +u3, ++u}, (vsota kvadratov vseh

komponent)

2. Vsi naslednji v skupini/paru:

Un,1

Uy L K
¢, = = —
R I

Uy

baza By, 5 = {06} je baza za N(H =\ 1)

Resevanje: podana imamo lastno vrednost in vektorja, najti moramo
matriko A

Podano imamo lastno/e vrednost/i A in vektorja v A, ki slikata
enega v drugega, t.j. Av, =v, in Av, =v,. Poisc¢i tako matriko A.
(to deluje le ker je matrika simetriéna)

1. Sestejemo in odstejemo enaébi.
sestevamo
Avy + Avy = vy + 1)
Alvy +vy) = (+1)(vg +vy)
A =1
U =y + v =

| odgtevamo
Avy — Avy = vy — vy
vy) = (=1) (v —vy)

—vy=...

2. Zdaj moramo najti prostor za znane lastne vrednosti. Resimo
kot sistem enac¢b (seStejemo in odstejemo u; in u, kot neznana
vektorja).

sedtevamo | odstevamo
upttuy x=0+0 [ uz—uy-z=0-0

Iz resitev dobimo nov vektor, dolo¢imo proste spremenljivke ->
lastni vektorji ug in uy.
Vse lastne vektorje normaliziramo (da nam ni potrebno racu-
nati P71).

3. Sedaj imamo vse lastne vektorje in vse lastne vrednosti. Upora-
bimo A=QDQT
D = diagonala lastnih vrednosti
Q=101,42 03,4
in izracunamo A.

Schurov razcep

A€R™ ima R lastne vrednosti A,...,\,, obstaja ortogonalna matrika
Q € R, da je Q'AQ zgornja (ali spodnja) trikotna n x n matrika
z diagonalnimi elementi )\;. Matrika A je oblike QDQT, kjer je D
diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi A na diagonali in Q je
ortogonalna matrika. Ce ima matrika A lastne vrednosti ALy Ay
potem je tr(A) =X+ + A, in det(4) =X A, ...
Ce je U ortogonalna, velja U'U =1

Resevanje: Schurov razcep
Postopek:

1. Lastni vektorji, lastne vrednosti, ortogonalna baza
Normaliziramo vse lastne vektorje z normalno normalizacijo in
vzamemo najboljsega (najenostavnejsega) za q.

2. Izberemo Q, (baza je ¢ (prvi stolpec v Qy)):

Q) = a1, up,ug, -]
Izbira u,:
a. V primeru, da je q =[0,0,1] (ena enka in drugi dve 0) izber-

emo enako za ostalo, le ne smejo biti med seboj vzporedne
(ne imeti enke na istih mestih)
b. Drugace:
« Za q: postavimo v obliko ¢\ -z +¢? - y+q¢-2=0
« Za enako determinanto (eg. 3): 2? +y*+22 =32

In resimo nastal sistem enacb kolikokrat potrebujemo n-jev.

Ko dobimo prvo iz sistema enaéb, lahko naslednjo
izra¢unamo tudi z: uy; = u;, X uy

3. Izrac¢unamo:
T, = Q] AQ, = ... (poskusamo dobiti zgornje-trikotno matriko)
a. Ce Se ni zgornje trikotna:
x x x
_ _fAapT
T = [x X x} = [0 B,
x x x

Ponovno izracunamo lastne vrednosti, lastne vektorje in or-
toganalno bazo kot v koraku 1. za matriko B,.

(By —AI) = ...
N(By — A1)

Izberemo Q, = (g u,, ..

T2 = Q;BZQZ

4. Konéni rezultat: -
N PV Y
= [0 o)

Frobeniusova norma

o-af) §)--

Skalarni (notranji) produkt A,B € R™" je (4,B) = tr(A”B) z lastnos-
tmi:

1. (A,B) = (B, A)

2. (aA+BB,C) = a(A,C) + 3(B,C) za vse a,f€R
3. (A4,4) >0

4. (A, A) =0 ce je A=0

Dodatno:
1. (A, B) = tr(ATB) = vec(A)T vec(B)
2. |zA+ B|% = (vrA+ B,zA+ B)p
3. [A? = (A, A) = tr(AT A)
4. Al = | vec(a)]
5. (A,BC) = (B"A,C) = (AC",B)
6. (zA,B) = x(A.B)

77T = |z| =1, ¢e je ¥ enotski vektor
ATA= A%, ¢e je A simetri¢en
Frobeniusova norma je definirana kot:

WAL = 4] = V(A A) = V(AT 4)

Resevanje: Frobeniusova norma
Postopek:

« Ce je matrika diagonalna (v njej so ne-diagonalni elementi
ni¢elni): rangn vsebuje n najvedjih absolutnih vrednosti.

Ce simetri¢na:

Izracunamo lastne vrednosti,
bazo.

lastne vektorje in ortogonalno

Najboljsa aproksimacija ranga k (Eckart—Young) v Frobe-
niusovi normi je trunciran SVD:

My =Y ou]
=

=o01q4

M, +0y0,0]

o, lastne vrednosti

T o0z. ¢;: normalizirani lastni vektorji (lahko tudi rezultati
¢-jev od Kroneckerjevega produkta)

Enoli¢nost: ce je o, >0, je matrika enoli¢na.

Ce ni enoli¢na, pomeni, da ima neskonéno mnogo matrik ranga 1, ki
so enako najblizje. To so torej tiste, ki imajo ve& enakih najveé&jih
absolutnih vrednosti.

Kroneckerjev produkt

a; B a5, B a;, B
Agp=|mB 0B @B ¢ gmpina
A, B Q0B Ay B.
Lastnosti:
1. 0A=AR0=
2. a@A=A®a=aA, VaeR
3. (aA)® B=A® (aB) = a(A® B)
4. (A+B)@C=AQC+B®C in A®(B+C)=A®B+A®C
5. (A®B)T = AT @ BT
6. (A®B)QC=AQ(B®C)
7. (A® B)(C® D) = (AC) ® (BD)
8. 48 Blly = || All|Blly
9. Ce sta A in B inverzni, potem je tudi A® B inverzna: A€ R™™
in BeR™™, potem (A®B)"' =A"'®@B!
10. Ce A € R™" ima lastne vrednosti \,...\, in B ima lastne vred-
nosti fy,...,ft,,, potem je mnozica lastnih vrednosti A® B enaka
{Aims}

11. Ce A€ R™™ in B€R™™, potem tr(A® B) = tr(A) tr(B)
12. Ce A€ R™™ in B€R™™, potem det(A® B) = (det A)™(det B)"
13. rank(A® B) = rank(A) rank(B)



14. Ce A€ R™", BER™ in C € RP*", potem vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)
15. Ce sta A in B ortogonalni, je ortogonalna tudi A® B

Pazi: za vecino matrik A® B ni enak B® A.
Upostevajmo, da za poljubna vektorja a € R™ in beR" velja:
ab

a@b=|%"

=vec([ayh  agh a,,b]) = vec(baT)

A b
Tip: (ad)® (BB) = aB(A® B)

Kroneckerjeva vsota
B'e@A=B"@I+I®A

vec(AX — XB) = vec(AXI) + vec(IXB) =
(I®A)vec(X)+ (BT ®@I)vec(X) =
=(B" ® A) vec(X)

Resevanje: Kroneckerjev produkt
Podatki naloge: S
Predpostavimo, da imamo lastne vektorje kot pare za A in B (B je
lahko tudi A):

o« Av=DXv

e Bu=qu

enacba

in vektor v®u.
Postopek:
1. Resimo (razvijemo)
S(v®u) =enacba(v@u) =

=A.q)(v@u)
na tak naéin, da lahko zamenjamo leve pare iz predpostavke z
desnimi.

2. Ce moramo potem matriéno (vsakega z vsakim) izradunati se
lastne vrednosti in lastne vektorje S, lahko jih damo v tabelo:

(g7,u5 \ Xy v;) | 1. vred., in 1. vek. | 1. vred., in 1. vek.
I vred., I. vek. | 1. vred, L. vek. | 1. vred., L. vek.
I vred., 1. vek. | 1. vred., . vek. | L vred., . vek.
Lastne vrednosti izrac¢unamo po (M..q) iz 1., lastne vektorje pa
kot (v®u).

Note: &e je B=A—al (- ali +), je potem B=Q(D—al)Q" ima B:

« lastne vrednosti i, =\, —
« iste lastne vektorje kot A

Pozitivna idefinitnost

Razcep Cl

Matriéna kvadratna forma
Kwvadratna forma A€ R™":

i Ad = [,

A=QDQ" = x" Az =u" Du, kjer je:

e u=Qx
o u'Du=Aui -+ Au?

Simetri¢na matrika A€ R™" je:

« PSD (pozitivno semidefinitna), ¢e je 2" Az > 0 za vse z € R" oz.

< so vse lastne vrednosti A ne-negativne.

PD (pozitivno definitna), ¢e je 2" Az >0 za vse nenicéelne z € R"
0z. < so vse lastne vrednosti A pozitivne (det(4)>0).

NSD (negativno semidefinitna), ée je ' Az < 0 za vse = € R" oz.
+ so vse lastne vrednosti A ne-pozitivne.

« ND (negativno definitna), e je z' Az <0 za vse neniéelne x € R"
ali +» so vse lastne vrednosti A negativne.

Indefinitna, ¢e je 2" Az >0 za nek r € R" in y' Ay <0 za nek y e R"
oz. < ima A pozitivne in negativne lastne vrednosti.

Sylvestrov kriterij

Simetriéna matrika A je PD, ¢ée in samo ¢e je determinanta vsake
vodilne glavne podmatrike pozitivna, in PSD, ko je nenegativna.
Simetri¢na matrika A je ND, ¢e in samo ¢e je determinanta k x k
vodilne glavne podmatrike pozitivna, ¢e je k sodo, in negativna, ce
je k liho:

Razcep Choleskega

Matrika A mora biti simetri¢na in pozitivno definitna.

QR razcep: Q je ortogonalna matrika B in R je zgornja trikotna
matrika koeficientov.

A=BB" =(QR)TQR=R'Q"QR=R'R=LL"
(kjer je L= [ﬁ g} spodnje trikotna matrika)
Note: &e je matrika zgornje ali spodnje trikotna, so diagonalni ele-

menti lastne vrednosti te matrike.
Za obrnljivo, (simetri¢no) in PD matriko A € R"*" imamo algoritem
razcepa:

Resevanje: Razcep Choleskega
Postopek:

1. Izrazimo komponente:
a b

A =A=1
e (i

2. Definiramo:

7=b L

3. Ponovimo to na:
3T (n—1)x(n—1)
Ay =B LT €R

(ponavljamo, dokler ne pridemo do
Ce so Ly.Ly,.
L=[", Ly,

Ce eden od teh korakov ne uspe, potem matrika A ni PD.

1.1 matrike)
L, matrike, dobljene na ta naéin, potem:

...LY] (gnezdimo prve stolpce L, matrik)

Vektorski prostori in podprostori

Vektorski prostor
Vektorski prostor V je mnozica vektorjev v € V skupaj z dvema
notranjima operacijama:

« seStevanje (v,veV =u+veV) in
+ mnozenje s skalarjem (vEV,a€R=av=a-veV),

tako da velja:
(VS1) u+v=v+uin (u+v)+w=u+(v+w),

(VS2) obstaja nicelni vektor 0 in v+0=0+v=v,
(VS3) za vsak v € V obstaja inverzni vektor —uv,
(—v)+v=0

(VS4) 1-v=u,

(VS5) (af)-v=a-(8-v),

(VS6) (a+f8) v=a-v+p v,

(VS7) a-(u+v)=a-uta-v

za vse w,v,w €V in a,f €R.

tako da v+ (—v) =

Naj bo V vektorski prostor. Potem
0ev,
ni¢elni vektor 0 je enoli¢en (edinstven),

0-v=02za vsak veV,
. a-0=0 za vsak aeR.

NI

Linearna kombinacija vektorjev:
poljubno izbiro skalarjev aj,ay,...,a, € R
Linearna kombinacija, ki uporablja

imenuje trivialna linearna kombinacija.

vektor oblike aojv; + -+ a,v, za

samo nicelne skalarje, se

Vektorski podprostori

Podmnozica U vektorskega prostora V je vektorski podprostor, ¢e
je zaprta za linearne kombinacije (s senje s skalarjem)
ou+pvel.

Naj bo V vektorski prostor in U vektorski podprostor V:

stevanje in

. 0eU.
« U je vektorski prostor.

Linearna ogrinjaéa £{v,,...,v,} je mnozica vseh linearnih kombinacij.
Je najmanjsi vektorski podprostor, ki vsebuje vektorje v,,...,v,.
Baza vektorskega prostora

Vektorji v,,...,v, so linearno neodvisni, ée je edina linearna kombi-
nacija, ki je enaka 0, ayo, +-+a,v, =04 a; = =a, =0.

Torej, vsaka mnozica vektorjev, ki vsebuje nigelni vektor 0, je lin-
earno odvisna.

Mnozica vektorjev B ={v,,..,v,} CV je baza V, ¢e so v,,...,v, linearno
neodvisni in £ = {v;,..,v,} razpenja V. Stevilo elementov v kateri
koli bazi vektorskega prostora V je dimV:

o dimR"=n
o dimR™™ =nm
o dimR,[z]=n+1

ReSevanje: podprostor

1. Podmnozica U CV je podprostor, &e:

1. Ohranja nic¢elni vektor (matriko/polinom) (0€ S).
Ali 0 € U? (Preveri z vstavljanjem nicle v pogoj.)

2. Je zaprta za seStevanje: ¢e A,B€U, potem A+BeU.
Ali za u,v €U velja ut+veU?

3. Je zaprta za mnozenje s skalarjem:
aAeU.
Ali zau€eU, a€R velja aueU?

¢e AeU in a €R, potem

Namig: Ce je pogoj linearen (npr. AN
prostor. Ce je nelinearen (npr. p(0

= NA), je verjetno pod-
)=1), verjetno ni.

Pogosta napaka: Pozabil preveriti
primer namesto splognega dokaza.

ni¢lo ali vzel specificen

2. Iskanje baze:

« Prostor, npr. R™" ima dimenzijo n?. Standardna baza
za R so matrike F, (1 na mestu (pg), 0 drugje).
Dimenzijo podprostora izraéunamo s &Stetjem prostih

parametrov/spremenljivk, bazo pa sestavimo iz primernih
linearno neodvisnih matrik, ki generirajo podprostor (npr.

prilagojene E,,).

Drugaée pa:

1. Parametriziraj splosni element (npr. matrika z nez-
nankami a,b,c.d).

2. Postavi pogoje kot sistem linearnih enacb.

3. Resi sistem (uporabi Gaussovo eliminacijo).
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. Izrazi kot linearno kombinacijo neodvisnih vektorjev
(baza).

5. Dimenzija = $tevilo prostih parametrov (ali elementov
v bazi).

— Za neskonéne dimenzije: Ce baza nima konca (npr.
dim = X,.

— Preverjanje linearne neodvisnosti:
trivialna resitev.

{="}),

Resi Y a;b; =0; samo

Linearne preslikave

Preslikava 7:V — U (vektorska prostora) je linearna, ¢e velja

o r(utv) =) +7(0) in
o 7(av) = ar(v)

Preslikava je linerana natanko takrat, ko
Za vsako 7:V = U velja 7(0) = 0.

T(av + Bu) = ar(v) + f7(u).

Operacije z linearnimi preslikavami

e Vsota: 7+¢:V = U kot (7+¢)(v) = (v) + ¢(v)
+ Veckratnik: 77:V = U kot (wr)(v) = wr(v)
« Kompozicija: §o7:V =W kot (0o7)(v) = 0(r(v))

Matrika, ki pripada linearni preslikavi
Naj imamo V in U vektorska prostora dimenzij m in n ter izberimo
bazi:

o B={b,by, .,
o C={c s

b} za V
c,} za U

Sliko, kot linearno kombinacijo vektorjev € = {c;,cy,...
kot 7(b;) = aye + -+ ay e,
Matrika, ki pripada linearni transformaciji 7 iz baze B v bazo C:

¢}, zapisemo

an Q12 Qi

_ |9 Q22 Qom
Arse= |1 : :

Q) Qny Qo

Stolpci = r(u,) in vrstice

e
Ce je v= Z,,. B;b; in 7(v) =37 v¢;, potem
it any Qapp ] [Bu
T2 | _ |21 Q22 Qom 2
T T S o g -

Matrika A, 5o je odvisna od izbire baz B in € vektorskih prostorov
V in U. Matriko, ki pripada linearni transformaciji 7:V —V iz baze
B v bazo B, pisemo tudi kot A, A sn

Ta matrika linearne presllkave ima lastnostl:

o Ay e+ Agme
o Aurs,
o Aprmn =Apen Arse

o Aprme=(Agme)"

Lastne vrednosti lin. preslikave

Vse matrike, ki ustrezajo linearni preslikavi 7, imajo enake lastne
vrednosti kot 7.

T(v) = M= A (v),
kjer je J identitetna preslikava J:V — V oz.
T—A
Linearna preslikava je diagonalizabilna « obstaja baza B prostora
V, ki jo sestavljajo lastni vektorji 7.

(1 —=AJ)(v) =0 = jedro

Jedro in slika
Jedro (ker(r) =
7(v) = 0.

Slika je mnozica im(r) = {r(v):ve V} CU.

kerr je vektorski podprostor V in im7 je vektorski podprostor U.
Linearna preslikava je:

ker7) je mnozica vseh vektorjev v €V, za katere velja

« injektivna, ¢e in samo &e kerr={0} ali r(u)=7(v) = u=1v
« surjektivna, ée in samo & im7=U

Lastnosti (r:V — U linearna preslikava in 4, 5 (piSemo tudi kot 4,)
matrika, ki pripada 7):

« dim(ker7) = dim(N(4,))  kerr ¢ N(A,) v bazi 3
« dim(im7)=rank(4,)
« dim(im7) = dim(C(4,))  im7 & C(4,) v bazi €

dim(ker7) + dim(im7) = dim(V)

ReSevanje linearnih preslikav

1. Dokaz, da je preslikava linearna

Vzamemo poljubna vektorja u,v €V in skalarja a,3 € R (ali polje,
npr. C)

Izra¢unamo ¢(au + fv) in pokazemo, da je enako ad(u)+ Bo(v).
Pri tem uporabimo lastnosti operacij v vektorskih prostorih
V (domena) in U (kodomena), kot so matriéno mnozenje, odva-
janje itd.

N

. Iskanje matrike linearne preslikave v danih bazah (4;)
Koraki za matriko [¢|§ v bazah B (domena V) in € (kodomena
U):
1. Izberite bazo domene. Standardne baze:
« Za polinome: ;2 "}. Ce stopnja n ni ome-
jena, je baza ne:.koncna (dimV =o0).
e Za matrike: R™" = {E.E;, .., E, By

E,.}, kjer je

E;; matrika z 1 na mestu (i,j) in 0 drugje. (Primer:
R = {Eyy, By, By, By }.)
1 0
« Za R": Standardna baza £={e, = || ,..e, = :
0 1
2. Izraéunajte ¢ na baznih vektorjih (vektorjih baze): Za vsak

b, € B, izraéunajte ¢(b,).

3. Rezultat je v bazi kodomene: predstavite ¢(b;) kot lin-
earno kombinacijo baznih vektorjev €, koeficiente zapisite
v stolpec (koordinate).

4. Sestavite matriko: Stolpci matrike so koordinate ¢(b;) v bazi

5. Preverite dimenzije:
(vrstice X stolpci).

Matrika ima dimenzije dimU x dimV

Sprememba baze: Ce zelite matriko v novi bazi (npr. iz 8 v
standardno §), uporabite formulo Ag = P14, P, kjer je P matrika
prehoda iz B v 8§ (stolpci P so koordinate B v 8).

Lastne vrednosti A, dobimo z Gaussovo eliminacijo ali pa,
¢e lahko, direktno preberemo diagonalne elemente (matrika je
diagonalna ali zgornje/spodnje trikotna).

Lastni polinomi so tisti, ki so v bazi B.

(eg. pi( s pa( =)
Matrika ¢ je diagonazibilna, &e so vse lastne vrednosti razliéne
in je stevilo lastnih vrednosti enako dim A,

3. Iskanje jedra (keré={ve V| $(v) =0}) (Bro, =) in dimenzije jedra

1. Regite enaébo ¢(v) =0, kjer je v= 3 a,b, v bazi B.

Ce imate matriko A, pa resite homogeni sistem Az = 0
(ni¢elni prostor) z Gaussovo eliminacijo.

2. Pois¢ite bazo: Linearno odvisne resitve tvorijo bazo za ker ¢,
torej resimo sistem enaéb po Gausovi eliminaciji in nastale
vektorje (ée je smiselno) predstavimo/izrazimo v (vektorjih
baze) bazi B in odstranimo dodatne spremenljivke (velikost
jedra je torej kolikor imamo teh vektorjev).

3. Dimenzija: dim(ker¢)=dimV —rank(A,)

Jedro je podprostor V. Ce je ¢ injektivna,
dim(ker ¢) = 0.

je ker¢ = {0}

4. Iskanje slike (im¢={¢(v) |veV}CU) (Bi,4 =) in dimenzije slike

1. Uporabite matriko: Slika je stolpi¢ni prostor matrike A
(span linearnih kombinacij stolpcev).

2. Poisc¢ite bazo: Linearno neodvisni stolpci A (po Gaussovi
eliminaciji) in nastale vektorje (ée je smiselno) pred-
stavimo/izrazimo v (vektorjih baze) bazi €. Obicajno jih se
optimiziramo tako, da vzamemo le najvec¢jo osnovno bazo
po bazi € (eg. zadnja vrstica v stolpcu).

3. Dimenzija: dim(im¢) =rank(A)=dimV —dim(ker¢).

Ce je ¢ surjektivna, je im¢ = U in
dimU. Za preverjanje uporabite rang matrike.

Slika je podprostor U.
dim(im ¢) =

Dodatne opombe:

Vedno preverite, ali je preslikava dobro definirana (npr. za
neskonéne dimenazije).

Za primere v nalogah: Uporabite konkretne izracune, kot
so matri¢ne operacije ali odvodi.

Shift operator: eg. ¢(p)(x) =p(x)+ (x—1)p (x+1):

« Pri dokazu o linearni preslikavi ni ni¢ drugace, razen tega, da
pisemo ¢(au + Bv)(x) = ad(u)(x) + Bb(v)(x).

« Pri rac¢unanju matrike linearne preslikave pa je drugace, saj na-
jprej izracunamo samo operacijo nad p (eg. kvadriranje, odva-
janje), in potem v njenem rezultatu v x (ée je, drugace je samo
ta rezultat) vstavimo karkoli je na desni strani (eg. (x-1)).



Jacobij matrika, funkcij
Funkcija ve¢ spremenljivk
f:D;y CR" 5 RE = (2),...,) = f(2,.....7,) je funkcija ve& spremenljivk

z domeno Dj.
tock f(z.y) =0.
Parcialni odvod funkcije glede na spremenljivko z; v tocki d je f,Jv (d) =
2K i (grad £)(@) = (1, (@), . f,, @) je
gradientni vektor. Smerni odvod funkclje v toéki v smeri vektorja
@ je f:(@) = (grad f)(@) 15 = X0, fu (@) -

Parcialni odvodi drugega reda: f,, (i) =

Nivojska krivulja funkcije f = f(z,y) je mno#ica vseh

O (y _ 1 Flay vy g g thaag
Foo (A) = limy, 5 2 B

0r 07‘ (#) = Or ((’?'v‘ (i)) iz Ce-

sar dobimo n x n Hessejevo matriko: H;(¥) = [ﬁ—(i)]

w3 ij=1,n
Ce so vsi parcialni odvodi drugega reda /x,xJ<}) zvezni v tocki x,
potem je Hessejeva matrika simetriéna.

Vektorske funkcije ve¢ spremenljivk

FiDp CRY = R™G = [(&) . f@)] = F@).
m x n Jacobijeva matrikai vseh parcialnih odvodov prvega reda
funkcij fy,...f, (odvod F preko #) opisuje lokalno dilatacijo

volumna:
e g
OF Z x
@)= m® e
@ @ e (@)
Lastnosti:

o7

ReSevanje: Jakobijeva matrika
_ | or Do | | —
vrn= 1% 5|67
ar dp
o or 0r
r dp 0z | rp
2. F(r)=F(r.¢.2) Jp = oy 9y oy g
A SN
ar oo 0z
Ret ie: Jakobijeva deter
Determinanto izracunamo po formuli za determinanto matrik.
Trik:
o
o det(Jp) ok
0

determinanto razli¢nih stolpcev, v vsakem ¢lenu determinante
mnozimo 1 element iz vsakega stolpca (dobimo faktor)

Ostalo

Pogosti odvodi

Osnovni:
P om0 o= LA
52 ° c¢=0, c=konst. G =nw
en=c2L A o, o
aalh=e wlt9=5 " 07
K ﬂ _ 9 o, of '17
d'r(f g)_é)z ox af(fg)_arq f
K (I) _Ho-r% dy _ 0y ou
de\g) g Or = Ou Oz

a
> (f+o" =nf+9" ([ +9)
oz

Pomembni:

%(cosr) = —sinz

Ostali:

2.

(@) = Ina %(mm): % 40
&= = (el) = sign(s)
a(lC’gaT/)= ﬁ x>0 %(tanm) sec?z =tan’z 41
ﬁ(cotrr}:7csc21 T-(seca) = secx tana

\ d, .
E(cscz):—csczcotr (T( ain~ 12
%(cos" z)=— de(tan’l z) = H%
d%_(smhl'):COShI E(cosha;):sinhz

d _ _ 2 d ooy
T(tanhr)f =1-tanh”a dz(smh z) =

2
cosh™x

d .
—(tanh™'z) =

d -
—_— h™ z)=
e (cos x) o

Pogoste trlgonometrlcne formule
Identiteta: sin®¢+ cos?0=1

sinfcosf = 5 sin(26) 170059

in’(3) -

sin’( 3
1—cos(26) cos’ (f) 1+c059

2

L2
s 0=
sin 2

1+ cot?d = csc?f sin(f+7) = sinfcos~y + cosfsiny

sin(20) = 2sinfcosf cos(f+v) =cosfcosyFsinfsiny

cos(20) = cos? 0 —sin® 0 b =a®+c® —2accosy

a b g P 5 ;
= - a? =b? 4 ¢* —2bccos f
sind

sinf  siny

tan®0+1=sec?d 2 =a?+b? —2abcos s

Dvojni in trojni integrali

Dvojni integral nad pravokotnikom

M fay) dedy = Tim,, o ST ST f(al, i) Ar Ay kjer je R b] x [e,d],
Az =1t =t Ay = % in j;,yj; so izbrane toc¢ke v mn manjsih pravokot-
nikih. To je enako volumnu omejenega telesa pravokotnika pod
grafom f(z,y), ¢e je f nenegativna.

Fubinijev izrek (na pravokotniku):

‘/R Jg) dudy = Zd (/b f(f-y)dr) dy = /b (/d f(a:.wdy) i

Dvojni integral

D CR" je omejeno obmocje, f: D — R zvezna. Izberemo pravokotnik
R tako, da je D C R, in definiramo dvojni integral f nad obmoc¢jem
D kot [f,, f(z,y)dzdy = [[, F(z,y)dedy, kjer je F(z,y) = f(z,y) ko je (z,y) € D
in 0 sicer.

Fubinijev izrek (nepravokotna obmodja):

s Ceje D={(z,y)a<z<by(2) <y< ()} CR® potem je

/p flz,y)dedy = /ab ([:I:‘ f(l‘.y)zly) dx

o Ceje D={(z,y);¥(y) <z <Vs(y),c <y <d} CR? potem je

. d 0y (y)
// f(-rva/)dzdy:/ / fla,y)dz | dy
D c 0y (y)
Trojni integrali

. so definirani podobno. Po Fubinijevem izreku lahko trojni inte-
gral izrazimo kot trikratno integriranje nad ustreznimi intervali.

Menjava spremenljivk

f:D >R zvezna na D CR? in z = @(u,v),y = ¥(u,v),z = ¥(u,v) tako da je
det J,, #0, potem:

// fla,y) dx dy :/ Flo(u,v),9(u,v)) | det J, y| dudv
Jp M T
kar se lahko razsiri na R* in dobimo
// f(x, = dnh,dz—// Fpuv,w) (u1 w). plu, v, w) \detJ 1;1\dudwduv

Pogoste substitucije:

del

1. Polarne koordinate v R?

z=rcosg r>0 polmer kroga
y=rsing p€[0,2r] kot v xy ravnini
det Jype, =1
2. Valjne/cilindriéne (3D polarne) koordinate v R%; 22 +y? =12
z=rcosp r>0 polmer v xy ravnini
y=rsing  €[0,2r] kot v xy ravnini
z€R visina
det J, =r

eylindric

3. Krogeljne/sferi¢ne koordinate v R*

z=rcosypcost r>0 polmer krogle
y=rsinpcosd p€[0,2r] kot v xy ravnini
= rsind ﬂs[—%.g] kot od z osi
det Jypperica =1 cos v
ce podana z enacbo, jo preoblikujemo (primer):
22+ (12 < 1
o T 1
stozec: 22 =a? +y?
krogla: 2? +y? + 22> =4 (krogla s polmerom 2)
4. Torusne (donut) koordinate v R?
z=(R+pcosp)cosd  pel0,r] razdalja od sredisca cevi
y=(R+pcosy)sind @€[0,2nr] kot v prec¢nem prerezu cevi
z=psing 9 €[0,2n] kot okoli osi torusa
det Jyp,s = p(R+ pcosyp)
zunanja polovica torusa je enaka notranji polovici zaradi

simetrije: V.=V,
Ostale oblike:
Gostota:

+ V vsaki tocki enaka oddaljenosti od izhodis¢a (eg. p(z,y,2) =r):

pla,y) = Va2 +y?
pla,y,z) = Va2 +y2 + 22

« Homogeno telo:

plx,y. 1
Masa: m= [f, gostota didy=...-det(Jp)..
Koordinate masnega sredisce:
o ot = L[] wpla.y) dedy
oy = o [l yplz,y) dxdy
Ostalo
Integrali
« z: spremenljivka
+ ¢: fiksna konstanta (znana vrednost ali parameter, ki mnozi
integrant)

+ n: eksponent

« a: poljubna konstanta

« ¢: Eulerjevo stevilo ( 2.71828...)
« |z|: absolutna vrednost

« f(z),g(z): poljubni funkciji

Osnovni

/u(lu;:ut+0 /
[

/z"dl =Inlz|+C

—1
/logu((L)dl:Jlogu(‘l)*llog“(ﬁ) RS
+1
‘/1‘ dr:n+1+('n%—l dr =e* +C
/l‘f(.l‘ /ft)dl /a d17—+0a>00#1

/[f( )+ g(x (lj,fffu ) da +/g(r)(ix /s1n1dz:—cosz+€

/[f x) — g(z)] zlz:/f(z dw—/y(r)dw /COSJ'(ZI:Sin1'+C

Note: mnozenje/deljenje je nedolocen integral
Ostali

o X 1 _ —sin(x)
sin(z)dz = —cos(z) T—cos@ ™~ T=cos)
cos(x)dr = sin(z) erdy = — e
tan(z)dz = —In| cos(z)| = In|sec(z)| ze®dr = (x—1)e”
cot(z)dr = In|sin(z)| zerde = (L — S et

L a a?
sec(z)dz = In|sec(z) + tan(z)] ﬁd!‘ =2V
<T+7ﬂ 1
n

(x+ a)"“((n + 1) —
(n + 1)(n +2)
b 1njex + d]

sin”!(z)dz = xsin~ (z) + V1 — 22
Vi—a?

) — %1n(1+m2)

os L (z)de = zcos ! (z) —

“!z)dzr = xtan”

o+
o
=1

ot I(L)llt =zcot ! (z)+ i In(1+2?%)
1—cos(z)

sin(z)
1+ sin(z)

cos(z)

f
/
/
csc(z)dr = —In|csc(x) + cot(z)| /(TIP +a)'dz =
5
/
/
/

dr = % tan! (i)

dx =1In
x) a

a® +a?
/‘/f'ftulr:z(zfa)%

20 2z
w/n'r+bd7‘—(7+7> ar +b
/\/17+udz:—l 2 +a+ - ln\r+
/va2—12dr: §Iva7—1t2+ 7sin'

/a,w/:r—adr: éa(r—a)% + g(a'—a)

z
~E|-

du':ln‘

—cos(z)

do =
1+ sin(x) v 1+ sin(x)
f ;

1+ cos(x) - 1+ cos(z) P
1 2 5 1 o
T—sin@) "~ 1?:(:(1) /l @ katde = gla? £a)3
[sin(26) = — 4 cos(26)

Hiperboli¢ne funkcije

e’ —e* =2sinh(x) e’ + e =2cosh(x)
Koti

Stopinje  Radiani __ sin cos  tan
0 0 0 1 0
A S S S
45 z »72 e 1
6 3 S Y
90 z 1 0 S

2x 3 1

120 z é 3
135 F 2
150 ks 1
180 w 0
210 % 7%
225 47" 7%‘?
240 dn -
270 i -1
300 ;T" 7%
315 ”T” J]T
330 U= -1
360 2 0

Integracija po delih (Per Partes)
Osnovna formula: [udv=uv— [vdu
Kako izbrati u in dv?
Ko imamo produkt dveh funkcij v integralu (npr. [ f(z)g(z)dz):
- Izberi u tako, da se po odvajanju (du) poenostavi.
- dv je preostanek, ki ga je enostavno integrirati (v = [dv).
Pravilo LIATE za izbiro u (po prioriteti, od najvisje do najnizje):
- Logaritmi (npr. Inz)
- Inverzne trigonometri¢ne funkcije (npr. arcsinz)
- Algebrai¢ne funkcije (npr. polinomi kot 2?)
- Trigonometri¢ne funkcije (npr. sinz, cosz)
- Eksponentne funkcije (npr. e”)
Izberi u iz visje kategorije v LIATE, dv pa iz nizje.
Koraki izrac¢una:
1. Doloéi u in dv.
2. Izraéunaj:
o du= % dz (odvod u)
« v=[dv (integral dv)
3. Vstavi v formulo: uv— [vdu.

4. Ce je potrebno, ponovi postopek za preostali integral.

Primer (korak po korak):
Izra¢unaj [xcoszda.

Po LIATE z (algebraiéen, visja prioriteta) — du=1dz=dx
dv=coszdz (trig., nizja prioriteta) — v= [coszdr =sinz
Vstavi v formulo: [zcoszdr=uv— [vdu=xsinz— [sinzdz

Zdaj izra¢unaj preostali integral: [sinzdr=—cosz

Torej: xsinaz —(—cosx)+C =xsinz+cosaz+C

Konéni rezultat: [zcosxdr=xzsinz+cosz+C




Uvedba nove spremenljivke (U-Substitucija)
Osnovna ideja:

Metoda substitucije poenostavi integral z zamenjavo zapletenega
dela z novo spremenljivko u. Primerna je, ko vidié kompozitno
funkcijo (npr. f(g(z))) in njen odvod v integrandu.
Dolo¢imo nove spremenljivke u = g(z) in du = g¢'(z)dz,

[ fg@) g () do = [0 f(u) du

lg(a)

Kako izbrati u?

potem:

« Izberi u kot “notranjo” funkcijo, ki se pojavlja v kompoziciji
(npr. ¢e vidig Va? +1, poskusi u=2%+1).

Preveri, ali je odvod u(du/dz) prisoten v integralu (pogosto kot
multiplikator).

Ce je integral oblike [ f’'(z)-[f(x)]" dz, je u= f(x) idealen (npr. za
moéi).

Koraki izrac¢una:

1. Doloéi u = g(x) (izberi primerno substitucijo).

2. Izracunaj du = ¢ (z)dz.

3. Zamenjaj v integralu: izrazi vse v terminih u (vkljuéno z
dx =du/g'(z), ¢e je potrebno).

4. Za dolo¢ene integrale: prilagodi meje (u(a) in u(b)).

. Izra¢unaj novi integral v u.
. Na koncu:

oo

« Za dolocene: rezultat je stevilka, brez vrnitve v z.
« Za nedoloc¢ene: vrni nazaj v z (resi u = g(z) za z, e je
potrebno) in dodaj +C.
Primer (doloéen integral):

, Lol
Izracunaj [ ze” dz.

«u=a% 5 du = 2vde - dr = du/(22), ampak bolje: opazi, da je
rdz = (1/2)du.
« Meje: ko o= 0,u=0; ko z =1,
« Integral: [ wdr=['c" 1 Le-1)
Nasveti:
« Ce du ne pokrije celotnega integrala, poskusi drugo u ali

prilagodi (npr. pomnozi/z delj s konstanto).

« Za trigonometri¢ne substitucije (npr. u=tanf) je to razsiritev
uporabi, ko vidis Va2 —z? itd.

« Vedno preveri z diferenciacijo:
dobis nazaj originalni integrand.

« Za dolocene integrale z mejo neskonénostjo:
v u konvergirajo.

« Ce substitucija ne deluje, poskusi integracijo po delih ali drugo

odvaj rezultat in preveri, ali

preveri, ali meje

metodo!

Kilasifikacija lokalnih ekstremov
[iR* = Ra€ Dy

« @ je lokalni maksimum funkcije a, Ge za vse 7 #d (V||i —dl| < ¢ za
majhen ¢) velja f(Z) < f(d).

« d je lokalni minimum funkcije a, ¢e za vse & #d (V|
majhen ¢) velja f(Z)> f(d).

Ce ima f zvezne parcialne odvode, potem je vsak lokalni ekstrem
stacionarna tocka funkcije f, (grad f)(@) = 0.
Izrek:

1. Ce je H;(d@) PD, potem ima f lokalni minimum v a.

N

. Ce je H;(d) ND, potem ima f lokalni maksimum v d.

. Ce je H,(:li) nedoloc¢ena, potem f nima lokalnega ekstrema v d, d
je sedlo.

w

4. Ce ima H;(d) lastno vrednost 0 (detH; = 0), potem ne moremo
sklepati o tipu kritiéne tocke samo iz H,(d).

Posledica (po Sylvestrovem kriteriju):

1. det(H(a,b)) > 0 (ce so wse lastne vrednosti nenicelne in enako predz-

Izra¢unamo vrednost drugega parcialnega odvoda:
o fur(a,b) >0: lokalni minimum (vse lastne vrednosti so pozitivne)

o fup(a,b) <0: lokalni maksimum (vse lasine vrednosti so negativne)

2. det(H(a,b)) <0 (ce so vse lastne vrednosti nenicelne in razlicno predz-
nacene):
ni ekstrema, imamo sedlo

3. det(H(a,b)) = 0 (¢e je vsaj ena od lastnih vrednosti 0):
ne moremo sklepati
Funkcija je:

« konveksna na D za vse #,j € D in vse t € [0,1], &e je f(ti+(1—1)j) <
(@) + (A= 1)f()-

« konkavna v D, &e je —f konveksna.
Za dvakrat odvedljivo f: D CR" =R je:

+ konveksna samo, ée je 24 PSD matrika na D

+ konkavna samo, ée je 24 NSD na D.

Resevanji

fla,y) = ...

klasifikacija lokalnih extremov

1. Gradient: (dobimo stacionarne tocke)
ok
wrad(n) - i
Ty

2. Hessejeva matrika: (da ugotovimo tip teh stacionarnih tock)

Zk Pk T —
70 d

Hy(@,9) = Tgraamw (©,9) = | 2 a2y [ ﬁ]
Dydx Y7 ¥

3. Za vsako tocko vstavimo njene koordinate v izracunano Hesse-

jevo matriko (in izvedemo Sylvestrov kriterij)

Ekstremne vrednosti funkcije ob pogojih enakosti

Cilj: Imeti f,g;,h; : R" - R, Zelimo minimizirati_7 f(Z) ob pogojih

gi(F) =0,i=1,2,.om’in hy(7) <0,j=1,2,..r.

Nastavimo D, = {z € R";g,(Z) = 0}, Dy

Dy NN Dy, ) N (Mg Dy )-

Problem (Px) je zdaj ming.y f(Z).

Lagrangevo funkcijo definiramo kot
L@ A i) = f(@) =\ G(@) — i H(@) =

m v
= f(@) = Y Ngi(@) = > myhy ()
= =
kjer so \;, u; Lagrangeovi multiplikatorji.
K(\ji) = inf; L(Z, A i) = inf{f(7) —

= {r € Rhg(@) = 0}, D =

Prirejena funkcija problema je:
NG — i H (@)}

K(Aji) je konkavna funkcija (neodvisno od lastnosti funkcij f,g;.h;
originalnega problema).

ReSevanje: najmanjsa in najve¢ja vrednost funkcije
Dolo¢itev f(z) (po vrstnem redu):

1. je podan explicitno
2. implicitno (najveéji/najmanjsi):

« razdalja od izhodis¢a: npr. f(z)=2a> 4y

+ volumen: V

« skupna povrsina: P
Doloéitev pogojev:

1. je podan explicitno
2. implicitno:

« skupna povrsina: P
« dolzina: ¢

Postopek:

1. V notranjosti domene: parcialni/delni odvodi (% =0 .

Po izraéunu preverimo se, ¢e je dejansko v notranjosti (je man-
jsa od vrednosti pogoja).

Opcijsko: lahko bi Se preverili, ¢e gre za lokalni ekstrem ali
sedlo z matriko odvodov drugega reda (Hessejevo matriko).

2. Na robu domene (samo ta del, ée zahteva tocke najbolj oddaljene od
izhodiséa, saj so te tocke vedno na robu, ali pa npr. ogrodje, saj bi to
maksimum doseglo na robu, ali pa je definirana z R"):

« Vsaj ena od koordinat (z,y,2) glede na f(z,y,2) postane 0.
« Lagrangejeva funkcija (izracunamo delne odvode)
L= f(z)— pogoji (A p)
1. Dobljene enaébe poenostavimo in iz njih pridobimo sta-
cionarne tocke (globalni ekstremi).
2. Za te tocke izra¢unamo vrednost f.
3. Doloé¢imo najveéje vrednosti ali/in najmanjse vrednosti.
V primeru, da sistem enacb ni enostavno resljiv in enacba
nekaj = \z postane Az = Az

N

in ga resimo s karakteristiénim polinomom A, kjer je resitev
najveéja/najmanjsa nicla polinoma.

-
} M (“nekaj” razdelimo po stolpcih x, y in =)
Z,

Nekatere enacbe:
1. kvader:

o V(z,y,2) =x-y-z (robovi imajo skalar, ée so vzporedni, eg. 2)
o P(x,y,z) =2(zy +zz+yz)
« pogoj: da+4b+4c=10

2. enakostraniéni trikotnik:
« pogoj: Pla) = Ba?

3. tristrana (enakostraniéni trikotnik) prizma:
« V(a,h) = (plogéina osnove)-h
+ pogoj: Ga+3h=1¢

Note: f(z) ali pogoje kdaj na zaéetku kvadriramo (?), ée to poenos-

tavi izrac¢un (eg. /a2 +y?).

Ce z = ;711 ga poenostavimo na z = aa, saj je x vzporeden z a (ge-

ometrijsko).
Poenostavitve:
[l = vaTa [l

aTh=0, &e sta a in b pravokotna med sabo

Dualna funkcija: Karush-Kuhn-Tuckerjevi pogoji

OL(F*, A", ji*)

VL@ X i) = @ =0,
g:(@)=0 zai=12,.,m,
hi(@) <0 za j=1,2,..,m

za j=1,2,..,r,

12,7

KKT

1. Primarna izvedljivost:

2. Stacionarnost (izra¢unamo prve odvode): VoL@ A ) =

OL(E X i) ey
35 (@) =0

o Max: L= f(x)+ > Ng;(x)+ 3 ph(x)
o Min: L= f(2) ~ S Ag;(x) — 5 k()

(uporabljamo to konvencijo z i <0)
3. Dvojna izvedljivost: s} <0

4. Komplementarna ukleséenost: jujh; (i) =0

Resevanje: KKT

Note: velja za konveksne probleme (za zagotovljen globalni opti-
mum).

Postopek:

1. Preverimo izvedljivo obmo¢je (konveksno? zaprto?).

2. Zapisemo vse KKT pogoje (zgoraj).

3. Resimo po primerih glede na to, katere omejitve so aktivne
(hj =0): eg. nobena omejitev, to¢no 1 omejitev, toéno 2 ome-
jitvi, .., vse omejitve.

Za vsak primer:
« Nastavimo:
— aktivne h; =0, 11; <0
— neaktivne h; <0, p; <0
+ Resimo sistem stacionarnosti (odvodi L=0) za z, p (in A, e
imamo g;).
« Preverimo pogoje:
— Primarna izvedljivost:
* vse: hj <0, 9,=0
* neaktivne: h; <0
— Dvojna izvedljivost (u; <0).
— Komplementarnost (Ze vgrajena v nastavitev).
— Ce ni protislovja, izra¢unamo f(z*).

4. Primerjamo kandidate in zaklju¢imo:

« Zberemo vse veljavme tocke (ki
pogoje).
+ Izra¢unamo f za vsako:

zadovoljijo vse KKT

— min: izberemo najmanjso f
— max: izberemo najveéjo f
« Zapisemo optimalno toc¢ko z*, f(z*) in multiplikatorje pu*, A\*.

Hitri nasveti in pasti:

« Protislovja: Ce p; > 0 ali enacbe neskladne/protislovne, zavrzi
primer.

Linearne funkcije (graf je ravnina, ni ukrivljen (eg.
sinz, itd.)): Brez notranjega ckstrema — optimum na meji.
Konveksnost: Ce je f konveksna in obmoc¢je konveksno (med
katerima koli tockama v S je pot (ravna érta), ki ne zapusca
5), je KKT zadosten za globalni optimum.
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