Vpisna stevilka
Ime in priimek

2. Radunski izpit iz Matematike 1

12. februar 2026

Cas pisanja: 90 minut. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 za

pomoc. Prepisovanje, pogovarjanje in uporaba knjig, zapiskov, pametnega
telefona in ostalih elektronskih naprav je strogo prepovedano.




1. naloga (25 tock)

Naj bosta u; = %[2, 2,1]"inu, = %[—2, 1,2]". Definirajmo matrike

-1 2
T T
A=2uju; —upu,, B:[2 _1]
in

C=(A®B)?+A®L, +I;®B.

a) (5 to¢k) Doloc¢i lastne vrednosti matrik A in B.

Resitev : Ker sta u; in u, ortonormirana vektorja, je definicija matrike A Ze njen spektralni
razcep. Lastna vektorja sta jasno u; in u, za lastni vrednosti Ay = 2 in A, = -1 (lahko tudi
dirketno vidimo, da velja Au; = 2u; in Au, = —u,). Tretja lastna vrednost je ocitno A3 = 0
(lastni vektor pa ortogonalen na u; in u,).

Za matriko B lahko lastni vrednosti dolo¢imo s pomocjo karakteristicnega polinoma, ali pa
opazimo, da je vsota elementov po vrsticah enaka 1. To pomeni, da je v; = [1,1]" lastni vektor
z lastno vrednostjo p; = 1. Ker je tr(A) = -2 = y; + py, lahko dobimo Se drugo lastno vrednost
py = -3 (lastni vektor pa je ortogonalen na prvega, ker je matrika simetri¢na, torej v, = [1,-1]T)

b) (8 to¢k) Naj bo v lastni vektor matrike A in w lastni vektor matrike B. Pokazi, daje ve@w
lastni vektor matrike C.

Resitev : Naj bo Av = Av in Bw = yw. Z uporabo lastnosti Kroneckerjevega produkta lahko
direktno poracunamo

(A®B)?+A®I,+I;®B)(vew)

= (A’®B%)(vow)+(A®L)(vew)+ (I3 ®B)(vew)
= A2V®BZW+AV®12W+I3V®BW

= VPvew)+ A(vew)+ uvew)

= (A + A+ p)(vew)

C(vow)

c) (6 to¢k) Brez racunanja matrike C izra¢unaj lastne vrednosti matrike C.
Resitev : Pri izracunu v prejsnji tocki smo na koncu dobili formulo, s katero lahko izra¢unamo
lastne vrednosti matrike C iz lastnih vrednosti matrik A in B.

A2 -1 0
-3 135 5 -3
1|7 1 1

d) (6 to¢k) Poisc¢i matriko C; ranga 1, ki minimizira Frobeniusovo normo ||C — Cy||g. (Matrike
C; ni potrebno do konca izracunati, dovolj jo je izraziti z ustreznim lastnim vektorjem matrike
C, ki pa ga je potrebno izrac¢unati.)

Resitev : Najvecjo lastno (in tudi singularno) vrednost 35 matrike C smo dobili pri paru A = 2,
p = -3, in ustreza lastnemu vektorju

Matriko C; lahko potem izrazimo kot

C;=35-qq'



2. naloga (25 to¢k)

Oznadimo z u in v vektorja u = [1,x]" in v = [x,x?]". Definirajmo preslikavo ¢: R>? — R3[x] s

predpisom
P(A)=u'Av.

a) (5 to¢k) Pokazi, da je ¢ linearna preslikava.
Resitev : Po definiciji in lastnostih matri¢nega mnozenja lahko zapiSemo

G(@A+pB)=u'(aA+BB)v=au'Av+ pu' Bv=a¢p(A) + f¢(B)
kar velja za poljubni matriki A, B € R**? in §tevili a, § € R.
b) (10 to¢k) Poisci matriko, ki pripada ¢ glede na standardni bazi R**? in R3[x].
Resitev : Pora¢cunamo vrednosti preslikave ¢ za standardne bazne matrike E;1, Eq;, Ep1, Eo».

$(E11)
(E12) =
(E21)
(Ex2)

Ex
Ey)

[l
R R R R

Matriko M, ki pripada ¢ v standardnih bazah lahko tako zapisemo kot

00 0O

10 00

M= 0110

0 0 01
c) (10 to¢k) Poisci bazi za ker ¢ in im ¢p.
Resitev : Po Gaussovi eliminaciji imamo

1 0 0 O

0110

M~1o 0 0 1

0 00O

Dimenzija jedra ker ¢ je enaka 1, dimenzija slike im ¢ pa je enaka 3. Baza za ker ¢ je {[0 _1]},

baza za im ¢ pa {x,x%,x3}.



3. naloga (25 to¢k)

Izracunaj maso in z-koordinato teziS¢a homogenega obroca (z gostoto p = 1), ki je podan z
neenacbami
Z2+1<x? 4+ 22 +92+22<5,2>0.

Resitev : Smiselno je uporabiti cilindricne koordinate. Neenacbe, ki dolo¢ajo obmocje, lahko
potem zapisemo kot

2Z2+1<r?,r?+22<5,2>0.
Pogoja za polarni kot ¢ ni, torej ¢ € [0, 27t]. Presek ploskev z2+1 =2 in r2 +2z%> = 5je priz = V2
(¢e upostevamo e z > 0) in r = V3. Pri dani vrednost z € [0, V2] imamo r € [Vz2 + 1, V5 - 22]
(pomaga tudi skica). En nacin, da izracunamo maso je torej

V522
m = J J J rdrdzdcj)
2=0 Jr=Vz2+1

- anO;((s 2)-(+1)) dz
V2 8V2r
ZNL 3

2-72%dz=
=0

Za z-koordinato teziS¢a dobimo

V522
5 = j J rzdrdzd(p
2=0 Jr=Vz2+1

2

- 22 23dz
m J,—o
2 3

?_4\/5



4. naloga (25 to¢k)

Naj bosta m in n naravni Stevili, za kateri velja n > m. Dana sta vektorja b € R"” in ¢ € R” in
matrika A € R polnega ranga (rang(A) = m). Poisci x € IR™, pri katerem funkcija

fx) =l Ax-blP?

doseze minimalno vrednost pri pogoju

Resitev : Da je bolj oc¢itno, kako odvajati f je lahko koristno, da zapiSemo
fx)=(x"AT-b")(Ax-b)=x"ATAx—2b"Ax-b'b
(kjer upostevamo, da je x' ATb = bT Ax). Lagrangeva funkcija je
L(x,A) = f(x) - A(c'x—1)

Enacba za ekstrem je
L,=2x"ATA-2b"A-Ac"=0

Ce enacbo transponiramo in upo$tevamo, da je ATA obrnljiva matrika (ker je A polnega ranga),
lahko izrazimo

x=(ATA)1ATb + %(ATA)‘lc

T

Koeficient A lahko izrazimo, ¢e to enacbo z leve pomnozimo z ¢' in upostevamo c¢'x = 1. Do-

bimo
3 1 cT(ATA)"1ATD

2 cT(ATA) ¢

kar lahko vstavimo v enac¢bo za x za kon¢no resitev.




