Matematika 1 Izrocki: 10. teden

Veckratni integrali

Polona Oblak

1. DVOJNI INTEGRAL NA PRAVOKOTNIKU

Formalno definiramo dvojni integral
{[ (@, y) dady,
R

funkcije f: R — R na pravokotniku R = [a,b] x [¢,d] C R? na naslednji
nacin. Najprej razdelimo pravokotnik R na mn manjsih pravokotnickov
R;; s stranicama dolzin Az = = ter Ay = ¢, V vsakem pravokotnicku
R;; izberemo poljubno tocko (z};,y;;). Prostornina telesa pod grafom z =
f(z,y) nad pravokotnikom R;; je tako pribliZzno enaka

[z, yi) ArAy.

Duojni integral funkcije f na pravokotniku R = [a,b] X [c, d] tako definiramo
kot o

{] #(@,y) dudy = m > oD v AeAy,

R j=1 i=1
ce ta limita obstaja.

Izkaze se, da je integral [[,, f(z,y) dzdy neodvisen od izbire tocke (z7;, y;;) €

R;;. Ce je f nenegativna funkcija, je [[, f(z,y)dzdy enak prostornini te-
lesa, ki je omejen s pravokotnikom R ter grafom z = f(z,y).

Izrek 1 (Fubini). Ce je f: R — R zvezna funkcija na pravokotniku R =
[a,b] x [c,d] C R?, potem

lJfﬂmyﬁhﬂy=ild<fo@kwdx)dyzuéb([df@;yﬂw>dx

2. DVOJNI INTEGRAL

Ce je D C R? neko omejeno obmoéje ter f: D — R zvezna funkcija,
izberimo tak pravokotnik R, da velja D C R. Sedaj definiramo dvojni
integral funkcije f na obmocju D kot

{[ £y dedy = [[ F(z,y) dedy,
1



2

kjer

07 (‘1.7 y) ¢ D
Sedaj lahko zapisimo tudi Fubinijev izrek za nepravokotna obmocja.

Fla.y) = {f(x,y>, (x.y) € D

Izrek 2 (Fubini). (1) Ceje D = {(z,y); a<x <bing () <y < ()} C
R? in f: D — R zvezna funkcija, potem je

fj f(z,y) dedy = /b </w(2(::) f(z,y) dy) dx.

(2) Ceje D = {(z,y); Vi(y) <2z <V(y)inc<y<dy CR*’inf: D — R
zvezna funkcija, potem je

Jf sy = [ ( [ st dx) .

1(y)

3. TROJNI INTEGRAL...

. je definiran na podoben nacin. Po Fubinijevem izreku lahko tudi
trojne integrale na nekaterih obmocjih zapiSemo kot trikratne integrale.

4. MENJAVA SPREMENLJIVK
Spomnimo se izreka prejSnjega tedna:
Izrek 3. Naj bo f: D — R zvezna funkcija na D C R?. Ce je v = ¢(u,v),
y = Y(u,v), taks§na menjava spremenljivk, da je det J,y # 0, potem

ff f(z,y) dxdy = /Df(gp(u, v), ¥ (u,v)) |det J, 9| dudv.

Podobno, ¢e je f: D — R zvezna funkcija na D C R? ter z = p(u,v,w), y =
Hu,v,w), z = P(u,v,w) takSna menjava spremenljivk, da je det J, g, # 0,
potem velja

jfjf(x,y,x) dxdydz = / fle(u, v, w),d(u,v,w), Y(u,v,w))|det J,9.4| dudvdw.
2 D

Nekaj primerov menjave spremenljivk:
(1) Polarne koordinate v R? so podane z

T =1Ccosp, Yy =rsiny,

r >0, ¢ €0,27], in velja det Jporar = .



(2) Valjne koordinate v R* so podane z
r=rcosp, y=rsing, z = z,

r>0, ¢ €l0,2r], z € R, in velja det Jeytindric = 7
(8) Krogelne koordinate v R? so podane z

x =1rcospcost, y =rsinpcost, z = rsinv.

r >0, ¢el0,2n], ¥ € [-%, %] in velja det Jopherical = * cos U.
5. DOMACA NALOGA

%2 (1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, strani 1022-
23, Exercises 3-52.

%2 (2) Naj bo a € R nenicelno sStevilo. Za piSite naslednji integral s spre-
membo v polarni koordinatni sistem

Fu

%2 (3) Zamenjajte vrstni red integracije:

/01 (/Oﬁf(x,y)dx) dy = / (/??ﬂm’y)dy) .

4 (4) Zapisite integral
1
/ f(z,v, z)dz) dm) dy
\/a:2+y2

1 1—y2
/;1 /;\/ 1—y2
v valjnih koordinatah.
(Naloge, oznaCene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov.)
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f(z, y)dx) dy.

6. STE ZAMUDILI PREDAVANJA ALI ZELITE VEDETI VEC?

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Poglavje
15.

(2) Wolfram Demonstrations: Approximating a Double Integral with
Cuboids.

(3) Ste manjkali na predavanjih? Tu so na voljo prastari posnetki
predavanj (2020/21) (ki se ne ujemajo nujno s potekom predmeta
letosnje leto).


https://demonstrations.wolfram.com/ApproximatingADoubleIntegralWithCuboids/
https://demonstrations.wolfram.com/ApproximatingADoubleIntegralWithCuboids/
https://video.arnes.si/watch/l2jXQISSVPmD
https://video.arnes.si/watch/l2jXQISSVPmD
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