Matematika 1 Izrocki: 9. teden

Funkcije in vektorske funkcije ve¢ spremenljivk

Polona Oblak

1. PONOVITEV FUNKCIJ VEC SPREMENLJIVK

1.1. Definicija. Funkcija ve¢ spremenljivk

f: Dy CR" — R,
X = (21,29, ..., Ty) > f(z1,22,...,2y)
je funkcija, ki predpise realno vrednost f(x) = f(xy,22,...,2,) € R vsaki

tocki x = (21, 22,...,2,) € Dy C R". Mnozici Dy pravimo definicijsko obmo-
¢je funkcije f.
V primeru, ko je n = 2, je graf funkcije f = f(z,y): D; C R* — R ploskev

Iy ={(z,y, f(z,9)): (x,y) € Dy}
v R3. Nivojska krivulja (ali nivgjnica) funkcije f = f(x,y) je mnozica vseh
tock (z,y) € Dy, za katere velja f(z,y) = ¢ za dano realno realno Stevilo
c € R. Tako vsaka tocka (z,y) € D, lezi na natanko eni nivojski krivulji in
zato se definicijsko obmocje D, razsloji na nivojske krivulje.

1.2. Odvodi. Parcialni odvod funkcije f: R™ — R v tocki a = (ay, as, ..., a,)
po spremenljivki x; definiramo kot

_af IERT f(alw"?aiflaai+h7ai+17"'7an)_f(a)
fu (a) = %(a) = }lg% I ~
Tako nam torej parcialni odvod funkcije f po x; v to¢ki a = (ay,as, ..., a,)

pove relativno spremembo funkcijske vrednosti pri zelo majhni spremembi
spremenljivke z;, Kjer so ostale spremenljivke fiksne.

Vektor
(grad f)(a) = (fz, (@), fu,(a), - - -, f2,(a))

imenujemo gradient funkcije f v tocki a.
Smerni odvod funkcije f: R" — R v tocki a = (ay,as,...,a,) U smeri vek-
torja € je enak

fe(a) = (grad f)(a

Z fui(a

_L‘ o

Za funkcijo f: R" — R velja:
(1) Gradient funkcije f v tocki a kaze v smeri najhitrjSega narascanja
funkcije f v tocki a.
(2) V primeru n = 2 je gradient funkcije f = f(z,y) v tocki a pravokoten
na nivojsko krivuljo v tej tocki.
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(3) Smerni odvod fz(a) je relativna sprememba funkcijske vrednosti
f(a) ob majhnem premiku iz tocke a v smeri vektorja €. Zato velja:
e Ce je f+(a) > 0, potem f ob majhnem pomiku iz toéke a v smeri
vektorja € narasca.
e Ce je f+(a) < 0, potem f ob majhnem pomiku iz tocke a v smeri
vektorja ¢ pada.

1.3. Vis§ji odvodi. Parcialne odvode drugega reda izracunamo s parcial-
nim odvajanjem parcialnih odvodov prvega reda. Definiramo jih kot

0? o (0

n x n matriko
o*f

imenujemo Hessejeva matrika funkcije f v tocki x. Ce sta pri tem feiz, IN
fe;«; zvezni funkciji, potem sta omenjena druga parcialna odvoda enaka.
Zato je v primeru, ko so vsi parcialni odvodi f,,., zvezni, Hessejeva ma-
trika H;(z,y) matrika.

Ce druge parcialne odvode $e naprej odvajamo, dobimo parcialne od-
vode visjih redov. Ce so zvezni, so neodvisni od vrstnega reda odvajanja.
V tem primeru za funkcijo f dveh spremeljivk dobimo Stiri razlicne par-

1,7,=1,...,n

. . 3 3 3 3
01?1ne odvodegtretjega rec:a: %(a,b),3 %(a,b) = (9x8c7yf8x<a’ b) = %(a,b),
o ) 0 oD

ayQ(J;x (a,b) = 8yamfay(a’ b) = (%8’;2 (a,b) in a—yg(a, b).

2. VEKTORSKE FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
2.1. Definicija. Vektorska funkcija
F: DpCR" —R™
X = [fi(x) fo(x) o f(x)]

je m-terica funkcij ve¢ spremenljivk.
Vektor spremenljivk bomo oznacili tudi kot ¥ = x = (z4,...,z,) in po-
dobno pisemo tudi

i
F(#) = F(x) = Q:X ,
fon )

da poudarimo, da je v F' zbranih m funkcij ve¢ spremenljivk.
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2.2. Odvodi. Jacobijeva matrika vektorske funkcije F': Dr C R" — R™ je

m x n matrika prvih odvodov funkcij fi,..., fi:
ggj; (x) gé; (x) ... %T?L(X)
OF S2(x) F2(x) ... 52(x)
1 J - - 1 T2 Ln
(1) F(x) o7 : : - :
aafT”:(x) %fT”;(x) e ng’:(X)

Absolutna vrednost determinante Jacobijeve matrike vektorske funkcije
F:Dr C R* —» R” pove, za kakSen faktor funkcija lokalno raztegne pro-
stornine.

Drugi odvod funkcije f: R" — R (tu je m = 1) definiramo kot

Nekaj pravil:

Pf of
o of (835)
(1) 8:1: — [

2) Ce je A e R™", potem % = 4.

(3) Ce je @ € R", potem 22 ‘9“ Z — T,

(4) Ce je A € R™™, potem a(’” AT — FT(A+ AT).

(5) Ce je A e Rm» s1metr1cna matrlka, potem velja ””8—14’”) = 27T A.
(6) aHfl\2 _ 97T

(7)éeé CR™ » R"in F: Dy CR" - R? in H = F o G, potem
o = (aZ% h 56 (G@) - 5.

3. DOMACA NALOGA

(1) Resite kviz na U¢ilnici.

(2) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, stran 945,
exercise 5-6, 13-29, 35-48, stran 1020, exercise 1-6.

(8) Naj bo (u,v) novi koordinatni sistem v R?, definiran z

LN Np

>

x =e“cosv,y = e“sinv,

kjer u € R and v € [0, 27]. Dolocite determinanto Jacobijeve matrike

_ Oy)
Jup = A(u,w)*

(4) Naj bodo (u,v, w) nove koordinate v R?, definirane s predpisom

AN

T =ucosv,y = 2usinv, z = 3w.

kjer je u > 0, v € [0,27] in w € R. Izracunajte determinanto Jacobi-
jeve matrike J,, ., = %.

(5) Naj bo (u,v,w) koordinatni sistem v R* definiran z

>

x = 3ue’,y = 2we", z = u.


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=30597

A(z,y,2)
O(u,v,w) *

Dolocite determinanto Jacobijeve matrike J, , ., =
4 (6) Polarne koordinate v R? so podane z

T =1Tcosp, y=rsiny,

kjer je r > 0, ¢ € [0,27]. Pokazite, da je determinanta Jacobijeve
matrike enaka

det(Jpolarne) =T.

4 (7) Cilindri¢cne koordinate v R so podane z
r=rcosp, y=rsing, z = z,

kjer je r > 0, ¢ € [0,27] in z € R. , PokazZite, da je determinanta
Jacobijeve matrike enaka

det(Jcilindriéne> =T
4 (8) Sfericne koordinate v R? so podane z
T =1rcospcost, y =rsinpcost, z =rsind,

kjer je r > 0, ¢ € [0,27], ¥ € [-5,5]. Pokazite, da je determinanta
Jacobijeve matrike enaka

det(Jspherica) = r° cos v

(9) Ce 7 = Z(¥) in i = (), potem pokazite, da je 8(3‘;5) _ ng_g FEE.
5(10) Naj bosta @,b € R" in funkciji f,g: R" — R definirani kot f(7) = &"d
in g(7) = Z7b. IzraCunajte w.

4(11) Naj bo A € R™" matrika z lastnostjo AT = —A. Izracunajte
2 (ZTAZ + ||57]|%).

o||Az||?

%(12) Za matriko A € R"*" izraCunajte =

4%(13) Naj bodo B,C, D € R™" in b,d € R". Za funkcijo
f(®) = (BZ+b)TC(DE + d)

. ~ . . 2
izracunajte 2L in 2.

(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov
in so primeri nalog s teoreticnih izpitov.)



4. STE ZAMUDILI PREDAVANJA ALI ZELITE VEDETI VEC?

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Poglavja
14.1-14.6.

(2) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistician’s Perspective,
Springer, 1997, Poglavje 15.

(3) J.E. Gentle: Matrix Algebra, Theory, Computations, in Applicati-
ons in Statistics, Springer, 2017, Poglavje 4.

(4) K.B. Petersen, M.S. Pedersen: The Matrix Cookbook.

(Pazite na to, da so v vseh treh zgoraj omenjenih referencah od-

vodi definirani kot transponiranke matrike (1).)

(5) Ste manjkali na predavanjih? Tu in tu (od 1h 09min dalje) so
na voljo prastari posnetki predavanj (2020/21) (ki se ne ujemajo
nujno s potekom predmeta letoSnje leto).


http://www.springer.com/gp/book/9780387708720
http://www.springer.com/gp/book/9780387708720
https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf
https://video.arnes.si/watch/AKYPF7SqWY7P
https://video.arnes.si/watch/g1WH7X8R2ioh
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