Matematika 1 Izrocki: Teden 1

Ponovitev: matrike, sled, rang, lastne vrednosti,...

Polona Oblak

1. SLED

Sled matrike A = [, ;] € R"*" (oznaka: tr(A)) je vsota vseh njenih diago-
nalnih elementov .
= Z aiyi.
=1

Lastnosti sledi. Za matrike A, B, P € R"*" velja
(1) tr(aA) = atr(A),

(2) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),

(3) tr(AT) = tr(4),

(4) tr(AB) = tr(BA),

(5) tr(PAP™!) = tr(A) za vsako obrnljivo matriko P.

2. RANG

Rang matrike A € R™*" (oznaka: rank(A) = rk(A)) je
e Stevilo pivotov, ki jih dobimo v (reducirani) vrsticno stopnicasti
obliki matrike A po Gaussovi eliminaciji
Stevilo linearno neodvisnih vrstic matrike A,
dimenzija linearne ogrinjace vrstic matrike A,
Stevilo linearno neodvisnih stolpcev matrike A,
dimenzija linearne ogrinjace stolpcev matrike A,
dim C'(A),
n —dim N(A),
velikost najvecje obrnljive (kvadratne) podmatrike matrike A.

3. PODOBNOST

Matriki A € R™*" in B € R"*" sta podobni, Ce obstaja taksna obrnljiva
matrika P € R"*", da je
A=PBP".
Podobne matrike imajo isto:
(1) sled,
(2) determinanto,



(3) karakteristicni polinom,
(4) lastne vrednosti,
(5) rang.

4. DO NASLEDNJEGA TEDNA

(1) Pokazite naslednje enakosti in neenakosti, ki veljajo za rang ma-
trik
a) rank(
) rank (A
(c) rank(A + B) < rank([A|B]),
(d) rank(A + B) < rank(A) + rank(B),
(e) rank([A|B]) < rank(A) 4 rank(B), kjer je za A € R™*" in A € R™*?
matrika [A|B] € R™*("*P) razsirjena matrika matrik A in B,
() rank(A @ B) = rank(A) + rank(B), Kkjer je za A € R™*" in A € RP*¢

61 g e R(m+pr)x(n+d) direktna vsota matrik A

AT) = rank(A),
B) < rank(A) in rank(AB) < rank(B),
A

matrika A® B = [
in B.
(Pri tem naj bosta matriki A in B v posameznih alinejah primernih
velikosti za mnozenje, seStevanje,...)
(2) Resite kviz in preverite vase znanje osnovnih pojmov linearne al-
gebre.

5. NADALJNJE BRANJE

(1) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, razdelek 5.
(2) 3BluelBrown, Essence of linear algebra

6. (PRIPOROCLJIVA) DOMACA NALOGA

(1) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, stran 53 (Exercise 1, 2, 3).

(2) Dokazite, da je podobnost matrik tranzitivna lastnost.

(3) Dokazite, da imajo podobne matrike isti karakteristicni polinom.


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=25693
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g

Matematika 1 Izrocki, 2.teden

Schurov izrek, Frobeniusova norma matrike,
izrek Eckarta in Younga

Polona Oblak

1. SCHUROV IZREK IN NJEGOVE POSLEDICE

Izrek 1 (Schur). Ngj ima matrika A € R™" lastne vrednosti A1, Aa, ..., \,.
Tedaj obstaja taksna ortogonalna matrika () € R™*", da je
QTAQ
zgornje trikotna n x n matrika z diagonalnimi elementi enakimi A\, Ao, ..., \,.
Opazimo:
e V izreku [I] lahko zgornjo trikotnost nadomestimo s spodnjo triko-
tnostjo.
e Pri tem niti matrika Q niti QT AQ nista enoli¢no dolo¢eni z matriko
A.

Posledica 1. Vsaka matrika A € R™" je podobna zgornje trikotni matriki.

Posledica 2. Vsaka simetricna matrika A € R"*" je ortogonalno podobna
diagonalni matriki.

Posledica 3. Ce ima matrika A € R™" lastne vrednosti enake \i, X\, ..., \n,
potem je
tl"(A) :/\1+)\2++)\n
in
det(A) = /\1/\2 e /\n
Posledica 4 (Cayley-Hamilton). Ce je A4(z) = det(A — z1I,,) karakteristi¢ni
polinom matrike A, potem velja A(A) = 0.

Izrek 2 (SVD - Razcep singularnih vrednosti). Za vsako matriko A € R™*",
m > n, obstajajo taksSna matrika

01
02

E: GRan

ter ortogonalni matriki U € R™™ in V' € R™", da velja

A=UXV".
1



2. FROBENIUSOVA NORMA MATRIKE
Za matriki A € R™*" in B € R™*" definiramo
(A, B) = tr(A"B).
Izrek 3. Za produkt (A, B): R™™ x R™"™ — R velja za vse matrike A, B,C €

Rmxn
(1) (A, B) = (B, 4),
(2) (e¢A+ BB,C) =a(A,C)+ 3(B,C), zavse a, 3 € R,
(3) (A, 4) >0,
(4) (A, A) = 0 natanko tedaj, ko je A = 0.

Zato (A, B) imenujemo skalarni produkt matrik A in B.
Izrek 4. Za matrike A € R™*", B € R™** in C € R velja
(A,BC) = (BTA,C) = (AC", B).

Frobeniusova norma matrike A = [q;] € R™*" je definirana kot

[Allr = [IA]l = V(A, 4) = V/tr(ATA).

Velja:
min{m,n}

n.om
lAlE =233 af= >, o
i=1

i=1 j=1

Izrek 5 (Eckart, Young). Naj bo A = UX VT razcep singularnih vredno-
sti matrike A € R™", m > n, kjer U = [UDU® .. . UM™] € R™™ in V =
VOye | yv®] ¢ R, Potem je matrika A, € R™" ranga k, k < n, ki
Jje med vsemi matrikami ranga k v Frobeniusovi normi najbliZje matriki A,
enaka

Ay = UDVONT 4 o U@(VENT 4 g0 (7 E)T

invelja ||A — Agl|r = \/a,%Jrl +...+02. (Velja torej ||A — Ail|r < ||A — X]||F za
vse matrike X € R™*", za katere velja rank(X) = k.)

3. NADALJNJE BRANJE

(1) Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Matrix Analysis, Cam-
bridge, 2006, razdelka 2.3 and 2.4.

(2) ve¢ matricnih norm: Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Ma-
trix Analysis, Cambridge, 2006, razdelek 5.6.

(3) Gilbert Strang, Linear algebra and Learning from Data, Wellesley-
Cambridge Press, Wellesley, 2019, razdelek 1.9.



4. DOMACA NALOGA

%2 (1) Resite kviz na spletni Ucilnici.

* (2) Uporabite Schurov izrek, da dokazete, da je rang kvadratne ma-
trike A enak velikosti najvecje obrnljive (kvadratne) podmatrike
matrike A.

x (3) Dokazite Cayley-Hamiltonov izrek, posledica [4]

4 (4) Pokazite, da za simetricno matriko A € R"*" velja

|A|lr =/ A7+ ...+ A2,

kjer so \,..., \, lastne vrednosti matrike A. Pokazite na primeru,
da enakost ne velja za nesimetricne matrike.

4 (5) Naj bo A = PDP~! simetricna matrika. Pokazite, da je najboljsa
aproksimacija ranga ena matrike A v Frobeniusovi normi enaka
A\viv7, Kjer je \; po absolutni vrednosti najvecja lastna vrednost
matrike A, v; pa normirani lastni vektor, ki pripada \;.

* (6) Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Matrix Analysis, Cam-
bridge, 2006, nalogi 2.3.P6 (str.107) in 2.4.P2 (str.124).

(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so

primeri nalog s teoreticnih izpitov. Naloge, oznacene s x so tezje, Sirijo
vase znanje in dopolnjujejo odpredavano snov.)


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=36110

5. RESITVE NALOG

(2) Naj ima matrika A € R"*" lastne vrednosti \y,...,\,. Po Schuro-

vem izreku obstajata takSna ortogonalna matrika ¢ € R in ta-
ksna zgornje trikotna matrika 7 € R™" z diagonalnimi elementi
A,..., A\, daje QTAQ = Z.

Matrika Z je zgornje trikotna, zato lahko s permutacijo vrstic
(mnozenje Z s permutacijsko matriko P € R"*" z leve) in s per-
mutacijo stolpcev (mnozenje Z s permutacijsko matriko R € R"*" z
desne) dosezZzemo, da bo matrika PZR oblike
Z X]

PZR = {0 Z

kjer je Z, € R™" obrnljiva zgornje trikotna matrika, Z, € R»=")*(®=7)
pa zgornje trikotna matrika z niclami na diagonali. To pomeni, da
ima matrika PZ R obrnljivo r x r podmatriko Z; in da velja rank(Z) >
rank Z; = r. Se veé, ker ima 7, na diagonali nicelne vrednosti, ima
vsaka (r + 1) x (r + 1) podmatrika matrike Z nicelno determinanto.

Matrika Z = PTAR'T ima tako tudi obrnljivo r x r podmatriko
(vendar morda ne vecC v zgornjem levem vogalu) in posledi¢no jo
ima tudi matrika A = QZQ" (saj je Q obrnljiva). Ker sta matriki A
in Z podobni, je torej rank(A) = rank(Z) > r. Zatorej je rank(A) enak
velikosti najvecje obrnljive podmatrike matrike A (=najvecji mozni
).



Matematika 1 Izrocki: 3. teden

Kroneckerjev produkt

Polona Oblak

1. KRONECKERJEV (TENZORSKI) PRODUKT

Kroneckerjev produkt (tudi tenzorski produkt) matrik A = [a;;] € R™*" in
B € RP*? je mp x ng matrika

allB algB Ce alnB
A % B aQTB GQ?B ce CZQT‘lB c ]Rmpan.
amiB ap2B ... amnB

Ce so matrike A, B, C' in D primernih velikosti, potem veljajo naslednje
enakosti.
HO0RA=A®0=0
2axA=Aa=aAzavsaka e R
B) (?kA)®@ B=A® (aB) =a(A® B)
4) (A+B ®C:A®C+B®CinA®(B+C) =ARB+A®C
5) (AB)T"=AT® BT
(6) (A@B)®C=A® (B ().
7) (A® B (C ® D)= (AC) ® (BD).
(8) (A B) ' =A"1® B!
9) tr(A® B) = tr(A) tr(B)
(10) rang(A ® B) = rang(A) rang(B)
(11) Ce ima matrika A € R™*" lastne vrednosti A, ..., Ay in ima matrika
B lastne vrednosti p,...,u,, potem je mnozica lastnih vrednosti
matrike A ® B enaka

{A\ipj; A; lastna vrednost A, ;1; lastna vrednost B}.
(12) Ce A € R™" in B € R™*™, potem je det(A ® B) = (det A)™(det B)™.

2. PRESLIKAVA vec

Za matriko A € R™*" oznacimo vektorizacijo matrike A kot

A
A®)

vec je preslikava iz R™*" v R,
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Izrek 1. Za matrike A € R™*", B € R"*? in C' € RP*" velja
vec(ABC) = (CT @ A) vec(B).

3. NADALJNJE BRANJE

(1) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, razdelki 16.1., 16.2. in 16.3.

(2) Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Topics in Matrix Analysis,
Cambridge, 2006, razdelek 4.2.

(3) Charles F. Van Loan:The ubiquitous Kronecker product, Journal
of Computational and Applied Mathematics 123 (2000) 85-100.

4. DOMACA NALOGA

(1) Resite kviz na spletni Ucilnici.
(2) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, stran 368 (Exercises 1, 2, 3, 4, 14, 15, 16).


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/128763/mod_resource/content/2/Kroneckerjev%20produkt.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=37453

Matematika 1 Izrocki: 4. teden
Pozitivno semidefinitne matrike. Razcep Choleskega.

Polona Oblak

1. POZITIVNO SEMIDEFINITNE MATRIKE

Spomnimo se, da ima simetricna matrika A € R"*" vse lastne vrednosti
realne.
Simetricni matriki A € R™" pravimo
(1) pozitivno semidefinitna, ¢e je z" Az > 0 za vse r € R".
(2) pozitivno definitna, ¢e je #" Az > 0 za vse nenicelne z € R".
(8) negativno semidefinitna, ¢e je x" Az < 0 za vse r € R".
(4) negativno definitna, ¢e je x" Az < 0 za vse nenicelne z € R".
(5) nedefinitna, ce je x"Ax > 0 za nekatere z € R" in y'Ay < 0 za
nekatere y € R".

Izrek 1. Simetricna matrika A € R™" je

(1) pozitivno semidefinitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti
nenegativne,

(2) pozitivno definitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti pozi-
tivne,

(3) negativno semidefinitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti
nepozitivne,

(4) negativno definitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti ne-
gativne,

(5) nedefinitna natanko tedaj, ko ima tako pozitivne kot negativne la-
stne vrednosti.

Izrek 2. (1) Simetricna matrika A € R™*", rank(A) = r, je pozitivno se-
midefinitna natanko tedaj, ko obstaja taksna matrika B € R™",
rank(B) = r, da je A = BBT.

(2) Simetricna matrika A € R"*" je pozitivno definitna natanko tedaj, ko
obstaja taksna obrnljiva matrika B € R™*", da je A = BBT.

Izrek 3 (Sylvester). Simetricna matrika A je pozitivno definitna natanko
tedaj, ko so determinante vseh vodilnih glavnih podmatrik matrike A pozi-
tivne.

Simetricna matrika A je negativno definitna natanko tedaj, ko je deter-
minanta vsake k x k vodilne glavne podmatrike A pozitivna, Ce je k sodo
Stevilo, ter negativna, ce je k liho Stevilo.

Izrek 4 (Razcep Choleskega). Obrnljiva matrika A € R™" ima razcep Cho-
leskega
A=LLT,
1
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Ijer je L € R™*™ spodnje trikkotna matrika, natanko tedaqj, ko je A simetricna
in pozitivno definitna.

2. NADALJNJE BRANJE

2 (1) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, Poglavje 14.

%2 (2) Gilbert Strang, Linear algebra and Learning from Data, Wellesley-
Cambridge Press, Wellesley, 2019, razdelek 1.7.

* (3) Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Matrix Analysis, Cam-
bridge, 2006, Podpoglavja 7.0, 7.1, 7.2.

* (4) Giorgio Giorgi: Various Proofs of the Sylvester Criterion for Qua-
dratic Forms, Journal of Mathematics Research; Vol 9, No 6, 2017.

3. DOMACA NALOGA
%2 (1) Resite kviz na spletni Ucilnici.

% (2) Poiscite linearno spremembo spremenljivk v = f(x,y, 2), v = g(x,y, 2)
and w = h(x,y, z), v kateri ima

Q(z,y,2) = 3% + day — 4oz — 2y=z
diagonalno obliko.

4 (3) Ce sta matriki A € R"*" in B € R™*™ simetri¢ni pozitivno semide-
finitni matriki, pokazite, da je tudi A ® B pozitivnho semidefinitna
matrika.

4 (4) Ce je simetriéna matrika A pozitivno semidefinitna, pokazite, da je
tudi A* pozitivnho semidefinitna za vsak k € N.

%2 (B) Naj bo A = BT B taksna pozitivno semidefinitna matrika velikosti
n x n, da za nek vektor z € R" velja 2" Ax = 0. Pokazite, da je Bx = 0
in nato sklepajte, da velja tudi Az = 0.

(simetricna) pozitivno se-

%2 (6) Pokazite, da je blotna matrika l 1134T g

-BT C
midefinitna. Pri tem je A € R"*" B € R™™ ter C' € R™*"™.
%2 (7) Naj bo A € R™" simetricna pozitivno semidefinitna matrika z la-
stnimi vrednostmi \; > \s > ... > \,.
(a) Dokazite, da velja 7T A7 < \{||7]|* za vsak ¥ € R".
(b) Dokazite, da velja maxzcgn %ﬁf =\
(c) Dokazite, da je tudi matrika A — )/, pozitivho semidefinitna.

midefinitna natanko tedaj, ko je matrika [ ] pozitivno se-


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/130205/mod_resource/content/1/Various_Proofs_of_the_Sylvester_Criterion_for_Quad.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/130205/mod_resource/content/1/Various_Proofs_of_the_Sylvester_Criterion_for_Quad.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=37453

(8) Naj bosta A, B € R"*™ simetri¢ni pozitivnho semidefinitni matriki.
% (a) Pokazite, da obstaja natanko pozitivno semidefinitna matrika
K, davelja K? = A.

* (b) Pokazite, da obstaja natanko ena pozitivno semidefinitna ma-
trika K, da velja K? = A. Pravimo tudi, da je K = v/A koren
matrike A.

4 (c) Pokazite, da je (A, B) = ||V AVB||%.

* (9) Preberite in razumite vsaj enega od |[dokazov Sylvestrovega izreka.
(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so

primeri nalog s teoreticnih izpitov. Naloge, oznacene s x so tezje, Sirijo
vase znanje in dopolnjujejo odpredavano snov.)


https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/130205/mod_resource/content/1/Various_Proofs_of_the_Sylvester_Criterion_for_Quad.pdf

Matematika 1 Izrocki: 5. teden

Vektorski prostor in podprostor. Baza.

Polona Oblak

1. VEKTORSKI PROSTOR

Realni vektorski prostor V je mnozica vektorjev v € V, za katere imamo
definirani dve notranji operaciji

e seStevanje vektorjev (u,v € V = u+v € V) in
e mnozenje vektorjev z realnimi Stevili (v € V, a € R = av = a-v € V),

z lastnostmi

(VP) u+v=v+uin (u+v)+w=u+ (v+ w),

(VP2) obstaja nicelni vektor 0 in veljav+0 =0+ v = v,

(VP3) za vsak v € V obstaja nasprotni vektor —v, za katerega velja v +
(—v) = (=v) +v =0,

(VP4) 1-v=vzavsakv eV,

(VP5) () v = a- (5 -v).

(VP6) (a+pB) - v=a-v+ -,

(VP7) a - (u+v)=a-u+a-uv,

za poljubne u,v,w € V in o, 8 € R.
Pri tem bomo, kot obicajno v matematiki, simbol - pri produktu vektorja
s Stevilom vecinoma izpuscali. Torej bomo pisali tudi av = o - v.

Izrek 1. Naj bo V vektorski prostor. Potem velja

(1) V vsebuje nicelni vektor 0,

(2) v vsakem vektorskem prostoru V je nicelni vektor 0 en sam,
B) @-0=0 zavsak o € R,

4) 0-v=0zavsakveV.

Za vektorje vy, vy, ...,v, € V in skalarje ay, as, ..., o, € R imenujemo vek-
tor

a1V + Uy + ...+ Uy,

linearna kombinacija vektorjev vy, vy, . .., vy,.
Denimo, nicelni vektor 0 = 0-v; +0-v2+...40-v, je linearna kombinacija
poljubnih vektorjev vy, vq,...,v, € V. Linearno kombinacijo z izklju¢no

nicelnimi koeficienti imenujemo trivialna linearna kombinacija.



2. VEKTORSKI PODPROSTOR

Ce je podmnozica U vektorskega prostora V
(VPP1) zaprta za sestevanje (u,v € U = u+v € U) in
(VPP2) zaprta za mnozenje vektorjev z realnimi Stevili (v € U, 0 € R =
av € U),

potem jo imenujemo vektorski podprostor prostora V.

Izrek 2. PodmnoZica U vektorskega prostora V je vektorski podprostor na-
tanko tedaj, ko je poljubna linearna kombinacija au + v vektorjev u,v € U
tudi vsebovana v U.

Vsak vektorski podprostor po (VPP2) vsebuje tudi vektor 0-v = 0. Zatorej
podmnozica vektorskega prostora, ki ne vsebuje nicelnega vektorja, ne
more biti vektorski podprostor.

Ker lastnosti (VP1)-(VP7) veljajo za poljubne elemente vektorskega pro-
stora V, veljajo tudi za vse elemente vektorskega podprostora U v V. Poleg
tega je vektorski podprostor po definiciji zaprt za seStevanje in mnoZenje s
Stevili. Zatorej je vsak vektorski podprostor hkrati tudi vektorski prostor.

Linearna ogrinja¢a L{v;, v, ...,v,} vektorjev vy, vs, ..., v, je mnoZica vseh
linearnih kombinacij vektorjev vy, vs, ..., v,.

Ker je linearna kombinacija linearnih kombinacij vektorjev vy, vs, ..., v, €
V zopet linearna kombinacija vektorjev vy, vs,...,v,, je po Izreku [2] line-
arna ogrinjaca L{vy,vs,...,v,} linearni podprostor v V. Pravimo, da vek-
torji vy, vy, . . ., v, napenjajo prostor L{vy, vy, ..., v,}.

Ne le, da je linearna ogrinjaca vektorski prostor. Velja celo vec.

Izrek 3. Linearna ogrinjaca vektorjev vy, v, ..., v, vektorskega prostora V
Jje najmanjsi vektorski podprostor v V, ki vsebuje vektorje vy, vs, . .., Uy,.

3. BAZA VEKTORSKEGA PROSTORA

Vektorji vy, v9,...,v, € V so linearno odvisni, ko obstaja vektor v, ki je
linearna kombinacija ostalih vy, ve ..., 051, Vky1, -, Unt
Vg = U1 + QU2 + ... + Qp—1Vk—1 + Qpy1Vk4+1 + - . . + QpUp,
kjer a; € R.
Vektorji vy, vs,...,v, € V so linearno neodvisni, ¢e niso linearno odvi-
sni. Ekvivalentno, vy,vs,...,v, € V so linearno neodvisni, ce je njihova
trivialna linearna kombinacija edina njihova linearna kombinacija, Ki je

enaka nicelnemu vektorju 0. Z drugimi besedami, vq,vs,...,v, € V SO
linearno neodvisni, ce iz

a1v1 + g + ...+ anv, =0

sledi
ar=0oag=...=aqa, =0.
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Ce mnozica vektorjev vsebuje ni¢elni vektor 0, potem lahko nic¢elni vek-
tor izrazimo kot trivialno linearno kombinacijo ostalih vektorjev. Zato je
vsaka mnozica, ki vsebuje nicelni vektor, linearno odvisna.

Naj vektorji uy, us, . . ., u,, napenjajo vektorski prostor V.= L{uy, us, ..., uy}.
Ce S0 uy, Uy, . . . , u, linearno odvisni, potem obstaja podmnozica {v1,v9,...,0,} C
{uy,ug,...,u,}, Ki prav tako napenja prostor V. NajmanjSo takSno pod-
mnozico bomo imenovali baza vektorskega prostora. Dobimo jo tako, da
iz mnozice {uy,us,...,u,} izberemo ¢im manj vektorjev (torej bodo line-
arno neodvisni), a bodo Se vedno napenjali prostor V.

MnozZica vektorjev {vy,vs,...,v,} je baza vektorskega prostora V, ¢ce

(B1) so vy, vs,...,v, linearno neodvisni in
(B2) vy, vy,...,v, napenjajo prostor V.

Izrek 4. Vsak vektorski prostor ima neSteto baz. Vse baze vektorskega
prostora imajo enako Stevilo vektorjev.

Dimenzija prostora V' je enaka moci (poljubne) baze prostora V. Ozna-
¢imo jo z dim V.

Izrek 5. Za vsako bazo vektorskega prostora V je zapis poljubnega vek-
torja v € V kot linearna kombinacija baznih vektorjev vedno enolicen.

4. NADALJNJE BRANJE

%2 (1) David Poole, Linear algebra, a modern introduction, Thomson,
2006, Podpoglavji 6.1 in 6.2.
%2 (2) Tomaz Kosir, Linearna algebra, poglavje VI: Vektorski prostori.

5. DOMACA NALOGA

%2 (1) Resite kviz na Ucilnici.
%2 (2) Drzi ali ne drzi?
(@) Mnozica vseh zgornje trikotnih n x n matrik vektorski podpro-
stor v R™*".
(b) Mnozica vseh 3 x 3 matrik z vsemi diagonalnimi elementi ena-
kimi O je vektorski podprostor v R3*3,
(c) Mnozica vseh 4 x 4 matrik, ki imajo vse vrstice enake, je vek-
torski podprostor v R**4,
(d) Ravnina v R?, podana z enacbo x + 2y + 3z = 4, je vektorski
podprostor v R3.
(e) Ce so z,y,z € R? linearno odvisno vektorji, potem je linearna
ogrinjaca L{z,y, z} ravnina v R? skozi koordinatno izhodisce.


https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=21051

(f) Ce je {v1,vq,...,v7} ortogonalna mnozica v vektorskem prostoru
V' dimenzije 7 in v; nenicelni vektorji, potem je
v1, Vs, ...,v7} baza prostora V.
(g) Vsaka linearno neodvisna mnozica vektorjev v vektorskem pro-
storu dimenzije 9 vsebuje vsaj 9 elementov.
(h) Vsaka baza prostora R*** ima najvec 4 elemente.
(i) Ce je U linearna ogrinja¢a vektorjev v;, vy, . .., vz, potem vektorji
vy, Vg, .. ., v tvorijo bazo prostora U.
4 (38) Katere od naslednjih mnozic realnih n x n matrik so vektorski
podprostori v R"*"? Za vsak podprostor dolocite tudi bazo.
(@) Matrike, ki imajo prvo vrstico nicelno.
(b) Matrike, ki imajo vsoto elementov v vsaki vrstici enako 1.
(c) Vse matrike C, za katere velja C? = I.
(d) Vse matrike D, Ki so reSitve sistema Dz = 0. Bazo dolocite le v
posebnem primeru, ko je n =2 in 7 = [1 2]".
(e) Vse matrike, katerih elementi so nenegativna realna Stevila.
(f) Vse matrike F, za katere velja F' = FT.
(g) Vse matrike G, za katere velja G = —G”.
(h) Vse matrike H, za katere velja rank H = n.
(i) Vse matrike, katerih vse vrstice so med seboj enake.
(j) Vse matrike X, katerih produkt z vnaprej dano matriko J je
enak nicelni matriki. Bazo dolocite le v posebnem primeru, ko
1 2
3 4|
%2 (4) Naj bo V vektorski prostor ter U,IW C V vektorska prostora v V.
Pokazite, da je tudi U N W vektorski prodprostor v V.
44 (5) Pokazite Izrek 1.
% (6) Naj C[0,27] oznacuje vektorski prostor vseh zveznih funkcij na in-
tervalu [0, 1]. Pokazite, da so vektorji

jen:2inf:

f(z) =1, g(x) = cos(2x), h(x) = cos®x,

linearno odvisni v C[0, 1].
4% (7) Naj bo V mnozica vseh simetricnih matrik oblike

A S
-S Al
kjer je A € R™" simetricna matrika (AT = A), S € R™" pa posevno
simetricna (ST = —9).
(a) Pokazite so, da je V vektorski prostor.
(b) Poiscite bazo prostora V in dolocite dim V.
(c) Dokazite, da je karakteristicni polinom vsake matrike v V kva-
drat.
%2 (8) David Poole, Linear algebra, a modern introduction, Thomson,
2006, stran 446 (Exercises 24-50), strani 460-463 (Exercises 1-
58).
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(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov. Naloga, oznacena s %% je nekolika
tezja.)



Matematika 1 Izrocki: 6. teden

Linearne preslikave

Polona Oblak

1. DEFINICIJA

Naj bosta V in U vektorska prostora. Preslikava 7: V — U je linearna
preslikava, ce velja

(LP1) 7(v +u) = 7(v) + 7(u) za vsaka v,u € V in
(LP2) 7(av) = ar(v) za vsak v € V in vsak a € R.

Izrek 1. Preslikava 7: V — U je linearna natanko tedaj, ko velja
(1) T(aw + pu) = ar(v) + f1(u)
zavsev,u €V tervse a,f € R.

Trditev 1. Za poljubno linearno preslikavo 7: V — U velja 7(0y) = 0y .

2. OPERACIJE Z LINEARNIMI PRESLIKAVAMI

Naj bodo 7,¢: V — U ter #: U — W linearne preslikave in naj bo v € R.
(1) Vsota 7 +1: V — U je preslikava, definirana s predpisom

(T +9)(v) = 7(v) + ¢(v).

(2) Produkt s skalarjem v7: V — U je preslikava, definirana s predpi-
som

(v7)(v) =y 7(v).
(3) Kompozitum o je preslikava §o7: V — W definirana s predpisom
(OoT)(v)=0(T(v)).

Izrek 2. Vsota, produkt s skalarjem in kompozitum linearnih preslikav so
linearne preslikave.

Posledica 1. MnozZica vseh linearnih preslikav iz vektorskega prostora V v
vektorski prostor U je vektorski prostor.



3. MATRIKE LINEARNE PRESLIKAVE

Naj bosta V in U vektorska prostora dimenzij m in n ter 7: V. — U

linearna preslikava. Izberimo bazi B = {by,b,...,b,} prostora V in C =
{c1,¢9,...,¢,} prostora U.
Denimo, da poznamo slike 7(by),7(bs),...,7(b,) vektorjev baze B preko

preslikave 7. Izberimo poljubni vektor v € V in ga zapiSimo kot linearno
kombinacijo

U:61b1+52b2+...+5mbm
baznih vektorjev mnozice B. Ker je 7 linearna preslikava, lahko nato sliko
7(v) vektorja izracunamo kot

7(v) = 7 (B1by + Baba + ... 4 Binbm) = Bi7(b1) + Bo7(b2) + - . 4 BT (bin).-

Tako smo ugotovili, da lahko s pomocjo slik baznih vektorjev izracunamo
sliko poljubnega vektorja v € V.

Sedaj pa razvijmo slike vektorjev baze B, ki se nahajajo v vektorskem
prostoru U, po bazi C. Torej, za j = 1,...,m, vsako sliko 7(b,) zapiSimo kot
linearno kombinacijo vektorjev mnozice C = {c;, o, ..., ¢, }:

T(bj) = ;¢ -+ Qg;Co + ...+ UpjiCn.

S tem smo dobili m - n enolicno dolo¢nih koeficientov «;;, i =1,2,...,n, j =
1,...,m. Naj bo A, g¢ = [o;;] matrika reda n x m sestavljena iz koeficientov
v razvoju slik baznih vektorjev B po bazi C.

Tako definirano matriko

11 12 ... O1m

Qo1 (g2 ... Q9m
AT,B,C -

an1 Op2 ... Opm

imenujemo matrika linearne preslikave T iz baze B v bazo C.

V njej j-ti stolpec predstavlja koeficiente, s katerimi se slika j-tega vek-
torja baze B izraza kot linearna kombinacija vektorjev baze C.

Matrika A, 3¢ nam torej preslika koeficiente v razvoju vektorja po bazi
B v koeficiente, ce sliko vektorja razvijemo po bazi C. Povedano formalno,

cejev=> B;b;in 7(v) = > vc;, potem lahko koeficiente v; dobimo tudi z
j=1 i=1

matricnim mnozenjem

7 11 Q2 ... Oy
Y2 Qg1 Qigg ... Qgpy 51
B2
(2) = :
B
L Vn | On1 Op2 ... Opm

Posebej opozorimo, da je matrika A, 5 odvisna od izbire baz B in C vek-
torskih prostorov V in U. Ce bi si izbrali druga¢ni bazi (ali vsaj eno od
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njiju), potem bi isti preslikavi priredili drugo matriko (ki ustreza koefici-
entom v razvoju po drugih bazah).

Dogovorimo se, da ¢e bomo iskali matriko preslikave 7: V — V iz baze
B v bazo B, bomo pri tem opustili enega od indeksov, t.j. A,z = A, 55.

Izrek 3. Naj bodo 7,¢:V — U ter §: U — W linearne preslikave in naj bo
a € R.
(1) Matrika, ki ustreza vsoti preslikav T + 1, je enaka vsoti matrik posa-
meznih preslikav.
Arpypse=Arse+ Apse
(2) Matrika, ki ustreza produktu s skalarjem ar, je enaka vecCkratniku
matrike preslikave.
AaT,B,C = aAT,B,C
(3) Matrika, ki ustreza kompozitumu preslikav, je enaka produktu ma-
trik posameznih preslikav.
Aporsp = Aypcp - Aose

(4) Matrika, ki ustreza inverzu obrnljive preslikave, je enaka inverzu
matrike te preslikave. Torej, Ce je i) obrnljiva preslikava, je obrnljiva
tudi matrika Ay zc. Velja

Ayprep=(Apse) .

Denimo, da poznamo matriko A = A, g linearne preslikave 7: V' — U iz
baze B v C. Radi bi zapisali matriko A" = A, g ¢ iste linearne preslikave 7,
a iz neke (morda) druge baze B’ v (morda) drugo bazo C'.

Ce si ogledamo spodnji diagram matrik, ki utrezajo preslikavam, potem
poznamo “zeleno” matriko A = A, ¢, Zelimo pa izracunati "rdeco” matriko
A" = A, p o linearne preslikave 7.

(V. B) (U, C)

(V, B') (U, C)
Al = Q Pfl

Pri tem matrika P = Zy 3 ustreza identic¢ni preslikavi prostora V' vase
iz baze B v bazo B'. TakSno matriko dobimo s koeficienti pri razvoju vek-
torjev baze B po vektorjih baze B'. Podobno je () = ;¢ ¢ ustreza identicni
preslikavi prostora U vase iz baze C v bazo ('’ in je sestavljena iz koefici-
entov pri razvoju vektorjev baze C po vektorjih baze C'. Ce se v diagramu
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sprehodimo po pusc¢icah, vidimo, da bomo morali matriko A’ sestaviti kot
kompozitum preslikav. Zatorej je A’ enak produktu pripadajocih matrik,
t.j.

A= QAP

4. LASTNE VREDNOSTI LINEARNE PRESLIKAVE
Nenicelnemu vektorju v € V pravimo lastni vektor linearne preslikave
7:V =V, ce velja
T(v) = A\v.

Stevilu )\ pravimo lastna vrednost linearne preslikave 7.

Izrek 4. Vsaka lastna vrednost linearne preslikave T je tudi lastna vre-
dnost poljubne matrike A., ki pripada preslikavi 7. Vse matrike, ki pripa-
dajo dani linearni preslikavi T imajo enake lastne vrednosti.

Pravimo, da je linearno preslikavo 7: V' — V mogoce diagonalizirati, ce
obstaja baza, v kateri pripada preslikavi 7 diagonalna matrika.

Izrek 5. Linearno preslikavo 7: V — V je mogoce diagonalizirati natanko
tedqaj, ko obstaja baza prostora V sestavljena iz lastnih vektorjev presli-
kave 7.

5. JEDRO IN SLIKA LINEARNE PRESLIKAVE

Naj bo 7: V' — U linearna preslikava vektorskega prostora V' v vektorski
prostor U.

Definicija 1. Jedro linearne preslikave 7 _je mnoZica ker(r) vseh vektorjev
v €V, za katere velja

T(v) = 0.

Definicija 2. Slika linearne preslikave je mnozica im(7) = {7(v): v € V} C
U.

Izrek 6. Jedro ker 7 linearne preslikave 7: V' — U je vektorski podprostor v
V', slika im 7 pa vektorski podprostor v U.

Izrek 7. Naj bo 7: V — U linearna preslikava iz vektorskega prostora V' v
vektorski prostor U.

(1) 7 je injektivna natanko tedaqj, ko je kert = {0}.
(2) 7 je surjektivna natanko tedaj, ko je imt = U.
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Naj bo A, matrika, ki pripada linearni preslikavi 7: V' — U iz baze B v
bazo C. Po definiciji je jedro linearne preslikave 7 mnozica vseh vektorjev
v, za katere velja 7(v) = 0. Ce razvijemo vektor v po bazi B, so koeficienti
v razvoju dolocCeni s stolpcem x = [, Bs, .. ., 3n]’. Spomnimo se enakosti
(2). Ker ima slika 7(v) = 0 v razvoju po bazi C vse koeficiente enake 0, velja
A,z = 0. (Z drugimi besedami, vektorji koeficientov v razvoju vektorjev iz
ker 7 po bazi B ustrezajo natanko nicelnemu prostoru matrike A,.)

Podobno si pomagamo z enakostjo (2), da bi dolo¢ili im 7. Po definiciji je
im 7 mnozica vseh slik linearne preslikave, torej mnozica vseh linearnih
kombinacij slik vektorjev iz baze 5. Z drugimi besedami,

! Qi Qi ... Qip
V2 Qo1 Qa2 ... Qony I
B2
= | =AWB AP, 4 A,
B
_’Yn_ _anl Qpo ... Opm]

kjer z A’ oznacimo j-ti stolpec matrike A, = [a;;]. Torej so vektorji koefi-
cientov [y1,7, ..., 7]’ natanko vse linearne kombinacije stolpcev matrike
A.. Sledi, da linearna ogrinjaca stolpcev natanko doloca koeficiente vek-
torjev v im 7 pri razvoju po bazi C. (Z drugimi besedami, koeficienti pri
razvoju vektorjev iz im 7 po bazi C ustrezajo stolpcnemu prostoru matrike
Al

Izrek 8. Naj bo 7: V — U linearna preslikava in naj bo A = A, g matrika,
ki pripada preslikavi . Potem je

(1) dim(im(7)) = rank(A),

(2) dim(ker(7)) + dim(im(7)) = dim(V).

Posledica 2. Naj bo 7: V — U linearna preslikava, dimV = dimU = n in
naj bo A neka matrika, ki pripada 7. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(1) 7_je bijektivna.
(2) 7 je injektivna.
(3) 7 je surjektivna.
(4) A je obrnljiva.
(5) ker T = {0}.
(6) N(A) = {0}.
(7) im7=U.
(8) C(A) =R
(9) Rang matrike A je n.
(10) Vrstice matrike A so linearno neodvisne.
(11) Vrstice matrike A razpenjajo R".
(12) Vrstice matrike A tvorijo bazo R".
(13) Stolpci matrike A so linearno neodvisni.
(14) Stolpci matrike A razpenjajo R™.
(15) Stolpci matrike A tvorijo bazo R".



(16) det A #£ 0.
(17) Homogeni sistem enacb Ax = 0 ima le trivialno resitev.
(18) Sistem enacb Ax = b ima reSitev za vsak b € R".

6. NADALJNJE BRANJE

(1) David Poole, Linear algebra, a modern introduction, Thomson,
2006, Razdelki 6.4.-6.7.
(2) Tomaz Kosir, Linearna algebra, poglavje VII: Linearne preslikave.

7. DOMACA NALOGA

%2 (1) Resite kviz na |Ucilnicil
(2) Dokazite izreka 2 and 7 ter posledico 2.

%2 (3) Naj bosta u,v € V linearno neodvisna lastna vektorja linearne
preslikave 7: V — V. Ce je u + v tudi lastni vektor za 7, potem
pokazite, da v in v pripadata isti lastni vrednosti.

4 (4) Dokazite, da nobena linearna preslikava 7 : R?*® — R,[z] ni injek-
tivna.

% (5) Definirajmo preslikavo 7 : R**® — R s predpisom 7(A4) = tr(A).

(a.) Pokazite, da je 7 linearna.
(b.) Zapisite matriko, ki pripada 7 v standardnih bazah R**? in R.
(c.) Dolocite ker 7 in im 7.

% (6) Definirajmo preslikavo 7 : Ri[z] — Ry[z] s predpisom 7(p(z)) =

2?p/(x).

(a) Pokazite, da je 7 linearna.

(b) Zapisite matriko, ki ustreza preslikavi 7 v standardnih bazah
(c) Dolocite ker 7 in im 7.

%2 (7) Aleksandra Franc, Resene naloge iz linearne algebre, naloge po-
glavja 5.

%2 (8) David Poole, Linear algebra, a modern introduction, Thomson,
2006,

(a) strani 484-485, naloge 1-36,
(b) strani 499-500, naloge 1-20,
(c) strani 516-518, naloge 1-44,
(d) strani 536-537, review questions 1-20.
(Naloge, oznacene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov.)

AN


https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/preslikave.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=21382
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Matematika 1 Izrocki: 7. teden
Izometrije

Polona Oblak

1. (NELINEARNE) IZOMETRIJE

Izometrija je (morda nelinearna) preslikava A: R" — R", za katero velja

|z = yll = [lA(x) = AW,
za vse z,y € R". To pomeni, da izometrije ohranjajo razdalje.
Izrek 1. Za linearno preslikavo 7: R" — R" so naslednje trditve ekvivalen-
tne:

(1) 7 je izometrija.
(2) ||z]| = ||7(x)|| za vse x € R™.
B) 2Ty =71(2)"7(y) zavse x,y € R".
(4) Matrika, ki pripada 7, je ortogonalna.
Linearno izometrijo imenujemo ortogonalna preslikava.

Izrek 2. Izometrijo A : R" — R" lahko enoli¢no zapisemo kot
Av = Qu + a,
Ijer je Q € R™*"™ ortogonalna matrika in a € R™.

2. ORTOGONALNE PRESLIKAVE = LINEARNE IZOMETRIJE

Izrek 3. Vsaka ortogonalna preslikava 7: R? — R? je ena od naslednjih:
(1) Zrcaljenje cez premico y = kx, kjer k = tan £ in

(COS @ sing )
Z,={".
siny —cosy
je matrika, ki pripada T v standardni bazi R?.
Lastni vrednosti zrcaljenja sta 1 in —1, pripadajo¢a lastna vektorja
sta v smeri premice, ¢ez katero zrcalimo (pri lastni vrednosti 1), ter v

smeri vektorja, pravokotnega na premico (pri lastni vrednosti -1).
(2) Rotacija za kot ¢ okoli koordinatnega izhodiSca v pozitivni smeri in

<cos ¢ —sin go)

R,={ .

siny  cosy

je matrika, ki pripada T v standardni bazi R?.
1



Lastni vrednosti rotacije sta cos ¢ + isiny in cosy — isinp, pripa-
dajoca lastna vektorja pa imata kompleksne vrednosti (razen v pri-
meru, ko je p = kr za k € 7).

Izrek 4. Vsaka ortogonalna preslikava 7: R? — R3 je ena od naslednjih:

(1) Zrcaljenje ¢ez ravnino ¥ skozi koordinatno izhodisce (0,0,0). V tem
primeru ima T dvgjno lastno vrednost 1 in engjno lastno vrednost —1.
Pri tem je ravnina zrcaljenja ¥ = L{a,b} napeta na lastna vektorja
a in b pri lastni vrednosti 1. Matrika, ki pripada T v bazi {a,b,n}, je

enaka
1 0] 0
A,=10 1] 0 [,
0 0] -1

Iger je n normala na ravnino X..

(2) Rotacija okoli premice p skozi koordinatno izhodisce (0,0,0) za kot .
Pri tem ima 7 lastne vrednosti 1, cos ¢ + isin ¢ in cos ¢ — isin p in_je os
rotacije p napeta na lastni vektor a pri lastni vrednosti 1. Matrika, ki
pripada 1, je tako v bazi {a, b, c} enaka

A, =

1| 0 0
0|cosp —sing |,
0| singp cosep

Iger sta vektorja b in ¢ pravokotna na a.
(3) Zrcalni zasuk, kjer je os rotacije p pravokotna na ravnino zrcaljenja
Y. Pritem ima 7 lastne vrednosti —1, cos ¢ + isin g incosp —isinp in
je os rotacije p = L{n} napeta na lastni vektor n pri lastni vrednosti
—1, kjer je n normala na . Tako je matrika, ki pripada v, v bazi

{n,a,b} enaka
-1 0 0
Ar = 0 | cose —sinp |,

0 | sinp cose

Ijer je ¥ = L{a,b}.

3. NADALJNJE BRANJE

%2 (1) Joseph B. Kadane, Principles of Uncertainty, strani 198-201.

* (2) Tomaz Kosir, Linearna algebra, Razdelek 5.

* (3) (Se bolj geometrijski pogled) Walter Meyer, Geometry and Its Appli-
cations, 2006, Poglavje 4.

4. DOMACA NALOGA

%2 (1) Resite kviz na |Ucilnicil.
4 (2) Zapisite primer izometrije A : R® — R3, ki ni identiteta, vendar pa
je A? identi¢na preslikava.
4% (3) Dokazite, da je vsaka rotacija v R? kompozitum dveh zrcaljenj.


http://www.stat.cmu.edu/~kadane/principles.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/sebiadj.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=21591

* (4) Dokazite, da je vsaka rotacija v R” kompozitum dveh zrcaljenj.

%2 (5) David Poole, Linear algebra, a modern introduction, Thomson,
2006, strani 374-375, exercises 29-32, 34.

(Naloge, oznacene s 4 preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so

primeri nalog s teoreticnih izpitov, naloga oznacena s % % pa je neko-

liko tezja. Naloga, oznacena s * je tezja, Siri vase znanje in dopolnjuje

odpredavano snov.)



Matematika 1 Izrocki: 9. teden

Funkcije in vektorske funkcije vec spremenljivk, ponovitev

Polona Oblak

1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

1.1. Definicija. Funkcija ve¢ spremenljivk

f: Dy CR" — R,
X = (21,29, ..., Ty) > f(z1,22,...,2y)
je funkcija, ki predpise realno vrednost f(x) = f(xy,22,...,2,) € R vsaki

tocki x = (21, 22,...,2,) € Dy C R". Mnozici Dy pravimo definicijsko obmo-
¢je funkcije f.
V primeru, ko je n = 2, je graf funkcije f = f(z,y): D; C R* — R ploskev

Iy ={(z,y, f(z,9)): (x,y) € Dy}
v R3. Nivojska krivulja (ali nivgjnica) funkcije f = f(x,y) je mnozica vseh
tock (z,y) € Dy, za katere velja f(z,y) = ¢ za dano realno realno Stevilo
c € R. Tako vsaka tocka (z,y) € D, lezi na natanko eni nivojski krivulji in
zato se definicijsko obmocje D, razsloji na nivojske krivulje.

1.2. Odvodi. Parcialni odvod funkcije f: R™ — R v tocki a = (ay, as, ..., a,)
po spremenljivki x; definiramo kot

_af IERT f(alw"?aiflaai+h7ai+17"'7an)_f(a)
fu (a) = %(a) = }lg% I ~
Tako nam torej parcialni odvod funkcije f po x; v to¢ki a = (ay,as, ..., a,)

pove relativno spremembo funkcijske vrednosti pri zelo majhni spremembi
spremenljivke z;, Kjer so ostale spremenljivke fiksne.

Vektor
(grad f)(a) = (fz, (@), fu,(a), - - -, f2,(a))

imenujemo gradient funkcije f v tocki a.
Smerni odvod funkcije f: R" — R v tocki a = (ay,as,...,a,) U smeri vek-
torja € je enak

fe(a) = (grad f)(a

Z fui(a

_L‘ o

Za funkcijo f: R" — R velja:
(1) Gradient funkcije f v tocki a kaze v smeri najhitrjSega narascanja
funkcije f v tocki a.
(2) V primeru n = 2 je gradient funkcije f = f(z,y) v tocki a pravokoten
na nivojsko krivuljo v tej tocki.
1



(3) Smerni odvod fz(a) je relativna sprememba funkcijske vrednosti
f(a) ob majhnem premiku iz tocke a v smeri vektorja €. Zato velja:
e Ce je f+(a) > 0, potem f ob majhnem pomiku iz toéke a v smeri
vektorja € narasca.
e Ce je f+(a) < 0, potem f ob majhnem pomiku iz tocke a v smeri
vektorja ¢ pada.

1.3. Linearna aproksimacija. Vrednost funkcije f: R" — R lahko v tocki
blizu a ocenimo z vrednostjo f(a). Najprej si nazorno oglejmo, kako to
naredimo za funkcijo dveh spremenljivk. Denimo, da zelimo priblizno
oceniti vrednost funkcije f: R*> — R v tocki blizu tocke (a,b). Tocke, Ki so
"blizu"toc¢ki (a, b) so oblike (a+ h,b+ k), Kjer sta h in k dovolj majhni realni
Stevili. Tangentna ravnina ¥, na graf z = f(x,y) v tocki (a,b, f(a,b))
vsebuje vektorja [1,0, f,(a,b)]” ter (0,1, f,(a,b)]". Normala na ravnino X

je tako enaka
o) L] [
0 X 1 = |—fy(a,b)],
fz(a,b) fy(a,b) 1

ker pa ravnina vsebuje tudi tocko (a,b, f(a,b)), je enacba tangentne rav-
nine enaka

—fo(a,b)x — fy(a,b)y + 2z = —fu(a,b)a — f,(a,b)b+ f(a,b).

Ce izrazimo tretjo koordinato z tocke (z,y,z) na tangentni ravnini (.
dobimo enacbo tangentne ravnine

Z = f(av b) + (JJ - a)fx(a’ab> + (y - b)fy(a’v b)

Ce torej zelimo izracéunati priblizno funkcijsko vrednost f(a + h,b + k),
jo lahko ocenimo z visino tocke (a + h,b + k, 2) na tangentni ravnini ).
Torej je

fla+h,b+ k)= fla,b) + fula,b)h + f,(a,b)k.
Pri tem bi lahko zadnja sumanda zapisali tudi kot skalarni produkt gra-
dienta funkcije f v tocki (a, b) in vektorja pomika (h, k) iz tocke (a,b). Tako
lahko linearno aproksimacijo funkcije dveh spremenljivk posplosimo na
funkcije ve¢ spremenljivk. Za dano funkcijo f: R" — R lahko v tocki a+ h
blizu a njeno funkcijsko vrednost ocenimo s formulo

f(a+h) = f(a) + (grad f)(a) - h.

1.4. Visji odvodi. Parcialne odvode drugega reda izracunamo s parcial-
nim odvajanjem parcialnih odvodov prvega reda. Definiramo jih kot

o) = 5200 = o (S

B (‘%]—(‘hi *)= 8_% aﬂfi

n X n matriko
o*f

2,7,=1,...,n
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imenujemo Hessejeva matrika funkcije f v tocki x. Ce sta pri tem feiz, IN
f;«; zvezni funkciji, potem sta omenjena druga parcialna odvoda enaka.
Zato je v primeru, ko so vsi parcialni odvodi f,,., zvezni, Hessejeva ma-
trika H;(z,y) matrika.

Ce druge parcialne odvode $e naprej odvajamo, dobimo parcialne od-
vode visjih redov. Ce so zvezni, so neodvisni od vrstnega reda odvajanja.
V tem primeru za funkcijo f dveh spremeljivk dobimo Stiri razlicne par-

cialne odvode tretjega reda: %(a,b), %(a,b) = axa;yfax(a, b) = %(a,b),

83 83 83 . 83
ByQ(J;:E (a,b) = 8yazfay(a’ b) = 6968]:;2 (a,b) in a—y{;(a, b).

2. VEKTORSKE FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
2.1. Definicija. Vektorska funkcija
F: Dp CR* —R™,
x = [A) %) )]
je m-terica funkcij ve¢ spremenljivk.

2.2. Odvodi. Jacobijeva matrika vektorske funkcije F': Dp C R" — R™ je

m x n matrika prvih odvodov funkcij fi,..., fi:
By Be ke
Jr(x) = 8:1:1. am‘ “ Dan
%fT”:(x) %fT’;(x) ng’:(x)

Absolutna vrednost determinante Jacobijeve matrike vektorske funkcije
F:Dr C R" — R" pove, za kakSen faktor funkcija lokalno raztegne pro-
stornine.

3. NADALJNJE BRANJE IN GLEDANJE

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Poglavja
14.1-14.6.
(2) Khan Academy: Unit: Derivatives of multivariable functions|

4. DOMACA NALOGE

(1) Resite kviz na Ucilnici.
(2) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, stran 945,
exercise 5-6, 13-29, 35-48, stran 1020, exercise 1-6.


https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=30597

Matematika 1 Izrocki: 9. teden

Veckratni integrali

Polona Oblak

1. DVOJNI INTEGRALNA PRAVOKOTNIKU

Formalno definiramo dvojni integral
{[ (@, y) dady,
R

funkcije f: » — R na pravokotniku R = [a, b] X [¢, d] na naslednji nac¢in. Naj-
prej razdelimo pravokotnik R na mn manjsih pravokotnickov R;; s strani-
cama dolzin Az = ¢ ter Ay = <. V vsakem pravokotnicku R;; izberemo
poljubno tocko (zj;,y;;). Prostornina telesa pod grafom z = f(z,y) nad
pravokotnikom R;; je tako priblizno enaka

f(@y;,y5;) Az Ay.

Duojni integral funkcije f na pravokotniku R = [a,b] x [¢,d]| tako definiramo
kot o

|] (@, y) dudy = BB DN ALEAY

R j=1 i=1
ce ta limita obstaja.

Izkaze se, da je integral [[,, f(x,y) dzdy neodvisen od izbire tocke (z};, y;;) €

R;;. Ce je f nenegativna funkcija, je [[, f(z,y)dzdy enak prostornini te-
lesa, ki je omejen s pravokotnikom R ter grafom z = f(x,y).

Izrek 1 (Fubini). Ce je f: R — R zvezna funkcija na pravokotniku R =
[a,b] x [c,d] C R?, potem

gf(x,y) dxdy = /Cd (/abf(x,y)dx> dy = /ab (/cdf(:c,y)dy> da.

2. DVOJNI INTEGRAL

Ce je D C R? neko omejeno obmocje ter f: D — R zvezna funkcija,
izberimo tak pravokotnik R, da velja D C R. Sedaj definiramo dvojni
integral funkcije f na obmocju D kot

{[ £y dady = [[ F(z,y) dedy,
1
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kjer

07 (‘1.7 y) ¢ D
Sedaj lahko zapisimo tudi Fubinijev izrek za nepravokotna obmocja.

Fla.y) = {f(x,y>, (x.y) € D

Izrek 2 (Fubini). (1) Ceje D = {(z,y); a<x <bing () <y < ()} C
R? in f: D — R zvezna funkcija, potem je

fj f(z,y) dedy = /b </w(2(::) f(z,y) dy) dx.

(2) Ceje D = {(z,y); Vi(y) <2z <V(y)inc<y<dy CR*’inf: D — R
zvezna funkcija, potem je

Jf sy = [ ( [ st dx) .

1(y)

3. TROJNI INTEGRAL...

. je definiran na podoben nacin. Po Fubinijevem izreku lahko tudi
trojne integrale na nekaterih obmocjih zapiSemo kot trikratne integrale.

4. MENJAVA SPREMENLJIVK
Spomnimo se izreka prejSnjega tedna:
Izrek 3. Naj bo f: D — R zvezna funkcija na D C R?. Ce je v = ¢(u,v),
y = Y(u,v), taks§na menjava spremenljivk, da je det J,y # 0, potem

ff f(z,y) dxdy = /Df(gp(u, v), ¥ (u,v)) |det J, 9| dudv.

Podobno, ¢e je f: D — R zvezna funkcija na D C R? ter z = p(u,v,w), y =
Hu,v,w), z = P(u,v,w) takSna menjava spremenljivk, da je det J, g, # 0,
potem evlja

jfjf(x,y,x) dxdydz = / fle(u, v, w),d(u,v,w), Y(u,v,w))|det J,9.4| dudvdw.
2 D

Nekaj primerov menjave spremenljivk:
(1) Polarne koordinate v R? so podane z

T =1Ccosp, Yy =rsiny,

r >0, ¢ € [0,27], in velja |det Jpolar| = 7.



(2) Cilindricne koordinate v R? so podane z
T =7rcosp, y=rsingp, z =z,

r>0, ¢ €[0,2n], z € R, in velja |det Jeyiindric| = 7
(8) Sfericne koordinate v R* so podane z

xr=rcospcost, y=rsinpcosd, z = rsind.

r >0, ¢el0,2n], ¥ € [-3,5] in velja |det Jspherical| = 7% cos V.

5. NADALJNJE BRANJE

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Poglavje
15.

(2) Wolfram Demonstrations: Approximating a Double Integral with
Cuboids.

6. DOMACA NALOGA

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, strani 1022-
23, Exercises 3-52.
(2) Naj bo (u,v) novi koordinatni sistem v R?, definiran z

r=-e"cosv,y = e"sinv,

kjer v € R and v € [0, 27]. Dolo¢ite determinanto Jacobijeve matrike

— 9=zw)
Juv” — O(uw)®

(3) Naj bodo (u,v, w) nove koordinate v R?, definirane s predpisom

T =ucosv,y = 2usinv, z = 3w.

kjer je u > 0, v € [0,27] in w € R. Izracunajte determinanto Jacobi-

jeve matrike J,, ., = g((quz))

(4) Naj bo (u,v,w) koordinatni sistem v R? definiran z

x = 3ue’,y = 2we", z = u.

Dolo¢ite determinanto Jacobijeve matrike J,, ., = g((fgfu))

(5) Naj bo a € R nenicelno Stevilo. Za piSite naslednji integral s spre-
membo v polarni koordinatni sistem

2 2

I

(6) Zamenjajte vrstni red integracije:

/01 </Oﬂf(x,y)dx) dy = / (/??f(x,y)dy) 0

f(z, y)d:c) dy.


https://demonstrations.wolfram.com/ApproximatingADoubleIntegralWithCuboids/
https://demonstrations.wolfram.com/ApproximatingADoubleIntegralWithCuboids/

4

% (7) Zapisite integral

/_ 11 ( /_ ;1_‘:22 ( /;xzw .y, z)dz) dx) dy

v cilindri¢nih koordinatah.

(Naloge, oznacene s 4% preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreti¢nih izpitov.)




Matematika 1 Izrocki: 10. teden
Optimizacija. 1. del.

Polona Oblak

1. KLASIFIKACIJA LOKALNIH EKSTREMOV

Naj bo f: R" — R ter a v definicijskem obmoc¢ju funkcije f.

Ce za vse tocke x # a, ki so "dovolj blizu"to¢ke a (tj. |x — al| < ¢ za nek
dovolj majhen ¢) velja f(x) < f(a), potem pravimo, da ima funkcija f v tocki
a lokalni maksimum.

Ce za vse tocke x # a, ki so "dovolj blizu"tocke a (tj. ||x — a| < ¢ za nek
dovolj majhen ¢) velja f(x) > f(a), potem pravimo, da ima funkcija f v tocki
a lokalni minimum.

Ce je funkcija f zvezno parcialno odvedljiva, potem je jasno, da ima
lahko lokalne ekstreme le v stacionarnih tockah. Torej je potreben pogoj
za lokalni ekstrem funkcije f v tocki a:

(grad f)(a) = 0,

kar pomeni, da moramo lokalne ekstreme iskati zgolj med stacionarnimi
tockami.

Izrek 1. Naj bo a stacionarna toc¢ka dvakrat parcialno zvezno odvedljive
Junkcije f: R" — R.

(1) Ce so vse lastne vrednosti matrike H(a) pozitivne, ima f v a lokalni
minimum.

(2) Ce so vse lastne vrednosti matrike H;(a) negativne, ima f v a lokalni
malksimum.

(3) Ce so vse lastne vrednosti matrike H;(a) nenicelne, vendar razlicno
predznacene, lokalnega ekstrema v a ni.

(4) Ce je kaksna od lastnih vrednosti matrike H(a) enaka 0, o lokalnih
ekstremih funkcije f v tocki a iz matrike H¢(a) ne moremo sklepati.

2. LOKALNI EKSTREMI
Pogosto naletimo na problem iskanja ekstremalnih vrednosti funkcije
f: R"™ — R pri pogojih

91(x) = g2(x) =T gm(x) = 0.
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Izkaze se, da lahko lokalni ekstremi funkcije f pri pogojih ¢;(x) = 0, i =

1,...,m, nastopijo le v stacionarnih tockah funkcije
L:f_)\lgl__)\mgma
ki je funkcija n + m spremenljivk z;, xo, ..., T, A1, A2, .o0y A

Funkeciji L pravimo Lagrangeova funkcija, novim spremenljivkam \;, A,
..., Am pa Lagrangevi multiplikatorji.

Omenjeni pogoj ni zadosten. Nekatere kriticne tocke funkcije L so eks-
tremalne tocke funkcije f: R" — R pod pogoji ¢1(x) = ¢2(x) = ... = gn(X) =
0, ostale pa ne.

3. NADALJNJE BRANJE

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Razdelek
14.8.
(2) Wolfram Demonstrations: The Geometry Of Lagrange Multipliers.

4. DOMACA NALOGA

%2 (1) Resite kviz na Spletni ucilnici.

%2 (2) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, strani 940-
941, vse naloge.

% (3) Naj bo f: R* — R? dvakrat zvezno odvedljiva funkcija treh spre-
meljivk. Za vsako od to¢k P, R € R? dolocite in utemeljite, ali sta
lokalni minimum, lokalni maksimum, ali nista ekstremalni tocki
ali pa iz danih podatkov ne moremo ugotoviti, katerega tipa sta
tocki.

(@) fo(P) = f,(P) = [.(P) = 0, fun(P) =3, f (P) = =1, fu,(P) = 0.
(b) fo(R) = f,(R) = f-(R) = L. fuu(R) = fyy(R) = fulR) = 1, fuy (R) =
fyZ(R) = f:cz(R) =0.

4 (4) Ali obstaja taksna dvakrat zvezno odvedljiva funkcija f: R? — R,
da je

0% f 0% f 0 f
92 (0,0) =4, (%ay(0,0) =1, Iy (0,0) = 2,
in ima v tocki (z,y) = (0,0)
(a) lokalni minumum? (Ce da, zapisite primer. Ce ne, razloZite,
zakaj ne.)
(b) lokalni maksimum? (Ce da, zapiSite primer. Ce ne, razlozite,
zakaj ne.)
(Naloge, oznaCene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov.)


https://demonstrations.wolfram.com/TheGeometryOfLagrangeMultipliers/
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=26831

Matematika 1 Izrocki: 11. teden

Optimizacija. 2. del.
Odvodi vektorskih funkcij. Vezani ekstremi v vektorski obliki.

Polona Oblak

Si(x)
_ fa(x) . .
Naj bo F: R" — R™, F(x) = ) vektorska funkcija n spremenljivk
fm(X)
x = (x1,...,2,). Da bomo poudarili, da sta lahko » in m vec¢ja od 1, bomo
a1
T
oznacili vektor spremenljivk x = (x4, ..., x,) tudi kot ¥ = ,2 in vektorsko
T

funkcijo kot F = F.
Spomnimo se, da je odvod vektorske funkcije F' po vektorju spremenljivk
7 je definiran kot

(g—;(x) g—;(x) . % X)
OF e e X
. EZA i ST
%JCTT(X) %(X) o %’:(x).
Drugi odvod funkcije f: R" — R (tu m = 1) pa kot
Of _ 0 (9f)'
or2  0r \or)

Funkcija f: R* — R je konveksna na D, ce velja

fitx+(1—=t)y) <tf(x)+(1—1)f(y)
za vse x,y € D in za vse t € [0,1]. Funkcija f je konkavna na D, ¢e je
funkcija — f konveksna na D.
Izrek 1. Dvakrat zvezno odvedljiva funkcija f: D C R" — R je konveksna
natanko tedaj, ko je 227{ pozitivno semidefinitna matrika na D, in je kon-
kavna natanko tedaj, ko je 227{ negativno semidefinitna na D.

Nekaj pravil:
P mxn O0AT __
(2) Ceje A e R ,potemW—Al.



(3) Ceje @ € R", potem %2~ d“ T,
(4) Ce je A € R™", potem d(z A7) _ FT(A+ AT).
(5) Ce je A € R™" s1metrlcna matrlka potem velja M = 27T A.
(6) 3H$H — 97T,
. ( 2‘) T Oy =T 97
(7) Cez—z()my—y() potem =T + T,
(8) Ce G: Doz C R™ — R" in F': DF QR” — RP in H = F o (G, potem

8H _ O(FoG OF (A= . 0G
o7 — (a;)ZE(G(m)) oz

Primer 1. Naj bo A € R™", rankA = m, b € R™. Poiséite tisto resitev
sistema A7 = b, ki ima najmanjso normo. (ReSitev)

1. NADALJNJE BRANJE

(1) David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistician’s Perspective,
Springer, 1997, Poglavje 15.

(2) J.E. Gentle: Matrix Algebra, Theory, Computations, in Applicati-
ons in Statistics, Springer, 2017, Poglavje 4.

(3) K.B. Petersen, M.S. Pedersen: The Matrix Cookbook.

(Pazite na to, da so v vseh treh zgoraj omenjenih referencah odvodi defi-
nirani kot transponiranke matrike (I).)

2. DOMACA NALOGA

4 (1) Denimo, da funkcija f: R?> — R doseze maksimalno vrednost na
krivulji 2%+2y* = 3 v tocki (1, 1). Ali sta (gradf)(1,1) in [1, 2] linearno
odvisna?

4 (2) Naj bosta @,b € R” in funkeiji f,¢: R” — R definirani kot f(7) = 77
in g(7) = Z7b. Izracunajte w'

4 (8) Naj bo A € R™™ matrika z lastnostjo AT = —A. Izracunajte
L (FTAZ + ||52])?).
5 (4) Za matriko A € R™" izracunajte 247°

(5) Naj bodo B,C,D € R™" in I;, decR". Za funkcijo
f(@) = (BZ+b)TC(DZ + d)

AN

izracunajte 2 in 2.


https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=MDUHCbabOXkXcgaxTZz2Z8L1
http://www.springer.com/gp/book/9780387708720
http://www.springer.com/gp/book/9780387708720
https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf
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%2 (6) Naj bo A € R"™" simetricna pozitivno definitna matrika ter =
R™. Poiscite in klasificirajte lokalne ekstreme funkcije f: R* — R,

definirane s predpisom
1 -
f(z) = 3 T AZ — 270

(7) Pokazite, da so naslednje funkcije konveksne:

2 @ f(z,y) =¢Y—loguz,

2 (b) ¢g(%) = —:ETAf kjer je A pozitivno semidefinitna matrika,
5 (© h(7)=

() k(@) =a'7, k]erje aec R".

%2 (8) Za dane vektorje ay,as,...,d, € R® poiscite taksne ¥ € R”, da bo
povprecna kvadratna razdalja med vektorjem 7 in vektorji @y, ds, . . . , dx
najmanjSa mozna.

(9) Naj bosta @ € R" ter b € R.
4 (a) Poiscite najmanjSo in najvecjo vrednost d'# za vse vektorje
7 € R" s predpisano dolzino ||Z|| = b.
%2 (b) Geometrijsko razlozite svojo resitev iz v primeru, ko je
n=3.

44(10) Za pozitivno semidefinitno matriko A € R™*", simetricno matriko
B € R™*" ter nenicelni b € R poiScite najmanjso in najvecjo vrednost
kvadratne forme 7' A% pri pogoju #' BT = b.

%(11) Naj bodo dani vektorji in matriki

0 1
=11l 7= 2|, a={* 1 Y ing= Y.
1 3 01 1 1

Poisc¢ite najmanjso vrednost funkcije 7' PZ + ¢'Z + 7 pri pogoju, da
7 resi linearni sistem A7 = b.
(Naloge, oznaCene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov. Naloga, oznacena s %% je nekolika
tezja.)



Matematika 1 Izrocki: 12. in 13. teden

Optimizacija. 3. del.
Prirejena funkcija. Karush-Kuhn-Tuckerjevi pogoji.

Polona Oblak

Naj bodo f,¢;,h;: R* — R dane funkcije ve¢ spremenljivk. Radi bi nasli
resitev naslednjega problema

minimizirajmo, f(Z)

(Px) pri pogojih ¢;(¥) <0zai=1,2,...,m
hj(@)=0zaj=1,2,...,r.
Definirajmo Se mnozice Dy, = {z € R"; gi(z) < 0} zai = 1,2,...,m, Dy, =
{r € R"; hj(x)=0}zaj=1,2,...,r,in
D =Dy N (N4 Dy,) N (N, Dy,) -

Sedaj lahko problem zapiSemo ekvivalentno kot
(Px) min f(Z).

ZeD
Definirajmo Lagrangevo funkcijo

L(# X, fi) = f(&) = XTG(@) — i H(&) =

Kjer je

G (T) h.(Z) Am Hor
Funkecijo
K(X i) = inf L(Z,X, i) = inf { F(&) — NTG(@) — ﬁTﬁ(f)}
zeD zeD
imenujemo prirejena_funkcija problema (Px). Pri tem spremenljivke X in m
imenujemo prirejene spremenljivke. Opazimo:
(1) K(X, /i) je konkavna funkcija (neodvisno od lastnosti funkcij f, g;.
h; originalnega problema).

2) Ceje \; <0zai=1,2,...,m, potem velja K(\,ji) < rpigf(x) za vse
re

X < 0 ter vse i.
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Problem
maksimizirajmoy ; K (X, 7)
(D%) pri pogoju \; <0zair=1,2,...,m

imenujemo prirejeni problem problema (P+).

Oznacimo z 7* vektor iz D, ki resi problem in z X* in [i* prirejeni
spremenljivki, Ki resita prirejeni problem (D«). Naj bo torej p* = f(7*)
reSitev problema in d* = K(\*, i*) resitev problema (D). Potem iz
sledi

dr <p*.

Ce
o je linearni program (t,.j. f je linearna in h; so afine funkcije),
ali ce
¢ so f, g; konveksne funkcije in h; afine,
potem velja d* = p*.
V primeru, ko je d* = p*, sledi, da morajo #*, \* in ji* zados¢ati Karush-—
Kuhn-Tuckerjevim pogojem:

o @)=0,
gi(Z) <0 zai=1,2,...,m,
(KKT) hj(z*)=0zaj=1,2,...,r
AP<0 zai=12...,m,
MNgi(Z)=0zai=1,2,...,m

1. NADALJNJE BRANJE

(1) Wilhelm Forst, Dieter Hoffmann: Optimization - Theory in Practice,
Springer, 2010.

2. DOMACA NALOGA

%2 (1) Obmocje A v R" je konveksno, ce je za poljubni tocki z,y € A tudi
tocka tz + (1 — t)y € A. Pokazite, da je presek konveksnih mnozic
konveksna mnozica.

%2 (2) Naj bodo ¢g;: D C R" —» R, i = 1,2,...,m, konveksne funkcije na
konveksni mnozici D. Pokazite, da je tedaj obmocje
Dy={z€D; gi(vr)<0zai=1,2,...,m}

konveksna mnozica.


https://www.springer.com/gp/book/9780387789767
https://www.springer.com/gp/book/9780387789767

%2 (3) Resite naslednji problem:
minimizirajte, , (z —2)” +2(y — 1)
pri pogojih = + 4y < 3,
y—ax < 0.

% (4) Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje naslednjih problemov:
(a)
minimizirajte, , . z + y* + 2°
pri pogojih 2? + 2y < 4

r+y+z=1

minimizirajte, ryz
pri pogojih 2* +2y* < 4
P+ + 22 =3
(c)
minimizirajte, , . 2z + 2y + 2
pri pogojih 2* +3* =1
r+2z=0
xy >0

(Naloge, oznacene s 4 preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov.)
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