Matematika 1 Izrocki: 9. teden

Funkcije in vektorske funkcije vec spremenljivk, ponovitev

Polona Oblak

1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

1.1. Definicija. Funkcija ve¢ spremenljivk

f: Dy CR" — R,
X = (21,29, ..., Ty) > f(z1,22,...,2y)
je funkcija, ki predpise realno vrednost f(x) = f(xy,22,...,2,) € R vsaki

tocki x = (21, 22,...,2,) € Dy C R". Mnozici Dy pravimo definicijsko obmo-
¢je funkcije f.
V primeru, ko je n = 2, je graf funkcije f = f(z,y): D; C R* — R ploskev

Iy ={(z,y, f(z,9)): (x,y) € Dy}
v R3. Nivojska krivulja (ali nivgjnica) funkcije f = f(x,y) je mnozica vseh
tock (z,y) € Dy, za katere velja f(z,y) = ¢ za dano realno realno Stevilo
c € R. Tako vsaka tocka (z,y) € D, lezi na natanko eni nivojski krivulji in
zato se definicijsko obmocje D, razsloji na nivojske krivulje.

1.2. Odvodi. Parcialni odvod funkcije f: R™ — R v tocki a = (ay, as, ..., a,)
po spremenljivki x; definiramo kot

_af IERT f(alw"?aiflaai+h7ai+17"'7an)_f(a)
fu (a) = %(a) = }lg% I ~
Tako nam torej parcialni odvod funkcije f po x; v to¢ki a = (ay,as, ..., a,)

pove relativno spremembo funkcijske vrednosti pri zelo majhni spremembi
spremenljivke z;, Kjer so ostale spremenljivke fiksne.

Vektor
(grad f)(a) = (fz, (@), fu,(a), - - -, f2,(a))

imenujemo gradient funkcije f v tocki a.
Smerni odvod funkcije f: R" — R v tocki a = (ay,as,...,a,) U smeri vek-
torja € je enak

fe(a) = (grad f)(a

Z fui(a

_L‘ o

Za funkcijo f: R" — R velja:
(1) Gradient funkcije f v tocki a kaze v smeri najhitrjSega narascanja
funkcije f v tocki a.
(2) V primeru n = 2 je gradient funkcije f = f(z,y) v tocki a pravokoten
na nivojsko krivuljo v tej tocki.
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(3) Smerni odvod fz(a) je relativna sprememba funkcijske vrednosti
f(a) ob majhnem premiku iz tocke a v smeri vektorja €. Zato velja:
e Ce je f+(a) > 0, potem f ob majhnem pomiku iz toéke a v smeri
vektorja € narasca.
e Ce je f+(a) < 0, potem f ob majhnem pomiku iz tocke a v smeri
vektorja ¢ pada.

1.3. Linearna aproksimacija. Vrednost funkcije f: R" — R lahko v tocki
blizu a ocenimo z vrednostjo f(a). Najprej si nazorno oglejmo, kako to
naredimo za funkcijo dveh spremenljivk. Denimo, da zelimo priblizno
oceniti vrednost funkcije f: R*> — R v tocki blizu tocke (a,b). Tocke, Ki so
"blizu"toc¢ki (a, b) so oblike (a+ h,b+ k), Kjer sta h in k dovolj majhni realni
Stevili. Tangentna ravnina ¥, na graf z = f(x,y) v tocki (a,b, f(a,b))
vsebuje vektorja [1,0, f,(a,b)]” ter (0,1, f,(a,b)]". Normala na ravnino X

je tako enaka
o) L] [
0 X 1 = |—fy(a,b)],
fz(a,b) fy(a,b) 1

ker pa ravnina vsebuje tudi tocko (a,b, f(a,b)), je enacba tangentne rav-
nine enaka

—fo(a,b)x — fy(a,b)y + 2z = —fu(a,b)a — f,(a,b)b+ f(a,b).

Ce izrazimo tretjo koordinato z tocke (z,y,z) na tangentni ravnini (.
dobimo enacbo tangentne ravnine

Z = f(av b) + (JJ - a)fx(a’ab> + (y - b)fy(a’v b)

Ce torej zelimo izracéunati priblizno funkcijsko vrednost f(a + h,b + k),
jo lahko ocenimo z visino tocke (a + h,b + k, 2) na tangentni ravnini ).
Torej je

fla+h,b+ k)= fla,b) + fula,b)h + f,(a,b)k.
Pri tem bi lahko zadnja sumanda zapisali tudi kot skalarni produkt gra-
dienta funkcije f v tocki (a, b) in vektorja pomika (h, k) iz tocke (a,b). Tako
lahko linearno aproksimacijo funkcije dveh spremenljivk posplosimo na
funkcije ve¢ spremenljivk. Za dano funkcijo f: R" — R lahko v tocki a+ h
blizu a njeno funkcijsko vrednost ocenimo s formulo

f(a+h) = f(a) + (grad f)(a) - h.

1.4. Visji odvodi. Parcialne odvode drugega reda izracunamo s parcial-
nim odvajanjem parcialnih odvodov prvega reda. Definiramo jih kot

o) = 5200 = o (S

B (‘%]—(‘hi *)= 8_% aﬂfi

n X n matriko
o*f

2,7,=1,...,n
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imenujemo Hessejeva matrika funkcije f v tocki x. Ce sta pri tem feiz, IN
f;«; zvezni funkciji, potem sta omenjena druga parcialna odvoda enaka.
Zato je v primeru, ko so vsi parcialni odvodi f,,., zvezni, Hessejeva ma-
trika H;(z,y) matrika.

Ce druge parcialne odvode $e naprej odvajamo, dobimo parcialne od-
vode visjih redov. Ce so zvezni, so neodvisni od vrstnega reda odvajanja.
V tem primeru za funkcijo f dveh spremeljivk dobimo Stiri razlicne par-

cialne odvode tretjega reda: %(a,b), %(a,b) = axa;yfax(a, b) = %(a,b),

83 83 83 . 83
ByQ(J;:E (a,b) = 8yazfay(a’ b) = 6968]:;2 (a,b) in a—y{;(a, b).

2. VEKTORSKE FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
2.1. Definicija. Vektorska funkcija
F: Dp CR* —R™,
x = [A) %) )]
je m-terica funkcij ve¢ spremenljivk.

2.2. Odvodi. Jacobijeva matrika vektorske funkcije F': Dp C R" — R™ je

m x n matrika prvih odvodov funkcij fi,..., fi:
By Be ke
Jr(x) = 8:1:1. am‘ “ Dan
%fT”:(x) %fT’;(x) ng’:(x)

Absolutna vrednost determinante Jacobijeve matrike vektorske funkcije
F:Dr C R" — R" pove, za kakSen faktor funkcija lokalno raztegne pro-
stornine.

3. NADALJNJE BRANJE IN GLEDANJE

(1) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Poglavja
14.1-14.6.
(2) Khan Academy: Unit: Derivatives of multivariable functions.

4. DOMACA NALOGE

(1) Resite kviz na Ucilnici.
(2) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, stran 945,
exercise 5-6, 13-29, 35-48, stran 1020, exercise 1-6.


https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/mod/quiz/view.php?id=30597
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