Matematika 1 Izrocki: 7. teden
Izometrije

Polona Oblak

1. (NELINEARNE) IZOMETRIJE

Izometrija je (morda nelinearna) preslikava A: R" — R", za katero velja

|z = yll = [lA(x) = AW,
za vse z,y € R". To pomeni, da izometrije ohranjajo razdalje.
Izrek 1. Za linearno preslikavo 7: R" — R" so naslednje trditve ekvivalen-
tne:

(1) 7 je izometrija.
(2) ||z]| = ||7(x)|| za vse x € R™.
B) 2Ty =71(2)"7(y) zavse x,y € R".
(4) Matrika, ki pripada 7, je ortogonalna.
Linearno izometrijo imenujemo ortogonalna preslikava.

Izrek 2. Izometrijo A : R" — R" lahko enoli¢no zapisemo kot
Av = Qu + a,
Ijer je Q € R™*"™ ortogonalna matrika in a € R™.

2. ORTOGONALNE PRESLIKAVE = LINEARNE IZOMETRIJE

Izrek 3. Vsaka ortogonalna preslikava 7: R? — R? je ena od naslednjih:
(1) Zrcaljenje cez premico y = kx, kjer k = tan £ in

(COS @ sing )
Z,={".
siny —cosy
je matrika, ki pripada T v standardni bazi R?.
Lastni vrednosti zrcaljenja sta 1 in —1, pripadajo¢a lastna vektorja
sta v smeri premice, ¢ez katero zrcalimo (pri lastni vrednosti 1), ter v

smeri vektorja, pravokotnega na premico (pri lastni vrednosti -1).
(2) Rotacija za kot ¢ okoli koordinatnega izhodiSca v pozitivni smeri in

<cos ¢ —sin go)

R,={ .

siny  cosy

je matrika, ki pripada T v standardni bazi R?.
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Lastni vrednosti rotacije sta cos ¢ + isiny in cosy — isinp, pripa-
dajoca lastna vektorja pa imata kompleksne vrednosti (razen v pri-
meru, ko je p = kr za k € 7).

Izrek 4. Vsaka ortogonalna preslikava 7: R? — R3 je ena od naslednjih:

(1) Zrcaljenje ¢ez ravnino ¥ skozi koordinatno izhodisce (0,0,0). V tem
primeru ima T dvgjno lastno vrednost 1 in engjno lastno vrednost —1.
Pri tem je ravnina zrcaljenja ¥ = L{a,b} napeta na lastna vektorja
a in b pri lastni vrednosti 1. Matrika, ki pripada T v bazi {a,b,n}, je

enaka
1 0] 0
A,=10 1] 0 [,
0 0] -1

Iger je n normala na ravnino X..

(2) Rotacija okoli premice p skozi koordinatno izhodisce (0,0,0) za kot .
Pri tem ima 7 lastne vrednosti 1, cos ¢ + isin ¢ in cos ¢ — isin p in_je os
rotacije p napeta na lastni vektor a pri lastni vrednosti 1. Matrika, ki
pripada 1, je tako v bazi {a, b, c} enaka

A, =

1| 0 0
0|cosp —sing |,
0| singp cosep

Iger sta vektorja b in ¢ pravokotna na a.
(3) Zrcalni zasuk, kjer je os rotacije p pravokotna na ravnino zrcaljenja
Y. Pritem ima 7 lastne vrednosti —1, cos ¢ + isin g incosp —isinp in
je os rotacije p = L{n} napeta na lastni vektor n pri lastni vrednosti
—1, kjer je n normala na . Tako je matrika, ki pripada v, v bazi

{n,a,b} enaka
-1 0 0
Ar = 0 | cose —sinp |,

0 | sinp cose

Ijer je ¥ = L{a,b}.
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(Naloge, oznacene s 4 preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so

primeri nalog s teoreticnih izpitov, naloga oznacena s % % pa je neko-

liko tezja. Naloga, oznacena s * je tezja, Siri vase znanje in dopolnjuje

odpredavano snov.)



