Matematika 1 Izrocki: 11. teden

Optimizacija. 2. del.
Odvodi vektorskih funkcij. Vezani ekstremi v vektorski obliki.

Polona Oblak

Si(x)
_ fa(x) . .
Naj bo F: R" — R™, F(x) = ) vektorska funkcija n spremenljivk
fm(X)
x = (x1,...,2,). Da bomo poudarili, da sta lahko » in m vec¢ja od 1, bomo
a1
T
oznacili vektor spremenljivk x = (x4, ..., x,) tudi kot ¥ = ,2 in vektorsko
T

funkcijo kot F = F.
Spomnimo se, da je odvod vektorske funkcije F' po vektorju spremenljivk
7 je definiran kot

(g—;(x) g—;(x) . % X)
OF e e X
. EZA i ST
%JCTT(X) %(X) o %’:(x).
Drugi odvod funkcije f: R" — R (tu m = 1) pa kot
Of _ 0 (9f)'
or2  0r \or)

Funkcija f: R* — R je konveksna na D, ce velja

fitx+(1—=t)y) <tf(x)+(1—1)f(y)
za vse x,y € D in za vse t € [0,1]. Funkcija f je konkavna na D, ¢e je
funkcija — f konveksna na D.
Izrek 1. Dvakrat zvezno odvedljiva funkcija f: D C R" — R je konveksna
natanko tedaj, ko je 227{ pozitivno semidefinitna matrika na D, in je kon-
kavna natanko tedaj, ko je 227{ negativno semidefinitna na D.

Nekaj pravil:
P mxn O0AT __
(2) Ceje A e R ,potemW—Al.



(3) Ceje @ € R", potem %2~ d“ T,
(4) Ce je A € R™", potem d(z A7) _ FT(A+ AT).
(5) Ce je A € R™" s1metrlcna matrlka potem velja M = 27T A.
(6) 3H$H — 97T,
. ( 2‘) T Oy =T 97
(7) Cez—z()my—y() potem =T + T,
(8) Ce G: Doz C R™ — R" in F': DF QR” — RP in H = F o (G, potem

8H _ O(FoG OF (A= . 0G
o7 — (a;)ZE(G(m)) oz

Primer 1. Naj bo A € R™", rankA = m, b € R™. Poiséite tisto resitev
sistema A7 = b, ki ima najmanjso normo. (ReSitev)
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(Pazite na to, da so v vseh treh zgoraj omenjenih referencah odvodi defi-
nirani kot transponiranke matrike (1).)

2. DOMACA NALOGA

4 (1) Denimo, da funkcija f: R?> — R doseze maksimalno vrednost na
krivulji 2%+2y* = 3 v tocki (1, 1). Ali sta (gradf)(1,1) in [1, 2] linearno
odvisna?

4 (2) Naj bosta @,b € R” in funkeiji f,¢: R” — R definirani kot f(7) = 77
in g(7) = Z7b. Izracunajte w'

4 (8) Naj bo A € R™™ matrika z lastnostjo AT = —A. Izracunajte
L (FTAZ + ||52])?).
5 (4) Za matriko A € R™" izracunajte 247°

(5) Naj bodo B,C,D € R™" in I;, decR". Za funkcijo
f(@) = (BZ+b)TC(DZ + d)

AN

izracunajte 2 in 2.
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%2 (6) Naj bo A € R"™" simetricna pozitivno definitna matrika ter =
R™. Poiscite in klasificirajte lokalne ekstreme funkcije f: R* — R,

definirane s predpisom
1 -
f(z) = 3 T AZ — 270

(7) Pokazite, da so naslednje funkcije konveksne:

2 @ f(z,y) =¢Y—loguz,

2 (b) ¢g(%) = —:ETAf kjer je A pozitivno semidefinitna matrika,
5 (© h(7)=

() k(@) =a'7, k]erje aec R".

%2 (8) Za dane vektorje ay,as,...,d, € R® poiscite taksne ¥ € R”, da bo
povprecna kvadratna razdalja med vektorjem 7 in vektorji @y, ds, . . . , dx
najmanjSa mozna.

(9) Naj bosta @ € R" ter b € R.
4 (a) Poiscite najmanjSo in najvecjo vrednost d'# za vse vektorje
7 € R" s predpisano dolzino ||Z|| = b.
%2 (b) Geometrijsko razlozite svojo resitev iz v primeru, ko je
n=3.

44(10) Za pozitivno semidefinitno matriko A € R™*", simetricno matriko
B € R™*" ter nenicelni b € R poiScite najmanjso in najvecjo vrednost
kvadratne forme 7' A% pri pogoju #' BT = b.

%(11) Naj bodo dani vektorji in matriki

0 1
=11l 7= 2|, a={* 1 Y ing= Y.
1 3 01 1 1

Poisc¢ite najmanjso vrednost funkcije 7' PZ + ¢'Z + 7 pri pogoju, da
7 resi linearni sistem A7 = b.
(Naloge, oznaCene s % preverjajo razumevanje osnovnih pojmov in so
primeri nalog s teoreticnih izpitov. Naloga, oznacena s %% je nekolika
tezja.)
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