Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. kolokvij iz Matematike 1
25. november 2021

Cas pisanja: 90 minut. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 za
pomo¢. Prepisovanje, pogovarjanje in uporaba knjig, zapiskov, pametnega
telefona in ostalih elektronskih naprav je strogo prepovedano.

1. naloga (25 tock)
Dani sta matriki
1 1. 1 -1
A‘[o 1] mB_[—l 1]

a) (10 to¢k) Poisci vse resitve matri¢ne enacbe za X € R>*?
AX+XB=X

Resitev: Matriko sistema za koeficiente matrike X lahko dobimo na ve¢ nacinov. En nacin je, da enac¢bo
prepiSemo v obliko
(A-I)X+XB=0

in se spomnimo, da je vektorizirana oblika te enac¢be enaka
(BT @ (A-1I))vec(X)=0

Izracunamo matriko tega (homogenega) sistema

1 1 -1 0
M=BTe(A-N)=BTel+le4-n=|° 1 0 -1
11 0 1
0 -1 0 1

Gaussova eliminacija na matriki M da

0

0
M~ 1
0

O O O
o O = O
o O O

Tako dobimo tri neodvisne enacbe za Stiri koeficiente matrike X = [Z ;]

a-c=0,b=0,d=0

Ceza prosto spremenljivko izberemo ¢ =t € IR, lahko vsako resitev izrazimo kot
1 1
X =

b) (15 to¢k) Za katere vrednosti A € R ima matri¢na enacba
AX+XB=AX

kaksno nenicelno resitev?
Namig: Izrazi to matri¢no enacbo kot enacbo z neznanko vec(X) namesto X.
Resitev: Vektorizirana enacba ima obliko

(BT @ A)vec(X) = Avec(X)

kar prepoznamo kot enacbo za lastni vektor matrike BT@®A. Matrika A ima ocitno dvojno lastno vrednost
Ay2 =1, za matriko BT pa po kratkem izra¢unu dobimo lastni vrednosti #1 =0,y = 2. Za matriko BT@A
vemo, da se lastne vrednosti dobijo kot vse mozZne vsote lastnih vrednosti A; +Hj- Tako za BT @A dobimo
dve dvojni lastni vrednosti 1 in 3, kar sta torej edini vrednosti za A, za kateri ima enacba nenicelno
resitev.




2. naloga (30 to¢k)

Dane so matrike

1 o . 1 01

K:[_1 2], A=KK' ter B=|0 4 2].
1 2 6

a) (5 to¢k) Utemelji, da je za poljubni simetri¢ni pozitivno semidefinitni matriki A in B, tudi

matrika A ® B simetri¢na pozitivno semidefinitna.

Resitev: Simetri¢nost A in B pomeni AT = A in BT = B. Potem velja

(A®B)"=AT®@B"=A®B,

torej je A® B simetri¢na.
Ker sta A in B pozitivho semidefinitni, za lastne vrednosti A; in y; matrik A in B velja A; > 0 ter y; > 0.
Lastne vrednosti A ® B pa so produkti /\l‘//l]‘ > 0, torej je A® B pozitivnho semidefinitna.

b) (5 tock) Utemelji, da je za poljubni spodnje trikotni matriki K in L, tudi matrika K® L
spodnje trikotna.

Resitev: Jasno je, da je K® L blo¢no spodnje trikotna. Ker so njeni diagonalni bloki k;; L spodnje trikotni
(saj je L spodnje trikotna), je K ® L celo spodnje trikotna.

c) (5 to¢k) Utemelji, da sta matriki A in B pozitivno definitni.
Resitev: Kerje A=KKT,je A pozitivho definitna (saj ima razcep Cholesky-ega). Pozitivha definitnost B
bo sledila iz razcepa Cholesky-ega za B, ki ga bomo poiskali spodaj.

d) (15 to¢k) Poisci razcepa Cholesky-ega matrik A in B ter z uporabo le-teh izrazi razcep
Cholesky-ega matrike A ® B.

Resitev: Matrika A = KK je ze dana z razcepom Cholesky-ega. Poisc¢imo Se razcep Cholesky-ega
(B= LLT) matrike B z uporabo postopka, ki smo ga opisali na vajah:

1 0 0
Ly=(0 1 o0f.
1 0 1
To ponovimo za
4 21 110 4 2
R RHE
in dobimo
2 0
Lz_[l 1}.
SeB3;=5-1%-2-2=4inL; = 2. Konéno
1 0 0
L=]0 2 0.
1 1 2

Ker velja
A®B=(KK")®(LL")=(KQL)(K'®L") = (K®L)(K®L)"

in je po (b) K ® L spodnje trikotna matrika, smo poiskali razcep Cholesky-ega matrike A ® B.



3. naloga (25 to¢k)
Naj bo a =[1,1,1]". Definirajmo spodnji podmnozici vektorskega prostora R3*3:
V:={XeR¥3:XTa=2Xa) ter W:={XeR¥>3:a=2X"Xa).
a) (15 to¢k) Tocno ena od podmnozic je vektorski podprostor v IR¥*3. Poig¢i jo! Utemelji zakaj
je podprostor (in zakaj druga ni podprostor).
Resitev: Podmnozica W ni vektorski podprostor, saj ne vsebuje ni¢elne matrike 0 € R3*3:
a#20"0a=0

PodmnozZica V je vektorski podprostor; utemeljimo: Naj bosta X,Y € V, tj. naj velja XTa = 2Xa ter
YTa=2Ya,in a, B €R. Tedaj

(aX+pY)la=aXTa+pYTa=a2Xa+p2Ya=2(aX+pY)a,
tj. aX+pY € Vin V je res vektorski podprostor.

b) (10 tock) Za tisto od podmnozic, ki je vektorski podprostor, poiséi bazo in dolo¢i dimenzijo.
Resitev: Pisimo

st

v w] .

v oz
Iz XTa = 2Xa dobimo

r t] |1 r+u+x 2(r+s+t)
s . 2 w(-|1| oziroma [s+v+Y 2u+v+w)
t z| |1 t+tw+z 2(x+y+2)

Vzemimo izvendiagonalne elemente X za proste spremenljivke. Tedaj se diagonalni elementi X izrazijo
kot

X =

® 2 =

g < =

INI SR

e
Il

R 2 =

= QL »n

r=u+x-—2s—2t,
v=s+y-2u-2w,
z=t+w-2x-2y.

Vsaka matrika X € V je torej oblike

u+x—2s-2t s t
X = u s+y-2u-2w w }
b % t+w—-2x-2y
-2 1 0 -2 0 1 1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 0
_5[0 1 O+t[0 0 Oj+ull -2 0]+w0 -2 1+x[0 0 0|+p|0 1 0]
0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 0 1 1 0 -2 01 -2

Teh 6 matrik tvori bazo za V in dim(V) = 6.



4. naloga (20 to¢k)

Definirajmo preslikavi

s predpisoma
o(p)x) = xp(x)
P(p)x) = pllx+1).

a) (10 to¢k) Utemelji, da sta ¢ o i in 1 o ¢ linearni preslikavi.
Resitev: Za poljubna polinoma p, q € R;[x] ter skalarja a, € R lahko zapisemo

Plap+pg)(x) = x(ap+pq)(x)
= axp(x)+ pxq(x)
= ad(p)(x)+pP(q)(x)
Podobno za poljubna p, g € R3{x] dobimo
Plap+pa)(x) = (ap+pq)(x+1)

ap’(x+1)+Bq'(x+1)

= ap(p)(x) + (q)(x)
Ker sta ¢ in ¢ linearni preslikavi, sta tudi kompozituma ¢ o 1 in ¢ o i linearna.
b) (10 to¢k) Zapisi matriko, ki predstavlja ¢ o ¢ v standardni bazi IR,[x].

Resitev: Izracunati je potrebno slike (i o ¢)(p,) standardnih baznih vektorjev p,(x) = x" (zan =0, 1, 2).

(¥ 0 d)(po) P(P(1)) = P(x) = ( 1) =1=p,
Wod)p1) = P(P(x)=p(x?)=((x+1)%)=2(x+1)=2py+2p;
(Pod)pa) = P(Pp(x?)=p(x’) = ((x+1))—3(x+1)2=3170+6P1+3P2

Od tod lahko preberemo koeficiente matrike, s katero predstavimo i o ¢ v standardni bazi.

1 2 3
Apop=10 2 6
00 3



