Matematika 1 BM, vaje, 8. teden 1

1. Naj bo 6: R,[x] — R, [x] operator odvajanja, 5(p) = p’. Doloci ker 6. Prepricaj se,
da je ker 6 edini lastni podprostor za 6. (Kateri lastni vrednosti pripada?)

Resitev: Byer 5 = {1}, ker 6 je lastni podprostor za lastno vrednost 0.
2. ZaA= [(1) %] je preslikava 7: R*? — R>*? je podana s predpisom
T(X) = AX - XA.
(a) Pokazi, da je 7 linearna preslikava.

(b

)

) Dolo¢i njeno matriko v standardni bazi {E;;, E1, E»;, E»y) prostora R?*2.
(c) Dolo¢i dimenzijo jedra preslikave t.

)

(d) Alilahko 7 diagonaliziramo?
Resitev:
(a) Za X,Y e R*>? ter a, 8 € R velja

T(aX +BY) = A(aX + BY)—(aX + PY)A = a(AX — XA) + B(AY — YA)

=at(X)+pr(Y),
torej je T linearna.
(b) Poracunamo
En)=7([38]) =[8 ¢ ]=-Fn
w(E)=7([35])=[88] =0
T(Epp) = T([(l) 8]) = [(1) _01] =Ey1—Ep,
w(Exn)=([§9])=[8 3] = Erz

zato je matrika A, ki priprada preslikavi 7, enaka

0

1

ol
10

(c) Ocitno je rang matrike A, enak 2, zato je dim(ker7) = 4 —dim(im7) = 2.

%0
Ar=17 0
00

oo

(d) Najprej porac¢unamo lastne vrednosti preslikave 7. Karakteristi¢ni polinom matrike

A, je enak

0 1
-1 0
0 0 -A
0 0 -1

—

ooo

=24

-1
zato je 0 edina lastna vrednost. Ker smo v tocki (c) izrac¢unali, da imamo pri la-

stni vrednosti 0 le dva linearno neodvisna lastna vektorja, sledi, da preslikava t ni
diagonalizabilna.



Matematika 1 BM, vaje, 8. teden 2

3. Dani so linearno neodvisni polinomi p, g, € R,[x];

p(x)=1+x% g(x)=1-x2, r(x)=2+x

(a) Naj bo 7: Ry[x] = R,[x] linearna preslikava, za katero velja

w(p)=q, t(9)=p, 7T(r)=-2r.
Ali obstaja baza za IR, [x], v kateri pripada 7 diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo doloc¢i!

(b) Naj bo ¢: R;[x] — R;y[x] Se ena linearna preslikava, da je
dp)=-p, ¢@)=q ¢P(q)=q+r.

¢(p)=aq, d@=p, Plr)=p+qg+r.
Ali obstaja baza za IR, [x], v kateri pripada ¢ diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo doloc¢i!

010
Resitev: (a) V bazi {p,q,r} pripada T matrika A, = [ (1) 8 02]. Karakteristi¢ni polinom te matrike je

det(A; — AI) = =(A%2 = 1)(A + 2), zato so lastne vrednosti A; = -2, A, = —1in A3 = 1. Ker ima 7 tri
razli€ne lastne vrednosti, ima tudi (vsaj) tri linearno neodvisne lastne polinome. Obstaja torej

baza IR, [x] iz lastnih polinomov T, kar pomeni, da T lahko diagonaliziramo.

011
(b) V bazi {p, g,} pripada ¢ matrika Ap = [(1) 8 %] Lastne vrednosti te matrike (in preslikave ¢) so
A1 =-1in A, 3 = 1. Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti A, 3 = 1, je 1-razseZen (Preveri

tol), zato ¢ ni mogoce diagonalizirati.
4. Naj bo V vektorski prostor, i): V — V pa linearna preslikava, da velja 2 = idy .

(a) Dokazi, da sta edini lastni vrednosti ¢ le —1 in 1.

(b) Kaksen je geometrijski pomen 1, ¢eje V =1R", tj. : R" - R", Ai =1I?

(c) Naj bo 1: R® — R? zrcaljenje preko ravnine z enacbo x +y +z = 0. Poisci
matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R3.

(d) Pois¢i formulo za matriko zrcaljena preko ravnine skozi 0 z normalo n.
Resitev:

(a) Iz Y((v)) = v za lastni vektor v sledi A>v = v. Ker v # 0, mora veljati A> = 1 ali A = +1.

(b) ‘Posevno’ zrcaljenje preko lastnega podprostora za lastno vrednost 1 vzdolz lastnega pod-
prostora za lastno vrednost —1.
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5. Naj bo T € R™" poljubna kvadratna matrika, 7: R"™" — R"™" pa linearna presli-
kava s predpisom 7(X) = TX.

(a) Preveri, da imata 7 in T enake lastne vrednosti.

(b) Preveri, da lahko 7 diagonaliziramo, ¢e lahko diagonaliziramo T.

(c) Kaj so lastni vektorji (matrike) za 7, ¢e poznas lastne vektorje za T?

(d) Pois¢i lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje za 7, ¢eje T =01 |.

Resitev: (d) Lastni vrednosti A; =1, A, = —1. Lastni vektorji/matrike: Xj; = “ 8 in X;, = [8 H k

lastni vrednost Ay =1, X5 = [_11 8] in Xy, = [8 _11] k lastni vrednost A, = —1.

6. Naj bo C®(U) vektorski prostor vseh funkcij f: U — R na odprtem intervalu U C
R, ki imajo odvode poljubnih redov. Kaj so lastne vrednosti in kaj pripadajoce
lastne funkcije operatorja odvajanja 6: C®(U) — C*®(U), o(f) = f"?

Resitev: Za vsak A € R ima diferencialna enacba f’ = Af splo3no resitev f(x) = Ce™*. Vsako

realno (celo kompleksno) Stevilo A je torej lastna vrednost s pripadajoco lastno funkcijo e,

7. Primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo R[x] prostor polinomov
v spremenljivki x poljubnih stopenj. Definiramo linearno preslikavo o : R[x] —
R[x] s predpisom (o(p))(x) = xp(x). Prepricaj se, da ¢ nima lastnih polinomov!
(Dve podnalogi: Prepricaj se, da je o res linearna. Pois¢i bazo za R[x].)

Resitev: Lastni polinomi za ¢ so nenic¢elni polinomi p, za katere velja (o(p))(x) = Ap(x) oziroma
xp(x) = Ap(x), tj. nek veckratnik polinoma p naj bi bil polinom stopnje, ki je za 1 vecja kot je sto-
pnja polinoma p. Jasno je, da to ne velja za noben nenic¢eln polinom in ¢ nima lastnih polinomov.

(Ena mozna baza za R[x] je Stevno neskonéna mnozica By = {1,x,x2,...}.)

8. Se en primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo C(IR) prostor vseh
zveznih funkcij f: R - R, : C(R) — C(RR) pa linearna preslikava s predpisom

(n(f)(x) =j0 f(ydt.

Prepricaj se, da 1 nima lastnih funkcij.
(Ena podnaloga: Prepricaj se, da je  res linearna. Ne i5¢i baze za C(RR).)
Resitev: Lastna funkcija za # je nenicelna funkcija f : R — IR, za katero velja

A= | rod

Najprej opazimo, da je f odvedljiva, e ve¢: Af’(x) = f(x). Primer A = 0 torej odpade, saj je f
nenic¢elna, za A # 0 pa je splosna resitev te diferencialne enacbe f(x) = Ce¥*. Pri x = 0 mora
veljati

0
Af(0)=A-C :j f(t)dt=0,
0
torej C =0in f(x) = 0, to pa je spet nicelna funkcija. Tudi 7 nima lastnih funkcij.

(Linearnost 77 je lahko preveriti. Obstoj baze za C(IR) je posledica aksioma izbire, zato te baze ni

mogoce eksplicitno zapisati.)
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