
Matematika 1 BM, vaje, 8. teden 1

1. Naj bo δ : Rn[x]→ Rn[x] operator odvajanja, δ(p) = p′. Določi kerδ. Prepričaj se,
da je kerδ edini lastni podprostor za δ. (Kateri lastni vrednosti pripada?)
Rešitev: Bker δ = {1}, kerδ je lastni podprostor za lastno vrednost 0.

2. Za A =
[

1 1
0 1

]
je preslikava τ : R2×2→R

2×2 je podana s predpisom

τ(X) = AX −XA.

(a) Pokaži, da je τ linearna preslikava.

(b) Določi njeno matriko v standardni bazi {E11,E12,E21,E22} prostora R
2×2.

(c) Določi dimenzijo jedra preslikave τ .

(d) Ali lahko τ diagonaliziramo?

Rešitev:

(a) Za X,Y ∈R2×2 ter α,β ∈R velja

τ(αX + βY ) = A(αX + βY )− (αX + βY )A = α(AX −XA) + β(AY −YA)

= ατ(X) + β τ(Y ),

torej je τ linearna.

(b) Poračunamo

τ(E11) = τ
([

1 0
0 0

])
=
[

0 −1
0 0

]
= −E12,

τ(E12) = τ
([

0 1
0 0

])
=
[

0 0
0 0

]
= 0,

τ(E21) = τ
([

0 0
1 0

])
=
[

1 0
0 −1

]
= E11 −E22,

τ(E22) = τ
([

0 0
0 1

])
=
[

0 1
0 0

]
= E12,

zato je matrika Aτ , ki priprada preslikavi τ , enaka

Aτ =
[

0 0 1 0
−1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 −1 0

]
.

(c) Očitno je rang matrike Aτ enak 2, zato je dim(kerτ) = 4−dim(imτ) = 2.

(d) Najprej poračunamo lastne vrednosti preslikave τ . Karakteristični polinom matrike
Aτ je enak ∣∣∣∣∣∣−λ 0 1 0

−1 −λ 0 0
0 0 −λ 0
0 0 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ4,

zato je 0 edina lastna vrednost. Ker smo v točki (c) izračunali, da imamo pri la-
stni vrednosti 0 le dva linearno neodvisna lastna vektorja, sledi, da preslikava τ ni
diagonalizabilna.
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3. Dani so linearno neodvisni polinomi p,q, r ∈R2[x];

p(x) = 1 + x2, q(x) = 1− x2, r(x) = 2 + x.

(a) Naj bo τ : R2[x]→R2[x] linearna preslikava, za katero velja

τ(p) = q, τ(q) = p, τ(r) = −2r.

Ali obstaja baza za R2[x], v kateri pripada τ diagonalna matrika? Če obstaja,
jo določi!

(b) Naj bo φ : R2[x]→R2[x] še ena linearna preslikava, da je

φ(p) = −p, φ(q) = q, φ(q) = q+ r.

φ(p) = q, φ(q) = p, φ(r) = p+ q+ r.

Ali obstaja baza za R2[x], v kateri pripadaφ diagonalna matrika? Če obstaja,
jo določi!

Rešitev: (a) V bazi {p,q, r} pripada τ matrika Aτ =
[

0 1 0
1 0 0
0 0 −2

]
. Karakteristični polinom te matrike je

det(Aτ −λI) = −(λ2 − 1)(λ+ 2), zato so lastne vrednosti λ1 = −2, λ2 = −1 in λ3 = 1. Ker ima τ tri

različne lastne vrednosti, ima tudi (vsaj) tri linearno neodvisne lastne polinome. Obstaja torej

baza R2[x] iz lastnih polinomov τ , kar pomeni, da τ lahko diagonaliziramo.

(b) V bazi {p,q, r} pripada φ matrika Aφ =
[

0 1 1
1 0 1
0 0 1

]
. Lastne vrednosti te matrike (in preslikave φ) so

λ1 = −1 in λ2,3 = 1. Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti λ2,3 = 1, je 1-razsežen (Preveri

to!), zato φ ni mogoče diagonalizirati.

4. Naj bo V vektorski prostor, ψ : V → V pa linearna preslikava, da velja ψ2 = idV .

(a) Dokaži, da sta edini lastni vrednosti ψ le −1 in 1.

(b) Kakšen je geometrijski pomen ψ, če je V = R
n, tj. ψ : Rn→R

n, A2
ψ = I?

(c) Naj bo ψ : R3 → R
3 zrcaljenje preko ravnine z enačbo x + y + z = 0. Poišči

matriko, ki pripada ψ v standardni bazi R3.

(d) Poišči formulo za matriko zrcaljena preko ravnine skozi 0 z normalo n.

Rešitev:

(a) Iz ψ(ψ(v)) = v za lastni vektor v sledi λ2v = v. Ker v , 0, mora veljati λ2 = 1 ali λ = ±1.

(b) ‘Poševno’ zrcaljenje preko lastnega podprostora za lastno vrednost 1 vzdolž lastnega pod-
prostora za lastno vrednost −1.

(c) Aψ = 1
3

[
1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

]
.

(d) H = I − 2nnT

nTn .
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5. Naj bo T ∈Rn×n poljubna kvadratna matrika, τ : Rn×n→R
n×n pa linearna presli-

kava s predpisom τ(X) = TX.

(a) Preveri, da imata τ in T enake lastne vrednosti.

(b) Preveri, da lahko τ diagonaliziramo, če lahko diagonaliziramo T .

(c) Kaj so lastni vektorji (matrike) za τ , če poznaš lastne vektorje za T ?

(d) Poišči lastne vrednosti in pripadajoče lastne vektorje za τ , če je T =
[

0 1
1 0

]
.

Rešitev: (d) Lastni vrednosti λ1 = 1, λ2 = −1. Lastni vektorji/matrike: X11 =
[

1 0
1 0

]
in X12 =

[
0 1
0 1

]
k

lastni vrednost λ1 = 1, X21 =
[

1 0
−1 0

]
in X22 =

[
0 1
0 −1

]
k lastni vrednost λ2 = −1.

6. Naj boC∞(U ) vektorski prostor vseh funkcij f : U →R na odprtem intervaluU ⊆
R, ki imajo odvode poljubnih redov. Kaj so lastne vrednosti in kaj pripadajoče
lastne funkcije operatorja odvajanja δ : C∞(U )→ C∞(U ), δ(f ) = f ′?
Rešitev: Za vsak λ ∈ R ima diferencialna enačba f ′ = λf splošno rešitev f (x) = Ceλx. Vsako

realno (celo kompleksno) število λ je torej lastna vrednost s pripadajočo lastno funkcijo eλx.

7. Primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo R[x] prostor polinomov
v spremenljivki x poljubnih stopenj. Definiramo linearno preslikavo σ : R[x]→
R[x] s predpisom (σ (p))(x) = xp(x). Prepričaj se, da σ nima lastnih polinomov!
(Dve podnalogi: Prepričaj se, da je σ res linearna. Poišči bazo za R[x].)
Rešitev: Lastni polinomi za σ so neničelni polinomi p, za katere velja (σ (p))(x) = λp(x) oziroma

xp(x) = λp(x), tj. nek večkratnik polinoma p naj bi bil polinom stopnje, ki je za 1 večja kot je sto-

pnja polinoma p. Jasno je, da to ne velja za noben neničeln polinom in σ nima lastnih polinomov.

(Ena možna baza za R[x] je števno neskončna množica B
R[x] = {1,x,x2, . . .}.)

8. Še en primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo C(R) prostor vseh
zveznih funkcij f : R→R, η : C(R)→ C(R) pa linearna preslikava s predpisom

(η(f ))(x) =
∫ x

0
f (t)dt.

Prepričaj se, da η nima lastnih funkcij.
(Ena podnaloga: Prepričaj se, da je η res linearna. Ne išči baze za C(R).)
Rešitev: Lastna funkcija za η je neničelna funkcija f : R→R, za katero velja

λf (x) =
∫ x

0
f (t)dt.

Najprej opazimo, da je f odvedljiva, še več: λf ′(x) = f (x). Primer λ = 0 torej odpade, saj je f
neničelna, za λ , 0 pa je splošna rešitev te diferencialne enačbe f (x) = Cex/λ. Pri x = 0 mora
veljati

λf (0) = λ ·C =
∫ 0

0
f (t)dt = 0,

torej C = 0 in f (x) = 0, to pa je spet ničelna funkcija. Tudi η nima lastnih funkcij.

(Linearnost η je lahko preveriti. Obstoj baze za C(R) je posledica aksioma izbire, zato te baze ni

mogoče eksplicitno zapisati.)














