
Matematika 1 BM, vaje, 7. teden 1

1. Preslikava τ : R2×2→R
2×2 je podana s predpisom

τ(X) =
[

1 1
1 0

]
X +X

[
1 1
1 0

]
.

(a) Pokaži, da je τ linearna preslikava.

(b) Določi njeno matriko v bazi {E11,E12,E21,E22} prostora R
2×2.

Rešitev: (a) Označimo A = [1 1
1 0 ]. Potem je

τ(αX + βY ) = A(αX + βY ) + (αX + βY )A = αAX + βAY +αXA+ βYA

= α(AX +XA) + β(AY +YA) = ατ(X) + βτ(Y ),

torej je τ linearna. (b) Aτ =
[

2 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 0

]
.

2. Za polinom p(x) = ax3 + bx2 + cx + d in kvadratno matriko A označimo p(A) =
aA3 + bA2 + cA+ dI . Naj bo A ∈R2×2 matrika

A =
[
1 2
2 1

]
.

(a) Prepričaj se, da je preslikava

φ : R3[x]→R
2×2, φ(p) = p(A)

linearna in poišči matriko, ki ji pripada v standardnih bazah prostorov R3[x]
in R

2×2.

(b) Poišči bazo za kerφ in določi dim(kerφ). (Namig: Če je ∆A(λ) karakteristični
polinom A, potem je ∆A(A) = 0.)

(c) Naj bo q(x) = x(x2−2x−3). Ali je množica vseh 2×2 matrik X, za katere velja
q(X) = 0, vektorski podprostor v R

2×2?

(a) Vzemimo polinoma p,q ∈U in skalarja α,β ∈R in preverimo, da φ ohranja linearne
kombinacije:

φ(αp+ βq) = (αp+ βq)(A) = αp(A) + βq(A) = αφ(p) + βφ(q),

φ je torej linearna. Za matriko Aφ poračunamo φ(p) za polinome p iz standardne
baze R3[x], p ∈ {1,x,x2,x3}:

φ(1) =
[
1 0
0 1

]
, φ(x) =

[
1 2
2 1

]
, φ(x2) =

[
5 4
4 5

]
, φ(x3) =

[
13 14
14 13

]
.

Martika, ki pripada φ je torej

[φ] =


1 1 5 13
0 2 4 14
0 2 4 14
1 1 5 13

 .
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(b) Za karakteristični polinom ∆A(x) matrike A velja ∆A(A) = 0 (ničelna matrika). Hitro
vidimo

∆A(x) = det(A− xI) = x2 − 2x − 3.

Ker noben polinom stopnje 1 ali manj ne uniči matrike A (Zakaj?), so v kerφ le tisti
polinomi stopnje ≤ 3, ki so deljivi z ∆A(x). Od tod dobimo Bkerφ = {x2 − 2x − 3,x(x2 −
2x − 3)} in dim(kerφ) = 2.

(c) Ta podmnožica ni vektorski podprostor. Ničle polinoma q so x1 = −1, x2 = 0 in x3 = 3.
To pomeni, da q uniči vse 2×2 matrike, ki imajo dve od teh ničel za lastni vrednosti.
(Uniči sicer tudi ‘polovico’ od 2×2 matrik, ki imajo eno od teh ničel za dvojno lastno
vrednost. Katerih ne?) Sedaj ni težko poiskati dveh matrik A in B, da velja q(A) = 0
in q(B) = 0, vendar q(A+B) , 0. (Ali matrike A, da je q(A) = 0, vendar q(−A) , 0.)

3. V R
3 so dani vektorji a = [1,1,0]T, b = [1,0,1]T in c = [0,1,1]T ter linearna presli-

kava τ : R3→R
3, za katero velja

τ(a) = a, τ(b) = a+b ter τ(c) = a+ c.

(a) Pokaži, da je {a,b,c} baza prostora R
3.

(b) Zapiši matriko preslikave τ v bazi B := {a,b,c}.
(c) Zapiši matriko preslikave τ v standardni bazi S := {i, j,k}.
(d) Kam preslika τ vektor [1,1,1]T?

Rešitev: (a) Vektorji a, b in c so linearno neodvisni. Ker jih je dovolj za dimR
3 = 3, tvorijo

bazo. (b) Aτ,B,B =
[

1 1 1
0 1 0
0 0 1

]
, (c) Aτ,S ,S =

[
1 0 1
0 1 1
0 0 1

]
, (d) τ([1,1,1]T) = [2,2,1]T.

4. Naj bo R3[x] vektorski prostor polinomov p stopnje kvečjemu 3.

(a) Prepričaj se, da je preslikava φ : R3[x]→ R
3, φ(p) := [p(−1),p(0),p(1)]T line-

arna.

(b) Poišči bazo Bkerφ jedra kerφ preslikave φ.

(c) Zapiši matriko, ki pripada φ v bazi {1,x,x2,x3} za R3[x] in standardni bazi
R

3.

Rešitev: (b) Bkerφ = {x3 − x}, Bimφ = {i, j,k}, (c) Aφ =
[

1 −1 1 −1
1 0 0 0
1 1 1 1

]
.

5. Dana je preslikava ψ : R2[x]→R2[x]

(ψ(p))(x) = (xp(x+ 1))′ − 2p(x).

Pokaži, da je ψ linearna. Poišči njeno matriko v bazi {1,x,x2} ter njeno jedro in
sliko.
Rešitev: Aψ =

[
−1 1 1
0 0 4
0 0 1

]
, kerψ = {a(x+ 1) : a ∈R}, Bkerψ = {x+ 1},

imψ = {a+ 4bx+ bx2 : a,b ∈R}, Bimψ = {1,x2 + 4x}.
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6. Naj bo a = [1,1]T. Preslikava φ : R2→R
2×2 je dana s predpisom

φ(x) = xaT = x [1,1].

(a) Utemelji, da je φ linearna preslikava.

(b) Poišči matriko, ki pripada φ v standardnih bazah prostorov R
2 in R

2×2.

(c) Določi dim(kerφ) in dim(imφ).

(d) Poišči bazo za imφ.

Rešitev: (a) Preverimo, da φ ohranja linearne kombinacije. Velja

φ(αx+ βy) = (αx+ βy)aT = αxaT + βyaT = αφ(x) +αφ(y)

za vse x,y ∈R2 in vse α,β ∈R, φ je linearna.

(b) Poračunajmo, v kaj φ preslika vektorje standardne baze R
2.

φ

([
1
0

])
=

[
1
0

]
[1,1] =

[
1 1
0 0

]
= E11 +E12

φ

([
0
1

])
=

[
0
1

]
[1,1] =

[
0 0
1 1

]
= E21 +E22

Matrika, ki pripada φ je torej

Aφ =


1 0
1 0
0 1
0 1

 .

(c) Matrika Aφ ima rang 2, torej dim(imφ) = dim(C(Aφ)) = 2. Za jedro potem velja
dim(kerφ) = dim(R2)−dim(imφ) = 2− 2 = 0.

(d) Zagotovo sta v imφ matriki [1 1
0 0 ] in [0 0

1 1 ]. Ker sta linearno neodvisni in je dim(imφ) =
2, je baza za imφ kar Bimφ =

{
[1 1

0 0 ], [0 0
1 1 ]

}
.

7. Naj bosta U in V vektorska podprostora v vektorskem prostoru W . Definiramo
množice:

U ×V := {(u,v) : u ∈U,v ∈ V },
U +V := {u + v : u ∈U,v ∈ V } ter
U ∩V := {w ∈W : w ∈U in w ∈ V }.

(a) Prepričaj se, da sta U +V in U ∩V vektorska podprostora v W .

(b) ‘Ugani’ ustrezno strukturo vektorskega prostora na U ×V . Utemelji, da je v
tem primeru U ×V res vektorski prostor! Kako lahko dim(U ×V ) izraziš z
dimU in dimV ?

(c) Preslikava φ : U ×V →W naj bo dana s φ(u,v) = u − v. Prepričaj se, da je φ
linearna. (Če ni, se vrni k točki (b) te naloge.) Določi kerφ in imφ.
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(d) Preveri, da je preslikava ψ : U ∩V → kerφ, ψ(w) = (w,w) linearna in bijek-
tivna, torej velja dim(U ∩V ) = dim(kerφ).

(e) Zaključi, da velja dimU + dimV = dim(U +V ) + dim(U ∩V ).

Rešitev: (b) Seštevanje in množenje s skalarjem definiramo na ‘očiten’ način:

(u1,v1) + (u2,v2) := (u1 +u2,v1 + v2),

α(u,v) := (αu,αv),

Za dimenzijo velja dim(U ×V ) = dimU + dimV .
(c) kerφ = {(w,w) : w ∈U ∩V }, imφ =U +V .
(e) Iz dimenzijske enačbe

dim(kerφ) + dim(imφ) = dim(U ×V )

sledi
dim(U ∩V ) + dim(U +V ) = dimU + dimV .












