Matematika 1 BM, vaje, 7. teden 1

1. Preslikava 7: R?*? — IR?*? je podana s predpisom

11 11
=1t 13].
(a) Pokazi, da je 7 linearna preslikava.

(b) Dolo¢i njeno matriko v bazi {E;;,E1,, E»;, E»,) prostora R**2,
Resitev: (a) Ozna&imo A = [} 1]. Potem je
T(aX+pY)=AaX+BY)+(aX+pY)A=aAX + BAY + aXA+BYA
=a(AX+XA)+B(AY +YA) =at(X)+ pz(Y),

2110
torej je T linearna. (b) A, = [% (1)(1)%]
0110

2. Za polinom p(x) = ax® + bx? + cx + d in kvadratno matriko A oznac¢imo p(A) =
aA3 +bA? + cA+dl. Naj bo A € R>? matrika

12
|2
(a) Prepricaj se, da je preslikava

¢: Rs[x] > R¥?, $(p) = p(A)

linearna in poisc¢i matriko, ki ji pripada v standardnih bazah prostorov R3[x]
in R¥2.

(b) Poisci bazo za ker ¢ in dolo¢i dim(ker ¢). (Namig: Ce je Aa(A) karakteristi¢ni
polinom A, potem je A4(A)=0.)

(c) Naj bo g(x) = x(x?>—2x-3). Ali je mnozica vseh 2x2 matrik X, za katere velja
q(X) = 0, vektorski podprostor v R?*??

(a) Vzemimo polinoma p,q € U in skalarja a, € R in preverimo, da ¢ ohranja linearne
kombinacije:

¢(ap +Bq) = (ap + Bq)(A) = ap(A) + Bg(A) = ad(p) + BP(q),

¢ je torej linearna. Za matriko Ay poracunamo ¢(p) za polinome p iz standardne
baze R3[x], p € {1,x,x%, x3}:

N R N

Martika, ki pripada ¢ je torej
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Matematika 1 BM, vaje, 7. teden 2

(b) Za karakteristi¢ni polinom A 4(x) matrike A velja A4(A) = 0 (ni€¢elna matrika). Hitro
vidimo

Ap(x) = det(A—xI) = x> - 2x - 3.

Ker noben polinom stopnje 1 ali manj ne uni¢i matrike A (Zakaj?), so v ker ¢ le tisti
polinomi stopnje < 3, ki so deljivi z A4 (x). Od tod dobimo Bye; ¢ = {x?—2x-3,x(x* -
2x —3)}in dim(ker ¢) = 2.

(c) Ta podmnozica nivektorski podprostor. Ni¢le polinomagsox; =—-1,x; =0inx3 = 3.
To pomeni, da g unici vse 2 x 2 matrike, ki imajo dve od teh nicel za lastni vrednosti.
(Unici sicer tudi ‘polovico’ od 2 x 2 matrik, ki imajo eno od teh nicel za dvojno lastno
vrednost. Katerih ne?) Sedaj ni tezko poiskati dveh matrik A in B, da velja q(A) =0
in q(B) = 0, vendar q(A + B) = 0. (Ali matrike A, da je g(A) = 0, vendar g(-A) = 0.)

3. V IR? so dani vektorji a =[1,1,0]", b=[1,0,1]" in ¢ = [0,1,1]" ter linearna presli-
kava 7 : IR? — IR3, za katero velja

t(a)=a,r(b)=a+bter r(c)=a+c.

(a) Pokazi, da je {a,b,c} baza prostora R3.

(c

)

(b) Zapisi matriko preslikave 7 v bazi B := {a, b, c}.
) Zapisi matriko preslikave 7 v standardni bazi S := {i,j, k}.
)

(d) Kam preslika 7 vektor [1,1,1]7?

Resitev: (a) Vektorji a, b in ¢ so linearno neodvisni. Ker jih je dovolj za dimR3 = 3, tvorijo
111 101
bazo. (b) Aqss = [§10], (@) Avs.s = 811 (@ w1111 = (2,217,

4. Naj bo R3[x] vektorski prostor polinomov p stopnje kvecjemu 3.

(a) Prepricaj se, da je preslikava ¢: R3[x] — R?, ¢(p) := [p(~1),p(0), p(1)]" line-
arna.
(b) Poisci bazo By, jedra ker ¢ preslikave ¢.
(c) Zipiéi matriko, ki pripada ¢ v bazi {1,x,x% x°} za R3[x] in standardni bazi
R°.
Resitev: (b) Byerg = (x> =3}, Bimg = liLj k1, () Ay = H 00 ‘5}],
5. Dana je preslikava ¢ : Ry[x] — R,[x]

(®(p)(x) = (xp(x + 1))’ = 2p(x).

Pokazi, da je ¢ linearna. Poisci njeno matriko v bazi {1, x, x2} ter njeno jedro in
sliko. )
Resitev: Ay = [78 ], kergp ={a(x+1):a€R}, Byery = {x+1},

:a,b€R}, Bimy = {1,x? + 4x}.

1
0
0

N = s =

imy = {a+4bx + bx
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6. Najbo a=[1,1]". Preslikava ¢: R?> — R**? je dana s predpisom
P(x)=xa' =x[1,1].

(a) Utemelji, da je ¢ linearna preslikava.

(b)

(c) Dolo¢i dim(ker ¢) in dim(im ¢).
)

(d) Poisci bazo za im ¢.

Poi$¢i matriko, ki pripada ¢ v standardnih bazah prostorov R? in R**2.

Resitev: (a) Preverimo, da ¢ ohranja linearne kombinacije. Velja
p(ax+Py) = (ax+By)a’ =axa' +pya’ = ag(x)+ad(y)

zavseXx,y € R? in vse a,f €R, ¢ jelinearna.

(b) Poracunajmo, v kaj ¢ preslika vektorje standardne baze R2.

R e
R

Matrika, ki pripada ¢ je torej

(c) Matrika Ay ima rang 2, torej dim(im¢) = dim(C(Ag)) = 2. Za jedro potem velja

dim(ker ¢) = dim(IR?) — dim(im ¢) = 2 -2 = 0.

(d) Zagotovo sta vim ¢ matriki [} 1]in [{ 9]. Ker sta linearno neodvisni in je dim(im ¢) =

2,je baza zaim ¢ kar By ¢ = {[(1) 00 (1)]}

7. Naj bosta U in V vektorska podprostora v vektorskem prostoru W. Definiramo
mnozice:

UxV:i={(u,v):uelU,veV}
U+V:i={u+v:ueU,ve V}ter
UnNnV:i={weW:welUinweV}.

(a) Prepricaj se, da sta U+ V in U NV vektorska podprostorav W.

(b) ‘Ugani’ ustrezno strukturo vektorskega prostora na U x V. Utemelji, da je v
tem primeru U x V res vektorski prostor! Kako lahko dim(U x V) izrazi$ z
dimU in dim V?

(c) Preslikava ¢p: U x V — W naj bo dana s ¢(u,v) = u —v. Prepricaj se, da je ¢
linearna. (Ce ni, se vrni k to¢ki (b) te naloge.) Dolo¢i ker ¢ in im ¢.
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(d) Preveri, da je preslikava : UNV — ker¢, ¢(w) = (w, w) linearna in bijek-
tivna, torej velja dim(U N V) = dim(ker ¢).

(e) Zakljuci, daveljadim U +dimV =dim(U + V) +dim(U N V).
Resitev: (b) SeStevanje in mnozenje s skalarjem definiramo na ‘o¢iten’ nacin:

(t1,v1) + (U, v2) := (U + U, vy +03),
a(u,v):=(au,av),

Za dimenzijo velja dim(U x V) =dim U +dim V.
(c)kerp ={(ww):weUNV},im¢p=U+V.
(e) Iz dimenzijske enacbe
dim(ker ¢) + dim(im ¢) = dim(U x V)

sledi
dim(UNV)+dim(U + V) =dim U +dim V.
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