
Matematika 1 BM, vaje, 5. teden 1

1. Naj bo A ∈Rn×n matrika, ki ima vse lastne vrednosti nenegativne.

(a) Pokaži, da je A obrnljiva, če in samo če so njene lastne vrednosti (strogo) pozi-
tivne.

(b) Recimo, da je A obrnljiva. Dokaži, da so vse lastne vrednosti A pozitivne le, če so
vse lastne vrednosti A−1 pozitivne.

(c) Recimo, da velja še AT = A. Utemelji, da obstaja matrika S, ki ima vse lastne
vrednosti nenegativne in velja S2 = A. Tako matriko S označimo z S =

√
A.

2. Dana je matrika

A =

2 3 1
3 6 3
1 3 2

 .

(a) Poišči vse lastne vektorje in pripadajoče lastne vrednosti matrike A.

(b) Izračunaj
√
A.

3. (a) Preveri, da ima za vsako matriko M ∈ R
m×n matrika MTM nenegativne lastne

vrednosti.
Namig: Kaj je skalarni produkt MTMv in v za lastni vektor v matrike MTM?

(b) Utemelji, da je Frobeniusova norma submultiplikativna, tj. velja

∥AB∥F ≤ ∥A∥F∥B∥F
za vse A,B ∈Rm×n.
Namig: Uporabi Cauchy–Schwarzovo neenakost za Frobeniusov skalarni produkt
in (a).

4. Poišči razcep Cholesky-ega (A = LLT, kjer je L spodnje trikotna matrika) matrike

A =

 1 2 −1
2 8 2
−1 2 6


z uporabo spodnjega (rekurzivnega) algoritma:
Simetrično matriko A ∈Rn×n zapišemo v bločni obliki

A1 := A =
[
a11 bT

b B

]
in definiramo

L1 :=
[ √

a11 0T
1√
a11

b In−1

]
.

Tedaj je

A1 =
[
a11 bT

b B

]
= L1

[
1 0T

0 B− 1
a11

bbT

]
LT1 .

Ponovimo na simetrični matriki A2 := B− 1
a11

bbT ∈R(n−1)×(n−1).
Naj bodo L2,L3, . . . ,Ln matrike, ki jih dobimo v ponovljenih korakih. Matrika L je potem

L = L1 ·
[
1 0T

0 L2

]
· · ·

[
In−1 0
0T Ln

]
.
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5. Dani sta matriki

J =

1 0 2
0 −1 0
2 0 1

 in N =

 0 0 0
−1 0 1
0 0 0

 .

(a) Prepričaj se, da imata matriki J in J +N enaka karakteristična polinoma (in zato
enake lastne vrednosti).

(b) Poišči lastne vrednosti matrik J in J +N .

(c) Diagonaliziraj matriko J v ortonormirani bazi R3 – poišči diagonalno matriko D
ter ortogonalno matriko Q, da bo J = QDQT.

(d) Se da matriko J +N tudi diagonalizirati? Zakaj oz. zakaj ne?

6. Poišči (ekonomični) singularni razcep matrike

A =

 0 1
−2 2
1 0

 ,

tj. poišči ortogonalni matriki U in V ter (kvadratno) diagonalno matriko S, da bo
A = USV T. Lahko slediš tem korakom:

(a) Diagonaliziraj ATA v ortonormirani bazi R2. Prepričaj se, da je prehodna matrika
ravno V , diagonalna matrika pa točno S2.

(b) S pomočjo S in V iz prejšnje točke ter zapisa A = USV T določi še U .

7. Poišči matriki ranga 1 in 2, ki sta v Frobeniusovi normi najbližji matriki

K =

2 2 1
2 1 2
1 2 2

 ,
tj. tisti matriki X1,X2 ∈ R3×3 rangov 1 in 2, za kateri sta števili ∥X1 −K∥F ter ∥X2 −K∥F
najmanjši možno.

8. Naj bo

A =

 4 2 −2
2 2 1
−2 1 6

 in B =

 3 −4 −4
−4 2 −2
−4 −2 −5


(a) Točno ena izmed matrik A in B je pozitivno semidefinitna. Katera? Utemelji

odgovor.

(b) Za tisto matriko, ki je pozitivno semidefinitna, izračunaj razcep Choleskega, tj.
poišči spodnje–trikotno matriko L, za katero velja A = LLT.












