
Matematika 1 BM, vaje, 10. teden 1

1. Izračunaj spodnje dvojne integrale.

(a)
"

D
(5− x − y)dxdy, kjer je D = [0,1]× [0,1],

(b)
"

D

y

x+ 1
dxdy, kjer je D določeno z x ≥ 0, y ≥ x in x2 + y2 ≤ 2,

(c)
"

D

sinx
x

dxdy, kjer je D trikotnik določen z 0 ≤ y ≤ x in x ≤ π,

(d)
"

R
2
e−x

2−y2
dxdy in s pomočjo tega izračunaj

∫ ∞
−∞

e−x
2
dx.

Rešitev: (a) 4, (b) 1
2 , (c) 2, (d) Uvedemo polarne koordinate, dobimo π in

√
π.

2. Skiciraj integracijsko območje in izračunaj dvakratna integrala.

(a)
∫ 1

0

∫ x

−x
xeydy

dx,

(b)
∫ 1

0

∫ y

0

y

x+ 1
dx

dy +
∫ √2

1

∫
√

2−y2

0

y

x+ 1
dx

dy.

Rešitev: (a) 2
e , (b) 1

2 .

3. Izračunaj prostornino telesa, ki je omejeno s paraboloidom z = 8 − x2 − y2 in ravnino
z = −1.
Rešitev: V = 81π

2 .

4. Poišči koordinate masnega središča četrtine kroga; x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0, če je
gostota v vsaki točki enaka oddaljenosti od izhodišča, tj. ρ(x,y) =

√
x2 + y2.

Namig: masa lika D ⊆ R
2 je dana z m =

!
D
ρ(x,y)dxdy, koordinati masnega središča

pa sta x∗ = 1
m

!
D
xρ(x,y)dxdy in y∗ = 1

m

!
D
yρ(x,y)dxdy. Uvedi polarne koordinate.

Rešitev: x∗ = y∗ = 3R
2π .

5. Določi maso in koordinate masnega središča homogenega telesa (tj. ρ(x,y,z) = 1), ki je
omejeno s ploskvama z2 = x2 + y2 ter x2 + y2 + z2 = 4 in leži v polprostoru z ≥ 0.
Namig: Vpelji ti. sferne oz. krogelne koordinate:

x = r cosθ cosϕ,
y = r cosθ sinϕ,
z = r sinθ,

tj. ‘novo spremenljivko’ F(r,ϕ,θ) = [x,y,z]T (za katero je det(JF) = r2 cosθ.)
Rešitev: m = 8π

3 (2−
√

2), x∗ = y∗ = 0, z∗ = 3
8 (2 +

√
2).

6. Določi maso in koordinate masnega središča krogle z neenačbo x2 + y2 + z2 ≤ 2z, če je
njena gostota v vsaki točki enaka oddaljenosti od izhodišča.
Namig: Uvedi krogelne koordinate.
Rešitev: m = 8π

5 , x∗ = y∗ = 0, z∗ = 8
7 .
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7. Telo D ⊆ R
3 je omejeno s paraboličnima valjema z = 2 − x2 in z = y2 − 2. Izračunaj

prostornino in maso tega telesa, če je gostota enaka ρ(x,y,z) = y2.
Namig: Poišči (pravokotno) projekcijo tega telesa na xy-ravnino, uvedi cilindrične ko-
ordinate.
Rešitev: V = 8π, m = 16π

3 .
















