
 

𝜆 ∈ ℂ  je lastna vrednost 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 z lastnim vektorjem 𝑣⃗ ≠ 0⃗⃗, če velja 𝐴𝑣⃗ = 𝜆𝑣⃗. 

𝐴𝑣⃗ − 𝜆𝑣⃗ = 0⃗⃗ 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣⃗ = 0    // dodamo 𝐼 (identično matriko), ker smo izpostavili skalar in matriko pred vektorjem 

ker 𝑣⃗ ≠ 0⃗⃗, velja det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0, torej ko matrika 𝐴 − 𝜆𝐼 ni obrnljiva 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = Δ𝐴(𝜆)    // karakteristični polinom, njegove ničle so lastne vrednosti 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = |
0 − 𝜆 2 2
3 1 − 𝜆 −3
−1 −1 3 − 𝜆

|    // s transformacijami poskusimo priti do ničel v matriki, da bomo 

lažje izračunali determinanto – te transformacije so Gaussova eliminacija nad vrsticami IN STOLPCI -  ko 

računamo determinante, lahko izvajamo operacije tudi nad stolpci, saj je det(𝐴) = det(𝐴𝑇) 

 

|
−𝜆 2 2
3 1 − 𝜆 −3
−1 −1 3 − 𝜆

| = |
−𝜆 − 2 2 2
2 + 𝜆 1 − 𝜆 −3
0 −1 3 − 𝜆

| = |
−𝜆 − 2 2 2
0 3 − 𝜆 −1
0 −1 3 − 𝜆

| =    // dobili smo bločno 

zgornjetrikotno matriko 

determinanta take matrike je determinanta posameznih blokov: 

= (−𝜆 − 2) |
3 − 𝜆 −1
−1 3 − 𝜆

| = −(𝜆 + 2)((3 − 𝜆)2 − 1) = −(𝜆 + 2)(3 − 𝜆 − 1)(3 − 𝜆 + 1)

= −(𝜆 + 2)(2 − 𝜆)(4 − 𝜆) = 0 

dobili smo ničle karakterističnega polinoma: 𝜆1 = −2, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 4    to so lastne vrednosti matrike A 

 

poiščimo še pripadajoče lastne vektorje: 

najprej vstavimo lastne vrednosti v enačbo (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣⃗ = 0 (rešimo homogeni sistem) 

z drugimi besedami: iščemo ničelni prostor matrike (𝐴 − 𝜆𝐼)    // ta matrika ni nikoli polnega ranga 

𝝀𝟏 = −𝟐 ∶    iščemo ničelni prostor: 𝑁(𝐴 − 𝜆1𝐼) = 𝑁(𝐴 + 2𝐼) 

𝐴 + 2𝐼 = [
2 2 2
3 3 −3
−1 −1 5

] → [
1 1 1
0 0 −6
0 0 6

] → [
1 1 0
0 0 1
0 0 0

]    // reducirana stopničasta oblika 

//ker je 𝝀1 = −2 lastna vrednost, moramo na koncu dobiti vsaj eno vrstico ničel (kar tudi smo) 

[
1 1 0
0 0 1
0 0 0

]
0
0
0

        
𝑥 + 𝑦 = 0
𝑧 = 0
0 = 0 

          𝑣⃗1 = [
−𝑦
𝑦
0
] = 𝑦 [

−1
1
0
]    // poiskali smo splošni lastni vek. ki pripada 𝜆1; vsi 

večkratniki vektorja [−1,1,0]𝑇 so lastni vektorji in razpenjajo pripadajoči lastni podprostor 

− 
 

𝑥     𝑦     𝑧 



Vzamemo 𝑣⃗1 = [
−1
1
0
] 

𝝀𝟐 = 𝟐 ∶    𝐴 − 𝜆2𝐼 = 𝐴 − 2𝐼 = [
−2 2 2
3 −1 −3
−1 −1 1

] → [
1 −1 −1
0 2 0
0 −2 0

] → [
1 0 −1
0 1 0
0 0 0

] 

[
1 0 −1
0 1 0
0 0 0

]        
𝑥 − 𝑧 = 0
𝑦 = 0
 

          𝑣⃗2 = [
𝑧
0
𝑧
] = 𝑧 [

1
0
1
] 

𝝀𝟑 = 𝟒 ∶    𝐴 − 𝜆3𝐼 = 𝐴 − 4𝐼 = [
−4 2 2
3 −3 −3
−1 −1 −1

]~ [
1 1 1
1 −1 −1
−2 1 1

]~ [
1 1 1
0 −2 −2
0 2 2

]~ [
1 1 1
0 1 1
0 0 0

] 

𝑥1 = 0
𝑥2 + 𝑥3 = 0

    𝑣3 = [
0
−1
1
]



  



LASTNOSTI SIMETRIČNIH MATRIK: 

𝐴𝑇 = 𝐴 

𝜆 ∈ ℝ 

pri različnih lastnih vrednostih so lastni vektorji ortogonalni 

algebraična večkratnost lastnih vrednosti (stopnja ničle v karakterističnem polinomu) se ujema z 

geometrijsko večkratnostjo lastnih vrednosti (dimenzija lastnega podprostora) 

simetrične matrike lahko diagonaliziramo z ortonormirano bazo (ONB):  𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇, kjer je 𝑄 ortogonalna 

matrika (njeni stolpci so ortonormirana baza – so dolžine 1 in so medseboj pravokotni) in 𝐷 diagonalna 

matrika, kjer so lastne vrednosti po diagonali 𝐷 = [
𝜆1 0 0
0 … 0
0 0 𝜆𝑛

]  

velja tudi v obratni smeri: matriko, ki jo lahko diagonaliziramo z ortonormirano bazo, je simetrična 

𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 ⇒ 𝐴𝑇 = (𝑄𝐷𝑄𝑇)𝑇 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 = 𝐴 

 

  



 

če izračunamo karakteristični polinom, vidimo, da sta 2 dvojni lastni vrednosti 

ker je matrika simetrična, dobimo dvodimenzionalni ničelni prostor 

če vstavimo 0,1 in 1,0, vektorja nista ortogonalna, zato rabimo Gram-Schmidtov postopek 

 

  



 

ker ima matrika samo dva neodvisna stolpca (stolpci od 3. naprej so vsi enaki drugemu) je ranga 2, torej bo 

imela ničelni prostor dimenzije 𝑛 − 2   

ničelni prostor je lastni podprostor za lastno vrednost 0:  𝐴𝑣⃗ =  0 ∙ 𝑣⃗        𝐴𝑣⃗ = 𝜆 ∙ 𝑣⃗       𝑁(𝐴 − 0𝐼) 

a) 𝑁(𝐴) = {𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐴𝑥⃗ = 0⃗⃗}    Rešimo 𝐴𝑥⃗ = 0⃗⃗  (Gauss) 

[
 
 
 
 
0 1 1 ⋯ 1
1 0 0 ⋯ 0
1 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

→

[
 
 
 
 
1 0 0 ⋯ 0
0 1 1 ⋯ 1
0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

     𝑥⃗ = [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

]    

𝑥1 = 0
𝑥2 + 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛 = 0 → 𝑥2 = −(𝑥3 + 𝑥4…+ 𝑥𝑛)

 
 

      

// 𝑥1 in 𝑥2 sta edini spremenljivki, ki imata pivot, ostale spremenljivke so proste 

𝑥⃗ =

[
 
 
 
 

0
−(𝑥3 + 𝑥4 +⋯+ 𝑥𝑛)

𝑥3
⋮
𝑥𝑛 ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
−𝑥3
𝑥3
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
0
−𝑥4
0
𝑥4
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 
 

+ ⋯+

[
 
 
 
 
 
0
−𝑥𝑛
𝑥𝑛
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 

= 𝑥3

[
 
 
 
 
 
0
−1
1
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 

+ 𝑥4

[
 
 
 
 
 
 
0
−1
0
1
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 
 

+⋯+ 𝑥𝑛

[
 
 
 
 
 
 
0
−1
0
0
⋮
0
1 ]
 
 
 
 
 
 

  

to so lastni vektorji za lastne vrednosti 𝜆3,…,𝑛 = 0 

dobimo linearno kombinacijo linearno neodvisnih vektorjev, torej je baza za ničelni prostor matrike 𝐴: 

𝐵𝑁(𝐴) =

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
 
0
−1
1
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
1
⋮
0

 

]
 
 
 
 
 

, …

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
⋮
0
1 ]
 
 
 
 
 

}
 
 

 
 

, dim𝑁(𝐴) = 𝑛 − 2        𝑁(𝐴) = ℒ

(

  
 

[
 
 
 
 
 
0
−1
1
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
1
⋮
0

 

]
 
 
 
 
 

, …

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
⋮
0
1 ]
 
 
 
 
 

)

  
 

 

//dimenzija ničelnega prostora je št. vektorjev v bazi = 𝑛 − 2 

𝐶(𝐴) = {𝐴𝑥⃗: 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛}…𝐴𝑥⃗ = 𝐴 [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = [𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗, … , 𝑎𝑛⃗⃗ ⃗⃗⃗] [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = 𝑥1𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑥2𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

// to so linearne kombinacije stolpcev matrike 

// vidimo, da so vsi stolpci od drugega naprej enaki, tj. lin. odvisni, prva dva pa sta lin. neodvisna, zato je 

baza: 

𝑥1    𝑥2     𝑥3    …     𝑥𝑛 



𝐵𝐶(𝐴) =

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
0
1
1
⋮
1

 

]
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
1
0
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

, dim𝐶(𝐴) = 2 

// je ok, ker mora veljati: dim𝑁(𝐴) + dim𝐶(𝐴) = 𝑛   (št. stolpcev matrike 𝐴) 

b) 𝐴𝑣⃗ = 𝜆𝑣⃗    in    𝐴𝑥⃗ = 0⃗⃗ = 0 ∙ 𝑥⃗    tj. vsak 𝑥⃗ ∈ 𝑁(𝐴) je lastni vektor 𝐴 za lastno vrednost 0. 

Torej 𝐴 ima (𝑛 − 2)-kratno lastno vrednost 0, pripadajoči linearno neodvisni lastni vektorji pa so iz 𝐵𝑁(𝐴). 

Matrika 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  ima največ 𝑛 linearno neodvisnih lastnih vektorjev. 

Ker je 𝐴 simetrična, ima še točno 2 linearno neodvisna lastna vektorja. 

// simetrične matrike imajo vedno 𝑛 linearno neodvisni lastnih vektorjev, če so velikosti 𝑛 × 𝑛 

// lastne vr. simetričnih matrik so vedno realne, lastne vek. se da »izbrati« tako, da so med seboj pravokotni 

Lastni vektorji za različne lastne vrednosti simetrične matrike so avtomatično pravokotni med sabo. 

Lastni vektorji za 𝜆 ≠ 0 so pravokotni na vse lastne vektorje za 𝜆 = 0, tj. na 𝐵𝑁(𝐴). To so vektorji iz 𝑁(𝐴)⊥ 

(ortogonalni komplement ničelnega prostora). 

Na splošno velja 𝑁(𝐴)⊥ = 𝐶(𝐴𝑇), ker pa je 𝐴 simetrična, velja 𝑁(𝐴)⊥ = 𝐶(𝐴) 

v našem primeru: 

𝑁(𝐴)⊥ = 𝐶(𝐴) = ℒ

(

 
 

[
 
 
 
 
0
1
1
⋮
1

 

]
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
1
0
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 

)

 
 
= 𝑈     𝑢1 =

[
 
 
 
 
1
0
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 

,   𝑢2 =

[
 
 
 
 
0
1
1
⋮
1

 

]
 
 
 
 

 

izračunajmo 𝐴𝑢: 

𝐴𝑢1 =

[
 
 
 
 
0
1
1
⋮
1

 

]
 
 
 
 

= 𝑢2          𝐴𝑢2 =

[
 
 
 
 
0 1 1 ⋯ 1
1 0 0 ⋯ 0
1 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
0
1
1
⋮
1

 

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑛 − 1
0
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 

= (𝑛 − 1)𝑢1 

množenje 𝐴 na prostoru 𝑈 lahko predstavimo z 2 × 2 matriko: 𝐵 =
𝐴𝑢1 𝐴𝑢2

𝑢1
𝑢2

[
0 𝑛 − 1
1 0

]
 

lastne vrednosti matrik so invariantne glede na bazo vektorskega prostora s katero predstavimo linearne 

preslikave (za različne baze predstavimo linearne preslikave z različnimi matrikami, ampak vse te matrike 

bodo imele enake lastne vrednosti) 

zato lahko določimo preostali dve lastni vrednosti za matriko 𝐴 tako, da najdemo lastne vrednosti za 

matriko 𝐵: 

det(𝐵 − 𝜆𝐼) = |
−𝜆 𝑛 − 1
1 −𝜆

| = 𝜆2 − (𝑛 − 1)    𝜆1,2 = ±√𝑛 − 1 

lastni vektorji: 

𝜆1 = √𝑛 − 1:  [√
𝑛 − 1 𝑛 − 1

1 √𝑛 − 1
]~ [1 √𝑛 − 1

0 0
]     𝑣1 = [

−√𝑛 − 1
1

] 

𝜆2 = −√𝑛 − 1: …   𝑣2 = [
√𝑛 − 1
1

] 

trik za 2 × 2 matrike: 

𝑣2 se nahaja v stolpcih matrike [𝐵 − 𝜆1𝐼]  



in obratno: 

𝑣1 se naha v stolpcih matrike [𝐵 − 𝜆2𝐼] 

ni važno kateri stolpec, samo da je neničeln 

𝑣1 = [
−√𝑛 − 1

1
] = −√𝑛 − 1 𝑢1 + 𝑢2 = [

−√𝑛 − 1
1
⋮
1

] 

𝑣2 = [
√𝑛 − 1
1

]=√𝑛 − 1 𝑢1 + 𝑢2 = [

√𝑛 − 1
1
⋮
1

] 

Iščemo 𝑦⃗ ∙

[
 
 
 
 
 
0
−1
1
0
⋮
0 ]
 
 
 
 
 

= 0,   𝑦⃗ ∙

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
1
⋮
0 ]
 
 
 
 
 

= 0, …,   𝑦⃗ ∙

[
 
 
 
 
 
0
−1
0
0
⋮
1 ]
 
 
 
 
 

= 0         

𝑦⃗ = [

𝑦1
⋮
𝑦𝑛
] :   − 𝑦2 + 𝑦3 = 0,   − 𝑦2 + 𝑦4 = 0,   …,   − 𝑦2 + 𝑦𝑛 = 0 

𝑦3 = 𝑦2, 𝑦4 = 𝑦2, …,   𝑦𝑛 = 𝑦2 

Torej 𝑦⃗ ∈ 𝑁(𝐴)⊥ je oblike 𝑦⃗ = [

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦2

]. 

// 2. način:  stolpčni prostor simetrične matrike je ortogonalen na ničelni prostor (ničelni prostor je 

ortogonalni komplement na matrike 𝐴𝑇 in ker je 𝐴 simetrična, to pomeni da je ničelni prostor ortogonalen 

na stolpčnega). 

Iz tega sledi: 𝑦⃗ = 𝑎 [

0
1
⋮
1

 ] + 𝑏 [

1
0
⋮
0

 ] = [

𝑎
𝑏
⋮
𝑏

 ]  oz.  𝑦⃗ = [

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦2

] 

Poiščimo še ostale lastne vektorje in lastne vrednosti direktno iz definicije 𝐴𝑦⃗ = 𝜆𝑦⃗: 

𝐴𝑦⃗ =

[
 
 
 
 
0 1 1 ⋯ 1
1 0 0 ⋯ 0
1 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑦1
𝑦2
𝑦2
⋮
𝑦2]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
(𝑛 − 1)𝑦2

𝑦1
𝑦1
⋮
𝑦1 ]

 
 
 
 

= 𝜆𝑦⃗ =

[
 
 
 
 
𝜆𝑦1
𝜆𝑦2
𝜆𝑦3
⋮
𝜆𝑦𝑛]

 
 
 
 

   …

(𝑛 − 1)𝑦2 = 𝜆𝑦1
𝑦1 = 𝜆𝑦2

⋮
𝑦1 = 𝜆𝑦2

…  (𝑛 − 1)𝑦2 = 𝜆
2𝑦2  … 

… (𝑛 − 1) = 𝜆2    // krajšamo 𝑦2, ker ne more biti 0: če bi bil 0, bi bil 𝑦⃗ = 0⃗⃗, to pa ne more biti lastni vektor 

𝜆1,2 = ±√𝑛 − 1   

Upoštevamo še 𝑦1 = 𝜆𝑦2 = ±𝑦2√𝑛 − 1 

𝜆1 = √𝑛 − 1  pripada lastni vektor  𝑦⃗ = [

𝑦2√𝑛 − 1
𝑦2
⋮
𝑦2

] = 𝑦2 [

√𝑛 − 1
1
⋮
1

] 



𝜆2 = −√𝑛 − 1  pripada lastni vektor  𝑦⃗ = [

−𝑦2√𝑛 − 1
𝑦2
⋮
𝑦2

] = 𝑦2 [

−√𝑛 − 1
1
⋮
1

] 

 

 



 

  



 

𝜆3,4 = 3 

𝐴𝑣⃗1 = 𝑣⃗2
𝐴𝑣⃗2 = 𝑣⃗1

 }   
+   →   𝐴𝑣⃗1 + 𝐴𝑣⃗2 = 𝑣⃗2 + 𝑣⃗1   …   𝐴(𝑣⃗1 + 𝑣⃗2) = 𝑣⃗1 + 𝑣⃗2        

−   →   𝐴𝑣⃗1 − 𝐴𝑣⃗2 = 𝑣⃗2 − 𝑣⃗1   …   𝐴(𝑣⃗1 − 𝑣⃗2) = −(𝑣⃗1 − 𝑣⃗2)
 

𝑣⃗1 + 𝑣⃗2 je lastni vektor 𝐴 za lastno vrednost 1            𝑣⃗1 + 𝑣⃗2 = [

1
1
1
1

] 

𝑣⃗1 − 𝑣⃗2 je lastni vektor 𝐴 za lastno vrednost −1       𝑣⃗1 − 𝑣⃗2 = [

−1
1
1
−1

] 

2. način: 

zapišemo matriko  𝐴 va bazi 𝑣1, 𝑣2 

𝐵 =
𝐴𝑣1 𝐴𝑣2

𝑣1
𝑣2

[
0 1
1 0

]
    …     |

−𝜆 1
1 −𝜆

| = (−𝜆)2 − 1 = 0 ⇒   𝜆1,2 = ±1 

lastna vektoja: 

𝑢1 = [

1
1
1
1

],    𝑢2 = [

−1
1
1
−1

] 

preverimo, če sta vektorja pravokotna (skalarni produkt) 

če ne bi bila pravokotna, taka matrika ne obstaja (ker simetrične matrike imajo pravokotne lastne vektorje) 

poiščemo še lastna vektorja za 𝜆3,4 = 3 tako, da poiščemo ortogonalni komplement vektorjev 𝑢1 in 𝑢2 

(bazo za 𝑁(𝐴 − 3𝐼) lahko poiščemo kot ℒ(𝑢1, 𝑢2)
⊥ = 𝐶([𝑢1 𝑢2])

⊥ = 𝑁([
𝑢1
𝑇

𝑢2
𝑇])  

[
−1 1 1 −1
1 1 1 1

]~ [
1 0 0 1
1 1 1 1

]~ [
1 0 0 1
0 1 1 0

]     
𝑥1 + 𝑥4 = 0
𝑥2 + 𝑥3 = 0

 

𝑢3 = [

0
−1
1
0

],     𝑢4 = [

−1
0
0
1

] 

preverimo, da so vsi vektorji ortogonalni, drugače 𝐴 ne obstaja 

jih še normiramo: 

𝑞1 =
1

√2
[

0
1
1
0

],    𝑞2 =
1

√2
[

1
0
0
1

],    𝑞3 =
1

√2
[

0
−1
1
0

],    𝑞4 =
1

√2
[

−1
0
0
1

]    ⇒      𝑄 =
1

√2
[

0 1 0 −1
1 0 −1 0
1 0 1 0
0 1 0 1

] 



𝐷 = [

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

]        𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 

če pa ne bi imeli ortonormirane matrike 𝑄, pa bi mogli izračunati 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, kjer je 𝑃 = [𝑢1  𝑢2  𝑢3  𝑢4] 

 

 

 

 

  



 

  



 

(a) najprej pokažimo identiteto za zgornje trikotne matrike 

produkt dveh zgornje trikotnih matrik je zgornje trikotna matrika, na njeni diagonali pa so produkti 

diagonalnih elementov: 

[

𝑎1 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛

] ∙ [
𝑏1 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑏𝑛

] = [
𝑎1𝑏1 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛𝑏𝑛

] 

𝑒𝑇 =∑
𝑇𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=∑
1

𝑘!

∞

𝑘=0

[
𝑎1
𝑘 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛

𝑘
] =

[
 
 
 
 ∑

1

𝑘!

∞

𝑘=0
𝑎1
𝑘 ⋯ ∗

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ ∑
1

𝑘!

∞

𝑘=0
𝑎𝑛
𝑘

]
 
 
 
 

= [
𝑒𝑎1 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑒𝑎𝑛

] 

det(𝑒𝑇) = 𝑒𝑎1 ∙ … ∙ 𝑒𝑎𝑛 = 𝑒∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝒆𝒕𝒓(𝑻) 

Schurov razcep: vsaka 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 je ortogonalno podobna neki zgornje-trikotni matriki 

𝐴 = 𝑄𝑇𝑄𝑇, kjer je 𝑇 zgornje-trikotna in 𝑄 ortogonalna (𝑄𝑇𝑄 = 𝑄𝑄𝑇 = 𝐼) 

𝑒𝐴 =∑
𝐴𝐾

𝑘!

∞

𝑘=0
=∑

(𝑄𝑇𝑄𝑇)𝐾

𝑘!

∞

𝑘=0
= (A2 = 𝑄𝑇𝑄𝑇𝑄𝑇𝑄𝑇 = 𝑄𝑇2𝑄𝑇) =∑

𝑄𝑇𝑘𝑄𝑇

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑄 (∑
𝑇𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0
)𝑄𝑇 = 𝑄𝑒𝑇𝑄𝑇 

det(𝑒𝐴) = det(𝑄𝑒𝑇𝑄𝑇) = det(𝑄) det(𝑒𝑇) det(𝑄−1) = det(𝑒𝑇) = 𝒆𝒕𝒓(𝑻) 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝑄𝑇𝑄𝑇) = 𝑡𝑟(𝑇𝑄𝑄𝑇) = 𝑡𝑟(𝑇) 

𝒆𝒕𝒓(𝑻) = 𝑒𝑡𝑟(𝐴) 

  

  



 

 

  



 

iskanje Schurovega razcepa je podobno dokazu da ima vsaka matrika Schurov razcep 

𝐵 = [
2 −1 0
0 1 0

−√2 −√2 2

] = 𝑄𝑍𝑄𝑇 

𝑍 = 𝑄𝑇𝐵𝑄 

1. korak: 

poiščemo eno izmed lastnih vrednosti in pripadajoči lastni vektor: 

|
2 − 𝜆 −1 𝟎
0 1 − 𝜆 𝟎

−√2 −√2 𝟐 − 𝝀

| = 0 

determinanta bo nič, če bo zadnji stolpec ničeln – vidimo eno lastno vrednost 𝜆1 = 2 

opazimo, da je zadnji stolpec matrike 𝐵 dvokratnik enotskega vektorja 𝑒3 = [
0
0
1
] 

in je lastni vektror za 𝜆1 enak [
0
0
1
]     (𝐵𝑒3 = 2𝑒3) 

pri 𝐵 matriki smo prepoznali lastno vrednost 2 in njen lastni vektor, pri 𝐴 pa je potrebno lastno vrednost 

izračunati 

sestavimo ortogonalno matriko: 

𝑄1 = [𝑒3 [
ONB
za 𝑒3

⊥ 
]] 

poiščemo ONB za lastni vektor s pomočjo enačbe 𝑣𝑇𝑥 = 0, 

v našem primeru sta to kar 𝑒1, 𝑒2  ({𝑒1, 𝑒2} je ONB za 𝑒3
⊥, vrstni red ni važen)  𝑒1 = [

1
0
0
] , 𝑒2 = [

0
1
0
] 

𝑄1 = [𝑒3 𝑒2 𝑒1] = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]  

𝑍1 = 𝑄1
𝑇𝐵𝑄1 = [

0 0 1
0 1 0
1 0 0

] [
2 −1 0
0 1 0

−√2 −√2 2
] [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] [
0 −1 2
0 1 0

2 −√2 −√2
] =

[
2 −√2 −√2
0 1 0
0 −1 2

]        // uničili smo modri stolpec, zdaj pa postopek ponovimo še za oranžno matriko 

2. korak: 

𝑄2 = [
1 0 0
0
0

[𝑄2
′ ] ]  



pri oranžni matriki [
1 0
−1 2

] vidimo, da ima lastni vrednosti 1 in 2 

izberemo 𝜆2 = 2 in opazimo da je njen lastni vektor 𝑣2 = [
0
1
] 

𝑄2
′ = [𝑣2 [

𝑂𝑁𝐵
𝑧𝑎 𝑣2

⊥]] = [
0 1
1 0

] 

𝑍2 = 𝑄2
𝑇𝑍1𝑄2 = [

1 0 0
0 0 1
0 1 0

] [
2 −√2 −√2
0 1 0
0 −1 2

] [
1 0 0
0 0 1
0 1 0

] = [
1 0 0
0 0 1
0 1 0

] [
2 −√2 −√2
0 0 1
0 2 −1

]

= [
2 −√2 −√2
0 2 −1
0 0 1

] 

𝑍1 = 𝑄2𝑍2𝑄2
𝑇 ⇒ 𝐵 = 𝑄1𝑄2𝑍2𝑄2

𝑇𝑄1
𝑇 = 𝑄𝑍𝑄𝑇     

𝑄 = 𝑄1𝑄2
𝑍 = 𝑍2

𝑄𝑇 = 𝑄2
𝑇𝑄1

𝑇
  našli smo Schurov razcep 

 

Če bi v 1. koraku izbrali drugačno ONB, 2. korak ne bi bil potreben: 

tj. če bi 𝑄1 = [
0 1 0
0 0 1
1 0 0

]              tak 𝑄1 bi lahko razbrali direktno iz matrike 𝐵, ker se jo da preoblikovati v 

zgornje trikotno matriko samo s permutacijo vrstic in stolpcev – torej s permutacijsko matriko 𝑄1 

𝑍1 = 𝑄1
𝑇𝐵𝑄1 = [

0 0 1
1 0 0
0 1 0

] [
2 −1 0
0 1 0

−√2 −√2 2

] [
0 1 0
0 0 1
1 0 0

] = ⋯ = [
2 −√2 −√2
0 2 −1
0 0 1

] = 𝑍 

 



 



 

  



 

〈𝐴, 𝐵〉𝐹 = 𝑡𝑟(𝐴
𝑇𝐵) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

   

〈𝐴, 𝐼〉𝐹 = 0 

𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐼) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) = 0 

oz. 〈[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] , [
1 0
0 1

]〉 = 𝑎11 + 𝑎22 = 0 ⇒ 𝑎11 = −𝑎22 

proste spremenljivke: 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22 

zapišimo bazo za 𝐼⊥:  {[
−1 0
0 1

] , [
0 0
1 0

] , [
0 1
0 0

]} 

če želimo, da je baza ortonormirana, moramo matrike še normirati: ||𝐴||
𝐹

2
= 〈𝐴, 𝐴〉𝐹  

𝑂𝑁𝐵 = {
1

 √2
[
−1 0
0 1

] , [
0 0
1 0

] , [
0 1
0 0

]} 

 

  



 

(a) ‖𝑈𝐴‖𝐹
2 = 𝑡𝑟((𝑈𝐴)𝑇𝑈𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝑈𝑇𝑈𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴) = ‖𝐴‖𝐹

2  

(b) ‖𝐴𝑉‖𝐹
2 = 𝑡𝑟((𝐴𝑉)𝑇𝐴𝑉) = 𝑡𝑟(𝑉𝑇𝐴𝑇𝐴𝑉) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴𝑉𝑉𝑇) = ‖𝐴‖𝐹

2  

(c) ‖𝑈𝐴𝑉‖𝐹 =(𝑎) ‖𝐴𝑉‖ =(𝑏) ‖𝐴‖𝐹 

 

 

 

 

 

 

  



 

singularni  (SVD) razcep matrike 𝐴:    𝐴 = 𝑈𝑆𝑉⊥ = ∑ 𝜎𝑖𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑇𝑛

𝑖=1 ,   𝑈, 𝑉 sta ortogonalni, 𝑆 pa je diagonalna 

matrika [
𝜎1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑛

], kjer so singularne vrednosti nenegativne: 𝜎1 ≥ 0,… , 𝜎𝑛 ≥ 0, matrike [𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑇] pa so 

ranga 1 – singularne matrike 

‖𝐴‖𝐹 = ‖𝑈𝑆𝑉
𝑇‖𝐹 = (kot smo pokazali pri prejšnji nalogi) = ‖𝑆‖𝐹 = √𝜎1

2 +⋯+ 𝜎𝑛
2 

(a) 𝐴 = [
2 0 0
0 −3 0
0 0 1

]    iščemo tako matriko 𝑀, ki bo ranga 1 in bo ‖𝐴 −𝑀‖𝐹 minimalna 

Izrek Eckart-Young: 

𝐴 =𝑆𝑉𝐷 [𝑢1 𝑢2 𝑢3] [

𝜎1 0 0
0 𝜎2 0
0 0 𝜎3

] [

𝑣1
𝑇

𝑣2
𝑇

𝑣3
𝑇

] = 𝜎1𝑢1𝑣1
𝑇 + 𝜎2𝑢2𝑣2

𝑇 + 𝜎3𝑢3𝑣3
𝑇, kjer 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 ≥ 0 

vzamemo največjo singualno vrednost = 𝜎1 in ustrezen par singularnih vektorjev – 𝑢1 in 𝑣1
𝑇 

(oz. vzamemo prvi člen) in dobimo matriko 𝑀: 

𝑀 = 𝜎1𝑢1𝑣1
𝑇 

𝐴 = 𝑈𝑆𝑉𝑇 = [
0 1 0
−1 0 0
0 0 1

] [
3 0 0
0 2 0
0 0 1

] [
0 1 0
1 0 0
0 0 1

] 

𝑀 = 𝜎1𝑢1𝑣1
𝑇 = 3 [

0
−1
0
] [0 1 0] = [

0 0 0
0 −3 0
0 0 0

] 

‖𝐴 −𝑀‖𝐹 = √𝜎2
2 + 𝜎3

2 = √5 

(b) 𝐵 = [
1 3
3 1

] = 𝑄𝐷𝑄𝑇 = 𝑈𝑆𝑉𝑇, ker je simetrična (singualrne vrednosti so lastne vrednosti) 

|
1 − 𝜆 3
3 1 − 𝜆

| = (1 − 𝜆)2 − 9 = 0 ⇒ ⋯ ⇒ 𝜆 = 1 ± 3 ⇒ 𝜆1 = −2,    𝜆2 = 4 = 𝜎1 

𝐴 − 𝜆1𝐼 = [
3 3
3 3

]   v stolpcih te matrike dobimo lastni vektor za 𝜆2 →  𝑣2 = [
3
3
]  (trik pri 2x2 matrikah) 

𝑢1 = (normiran 𝑣2) =
1

√2
[
1
1
]      𝑣1 =

1

√2
[
1
1
] 

𝑀 = 4𝑢1𝑣1
𝑇 = 2 [

1 1
1 1

] 

‖𝐵 −𝑀‖𝐹 = √𝜎2
2(= 𝜆2

2) = √4 = 2 

(c) 𝐶 = [
2 0
0 2

]    𝑀1 = [
2 0
0 0

]     𝑀2 = [
0 0
0 2

]     𝑀3 = [
1 1
1 1

]     ‖𝐶 −𝑀‖𝐹 = 2 



  



 

 

Kroneckerjev produkt 

𝐴⊗ 𝐵 = [
𝑎11𝐵 ⋯ 𝑎1𝑚𝐵
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1𝐵 ⋯ 𝑎𝑛𝑚𝐵
]     

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑚

𝐵 ∈ ℝ𝑘×𝑙

𝐴⊗ 𝐵 ∈ ℝ𝑛𝑘×𝑚𝑙
 

Kroneckerjeva vsota 

je definirana za kvadratni matriki 𝐴, 𝐵 

𝐴⊕ 𝐵 = 𝐴⊗ 𝐼𝑚 + 𝐼𝑛⊗𝐵     𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℝ𝑚×𝑚 

če so 𝜆1, … , 𝜆𝑛 lastne vrednosti 𝐴 za lastne vektorje 𝑢1, … , 𝑢𝑛 in  

𝜇1, … , 𝜇𝑚 lastne vrednosti 𝐵 za lastne vektorje 𝑣1, … , 𝑣𝑛 

⇒ 𝝀𝒊 ∙  𝝁𝒋,   𝑖 = 1,… , 𝑛; 𝑗 = 1,… ,𝑚 so lastne vrednosti za 𝐴⊗ 𝐵,   𝑢𝑖⊗𝑣𝑗 pa lastni vektorji 

⇒ 𝝀𝒊 + 𝝁𝒋 pa so lastne vrednosti 𝐴⊕ 𝐵, lastni vektorji pa so enaki - 𝑢𝑖⊗𝑣𝑗    dokaz: 

(𝐴⊕ 𝐵)(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) = (𝐴⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝐵)(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) = (𝐴⊗ 𝐼)(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) + (𝐼 ⊗ 𝐵)(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗)

= {(𝐴⊗𝐵)(𝐶 ⊗ 𝐷) = 𝐴𝐶 ⊗𝐵𝐷 ⇒ (𝐴⊗ 𝐵)(𝑢⃗⃗ ⊗ 𝑣⃗) = 𝐴𝑢⃗⃗ ⊗ 𝐵𝑣⃗} = 𝐴𝑢𝑖⊗𝑣𝑗 + 𝑢𝑖⊗𝐵𝑣𝑗

= 𝜆1(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) + 𝜇𝑗(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) = (𝜆𝑖 + 𝜇𝑗)(𝑢𝑖⊗𝑣𝑗) 

lastne vrednosti 𝐴: 𝜆1 = −1, 𝜆3 = 3     // ker gre za zgornje trikotno matriko, sta l.vr. na diagonali 

𝐴 − 𝜆1𝐼 = [
0 2
0 4

] ;  𝑢2 = [
2
4
]   // za 2x2 matrike lahko preberemo 𝑣2 iz stolpcev 𝐴 − 𝜆1𝐼 

𝐴 − 𝜆2𝐼 = [
−1 2
0 0

] ;  𝑢1 = [
1
0
]    // enako kot zgoraj 

lastne vrednosti 𝐵: 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2 

𝐵 − 𝜇1𝐼 = [
0 0
2 1

] ; 𝑣2 = [
0
1
]        𝐵 − 𝜇2𝐼 = [

−1 0
2 0

] ; 𝑣1 = [
−1
2
]  

𝝀𝒊 + 𝝁𝒋, 𝝀𝒊 ∙ 𝝁𝒋 1 2 

-1 0, -1 1, -2 

3 4, 3 5, 6 
 

𝒖𝒊⊗𝒗𝒋 [
−𝟏
𝟐
] [

𝟎
𝟏
] 

[
𝟏
𝟎
] [

−1
2
0
0

] [

0
1
0
0

] 

[
𝟏
𝟐
] [

−1
2
2
4

] [

0
1
0
2

] 

 

 

  



  



 

𝑣𝑒𝑐([𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛]) = [

𝑎1
⋮
𝑎_𝑛

] 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝐵𝐶) = (𝐶𝑇⊗𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝐵) 

[ ? ] [

𝑥11
𝑥21
𝑥12
𝑥22

] = [

𝑐11
𝑐21
𝑐12
𝑐22

] 

(a) 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝑋 + 𝑋𝐵) = 𝑣𝑒𝑐(𝐶) 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝑋𝐼) + 𝑣𝑒𝑐(𝐼𝑋𝐵) = 𝑣𝑒𝑐(𝐶) 

(𝐼 ⊗ 𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋) + (𝐵𝑇⊗ 𝐼)𝑣𝑒𝑐(𝑋) = 𝑣𝑒𝑐(𝐶) 

(𝐵𝑇⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋) = 𝑣𝑒𝑐(𝐶) 

𝐴𝑋 + 𝑋𝐵 = 𝐶 ⇔ (𝐵𝑇⊕𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋) = 𝑣𝑒𝑐(𝐶) 

(b) 𝐴𝑋 + 𝑋𝐵 = 0 ima netrivialno rešitev ⇔ 𝐵𝑇⊕𝐴 ima netrivialen ničelni prostor ⇔ obstaja 𝑣 ≠ 0, ki reši 

enačbo 𝑀𝑣 = 0𝑣 ⇔ 0 je lastna vrednost za 𝑀 

lastne vrednosti 𝐵𝑇⊕𝐴 so enake 𝐴⊕𝐵, v prejšnji nalogi pa smo videli da 𝐴⊕𝐵 ima 𝜆 = 0 

(c) 

𝐴 = [
−1 2
0 3

]  𝐵𝑇 = [
1 2
0 2

]   𝐼 = [
1 0
0 1

] 

𝐵𝑇⊕𝐴 = [

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 2 0
0 0 0 2

] + [

−1 2 0 0
0 3 0 0
0 0 −1 2
0 0 0 3

] = [

0 2 2 0
0 4 0 2
0 0 1 2
0 0 0 5

] 

 

[

0 2 2 0
0 4 0 2
0 0 1 2
0 0 0 5

 

⋮
⋮
⋮
⋮

−2
2
1
5

] ~ [

0 1 1 0
0 4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⋮
⋮
⋮
⋮

−1
0
−1
1

]~ [

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⋮
⋮
⋮
⋮

 

0
−1
1
0

]      𝑣𝑒𝑐(𝑋) = [

𝑡
0
−1
1

]   𝑡 ∈ ℝ       𝑥 = [
𝑡 −1
0 1

] 

  

𝑥1  𝑥2   𝑥3  𝑥4 



 

  



 

‖𝐴‖𝐹
2 = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴) 

‖𝐴⊗𝐵‖𝐹
2 = 𝑡𝑟((𝐴⊗ 𝐵)𝑇(𝐴 ⊗ 𝐵)) = 𝑡𝑟((𝐴𝑇⊗𝐵𝑇)(𝐴⊗ 𝐵)) = 𝑡𝑟((𝐴𝑇𝐴)⊗ (𝐵𝑇𝐵))

= 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴)𝑡𝑟(𝐵𝑇𝐵) = ‖𝐴‖𝐹
2 ∙  ‖𝐵‖𝐹

2  

  



4. naloga 

‖𝐴𝐵‖𝐹 ≤ ‖𝐴‖𝐹‖𝐵‖𝐹 

‖𝐴𝐵‖𝐹
2 ≤ ‖𝐴‖𝐹

2‖𝐵‖𝐹
2  

‖𝐴𝐵‖𝐹
2 = 𝑡𝑟((𝐴𝐵)𝑇(𝐴𝐵)) = 𝑡𝑟(𝐵𝑇𝐴𝑇𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴𝐵𝐵𝑇) = 〈𝐴𝑇𝐴, 𝐵𝐵𝑇〉𝐹 

Cauchy-Schwarz 

|〈𝐴, 𝐵〉| ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖        ‖𝐴‖2 = 〈𝐴, 𝐴〉 

(velja na splošno za norme in skalarne produkte) 

(mogoče dokažemo kasneje) 

〈𝐴𝑇𝐴, 𝐵𝐵𝑇〉𝐹 ≤ ‖𝐴
𝑇𝐴‖𝐹‖𝐵𝐵

𝑇‖𝐹 

dovolj je videti da velja ‖𝐴𝑇𝐴‖𝐹 ≤ ‖𝐴‖𝐹
2  

𝐴𝑇𝐴 je simetrična pozitivno definitna matrika ⇔ 𝜆𝑖 ≥ 0 za vse lastne vrednosti 𝜆𝑖 

𝐴𝑇𝐴 ima samo nenegativne lastne vrednosti 

recimo da je 𝜆 lastna vrednost za 𝐴𝑇𝐴 in 𝑣 lastni vektor: 

 𝑣𝑇𝐴𝑇𝐴𝑣 = (𝐴𝑣)𝑇𝐴𝑣 = 〈𝐴𝑣, 𝐴𝑣〉 ≥ 0 

po drugi strani, če 𝐴𝑇𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, imamo 

𝑣𝑇𝐴𝑇𝐴𝑣 = 𝑣𝑇𝜆𝑣 = 𝜆𝑣𝑇𝑣 = 𝜆〈𝑣, 𝑣〉 

𝜆‖𝑣‖2 = ‖𝐴𝑣‖2 ≥ 0 ⇔ 𝜆 ≥ 0 

‖𝐴𝑇𝐴‖𝐹
2 = 𝑡𝑟((𝐴𝑇𝐴)(𝐴𝑇𝐴)) = 𝑡𝑟((𝐴𝑇𝐴)2) =∑ 𝜆𝑖

2
𝑛

𝑖=1
 

če so 𝜆 ≥ 0 lastne vrednosti 𝐴𝑇 ⇒ 𝜆𝑖
2 so lastne vrednosti (𝐴𝑇𝐴)2 

‖𝐴‖𝐹
2 = 𝑡𝑟(𝐴𝑇𝐴) =∑ 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
   /2 

‖𝐴‖𝐹
4 = (∑𝜆1

𝑖=1

)

2

=∑𝜆1
2

𝑖=1

+∑𝜆1, 𝜆𝑗
𝑖≠𝑗

≥∑𝜆1
2

𝑖=1

= ‖𝐴𝑇𝐴‖𝐹
2    

 

  

  



 

 

𝑥 ∈ ℝ:  〈𝑥𝐴 + 𝐵, 𝑥𝐴 + 𝐵〉𝐹 ≥ 0 

𝑥2〈𝐴, 𝐴〉 + 𝑥〈𝐴, 𝐵〉 + 𝑥〈𝐵, 𝐴〉 + 〈𝐵, 𝐵〉 ≥ 0 

〈𝐴, 𝐴〉𝑥2 + 2〈𝐴, 𝐵〉𝑥 + 〈𝐵, 𝐵〉 ≥ 0 

imamo neenačbo oblike 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0 ⇔   𝐷 = 4𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0 

𝑏2 ≤ 𝑎𝑐 
〈𝐴, 𝐵〉2 ≤ 〈𝐴, 𝐴〉〈𝐵, 𝐵〉 

〈𝐴, 𝐵〉2 < ‖𝐴‖2‖𝐵‖2 

  



  



 

𝐴 = 𝐴𝑇      𝐴 je pozitivno semidevinitna, če za vse 𝑥 ∈ ℝ𝑛 velja 〈𝑥, 𝐴𝑥〉 ≥ 0  oz.  𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0 

⇔ 𝜆 ≥ 0 za vse lastne vrednosti 𝐴 

za p.s.d. matrike obstaja razcep Choleskyega  𝐴 = 𝐿𝐿𝑇, kjer je 𝐿 spodnje trikotna matrika 

podana je p.s.d. matrika 𝐴 = [
1 2 −1
2 8 2
−1 2 6

] = [𝑎11 𝑏𝑇

𝑏 𝐵
] 

𝐿1 = [
√𝑎11 0

𝑏

√𝑎11
𝐼
] = [

1 0 0
2 1 0
−1 0 1

]   ⇒    𝐴 = 𝐿1 [

1 0

0 𝐵 −
1

𝑎11
𝑏𝑏𝑇] 𝐿1

𝑇 

[𝐵 −
1

𝑎11
𝑏𝑏𝑇] = [

8 2
2 6

] − [
4 −2
−2 1

] = [
4 4
4 5

] 

𝐿2
′ = [

2 0
2 1

] ⇒ 𝐿2 = [
1 0 0
0 2 0
0 2 1

] 

[𝐵 −
1

𝑎11
𝑏𝑏𝑇] = [5 −

1

4
∙  4 ∙ 4] = 1 = 𝑎 

// če 𝑎 ≠ 0, potem izračunamo še matriko 𝐿3:  [
1 0 0
0 1 0
0 0 𝑎

] = 𝐿3 𝐿3
𝑇 = [

1 0 0
0 1 0
0 0 √𝑎

] [
1 0 0
0 1 0
0 0 √𝑎

] 

𝐴 = 𝐿1𝐿2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 𝐿2
𝑇𝐿1
𝑇 = 𝐿1𝐿2 𝐼 𝐿2

𝑇𝐿1
𝑇 = 𝐿 𝐿𝑇     (𝐿 = 𝐿1𝐿2 = [𝐿1

1 𝐿2
2 𝐿3

3] = [
1 0 0
2 2 0
−1 2 1

]) 



  



 

 

(a) lahko izračunamo vse lastne vrednosti, ali pa: 

𝐴 je 𝑝𝑠𝑑 ⇔ vse glavne poddeterminante ≥ 0 

|2| ≥ 0  ✔ 

|
2 3
3 6

| = 12 − 9 ≥ 0  ✔ 

|
2 3 1
3 6 3
1 3 2

| = − |
1 3 2
3 6 3
2 3 1

| = − |
1 3 2
0 −3 −3
0 −3 −3

| = −(−3)(−3) |
1 3 2
0 1 1
0 1 1

| = −9 |
1 3 2
0 1 1
0 0 0

| = 0 ≥ 0  ✔ 

(b) diagonaliziramo 𝐴:  ker je 𝐴 simetrična: 𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 

𝑡𝑟(𝐴) = Σ𝜆1 ⇒   2 + 6 + 2 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3  in ker vidimo da je 𝜆1 = 0 (ker je determinanta 0),  potem je 

𝜆2 + 𝜆3 = 10  

|
2 − 𝜆 3 1
3 6 − 𝜆 3
1 3 2 − 𝜆

| = |
2 − 𝜆 3 1
3 6 − 𝜆 3

−1 + 𝜆 0 1 − 𝜆
| = |

3 − 𝜆 3 1
6 6 − 𝜆 3
0 0 1 − 𝜆

| = (1 − 𝜆) |
3 − 𝜆 3
6 6 − 𝜆

| 

⇒ 𝜆2 = 1  ⇒     1 + 𝜆3 = 10 ⇒ 𝜆3 = 9   ali pa: 

|
3 − 𝜆 3
6 6 − 𝜆

| = (3 − 𝜆)(6 − 𝜆) − 18 = 18 − 3𝜆 − 6𝜆 + 𝜆2 − 18 = 𝜆(𝜆 − 9) 

𝜆1 = 0      𝜆2 = 1     𝜆3 = 9  ⇒     𝐷 = [
0 0 0
0 1 0
0 0 9

] 

lastni vektorji: 

𝜆1 = 0:    𝐴 − 𝜆1 − 𝐼 = [
2 3 1
3 6 3
1 3 2

]~ [
1 3 2
0 1 1
0 0 0

]~ [
1 0 −1
0 1 1
0 0 0

]  ⇒    
𝑥 − 𝑧 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

⇒ 𝑧 [
1
−1
1
] ⇒ 𝑣1 = [

1
−1
1
] 

𝜆2 = 1:    𝐴 − 𝜆2 − 𝐼 = [
5 3 1
3 5 3
1 3 1

]~ [
1 3 1
0 −4 0
0 0 0

]~ [
1 0 1
0 1 0
0 0 0

] ⇒ 𝑣2 = [
−1
0
1
] 

𝜆3 = 9:    𝐴 − 𝜆3 − 𝐼 = [
−7 3 1
3 −3 3
1 3 −7

]~ [
1 −1 1
0 −4 8
0 4 −8

]~ [
1 −1 1
0 1 −2
0 0 0

]~ [
1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

] ⇒ 𝑣3 [
1
2
1
] 

moramo še normirati vektorje: 

𝑞1 =
𝑣1
‖𝑣1‖

=
1

√3
[
1
−1
1
]                     𝑞2 =

𝑣2
‖𝑣2‖

=
1

√2
[
−1
0
1
]                      𝑞3 =

𝑣3
‖𝑣3‖

=
1

√6
[
1
2
1
] 

𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇        𝑄 = [𝑞1  𝑞2  𝑞3] =
1

√6
[
√2 √3 1

−√2 0 2

√2 √3 1

] , 𝑄−1 = 𝑄𝑇 



(c) (√𝐴)
2
= 𝐴      √𝐴 = 𝑆 = 𝑄 √𝐷 𝑄𝑇   (𝑆2 = 𝑄 √𝐷 𝑄𝑇𝑄 √𝐷 𝑄𝑇 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 = 𝐴 

v splošnem:  𝑓(𝑥) = Σ𝑛=0
∞  𝑎𝑛𝑥

𝑛 (Taylorjeva vrsta)        𝑓(𝐴) = Σ𝑛=0
∞  𝑎𝑛𝐴

𝑛 

č𝑒 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 ⇒ 𝑓(𝐴) = Σ𝑛=0
∞  𝑎𝑛𝑃𝐷

𝑛𝑃−1 = 𝑃 [
𝑓(𝜆1) ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑓(𝜆𝑛)

]𝑃−1 

𝑆 =
1

6
[
√2 −√3 1

−√2 0 2

√2 √3 1

] [

0 0 0

0 √1 0

0 0 √9

] [
√2 −√2 √2

−√3 0 √3
1 2 1

] =
1

6
[
√2 √3 1

−√2 0 2

√2 √3 1

] [
0 0 0

−√3 0 √3
3 6 3

]

=
1

6
[
6 6 0
6 12 6
0 6 6

] = [
1 1 0
1 2 1
0 1 1

] 



 

  



 

(a) semidefinitnost:  𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0 za vse 𝑥 ∈ ℝ𝑛 

𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0          𝑥𝑇𝐵𝑥 ≥ 0 

𝑥𝑇(𝐴 + 𝐵)𝑥 ≥ 0      𝑥𝑇(𝐴 + 𝐵)𝑥 = 𝑥𝑇(𝐴𝑥 + 𝐵𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 + 𝑥𝑇𝐵𝑥 ≥ 0 

(b)   𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0 za vse 𝑥 ≠ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 

za vse 𝑥 ≠ 0 velja 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0,   

definiramo  𝑦 = 𝐴−1𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝐴𝑦 

𝑥𝑇𝐴−1𝑥 = (𝐴 𝑦)𝑇𝐴−1(𝐴 𝑦) = 𝑦𝑇𝐴𝑇𝐴−1𝐴𝑦 = 𝑦𝑇𝐴𝑦 > 0   (po predpostavki) 

2. način:  𝐴 𝑝𝑑 ⇔ 𝜆 > 0, 

če je 𝐴  obrnljiva in 𝜆 lastna vrednost ⇔ 𝜆−1 je lastna vrednost za 𝐴−1 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣      /𝐴−1 

𝑣 = 𝜆𝐴−1𝑣 

𝜆−1𝑣 = 𝐴−1𝑣 

če 𝜆 > 0, potem je tudi 𝜆−1 > 0 

𝐴 je 𝑝𝑑 ⇔ 𝜆 > 0 ⇔ 𝜆−1 > 0 ⇔ 𝐴−1 je 𝑝𝑑 

 

 

 

 

 

  



 

vekt. prostor 𝑉 = 𝑧𝑎𝑝𝑜𝑟𝑒𝑑𝑗𝑎, kjer sta vsota in produkt definirana kot: 

{𝑎𝑛} + {𝑏𝑛} = {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛}    // seštevamo po členih 

𝛼{𝑎𝑛} = {𝛼𝑎𝑛}                     // množimo vse člene 

𝑛 ∈ ℕ 

podmnožica vseh zaporedij je množica fibbonacijevih zaporedij: 𝐹 ⊆ 𝑉 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2    (𝑛 ≥ 3) 

želimo pokazati da je 𝐹 vektorski podprostor v 𝑉 

𝑈 ⊆ 𝑉 je vektorski podprostor, če velja da je zaprta za seštevanje in množenje s skalarjem: 

1. za vse 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 velja 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑈 

2. za vse 𝑢 ∈ 𝑈 in 𝛼 ∈ ℝ velja 𝛼𝑢 ∈ 𝑈 

⇔ 

za vse 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ⇒ 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 ∈ 𝑈 

naj bosta zaporedji {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ∈ 𝐹 

in {𝑐𝑛} = {𝑎𝑛} + {𝑏𝑛} 

⇒  velja   
𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2
𝑏𝑛 = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−2

  } +      
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 𝑏𝑛−2

𝑐𝑛 = 𝑐𝑛−1 + 𝑐𝑛−2
⇒ {𝑐𝑛} ∈ 𝐹 

𝛼 ∈ ℝ, {𝑎𝑛} ∈ 𝐹 ⇒ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2  /∙ 𝛼 ⇒ 𝛼𝑎𝑛 = 𝛼𝑎𝑛−1 + 𝛼𝑎𝑛−2    
{𝑐𝑛} = 𝛼{𝑎𝑛} ⇒ 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛−1 + 𝑐𝑛−2 ⇒ {𝑐𝑛} ∈ 𝐹 

vidimo, da sta sledeči zaporedji baza za 𝐹: 

𝑓1 = {1,0,1,1,2,3,5,8,… } 

𝑓2 = {0,1,1,2,3,5,8, … } 

poljubno zaporedje: {𝑎1, 𝑎2, 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎1 + 2𝑎2, … } = 𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 

vsako fibbonacijevo zaporedje lahko zapišemo kot linearno kombinacijo 𝑓1, 𝑓2 ⇒ {𝑓1, 𝑓2} je baza za 𝐹  

⇒ dim𝐹 = 2 

  



kako preverimo če sta vektorja linearno neodvisna: 

če 𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0 

𝑥1𝑓1 + 𝑥2𝑓2 = {𝑥1, 0, 𝑥1, . . } + {0, 𝑥2, 𝑥2, … } = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥1 + 𝑥2, … } = {0,0,… } ⇒ 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0 

 

 

 



  



 

 

 

 

 

  



 

 

baza prostora ℝ𝑛×𝑛: 

[

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] = 𝑎11 [
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

] + 𝑎12 [
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ⋯ 0

] + 𝑎𝑛𝑛 [
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

] = 𝐸11 + 𝐸12 + 𝐸𝑛𝑛

= Σ𝑖,𝑗=1
𝑛   𝑎𝑖𝑗𝐸𝑖𝑗  

baza za ℝ𝑛×𝑛 = {𝐸𝑖𝑗,   𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛} 

(a) 𝑈1 = {𝐴, 𝑎21 = 0} 

[

. . . .
0 . . .
. . . .
. . . .

] + [

. . . .
0 . . .
. . . .
. . . .

] = [

. . . .
0 . . .
. . . .
. . . .

]  ✔          𝛼 [

. . . .
0 . . .
. . . .
. . . .

] = [

. . . .
0 . . .
. . . .
. . . .

]  ✔ 

baza: {𝐸𝑖𝑗,   𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛    (2,1) ≠ (𝑖, 𝑗)} ⇒ dim𝑈1 = 𝑛
2 − 1 



lahko gledamo tudi kot: 𝑛2 spremenljivk in 1 linearna enačba 𝑎21 = 0  ⇒   𝑛
2 − 1 prostih spremenljivk 

(b) 𝑈2 = {𝐴, 𝑎21 = 1} 

[

. . . .
1 . . .
. . . .
. . . .

] + [

. . . .
1 . . .
. . . .
. . . .

] = [

. . . .
2 . . .
. . . .
. . . .

] ∉ 𝑈2 ⇒ ni zaprta za seštevanje 

𝛼 [

. . . .
1 . . .
. . . .
. . . .

] = [

. . . .
𝛼 . . .
. . . .
. . . .

] ∉ 𝑈2 ⇒ ni zaprta za množenje s skalarjem 

tudi 0 ∉ 𝑈2 

(c) 𝑈3 = {𝐴, 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℤ} 

če 𝐴 ∈ 𝑈3,   𝐵 ∈ 𝑈3 ⇒ 𝐴 +𝐵 ∈ 𝑈3 

0 ∙ 𝐴 = 0 ∈ 𝑈3 

𝛼𝐴 ∉ 𝑈3 za npr. 𝛼 =
1

2
, √2, 𝜋, …  ⇒ 𝑈3 ni vektorski podprostor 

(d) 𝑈4 = {zgornjetrikonte matrike} 

množica je zaprta za seštevanje in množenje ⇒ je vektorski podprostor 

baza: {𝐸𝑖𝑗 , 𝑖 ≤ 𝑗}    

dim𝑈4 = št. el nad diagonalo + št. elementov na diagonali = (
𝑛
2
) + 𝑛 =

𝑛(𝑛+1)

2
  

oz. 1 + 2 +⋯+ 𝑛 =
𝑛(𝑛+1)

2
 

oz. imamo 𝑛2 spremenljivk in linearne enačbe 𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑖 > 𝑗 (teh je (
𝑛
2
)) ⇒   

imamo 𝑛2 −
𝑛(𝑛−1)

2
=

𝑛(𝑛+1)

2
 prostih spremenljvk 

(e) 𝑈5 = {simetrične matrike} 

𝐴𝑇 = 𝐴      𝐴, 𝐵 ∈ 𝑈5 ⇔ 𝐴𝑇 = 𝐴, 𝐵𝑇 = 𝐵 

⇒ (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 = 𝐴 + 𝐵 ⇒ 𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑈5 

𝛼 ∈ ℝ,𝐴 ∈ 𝑈5 

(𝛼𝐴)𝑇 = 𝛼𝐴𝑇 = 𝛼𝐴 ⇒ 𝛼𝐴 ∈ 𝑈5 

dim𝑈5: imamo 𝑛2 spremenljivk in linearne enačbe 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗 (teh je (
𝑛
2
))  ⇒  

imamo 𝑛2 −
𝑛(𝑛−1)

2
=

𝑛(𝑛+1)

2
 prostih spremenljvk  

baza 𝑈5: {𝐸𝑖𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛} ∪ {𝐸𝑖𝑗 + 𝐸𝑗𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗} 

(f) 𝑈6 = {antisimetrične matrike}      // take matrike imajo na diagonalah 0 

𝐴𝑇 = −𝐴,     𝛼, 𝛽 ∈ ℝ,   𝐴, 𝐵 ∈ 𝑈6 

(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵)𝑇 = 𝛼𝐴𝑇 = 𝛽𝐵𝑇 = −(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) ⇒ 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 ∈ 𝑈6  ⇒  je vektorski podprostor 

dim𝑈6:  imamo 𝑛2 spremenljivk in linearne enačbe 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖 in 𝑎𝑖𝑖 = 0 ⇒  

imamo 𝑛2 − 𝑛 − (
𝑛
2
) prostih spremenljivk =

𝑛(𝑛−1)

2
 

baza 𝑈6 = {𝐸𝑖𝑗 − 𝐸𝑗𝑖 ,   𝑗 > 𝑖} 

// lahko tudi najprej najdemo bazo in ker je 𝑈6 linearna ogrinjača baze, je tudi vektorski podprostor 

(g)  𝑈7 = {obrnljive matrike} 

protiprimer: 𝐴 + (−𝐴) = 0,   𝐴 ∈ 𝑈7, −𝐴 ∈ 𝑈7, 0 ∉ 𝑈7 

oz. ker ne vsebuje ničelne matrike 



(h) 𝑈8 = {neobrnljive matrike} 

protiprimer: [
1 0
0 0

] + [
0 0
0 1

] = 𝐼 ∉ 𝑈8 

(i) 𝑈9 = {nilpotentne matrike} 

obstaja 𝑚, da velja 𝐴𝑚 = 0 

𝑁 = [
0 1
0 0

] , 𝑁2 = 0                  𝑀 = [
0 0
1 0

] , 𝑀2 = 0 

𝑁 +𝑀 = [
0 1
1 0

]   je obrnljiva,    (𝑁 +𝑀)2 = 𝐼      // nilpotentne matrike niso obrnljive 

oz. vidimo, da bojo lihe potence 𝑁 +𝑀  enake [
0 1
1 0

],  sode pa 𝐼 

kako vidimo da nilpotentne matrike niso obrnljive? 

recimo, da imamo obrnljivo matriko 𝐴 in velja 𝐴𝑚 = 0 

množimo to enačbo z 𝐴−𝑚−1:    𝐴𝑚 𝐴−𝑚−1 = 𝐴 = 0   (protislovje) 

(j) 𝑈10 = {𝑧𝑔𝑜𝑟𝑛𝑗𝑒𝑡𝑟𝑖𝑘𝑜𝑡𝑛𝑒 nilpotentne matrike} 

pri potencah zgornje trikotnih matrik potencirajo diagonalni elementi: 

[

𝑥1 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑥𝑛

]

𝑚

= [
𝑥1
𝑚 ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑥𝑛

𝑚
] 

za zgornjetrikotne matrike velja:    𝑁 je nilpotentna ⇔ na diagonali same ničle 

// potenca neke zgornjetrikotne matrike bo 0 samo, če bodo diagonalni elementi enaki 0, 

velja tudi obratno 

baza 𝑈10 = {𝐸𝑖𝑗,   𝑗 > 𝑖} 

dim 𝑈10 = (
𝑛
2
)  

(k) 𝑈11 = {𝐴, tr(𝐴) = 0} 

𝛼, 𝛽 ∈ ℝ,     𝐴, 𝐵 ∈ 𝑈11     𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐵) = 0 

⇒   𝑡𝑟(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) = 𝛼 𝑡𝑟(𝐴) + 𝛽 𝑡𝑟(𝐵) = 0 ⇒ 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 ∈ 𝑈11 

dim𝑈11:  imamo 𝑛2 spremenljivk in linearno enačbo 𝑎11 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 = 0  ⇒ 𝑛2 − 1  prostih spremenljivk 

baza 𝑈11 = {𝐸𝑖𝑗, 𝑖 ≠ 𝑗} ∪ {𝐸𝑖𝑖 − 𝐸11,    𝑖 > 2} 

  



 
 



 



  



 

 

  



 

 

 



  



 

 

 

 

 

  



 

 

 

  



 

  



 

 

  



 

𝜑 ∶ 𝑈 → 𝑉 

𝜑 je linearna, če velja: 𝜑(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝜑(𝑢) + 𝛽𝜑(𝑣)  za vse  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ,   𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 

primer:  𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑚,    𝜑 ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑛,    𝜑(𝑣) = 𝐴𝑣 

// vsako linearno preslikavo lahko predstavimo kot matrično množenje z neko matriko, ampak šele ko 

izberemo konkretne baze v prostorih 𝑈 in 𝑉 

// torej lahko linearno preslikavo predstavimo z različnimi matrikami, imajo pa vse te matrike nekaj skupnih 

lastnosti: rang, dimenzijo stolpčnega in ničelnega prostora, lastne vrednosti, karakteristični polinom… 

(a) 𝜏(𝛼𝑋 + 𝛽𝑌) = 𝐴(𝛼𝑋 + 𝛽𝑌) + (𝛼𝑋 + 𝛽𝑌)𝐴 = 𝛼(𝐴𝑋 + 𝑋𝐴) + 𝛽(𝐴𝑌 + 𝑌𝐴) = 𝛼 𝜏(𝑋) + 𝛽 𝜏(𝑋) 

(b) 𝜏(𝐸11) = [
1 1
1 0

] [
1 0
0 0

] + [
1 0
0 0

] [
1 1
1 0

] = [
1 0
1 0

] + [
1 1
0 0

] = [
2 1
1 0

] = 2𝐸11 + 1𝐸21 + 1𝐸12 + 0𝐸22 

𝜏(𝐸12) = [
1 1
1 0

] [
0 1
0 0

] + [
0 1
0 0

] [
1 1
1 0

] = [
1 1
0 0

] = 2𝐸11 + 2𝐸12 

𝜏(𝐸21) = [
1 1
1 0

] [
0 0
1 0

] + [
0 0
1 0

] [
1 1
1 0

] = [
1 0
1 1

] = 𝐸11 + 𝐸21 + 𝐸22 

𝜏(𝐸22) = [
1 1
1 0

] [
0 0
0 1

] + [
0 0
0 1

] [
1 1
1 0

] = [
0 1
1 0

] = 𝐸12 + 𝐸21 

𝐵 =

𝜏(𝐸11) 𝜏(𝐸12) 𝜏(𝐸21) 𝜏(𝐸22)
2 1 1 0 𝐸11
1 1 0 1 𝐸12
1 0 1 1 𝐸21
0 1 1 0 𝐸22

= [

2 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 0

]   

// 𝜏(𝐸11)… 𝜏(𝐸12) so bazni vektorji prostora iz katerega 𝜏 slika, 𝐸11…𝐸22 pa so bazni vektorji prostora 

kamor 𝜏 slika 

  



 

 

  



 

(a) 𝜙(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞) = (𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(𝐴) = (preverite sami) = 𝛼𝑝(𝐴) + 𝛽𝑞(𝐴) 

// (𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(𝑥) = 𝛼𝑝(𝑥) + 𝛽𝑞(𝑥) 

𝑝(𝐴) = 𝑎3𝐴
3 + 𝑎2𝐴

2 + 𝑎1𝐴 + 𝑎0𝐼 

𝑞(𝐴) = 𝑏3𝐴
3 + 𝑏2𝐴

2 + 𝑏1𝐴 + 𝑏0𝐼 

… pokažeš da velja 𝜙(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞) = 𝛼𝜙(𝑝) + 𝛽𝜙(𝑞) 

standardna baza za prostor matrik ℝ2×2 = {𝐸11, 𝐸12, 𝐸21, 𝐸22} 

standardna baza za prostor polinimiv ℝ3[𝑥] = {1, 𝑥, 𝑥
2𝑥3} 

𝜙(1) = 𝐼 = 𝐸11 + 𝐸22 

𝜙(𝑥) = 𝐴 

𝜙(𝑥2) = 𝐴2 = [
1 2
2 1

] [
1 2
2 1

] = [
5 4
4 5

] 

𝜙(𝑥3) = 𝐴3 = [
1 2
2 1

] [
1 2
2 1

] [
1 2
2 1

] = [
5 4
4 5

] [
1 2
2 1

] = [
13 14
14 13

] 

𝐵 = [𝜙]𝑆,𝑆 = [

1 1 5 13
0 2 4 14
0 2 4 14
1 1 5 13

]  

(b) ker𝜙 = {𝑝:  𝜙(𝑝) = 0} = {𝑝:  𝑝(𝐴) = 0} = 𝑁(𝐵) = {𝑥 ∈ ℝ4: 𝐵𝑥 = 0} 

1. način: naredimo gausovo eliminacijo na matriki B 

𝐵~[

1 1 5 13
0 1 2 7
0 0 0 0
0 0 0 0

]~ [

1 0 3 6
0 1 2 7
0 0 0 0
0 0 0 0

] 

| 0
| 0
| 0
| 0

    za 𝑥3 in 𝑥4 izberemo 1,0 in 0,1:  𝑣1 = [

−3
−2
1
0

]   𝑣2 = [

−6
−7
0
1

] ⇒ 

𝑝1(𝑥) = 𝑥
2 − 2𝑥 − 3 

𝑝2(𝑥) = 𝑥
3 − 7𝑥 − 6 

2. način: za kakšne polinome p velja 𝑝(𝐴) = 0? 

recimo da imamo poljubno kvadratno matriko 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  

in polinom 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 

in recimo da imamo diagonalizabilno matriko 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 

𝑝(𝐴) = 𝑎𝑚𝐴
𝑚 +⋯+ 𝑎0𝐼 = 𝑎𝑚𝑃𝐷

𝑚𝑃−1 +⋯+ 𝑃𝐷𝑃−1𝑎1 + 𝑎0𝑃𝑃
−1 

= 𝑃(𝑎𝑚𝐷
𝑚 +⋯+ 𝑎1𝐷 + 𝑎0𝐼)𝑃

−1 

𝐸11 

𝐸12 

𝐸21 

𝐸22  

𝜙(1) 𝜙(𝑥) 𝜙(𝑥2) 𝜙(𝑥3) 

𝑥1     𝑥2     𝑥3     𝑥4 



= 𝑃 [
𝑝(𝜆1) 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑝(𝜆𝑚)

] 𝑃−1 = 0 ⇒  (ker je 𝑃 obrnljiva) [
𝑝(𝜆1) 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑝(𝜆𝑚)

] = 0 ⇒ 𝑝(𝜆1),… , 𝑝(𝜆𝑚) = 0 

⇔ lastne vrednosti 𝐴 so ničle 𝑝 

|
1 − 𝜆 2
2 1 − 𝜆

| = (1 − 𝜆)2 − 4 = 0 ⇒ 1 − 𝜆 = ±2 ⇒ 𝜆1 = −1, 𝜆2 = 3  

𝑝(𝐴) = 0 ⇔ 𝑝(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 3)(𝑎𝑥 + 𝑏) 

ker𝜙 = {𝑝:  𝜙(𝑝) = 0} = {𝑝:  𝑝(𝐴) = 0} =  ℒ{(𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑥 + 1)(𝑥 − 3); 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}  

𝐵ker𝜙 = (za a in b izberemo 1,0 in 0,1) = {𝑥(𝑥 + 1)(𝑥 − 3), (𝑥 + 1)(𝑥 − 3)} 

// dobili smo drugo bazo kot pri 1. načinu – en polinom je drugačen, je pa linearna kombinacija ostalih dveh 

iz druge baze, more pa veljat da imajo vsi te polinomi -1 in 3 za ničle, kar pa drži 

(c) Ali je 𝑁 = {𝐵;   𝑞(𝐵) = 0} vektorski podprostor 

vemo 𝑞(𝐴) = 0  // ker sta lastni vrednosti A ničli polinoma q 

−𝐴  ima lastni vrednosti 1,-3 in zato 𝑞(−𝐴) ≠ 0   // ker za diagonalizabilne velja da polinom uniči matriko 

ntk. so vse lastne vrednosti ničle tega polinoma 

𝐴 ∈ 𝑁, −𝐴 ∉ 𝑁 ⇒ 𝑁 ni vektorski podprostor 

Cayley–Hamilton izrek: za 𝑝𝐴(𝑥) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) velja 𝑝𝐴(𝐴) = 0 

primer: 𝐴 = [
1 0
0 1

]      𝐵 = [
1 1
0 1

]    ⇒   𝑝𝐴(𝜆) = (1 − 𝜆)
2 = 𝑝𝐵(𝜆) 

karakteristična polinoma uničita matriki:  𝑝𝐴(𝐴) = (1 − 𝐴)
2 = [0]  in   𝑝𝐵(𝐵) = (1 − 𝐵)

2 = [
0 1
0 0

]
2

= [0]  

𝐴 je diagonalizabilna, 𝐵 pa ni 

ampak karakteristični polinom ni minimalni polinom, ki uniči matriko 𝐴, obstaja še polinom minimalne 

stopnje 𝑚𝐴(𝜆) = 1 − 𝜆 

pri B pa karakteristični polinom je minimalni polinom: 𝑚𝐵 = 𝑝𝐵 

 

 

 

  

https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem


 



 
 

 

 

 

  



 

𝜑(𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 + 𝑧𝑐),   𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ,   𝜑 je lin. presl.=  𝑥𝜑(𝑎) + 𝑦𝜑(𝑏) + 𝑧𝜑(𝑐) 
// Če imaš linearno preslikavo definirano za 3 vektorje, lahko izračunaš sliko za kakršnokoli linearno 

kombinacijo teh vektorjev. Če so te trije vektorji baza prostora, potem je 𝜑 definirana za vse vektorje. 

(a) naredimo gausovo eliminacijo na matriki [𝑎 𝑏 𝑐] in preverimo če so 3je pivoti 

(b) 𝐴 =

𝜏(𝑎) 𝜏(𝑏) 𝜏(𝑐)
1 1 1 𝑎
0 1 0 𝑏
0 0 1 𝑐

= [
1 1 1
0 1 0
0 0 1

] 

(c) 𝜏(𝑒1) = 𝜏 (
𝑎+𝑏−𝑐

2
) =

1

2
(𝜏(𝑎) + 𝜏(𝑏) + 𝜏(𝑐)) =

1

2
(𝑎 + (𝑎 + 𝑏) − (𝑎 + 𝑐)) =

1

2
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) =

1

2
([
1
1
0
] + [

1
0
1
] − [

0
1
1
] ) = [

1
0
0
] = 𝑒1 

enako za 𝜏(𝑒2) in 𝜏(𝑒3), nato pa vstavimo rezultate v matriko  𝐵 =

𝜏(𝑒1) 𝜏(𝑒2) 𝜏(𝑒3)

1 𝑒1
0 𝑒2
0 𝑒3

 

2. način: 

kako izrazimo {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} v bazi {𝑎, 𝑏, 𝑐}?  (oz. na splošno kako izrazimo vektor v dani bazi) 

poiskati moramo 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, da bo veljalo 𝑒1 = 𝑥1𝑎 + 𝑦1𝑏 + 𝑧1𝑐 = [𝑎 𝑏 𝑐] [

𝑥1
𝑦1
𝑧1
] = 𝑃𝑣1 

(𝑃 = [𝑎 𝑏 𝑐], 𝑣1 = [

𝑥1
𝑦1
𝑧1
])  

𝑃𝑣1 = 𝑒1 ⇒ 𝑣1 = 𝑃
−1𝑒1

𝑃𝑣2 = 𝑒2 ⇒ 𝑣2 = 𝑃
−1𝑒2

𝑃𝑣3 = 𝑒3 ⇒ 𝑣3 = 𝑃
−1𝑒3

  } ta sistem enačb rešimo kot [𝑃 | 𝑒1 𝑒2 𝑒3] = [𝑃 | 𝐼]  torej izračunamo inverz 

matrike P - z gausovo eliminacijo pridemo iz [𝑃 | 𝐼] v [𝐼 | 𝑃−1], kar je pa enako [𝐼 | 𝑣1 𝑣2 𝑣3] 

[𝑃 | 𝐼] =  [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]~ [
1 1 0
0 −1 1
0 0 2

|
1 0 0
−1 1 0
−1 1 1

]~ [
1 0 1
0 1 −1
0 0 1

|

0 1 0
1 −1 0

−
1
2

1
2

1
2

]~ 



[
 
 
 
 1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
|

1

2

1

2
−
1

2
1

2
−
1

2

1

2

−
1

2

1

2

1

2 ]
 
 
 
 

      = [𝐼 | 𝑃−1] ⇒  

𝑒1 =
1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 −

1

2
𝑐

𝑒2 =
1

2
𝑎 −

1

2
𝑏 +

1

2
𝑐

𝑒3 = −
1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 +

1

2
𝑐

  

𝑃 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

]      𝐴 = [
1 1 1
0 1 0
0 0 1

]    𝑃−1 =
1

2
[
1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

] 

 

𝐵 = 𝑃𝐴𝑃−1 = ⋯ = [
1 0 1
0 1 1
0 0 1

]  

recimo, da 𝐴 predstavlja linearno preslikavo 𝜑 v standardni bazi 

in recimo, da lahko 𝐴 diagonaliziramo z lastnimi vrednostmi {𝜆1…𝜆𝑛} in lastnimi vektorji {𝑣1, … , 𝑣𝑛}: 

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1,    𝐷 = [
𝜆1 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆𝑛

] , 𝑃 = [𝑣1 … 𝑣𝑛] ⇒ 𝐷 predstavlja 𝜑 v bazi {𝑣1, … , 𝑣𝑛}      //𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑣𝑖 

[𝜏]ℬ,ℬ = 𝐴 

[𝜏]𝑆,𝑆 = 𝐵 = 𝑃𝐴𝑃
−1 

[𝜏]ℬ,𝑆 = 𝐴𝑃
−1 

 

 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑒1      𝑒2      𝑒3  



 

  



 

(a) (𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(𝑥) = 𝛼𝑝(𝑥) + 𝛽𝑞(𝑥) 

𝜙(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞) = [

(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(−1)

(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(0)

(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)(1)
] = [

𝛼𝑝(−1) + 𝛽𝑞(−1)

𝛼𝑝(0) + 𝛽𝑞(0)

𝛼𝑝(1) + 𝛽𝑞(1)
] = 𝛼 [

𝑝(−1)

𝑝(0)

𝑝(1)
] + 𝛽 [

𝑝(−1)

𝑝(0)

𝑝(1)
] = 𝛼𝜙(𝑝) + 𝛽𝜙(𝑞) 

(b) ker𝜙 = {𝑝: 𝜙(𝑝) = 0} = {𝑝: [

𝑝(−1)

𝑝(0)

𝑝(1)
] = 0}    // množica polinomov, ki ima ničle -1,0,1 

𝑝 ∈ ker𝜙 ⇔ 𝑝(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)𝑥 ∙ 𝛼 

𝐵ker𝜙 = {(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)𝑥} 

2. način: napišemo matriko in poiščemo ničelni prostor matrike:  (tudi (c)) 

𝐴 = [
1 −1 1 −1
1 0 0 0
1 1 1 1

]                  𝜙(1) = [
1
1
1
]           𝜙(𝑥) = [

−1
0
1
]            𝜙(𝑥2) = [

1
0
1
]           𝜙(𝑥3) = [

−1
0
1
] 

𝐴~ [
1 0 0 0
0  1 1 1
0 −1 1 −1

]~ [
1 0 0 0
0  1 0 1
0 0 1 0

]   
𝑥1 = 0

𝑥2 + 𝑥4 = 0
𝑥3 = 0

     𝑣 = [

0
−1
0
1

] ⇒ 𝑝(𝑥) = −𝑥 + 𝑥3 = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)  

 

 

 

𝜙(1) 𝜙(𝑥)  𝜙(𝑥2) 𝜙(𝑥3)  
𝑒1 

𝑒2 

𝑒3 



 

  



 

 

𝐴 = [
−1 1 1
0 0 4
0 0 1

]         

𝜓(1)(𝑥) = (𝑥 ∙ 1)′ − 2 ∙ 1 = 1 − 2 = −𝟏

𝜓(𝑥)(𝑥) = (𝑥(𝑥 + 1))
′
− 2𝑥 = (𝑥2 + 𝑥)′ − 2𝑥 = 2𝑥 + 1 − 2𝑥 = 𝟏

𝜓(𝑥2)(𝑥) = (𝑥(𝑥 + 1)2)′ − 2𝑥2 = (𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥)′ − 2𝑥2 = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟏

 

ker𝜓 = 𝑁(𝐴) (v std. bazi)         im𝜓 = 𝐶(𝐴) (v std. bazi) 

𝐴~ [
𝟏 −1 0
0 0 𝟏
0 0 0

]      
𝑥1 − 𝑥2 = 0
𝑥3 = 0  ⇒ 𝑣 = [

1
1
0
] ⇒ 𝑝(𝑥) = 1 + 𝑥  // to je vektor iz jedra 

// za stolpčni prostor izberemo tiste stolpce, kjer so pivoti  

𝐵𝐶(𝐴) = {[
−1
0
0
] , [
1
4
1
]}        𝐵im𝜓 = {−1, 1 + 4𝑥 + 𝑥

2} 

𝐵𝑁(𝐴) = {[
1
1
0
]}                    𝐵ker𝜓 = {1 + 𝑥} 

 

 

  

𝜓(1) 𝜓(𝑥)  𝜓(𝑥2)  
1 

𝑥 

𝑥2 



 

(a) 𝜙(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = (𝛼, 𝛽 ∈ ℝ;   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2) = (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)𝑎𝑇 = 𝛼𝑥𝑎𝑇 + 𝛽𝑦𝑎𝑇 = 𝛼𝜙(𝑥) + 𝛽𝜙(𝑦) 

(b) 𝐴 = [

1 0
1 0
0 1
0 1

]              𝜙(𝑒1) = [
1
0
] [1 1] = [

1 1
0 0

]             𝜙(𝑒2) = [
0
1
] [1 1] = [

0 0
1 1

] 

(c in d)  𝐴~[

1 0
0 1
0 0
0 0

]   ker𝜙 = {0}                                    𝐵𝐶(𝐴) = {[

1
1
0
0

] , [

0
0
1
1

]} ⇒ 𝐵im𝜙 = {[
1 1
0 0

] , [
0 0
1 1

]} 

𝜙(𝑥) = [
𝑥1 𝑥1
𝑥2 𝑥2

] = 𝑥1 [
1 1
0 0

] + 𝑥2  [
0 0
1 1

] 

  

𝜙(𝑒1) 𝜙(𝑒2)  
𝐸11 

𝐸12 

𝐸21 

𝐸22 



 

 

  



 

𝛿(𝑝) = 𝑝′ 
(𝛼𝑝 + 𝛽𝑞)′ = 𝛼𝑝′ + 𝛽𝑞′ 

𝑝′(𝑥) = 𝜆𝑝(𝑥)  ? 

edina možnost je 𝜆 = 0  za  𝑝(𝑥) = 𝑐 ∙ 1 

lastni podprostor je prostor konstantnih polinomov 

2. način: zapišemo matriko preslikave v standardni bazi 

 

[𝛿]𝑆,𝑆 =   

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 ⋱ 0
0 0 0 0 𝑛 − 1
0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 

 

vidimo da imamo 1 𝑛-kratno lastno vrednost 0 z enodimenzionalnim lastnim podprostorom  

(dim(ker 𝛿) = 1) ⇒ 𝛿 ne moremo diagonalizirati 

 

𝛿(1)  𝛿(𝑥)          …       𝛿(𝑥𝑛) 

1 

𝑥 

𝑥2 

⋮ 

𝑥𝑛 



 

  



 

 



 

  



 



  



 

(a) 𝜓(𝜓(𝑣)) = 𝑣 

recimo, da imamo 𝜓(𝑣) = 𝜆𝑣 ⇒ 𝜓(𝜆𝑣) = 𝜆2𝑣 = 𝑣 

(𝜆2 − 1)𝑣 = 0, 𝑣 ≠ 0 ⇒ 𝜆1,2 = ±1 

(b) lastni podprostor za 𝜆1: 𝑈 = ker(𝜓 − 𝑖𝑑𝑉) 

lastni podprostor za 𝜆2: 𝑉 = ker(𝜓 + 𝑖𝑑𝑉)  

U in V se sekata v 0 

𝑢 ∈ 𝑈 ⇒ 𝜓(𝑢) = 𝑢      // vektorje v tem podprostoru pusti na miru 

𝑣 ∈ 𝑉 ⇒ 𝜓(𝑣) = −𝑣    // vektorje v tem podprostoru pa prezrcali čez 0 (spremeni  predznak) 

ni izometrija, ker ne ohranja dolžin 

(c) 𝜆 = 1:    𝑈 = {[
𝑥
𝑦
𝑧
] , 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}     𝑣 =premica, ⊥ na 𝑈,  𝑛 = [

1
1
1
] 

izberemo bazo {𝑢1, 𝑢2} za U ⇒ baza za ℝ3 je 𝐵 = {𝑛, 𝑢1, 𝑢2} 

𝜓𝐵,𝐵 = [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

]        𝜓𝑆,𝑆 = [𝑛 𝑢1 𝑢2] [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [ 𝑛 𝑢1 𝑢2]

−1

 

izberemo 2 neodvisna vektorja, npr. 𝑢1 = [
1
−1
0
] , 𝑢2 = [

1
0
−1
] 

𝜓𝑆,𝑆 = [
1 1 1
1 −1 0
1 0 1

] [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
1 1 1
1 −1 0
1 0 1

]

−1

 

boljši način (geometrijsko): 

projeciramo 𝑣 na 𝑛 in rezultat (𝑝) dvakrat odštejemo vektorju 𝑣 

𝑝 =
𝑛𝑇𝑣

𝑛𝑇𝑛
𝑛  (projekcija 𝑣 na 𝑛) 

𝑍𝑣 = 𝑣 − 2𝑝 = 𝑣 − 2𝑛
𝑛𝑇𝑣

𝑛𝑇𝑛
= 𝑣 − 2

(𝑛 𝑛𝑇)𝑣

𝑛𝑇𝑛
= (𝐼 − 2

𝑛 𝑛𝑇

𝑛𝑇𝑛
)𝑣 

𝑍𝑛 = −𝑛 

𝑣 ⊥ 𝑛 ⇒ 𝑍𝑣 = 𝑣 



𝑍 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] −
2

3
[
1 1 1
1 1 1
1 1 1

] =
1

3
[
1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

]   (preverimo da je 𝑍2 = 1) 

taka preslikave je izometrija, dolžine vseh slik so enake 

če gre za zrcaljenje, potem velja 𝑍2 = 𝐼, če gre pa za pravokotno zrcaljenje pa dodatno velja še 𝑍𝑇 = 𝑍 

  



 

𝑇𝑋 = 𝑇 [𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑛] = [𝑇𝑣1 𝑇𝑣2 … 𝑇𝑣𝑛] 

recimo, da imamo lastne vektorje 𝑣𝑖 in lastne vrednosti 𝜆𝑖 za 𝑇 

𝑇 [𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑛] = [𝑇𝑣1 𝑇𝑣2 … 𝑇𝑣𝑛] = [𝜆1𝑣1 𝜆2𝑣2 … 𝜆𝑛𝑣𝑛] 

𝑇𝑋 = 𝜆𝑋 

[𝑇𝑣1 𝑇𝑣2 … 𝑇𝑣𝑛] = [𝜆𝑣1 𝜆𝑣2 … 𝜆𝑣𝑛] ⇔ stolpci 𝑣1, … , 𝑣𝑛 so lastni vektorji za 𝑇 pri isti lastni 

vrednosti 𝜆    // torej 𝑋 je sestavljen iz lastnih vektorjev od 𝑇 pri isti lastni vrednosti 

recimo da imamo bazo za ℝ𝑛 iz lastnih vektorjev matrike 𝑇 (torej da lahko matriko 𝑇 diagonaliziramo), 

koliko neodvisnih lastnih vektorjev (matrik 𝑋) lahko sestavimo? 

𝐵𝑖𝑗 = [ 0 𝑣𝑖 0 ] ⇒ 𝑇𝐵𝑖𝑗 = [ 0 𝜆𝑖𝑣𝑖 0 ] = 𝜆𝑖𝐵_𝑖𝑗  

lastni vektor 𝑣𝑖 damo v 𝑗-ti stolpec 

vse matrike 𝐵𝑖𝑗  so linearno neodvisne in 𝑛2 jih je 

⇒ dobimo 𝑛2 lastnih »vektorjev« za 𝜏 (kar pomeni da lahko to preslikavo diagonaliziramo (ker imamo bazo 

iz lastnih vektorjev)) 

(d) 𝑇 = [
0 1
1 0

]     𝜆2 − 1 = 0 ⇒    𝜆1,2 = ±1 ⇒ 𝑣1 = [
1
1
] , 𝑣2 = [

−1
1
] 

baza za ℝ2×2 iz lastnih vektorjev 𝜏  = {[
1 0
1 0

] , [
0 1
0 1

] , [
−1 0
1 0

] , [
0 −1
0 1

]} 

 

[𝜏]𝐵,𝐵 =       

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜆1

⋱
𝜆1

⋱
𝜆𝑛

⋱
𝜆𝑛]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

  

𝜏(𝐵11)… 𝜏(𝐵1𝑛)… 𝜏(𝐵𝑛1)… 𝜏(𝐵𝑛𝑛) 

𝐵11 

⋮ 

𝐵1𝑛  

⋮ 

𝐵𝑛1 

⋮ 

𝐵𝑛𝑛 



 

𝐷(𝑓) = 𝑓′ = 𝜆𝑓 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 je lastni »vektor« 𝐶 za 𝜆 ∈ ℝ 

se omenimo na končni interval: 

𝐷: 𝐶∞([0,2𝜋]) → 𝐶∞([0,2𝜋])   periodične 

Fouriereva »baza«:   𝑒0 = 1,        𝑒𝑛 = cos(𝑛𝑥)    𝑛 = 1,…         𝑓𝑛 = sin(𝑛𝑥) 

𝐷(𝑒0) = 0,   𝐷(𝑒𝑛) = (cos(𝑛𝑥))
′ = −sin(𝑛𝑥) 𝑛 = −𝑛𝑓𝑛, 𝐷(𝑓𝑛) = (sin(𝑛𝑥))

′ = cos(𝑛𝑥)𝑛 = 𝑛𝑒𝑛 

𝐷: ℒ(𝑒𝑛, 𝑓𝑛) → ℒ(𝑒𝑛, 𝑓𝑛) 

 

          [
0 𝑛
−𝑛 0

]       𝜆2 + 𝑛2 = 0      𝜆1,2 = ±𝑖𝑛 

𝑣1 = [
1
𝑖
]   𝑣2 = [

1
−𝑖
]        𝑣1,2 = 1𝑒𝑛 ± 𝑖𝑓𝑛 = cos(𝑛𝑥) ± 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥) = 𝑒

±𝑖𝑛𝑥 

D lahko diagonaliziramo z vektorji 1,   𝑒±𝑛𝑖𝑥  

𝐷(𝑒𝑛) 𝐷(𝑓𝑛) 
𝑒𝑛 

𝑓𝑛 



 

 

  



 

 

 

  



 

(a) 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼 

če lahko 𝜓 v neki ONB predstavimo z ortogonalno matriko, je to izometrija 

kakšne so možne determinante? det(𝑄) = ? 

𝑄𝑄𝑇 = 𝐼 ⇒ det(𝑄𝑄𝑇) = det(𝑄) det(𝑄𝑇) = det(𝑄)2 = 1 ⇒ det(𝑄) = ±1 

(det(𝐴) = 𝜆1𝜆2𝜆3) 

če je det=1, potem so to rotacije, če pa -1 pa zrcaljenja ali zrcalni zasuk 

v našem primeru: det(𝑄) = (
1

3
)
3
|
1 −2 −2
0 3 6
0 6 3

| =
1

3
|
1 2
2 1

| = −1 

kakšne so možne lastne vrednosti (za izometrije)? 

‖𝑄𝑣‖ = ‖𝑣‖ 
‖𝜆𝑣‖ = ‖𝑣‖      (če je 𝑣 lastni vektor) 

|𝜆| ∙  ‖𝑣‖ = ‖𝑣‖ 

⇒ |𝜆| = 1  (tj. v kompleksni ravnini so 𝜆 na enotski krožnici) 

// pri lihih številih lastnih vrednostih mora biti vsaj ena realna, kompleksne so v konjugiranih parih (𝑒𝑖𝜙 in 

𝑒−𝑖𝜙),  realne lastne vrednosti so lahko samo 1 ali -1 

vsaka ortogonalna matrika, ki ima determinanto 1, predstavlja rotacijo, os te rotacije pa je lastni vektor za 

lastno vrednost 1 

v ℝ3: 

𝜆1 = 1  ali − 1 

𝜆2,3 = 𝑒
±𝑖𝜑 

det𝑄 = 𝜆1 ∙ 𝜆2 ∙ 𝜆3 = 𝜆1 

tr(𝑄) = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 𝜆1 + cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑 + cos𝜑 − 𝑖 sin𝜑 = 𝜆1 + 2cos𝜑 

v našem primeru: tr𝑄 = −
1

3
= −1+ 2 cos𝜑 ⇒ cos𝜑 =

1

3
 

(b) iščemo lastni vektor za 𝜆1 = −1, torej 𝑁(𝑄 + 𝐼) 

1

3
[
4 −2 −2
2 2 2
2 2 2

]~ [
1 1 1
0 −3 −3
0 0 0

]~ [
1 0 0
0 1 1
0 0 0

]         𝑣1 = [
0
−1
1
] 

preslikava prezrcali preko ravnine, ki je pravokotna na 𝑣1 in rotira v osi 𝑣1 za kot 𝜑    (Q je zrcalni zasuk) 



(c) invariantnost ⇔ če je 𝑢 ∈ 𝑈 = 𝑣1
⊥, potem 𝑄𝑢 ∈ 𝑈 

𝑢 ⊥ 𝑣1 ⇔ 〈𝑢, 𝑣1〉 = 0 
〈𝑄𝑢, 𝑣1〉 = 〈𝑢, 𝑄

𝑇𝑣1〉          (〈𝐴𝑥, 𝑦〉 = (𝐴𝑥)
𝑇𝑦 = 𝑥𝑇(𝐴𝑇𝑦) = 〈𝑥, 𝐴𝑇𝑦〉) 

𝑄𝑣1 = −𝑣1  /𝑄
𝑇 

𝑣1 = −𝑄
𝑇𝑣1 

𝑄𝑇𝑣1 = −𝑣1 

〈𝑄𝑢, 𝑣1〉 = 〈𝑢, 𝑄
𝑇𝑣1〉 = 〈𝑢,−𝑣1〉 = −〈𝑢, 𝑣1〉 = 0 ⇒ 𝑄𝑣 ⊥ 𝑣1 

preverimo, če se rotira za kot 𝜑: 

izberemo 2 vektorja, ki sta pravokotna na 𝑣1:   𝑢1 = [
1
0
0
]    𝑢2 = [

0
1
1
] 

𝑄𝑢1 =
1

3
[
1
2
2
] 

〈𝑄𝑢1, 𝑢1〉 =
1

3
= ‖𝑄𝑢1‖ ∙ ‖𝑢1‖ ∙ cos𝜑 = 1 ∙ 1 ∙

1

3
⇒ cos𝜑 =

1

3
 

lahko bi enako preverili še za 𝑢2 

baza za ℝ3 = {𝑣1, 𝑢1, 𝑢2} 

𝑄 = [𝑣1 𝑢1 𝑢2] [
−1 0 0
0 cos𝜑 − sin𝜑
0 sin𝜑 cos𝜑

] [𝑣1 𝑢1 𝑢2]

−1

 

  



 

𝜑 = 𝜑2 ∘ 𝜑1      (predstavljena z matriko C) 

𝜑1 = rotacija okoli x osi za 90°  (predstavljena z matriko A) 

𝜑2 = zrcaljenje preko 𝑦 = 0   (predstavljena z matriko B) 

𝐴 = [
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

] ,     𝐵 = [
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

] 

1. možnost: 𝐶 = 𝐵𝐴 

2.možnost:    // za vsak bazni vektor pogledamo kam se slika in direkt za pišemo matriko 

𝐶 = [
1 0 0
0 0 1
0 1 0

] 

(b)  

1. argument: 𝜑 je kompozitum izometrij 

2. argument: 𝜑 se izraža z ortogonalno metriko C 

(če se preslikava v neki ONB izraža z ortogonalno matriko, potem je izometrija) 

(c) |𝐶| = |
1 0 0
0 0 1
0 1 0

| = − |
1 0 0
0 1 0
0 0 1

| = −1 = 𝜆1 

tr(𝐶) = 1 = −1 + 2 cos𝜑 ⇒ cos𝜑 = 1 ⇒ 𝜑 = 0   ⇒     𝜆2,3 = 𝑒
±0 = 1 

𝑁(𝐶 + 𝐼):  [
2 0 0
0 1 1
0 1 1

]~ [
1 0 0
0 1 1
0 0 0

] ⇒ 𝑣1 = [
0
−1
1
] 

(e) 𝜑 ≠ 𝜑1 ∘ 𝜑2              𝐴 𝐵 ≠ 𝐵 𝐴 

 



  



 

 



 

 

 

  



 



 

 

 

 

 



 

 

  



 

(a) 𝑢𝑥 = 3𝑥
2 + 3𝑦,   𝑢𝑦 = 3𝑦

2 − 3𝑥 

𝑢𝑥(1,0) = 3    𝑢𝑦(1,0) = −3 

𝑡1 = [
1
0

𝑢𝑥(1,0)
] = [

1
0
3
],     𝑡2 = [

0
1

𝑢𝑦(1,0)
] = [

0
1
−3
] 

parametrični zapis tangentne ravnine: 𝑟(𝑢, 𝑣) = [
1
0
5
] + 𝑢 [

1
0
3
] + 𝑣 [

0
1
−3
] 

linearna enačba tangentne ravnine: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑        𝑛⃗⃗ = [
𝑎
𝑏
𝑐
]          𝑑 = 𝑛⃗⃗𝑟0 

𝑛⃗⃗ = 𝑡1 × 𝑡2 = [
−3
3
1
]       𝑑 = [

−3
3
1
] ∙  [

1
0
5
] = 2    ⇒     −3𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 2 

2. način:  𝑧 = 4 + 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4 + 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 − 𝑧 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  implicitna ploskev 

recimo, da imamo krivuljo (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))  na ploskvi 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 ⇒ 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 0 

𝐹𝑥 ∙ 𝑥̇ + 𝐹𝑦 ∙ 𝑦̇ + 𝐹𝑧 ∙ 𝑧̇ = 0          [

𝐹𝑥
𝐹𝑦
𝐹𝑧

] ∙ [
𝑥
𝑦
𝑧
] = 0        grad𝐹 = [

3𝑥2 − 3𝑦

3𝑦2 − 3𝑥
1

]        𝑛⃗⃗ = grad𝐹 (𝑇) = [
3
−3
1
] 

3. način je (b) 

razvoj 𝑢 okoli (𝑥0, 𝑦0):   𝑢(𝑥0 + 𝑘, 𝑦0 + 𝑘) =̇ 𝑢(𝑥0, 𝑦0) + ℎ𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

𝑢(𝑥, 𝑦) =̇ 𝑢(𝑥0, 𝑦0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) + (𝑦 − 𝑦0)𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 5 + (𝑥 − 1) 3 + (𝑦 − 0)(−3) = 𝑧 ⇒ 3𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = −2 

 



 

  



 

 

  



 

(a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∙ log 𝑦             𝑓(1.02,0.98) =? 

(𝑥0, 𝑦0) = (1,1)          (ℎ, 𝑘) = (0.02,−0.02) 

𝑓𝑥 = log𝑦        𝑓𝑦 =
𝑥

𝑦
  

𝑓(1.02,0.98) = 0 + 0.02 ∙ 0 + (−0.02) ∙
1

1
= −0.02  

(b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin 𝑥  𝑒−𝑦 

(𝑥0, 𝑦0) = (0,0)          (ℎ, 𝑘) = (0.1,0.2) 

𝑓𝑥 = cos 𝑥 𝑒
−𝑦           𝑓𝑦 = −sin 𝑥 𝑒

−𝑦 

𝑓(0.1,0.2) = sin0.1 𝑒−0.2 = 0 + 0.1 ∙ 1 + 0.2 ∙ 0 = 0.1 

 

  



 

  



 

 (a)  ∬ (5 − 𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

= ∫ (∫ (5 − 𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑥
1

𝑥=0
) 𝑑𝑦

1

𝑦=0
=  

∫ (∫ (5 − 𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑦
1

𝑦=0
) 𝑑𝑥

1

𝑥=0
= ∫ (5𝑦 − 𝑥𝑦 −

𝑦2

2
) |𝑦=0
1   𝑑𝑥

1

𝑥=0
=  

∫ (5 − 𝑥 −
1

2
)  𝑑𝑥

1

𝑥=0
= (

9

2
𝑥 −

1

2
𝑥2) |0

1 =
9

2
−
1

2
= 4  

 

(c) ∬
sin𝑥

𝑥
 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷
= ∫ (∫

sin𝑥

𝑥

𝜋

𝑥=𝑦
𝑑𝑥)𝑑𝑦

𝜋

𝑦=0
= ∫ (∫

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑦

𝑥

𝑦=0
) 𝑑𝑦

𝜋

𝑥=0
=

∫
sin𝑥

𝑥
∙ 𝑦 |𝑦=0

𝑥   𝑑𝑥
𝜋

𝑥=0
= ∫

sin 𝑥

𝑥
∙ 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

𝑥=0
= −cos 𝑥 |𝑥=0

𝜋 = −(−1) − (−1) = 2 

vpeljava nove spremenljivke pri enojnih integralih: 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑔(𝑥) 

𝑑𝑢 = 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 

(d) ∬ 𝑒
−(𝑥2+𝑦2)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑦
ℝ2

=  

// 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 vrednost te funkcije je za vse točke, ki ležijo na neki razdalji 𝑟 enaka, 

v takih primerih so koristne polarne koordinate 

polarne koordinate: 𝑥 = 𝑟 ∙ cos𝜑 ,   𝑦 = 𝑟 ∙ sin𝜑 

treba je izračunat determinanto Jacobijeve matrike preslikave iz polarnih v kartezične 

koordinate: 𝐹:ℝ2 → ℝ2    ([
𝑟
𝜑] ↦ [

𝑟 cos𝜑
𝑟 sin𝜑]) 

𝐽𝐹 = [
cos𝜑 −𝑟 sin𝜑
sin𝜑 𝑟 cos𝜑

] 

|𝐽𝐹| = 𝑟 cos2𝜑 + 𝑟 sin2𝜑 = 𝑟 

 

∬ 𝑒
−𝑟
2  |𝐽𝐹| 𝑑𝑟 𝑑𝜑

ℝ2
=∬ 𝑒

−𝑟
2  𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

ℝ2
= ∫ (∫ 𝑒−

𝑟2

2  𝑟 𝑑𝜑
2𝜋

0

)𝑑𝑟
∞

𝑟=0

= 2𝜋∫ 𝑟 𝑒−
𝑟2

2  𝑑𝑟
∞

𝑟=0

= 

𝑢 =
𝑟2

2
,      𝑑𝑢 = 𝑟 𝑑𝑟     meje: 𝑟 = 0 ⇒ 𝑢 = 0,     𝑟 = ∞ ⇒ 𝑢 = ∞ 

= 2𝜋∫ 𝑒−𝑢 𝑑𝑢
∞

(𝑢=0)
= 2𝜋(−𝑒−𝑢) |(𝑢=0)

∞ = 2𝜋 (0 − (−1)) = 2𝜋  

𝑦 

𝑥 
0 

𝑦 

𝑥 
0 

𝑦 

𝑥 
0 

𝑦 

𝑥 
0 

𝜑 

𝑟 
0 



∬ 𝑒
−(𝑥2+𝑦2)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑦
ℝ2

= ∫ (∫ 𝑒−
𝑥2

2 ∙ 𝑒−
𝑦2

2
∞

𝑦=−∞
 𝑑𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞
= ∫ 𝑒−

𝑥2

2 (∫ 𝑒−
𝑦2

2
∞

𝑦=−∞
 𝑑𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞
=

(∫ 𝑒−
𝑦2

2
∞

𝑦=−∞
 𝑑𝑦)(∫ 𝑒−

𝑥2

2
∞

𝑥=−∞
 𝑑𝑥) = (∫ 𝑒−

𝑥2

2
∞

𝑥=−∞
 𝑑𝑥)

2

= 2𝜋 ⇒ ∫ 𝑒−
𝑥2

2
∞

𝑥=−∞
 𝑑𝑥 = √2𝜋    

 (b) ∬
𝑦

𝑥+1
 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷
 

1. način:  ∫ (∫
𝑦

𝑥+1
𝑑𝑥

𝑦

𝑥=0
) 𝑑𝑦

1

𝑦=0
+ ∫ (∫

𝑦

𝑥+1
𝑑𝑥

√2−𝑦2

𝑥=0
)𝑑𝑦

√2

𝑦=1
 

2. način: ∫ ∫
𝑦

𝑥+1
𝑑𝑦

√2−𝑥2

𝑦=𝑥
 𝑑𝑥

1

𝑥=0
 

3. način: polarne koordinate: 𝐷 = {(𝑟, 𝜑): 0 ≤ 𝑟 ≤ √2,
𝜋

4
≤ 𝜑 ≤

𝜋

2
} 

∫ ∫
𝑟 sin𝜑

𝑟 cos𝜑 + 1
 𝑟 𝑑𝜑

𝜋
2

𝜑=
𝜋
4

 𝑑𝑟
√2

𝑟=0

 

najbolj enostaven je 2. način: 

 ∫ ∫
𝑦

𝑥+1
𝑑𝑦

√2−𝑥2

𝑦=𝑥
 𝑑𝑥

1

𝑥=0
= ∫

1

𝑥+1
(
𝑦2

2
 |𝑦=𝑥
√2−𝑥2)𝑑𝑥

1

𝑥=0
= ∫

1

𝑥+1
∙
1

2
(2 − 𝑥2 − 𝑥2)𝑑𝑥

1

𝑥=0
=

∫
1

𝑥+1
∙
1

2
(2 − 2𝑥2)𝑑𝑥

1

𝑥=0
= ∫

(1−𝑥)(1+𝑥)

𝑥+1
𝑑𝑥

1

𝑥=0
= (𝑥 −

𝑥2

2
) |0

1 = 1 −
1

2
=

1

2
 

 

 

𝑦 

𝑥 
0 

𝜑 

𝑟 
0 



 

 



  



 

  



 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2       𝑧 = 8 − 𝑟2 

// dolžina intervala:    𝑑([𝑎, 𝑏]) = ∫ 𝑎 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑏 − 𝑎 

// ploščina območja:  𝑝𝑙(𝐷) = ∬ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

 

// volumen območja: 𝑉(𝐷) =∭ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝐷

 

območje opišemo z cilindričnimi koordinatami: 

presečišče: −1 = 8 − 𝑟2 ⇒ 𝑟 = 3  

𝑥 = 𝑟 cos𝜑 

𝑦 = 𝑟 sin𝜑 

𝑧 = 𝑧 

𝐹: [
𝑟
𝜑
𝑧
] → [

𝑟 cos𝜑
𝑟 sin𝜑
𝑧

]           |
cos𝜑 −𝑟 sin𝜑 0
sin𝜑 𝑟 cos𝜑 0
0 0 1

| = 𝑟 

∭1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝐷

= ∫ ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑧
8−𝑟2

𝑧=−1

𝑑𝑟
3

𝑟=0

𝑑𝜑
2𝜋

𝜑=0

=  2𝜋∫ (𝑟 𝑧 |𝑧=−1
8−𝑟2 ) 𝑑𝑟

3

𝑟=0

= 2𝜋∫ (8𝑟 − 𝑟3 + 𝑟) 𝑑𝑟
3

𝑟=0

= 2𝜋∫ (9𝑟 − 𝑟3) 𝑑𝑟
3

𝑟=0

= 2𝜋 (
9𝑟2

2
−
𝑟4

4
) = 2𝜋 (

81

2
−
81

4
) =

81𝜋

2
 

 

𝑧 

𝑟 
0 



 
  

  



 

 

prehod na polarne koordinate:  

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑟 

𝑚(𝐷) = ∬ 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

= ∫ ∫ 𝑟2𝑑𝑟
𝑅

𝑟=0
𝑑𝜑

𝜋

2
𝜑=0

=
𝜋

2
(
𝑟3

3
) |𝑟=0
𝑅 =

=
𝜋𝑅3

6
    

𝑥∗ =
1

𝑚
∬ 𝑥 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

=
1

𝑚
∫ ∫ 𝑟3 cos𝜑 𝑑𝑟

𝑅

𝑟=0
𝑑𝜑

𝜋

2
𝜑=0

=  

1

𝑚
(∫ cos𝜑 𝑑𝜑

𝜋

2
𝜑=0

) (∫ 𝑟3 cos𝜑 𝑑𝑟
𝑅

𝑟=0
) =

1

𝑚
(sin𝜑)|(𝜑=0)

𝜋  (
𝑟4

4
) |𝑟=0
𝑅 =

𝑅4

4𝑚
=

𝑅4

4
∙
6

𝜋𝑅3
=

3𝑅

2𝜋
  

// 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) ⇒  ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑥∈𝐵

𝑑𝑦
𝑥∈𝐴

= (∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
𝑥∈𝐴

) (∫ ℎ(𝑦) 𝑑𝑦
𝑦∈𝐵

)  

𝑦∗ =
1

𝑚
∬ 𝑦 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

=
1

𝑚
∫ ∫ 𝑟3 sin𝜑 𝑑𝑟

𝑅

𝑟=0
𝑑𝜑

𝜋

2
𝜑=0

= ⋯ =
3𝑅

2𝜋
   

// oz. takoj vidimo da sta zaradi simetrije 𝑥∗ in 𝑦∗ enaka 

KROGELNE KOORDINATE 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜗 cos𝜑 

𝑦 = 𝑟 cos𝜗 sin𝜑 

𝑧 = 𝑟 sin𝜗 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 cos2 𝜗 + 𝑟2 sin2 𝜗 = 𝑟2 

𝐽𝐹 = |
cos 𝜗 cos𝜑 −𝑟 sin𝜗 cos𝜑 −𝑟 cos 𝜗 sin𝜑
cos𝜗 sin𝜑 −𝑟 sin𝜗 sin𝜑 𝑟 cos𝜗 cos𝜑
sin𝜗 𝑟 cos 𝜗 0

|

= 𝑟2 |

cos 𝜗 cos𝜑 
+ −sin𝜗 cos𝜑 − cos𝜗 sin𝜑
cos𝜗 sin𝜑 

− −sin𝜗 sin𝜑 cos𝜗 cos𝜑

𝐬𝐢𝐧𝝑 
+ 𝐜𝐨𝐬𝝑 

− 0

|

= 𝑟2 (sin𝜗 |
− 𝐬𝐢𝐧𝝑 cos𝜑 −𝐜𝐨𝐬𝝑 sin𝜑
−𝐬𝐢𝐧𝝑 sin𝜑 𝐜𝐨𝐬𝝑 cos𝜑

|

− cos𝜗 |
𝐜𝐨𝐬𝝑 cos𝜑 −𝐜𝐨𝐬𝝑 sin𝜑
𝐜𝐨𝐬𝝑 sin𝜑 𝐜𝐨𝐬𝝑 cos𝜑

|)

= 𝑟2 (−sin2 𝜗 cos𝜗 |
cos𝜑 sin𝜑
sin𝜑 cos𝜑

| − cos3 𝜗 |
cos𝜑 sin𝜑
sin𝜑 cos𝜑

|)

= 𝑟2(− sin2 𝜗 cos𝜗 ∙ 1 − cos3 𝜗 ∙ 1) = −𝑟2 cos 𝜗 (sin2 𝜗 + cos2 𝜗)

= −𝑟2 cos 𝜗 ∙ 1 

abs(𝐽𝐹) = |𝐽𝐹| = 𝑟2 cos 𝜗 

𝑦 

𝑥 
0 

𝜑 

𝑟 
0 

𝑦 

𝑥 

0 

𝑧 



 



  



 

𝜑 ∈ [0,2𝜋],   𝑟 ∈ [0,2],   𝜗 ∈ [
𝜋

4
,
𝜋

2
] 

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑟2 sin2 𝜗 = 𝑟2 cos2 𝜗 cos2𝜑 + 𝑟2 cos2 𝜗 sin2𝜑 

𝑟2 sin2 𝜗 = 𝑟2 cos2 𝜗 (cos2𝜑 + sin2𝜑) 

sin2 𝜗 = cos2 𝜗 ⇒ 𝜗 =
𝜋

4
  

 

𝑚 = ∫ ∫ ∫ 𝑟2 cos 𝜗  𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= 2𝜋 ∫ ∫ 𝑟2 cos 𝜗  𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

= 2𝜋 ∫ cos𝜗 ∙ (
𝑟3

3
) |𝑟=0

2   𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

= 2𝜋 ∫ cos𝜗 ∙
8

3
  𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

=
16

3
𝜋 ∙ (sin𝜗)|

𝜗=
𝜋
4

𝜋
2 =

16

3
𝜋 (1 −

√2

2
) =

8

3
𝜋(2 − √2) 

težišče: 

// vidimo da je težišče na y osi 

𝑥∗ =∭𝑥 ∙ 𝜚  𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝐷

= 0 

𝑦∗ = 0 

𝑧∗ = ?=
1

𝑚
∫ ∫ ∫(𝑟 sin𝜗) 𝑟2 cos 𝜗  𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

=
1

𝑚
∙ 2𝜋 ∫ sin𝜗 cos𝜗 ∙ (

𝑟4

4
) |𝑟=0

2   𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

=
1

𝑚
∙ 2𝜋 ∫ sin𝜗 cos 𝜗 ∙  

16

4
   𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=
𝜋
4

= (
𝑡 = sin𝜗

𝑑𝑡 = cos𝜗 𝑑𝜗
) =

8𝜋

𝑚
∫𝑡 𝑑𝑡

1

√2
2

=
8𝜋

𝑚
(
1

2
−
1

4
) =

2𝜋

𝑚
=
3

8
(2 + √2) 

𝑧 

𝑥, 𝑦 
0 



 

 

  



 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 2𝑧 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑧 + 1 ≤ 1 

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2 ≤ 1 

𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

več načinov: 

𝑚 =∭𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝐷

 

cilindrične koordinate: 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = √𝑟2 + 𝑧2 

v krogelnih koordinatah: 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟 

𝜑 ∈ [0,2𝜋],   𝜗 ∈ [0,
𝜋

2
] ,   𝑟 ∈ [0,2 sin𝜗] 

// območje za r razberemo iz slike ali pa izračunamo: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 2𝑧 

0 ≤ 𝑟2 ≤ 2𝑧 

0 ≤ 𝑟2 ≤ 2𝑟 sin𝜗 

0 ≤ 𝑟 ≤ 2 sin 𝜗 

𝑚 = ∫ ∫ ∫ 𝜚 ∙ |𝐽𝐹| 𝑑𝑟

2 sin𝜗

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ ∫ 𝑟3 cos𝜗  𝑑𝑟

2 sin𝜗

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= 2𝜋 ∫ cos𝜗 ∙ (
𝑟4

4
) |𝑟=0

2 sin𝜗𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

= 2𝜋 ∫ cos𝜗 ∙ 4 sin4 𝜗  𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

= (
𝑡 = sin𝜗

𝑑𝑡 = cos𝜗 𝑑𝜗
) = 8𝜋 ∫ 𝑡4 𝑑𝑡

1

𝑡=0

=
8𝜋

5
  (>

4𝜋

3
= 𝑚(homogena krogla)) 

 

težišče: 

// zaradi simetrije vidimo da bo težišče na 𝑧 osi (𝑥∗ = 0, 𝑦∗ = 0) 

𝑧∗ =
1

𝑚
∫ ∫ ∫ 𝑧 ∙ 𝜚 ∙ |𝐽𝐹| 𝑑𝑟

2 sin𝜗

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

=
1

𝑚
∫ ∫ ∫ 𝑟4 sin𝜗 cos 𝜗  𝑑𝑟

2sin𝜗

𝑟=0

𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

=
2𝜋

𝑚
∫ sin𝜗 cos 𝜗 ∙ (

𝑟5

5
) |𝑟=0

2 sin𝜗 𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

=
2𝜋

5𝑚
∫ sin𝜗 cos 𝜗 ∙ (2 sin𝜗)5 𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

=
64𝜋

5𝑚
∫ sin6 𝜗 cos𝜗  𝑑𝜗

𝜋
2

𝜗=0

= (
𝑡 = sin𝜗

𝑑𝑡 = cos𝜗 𝑑𝜗
) =

64𝜋

5𝑚
∫ 𝑡6 𝑑𝑡

1

𝑡=0

=
64𝜋

7 ∙  5𝑚
=
64𝜋

7 ∙  5
∙
5

8𝜋
=
8

7
 

 

𝑧 

𝑥, 𝑦 
0 



  



 

        𝑧 = 2 − 𝑥2                      𝑧 = 𝑦2 − 2 

    

če pogledamo iz vrha, je presek »žlebov« krožnica 

to se da sklepati tudi iz enačb: 

presek: 2 − 𝑥2 = 𝑦2 − 2 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

cilindrične koordinate: 

𝑥 = 𝑟 cos𝜑 ,   𝑦 = 𝑟 sin𝜑 ,   𝑧 = 𝑧,   |𝐽𝐹| = 𝑟 

𝜑 ∈ [0,2𝜋] 

𝑟 ∈ [0,2] 

𝑧 ∈ [𝑦2 − 2,2 − 𝑥2] = [𝑟2 sin2𝜑 − 2, 2 − 𝑟2 cos2𝜑] 

𝜚 = 1:  𝑚 = ∫ ∫ ∫ 𝜚 ∙ |𝐽𝐹| 𝑑𝑧

2−𝑟2 cos2𝜑

𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= 

= ∫ ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑧

2−𝑟2 cos2𝜑

𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ 𝑟 ∙ (𝑧)|
𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

2−𝑟2 cos2𝜑
 𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ 𝑟 ∙ ((2 − 𝑟2 cos2𝜑) − (𝑟2 sin2𝜑 − 2)) 𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ 𝑟 ∙ (4 − 𝑟2(cos2𝜑 + sin2𝜑) 𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ 4𝑟 − 𝑟3 𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= 2𝜋 ∫ 4𝑟 − 𝑟3 𝑑𝑟

2

𝑟=0

= 2𝜋 (2𝑟2 −
𝑟4

4
) |0

2 = 2𝜋 (8 − 4) = 8𝜋 

𝜚 = 𝑦2:  𝑚 = ∫ ∫ ∫ 𝜚 ∙ |𝐽𝐹| 𝑑𝑧

2−𝑟2 cos2𝜑

𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ ∫ (𝑟 sin𝜑)2 𝑟 𝑑𝑧

2−𝑟2 cos2𝜑

𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ ∫ 𝑟3 sin2𝜑  𝑑𝑧

2−𝑟2 cos2𝜑

𝑧=𝑟2 sin2𝜑−2

𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ ∫ 𝑟3 sin2𝜑 (4 − 𝑟2)  𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ sin2𝜑 ∫ 4𝑟3 − 𝑟5  𝑑𝑟

2

𝑟=0

𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= ∫ sin2𝜑 (𝑟4 −
𝑟6

6
) |0

2 𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= (16 −
64

6
) ∫ sin2𝜑  𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

= (
formula za polovični kot:

sin2𝜑 =
1

2
(1 − cos 2𝜑)

) =
16

6
∫ (1 − cos2𝜑) 𝑑𝜑

2𝜋

𝜑=0

=
8

3
(𝜑 −

1

2
sin2𝜑) |𝜑=0

2𝜋 =
8

3
∙ 2𝜋 =

16𝜋

3
 

𝑧 

𝑥 
0 

𝑧 

𝑦 
0 

𝑦 

𝑥 
0 



 

 

stacionarne točke = točke, kjer je gradient 0 

če je 𝑓′′ > 0 je lokalni minimum, 

če je 𝑓′′ < 0 je lokalni maksimum 

več spremenljivk: 

𝑓:ℝ𝑛 → ℝ 

grad𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑛 

𝐻:ℝ𝑛 → ℝ𝑛×𝑛 

če je funkcija zvezno odvedljiva, je 𝐻 simetrična, ker vrstni red odvajanja ni pomemben 

(𝐻(𝑥, 𝑦) = [
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦
𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑥𝑦

] , 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥) 

simetrične matrike se dajo diagonalizirati v ONB (kjer so 2. odvodi lastne vrednosti) 

zanimajo nas samo predznaki lastnih vrednosti 𝐻, ki pa jih ni treba izračunati, lahko pogledamo samo 

determinanto: det𝐻 = 𝜆1 ∙ … ∙ 𝜆𝑛 in Sylvestrov kriterij: 𝜆1, … , 𝜆𝑛 > 0 ⇔glavne poddeterminante > 0, 

𝜆1, … , 𝜆𝑛 < 0 ⇔glavne poddeterminante alternirajo 

// če je det𝐻 = 0 je 2. odvod = 0, kar pomeni da se ne veš ali je lokalni ekstrem ali ne 

(a) grad𝑓(𝑥, 𝑦) = [
3𝑥2 − 8𝑥 + 2𝑦

2𝑥 − 2𝑦
] = [

0
0
] ⇒ 𝑥 = 𝑦 

⇒ (vstavimo v 1. enačbo) ⇒ 3𝑥2 − 6𝑥 = 3𝑥(𝑥 − 2) = 0 

dobimo 2 rešitvi: 𝑇1(0,0) in 𝑇2(2,2) 

𝐻(𝑥, 𝑦) = [
6𝑥 − 8 2
2 −2

]              𝐻1 = [
−8 2
2 −2

]         𝐻2 = [
4 2
2 −2

] 

det𝐻1 = 12 > 0 ⇒ 𝜆1𝜆2 > 0  pri 𝐻1 je lokalni ekstrem, ker imata lastni vrednosti enak predznak, 

det𝐻2 =− 12 < 0 ⇒ 𝜆1𝜆2 < 0  pri 𝐻2 pa je sedlo, ker imata lastni vrednosti različne predznake 

pri 𝐻1 glavne poddeterminante alternirajo ⇔ so vse lastne vrednosti negativne ⇒ lokalni maksimum  

 



 
(e) 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥𝑦𝑧 

grad 𝑟 = [

2𝑥 − 2𝑦𝑧
2𝑦 − 2𝑥𝑧
2𝑧 − 2𝑥𝑦

] = [
0
0
0
] ⇒

𝑥 = 𝑦𝑧
𝑦 = 𝑥𝑧
𝑧 = 𝑥𝑦

⇒
𝑥 = 𝑥𝑦2

𝑦 = 𝑥2𝑦 ⇒
𝑥(1 − 𝑦2) = 0

𝑦(1 − 𝑥2) = 0 

1.   𝑥 = 0 ∶     𝑦 = 0, 𝑧 = 0      ⇒       𝑇1(0,0,0) 

// vidimo, da če je ena koordinata 0, potem sta tudi ostali dve 0, torej ali so vse 0 ali pa nobena 

2.  𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0, 𝑧 ≠ 0 
(1 − 𝑦)(1 + 𝑦) = 0         ⇒        𝑥1,2 = ±1 

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥) = 0         ⇒        𝑦1,2 = ±1 

𝑇2(1,1,1),   𝑇3(1,−1,−1),   𝑇4(−1,1,−1),   𝑇5(−1,−1,1) 

𝐻𝑟 = [

2 −2𝑧 −2𝑦
−2𝑥 2 −2𝑥
−2𝑦 −2𝑥 2

]        // Hessejeva matrika je simetrična, če je funkcija dvakrat zvezno odvedljiva 

𝑇1: 𝐻𝑟(0,0,0) = [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

]          𝑇2: 𝐻𝑟(1,1,1) = [
2 −2 −2
−2 2 −2
−2 −2 2

]          𝑇3: 𝐻𝑟(1,−1,−1) = [
2 2 2
2 2 −2
2 −2 2

] 

𝑇4: 𝐻𝑟(−1,1,−1) = [
2 2 −2
2 2 2
−2 2 2

]          𝑇5: 𝐻𝑟(−1,−1,1) = [
2 −2 2
−2 2 2
2 2 2

] 

// če je Hessejeva matrika PD je v tej točki lokalni min, če pa ND pa max 

// definitnost preverimo s Sylvestrovim kriterijem 

// če je vsaj ena lastna vrednost 0 (<=> detH = 0), potem ne moremo sklepati 

// v ostalih primerih pa je sedlo 

𝑇1: 𝐻𝑟(0,0,0) = 𝑃𝐷 ⇒ 𝑇1 𝑙𝑜𝑘.𝑚𝑖𝑛         

𝑇2: 𝐻𝑟(1,1,1): poddeterminante: 2, 0, −32 ⇒ sedlo, ker det𝐻 ≠ 0 

(d) 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 𝑦3 + 3𝑧2 − 3𝑥𝑦𝑧 

∇𝑘 = [

3 (𝑥2 −  𝑦 𝑧)

3 (𝑦2 −  𝑥 𝑧)

3(2 𝑧 −   𝑥 𝑦

] = [
0
0
0
] ⇒

𝑥2 = 𝑦𝑧

𝑦2 = 𝑥𝑧
2𝑥 = 𝑥𝑦

⇒
𝑧 =

𝑥𝑦

2

 

1.   𝑥 = 0 ∶     𝑦 = 0, 𝑧 = 0      ⇒       𝑇1(0,0,0) 

2.   𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0, 𝑧 ≠ 0 

𝑥2 =
𝑥𝑦2

2
⇒ 𝑥 =

𝑦2

2
 (ker 𝑥 ≠ 0) 

𝑦2 =
𝑥2𝑦

2
⇒ 𝑦 =

𝑥2

2
 (ker 𝑦 ≠ 0) 

𝑥 =
𝑦2

2
=
𝑥4

8
⇒ 1 =

𝑥3

8
⇒ 𝑥 = 2 ⇒ 𝑦 = 2, 𝑧 = 2 ⇒    𝑇2(2,2,2) 

𝐻𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [

6 𝑥  −3 𝑧  −3 𝑦
−3 𝑧  6 𝑦  −3 𝑥
−3 𝑦  −3 𝑥  6

] 

𝐻𝑘(0,0,0) = [
0  0  0
0  0  0
0  0  6

] → ne moremo sklepat, lahko pa iz funkcije sklepamo da je v tej točki prevoj 

𝐻𝑘(2,2,2) = [
12  −6  −6
−6  12  −6
−6  −6  6

] = 6 [
2  −1  −1
−1  2  −1
−1  −1  1

]    poddeterminante: 2,3,-3 ⇒ sedlo 

 



 



 



  



 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧):  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 5,   𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0} 

če je 𝑥 = 0 ali 𝑦 = 0 ali 𝑧 = 0, potem 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

če je 𝑥 > 0, potem 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 

⇒ min
𝑥,𝑦,𝑧∈𝐷

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  (minimum dosežen na robu) 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝜆 ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

funkcija, ki jo maksimiziramo: 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦2𝑧2 

vez: ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝑦2𝑧2 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 𝑦2𝑧2 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦𝑧2 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 2𝑥𝑦𝑧2 

𝜕𝐿

𝜕𝑧
= 2𝑥𝑦2𝑧 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 2𝑥𝑦2𝑧 

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= −(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 5) = −ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

 𝑦2𝑧2 = 2𝑥𝑦𝑧2

2𝑥𝑦𝑧2 = 2𝑥𝑦2𝑧
⇒ (lahko krajšamo ker so x,y,z > 0) ⇒ 

𝑦 = 2𝑥
𝑧 = 𝑦 = 2𝑥

 

vstavimo v −ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 :   𝑥 + 2𝑥 + 2𝑥 = 5 ⇒ 𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒚 = 𝟐, 𝒛 = 𝟐    𝑇(1,2,2) 

𝑔(1,2,2) = 16 

 

  



 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶   4(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 16}    
(𝑥−1)2

22
+
𝑦2

4
≤ 1 

∇𝑓 = [
4𝑥
2𝑦
] = [

0
0
] ⇒ 𝑇0(0,0)  (edina) globalna stacionarna točka 

𝐻𝑓 = [
4 0
0 2

] ⇒ 𝑇0 je globalni minimum 

⇒ min
𝑥,𝑦∈𝐷

𝑓 = 0 pri 𝑇0(0,0) 

ker ni globalnih maksimumov, sklepamo da bo 

lokalni maksimum na robu danega območja 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 2𝑥2 + 𝑦2 − 𝜆(4(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 − 16) 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 8𝜆(𝑥 − 1) = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 2𝜆𝑦 = 0 ⇒ 𝑦(1 − 𝜆) = 0 

1.   𝑦 = 0:     4(𝑥 − 1)2 = 16 ⇒ 𝑥 − 1 = ±2 ⇒ 𝑥1 = 3, 𝑥2 = −1 

      𝑇1(−1,0):  𝑓(−1,0) = 2, 𝑇2(3,0):  𝑓(3,0) = 18 

2.   𝜆 = 1:    𝑥 − 2(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 2 ⇒ 4 + 𝑦2 − 16 = 0 ⇒ 𝑦 = ±2√3 

      𝑇3(2,2√3):  𝑓(2,2√3) = 20, 𝑇4(2,−2√3):  𝑓(2, −2√3) = 20 

⇒ max
𝑥,𝑦∈𝐷

𝑓 = 20 pri  𝑇3(2,2√3) in  𝑇4(2,−2√3) 

 

  



 

 



 

 

  



 

 

  



 

 



 

 

  



 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
− 1 

𝑉 = 2𝑥 ∙ 2𝑦 ∙ 2𝑧 = 8𝑥𝑦𝑧 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 8𝑥𝑦𝑧 − 𝜆 (
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
− 1) 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 8𝑦𝑧 −

2𝜆𝑥

𝑎2
⇒ 𝜆 =

4𝑦𝑧𝑎2

𝑥
 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 8𝑥𝑧 −

2𝜆𝑦

𝑏2
⇒ 𝜆 =

4𝑥𝑧𝑏2

𝑦
 

𝜕𝐿

𝜕𝑧
= 8𝑥𝑦 −

2𝜆𝑧

𝑐2
⇒ 𝜆 =

4𝑥𝑦𝑐2

𝑧
 

4𝑦𝑧𝑎2

𝑥
=

4𝑥𝑧𝑏2

𝑦

4𝑥𝑧𝑏2

𝑦
=

4𝑥𝑦𝑐2

𝑧

⇒ (krajšamo, ker nas situaciji kjer je z=0 ali x=0 ne zanimata) ⇒
𝑦2𝑎2 = 𝑥2𝑏2

𝑧2𝑏2 = 𝑦2𝑐2
⇒
𝑥2 =

𝑦2𝑎2

𝑏2

𝑧2 =
𝑦2𝑐2

𝑏2

 

vstavimo v  
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1 :   

𝑦2

𝑏2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑦2

𝑏2
= 3

𝑦2

𝑏2
= 1 ⇒ 𝑦2 =

𝑏2

3
⇒ (ker je (x,y,z) v prvem kvadrantu) ⇒

𝑦 =
𝑏

√3
⇒ 𝑥 =

𝑎

√3
, 𝑧 =

𝑐

√3
 

𝑉 =
8𝑎𝑏𝑐

(√3)
3 

  



 

  



 

  



 

  



 

 

 

  



 

 

  



 

 

  



 

 



 

 



KKT 
minimiziramo 𝑓(𝑥1, . . , 𝑥𝑑) pri pogojih: ℎ𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑑) = 0 za 𝑖 = 1…𝑚 in 𝑔𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑑) ≤ 0 za 𝑗 = 1,… ,𝑚 

𝐿(𝑥1, … , 𝑥𝑑 , 𝜇1, … , 𝜇𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚) = 𝑓 − ∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1 ℎ𝑖 − ∑ 𝜆𝑗𝑔𝑗

𝑚
𝑗=1   

KKT: 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0,   𝑖 = 1,… , 𝑑 

ℎ𝑖 = 0 

𝑔𝑖 ≤ 0 

𝝀𝒋 ≤ 𝟎,   𝑗 = 1,… ,𝑚 

𝝀𝒋𝒈𝒋(𝒙𝟏, … , 𝒙𝒅) = 𝟎,    𝑗 = 1,… ,𝑚 

za vsako neenačbo ločiš 2 primera: 

1. 𝜆𝑗 = 0:   v notranjosti območja 𝑔𝑗 ≤ 0 je minimum 

2. 𝑔𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑑) = 0:   minimum je na robu območja 𝑔𝑗 ≤ 0 

  



 

ponovno rešimo to nalogo, tokrat z uporabo KKT: 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶   4(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 16}    
(𝑥−1)2

22
+
𝑦2

4
≤ 1 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 2𝑥2 + 𝑦2 − 𝜆(4(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 − 16) 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 8𝜆(𝑥 − 1) = 0  

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 2𝜆𝑦 = 0 ⇒ 𝑦(1 − 𝜆) = 0   

1. 𝜆 = 0: 

4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑦(1 − 0) = 0 ⇒ 𝑦 = 0 

✔ izpolnjeni so vsi KKT pogoji ⇒ 𝑇(0,0) je minimum 

2. 𝜆 ≠ 0: 

4(𝑥 − 1)2 = 16 

𝑦(1 − 𝜆) = 0 

2.1.  1 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 1 

❌ ni izpolnjen KKT pogoj 𝜆𝑗 ≤ 0 ⇒ ni minimum 

2.2.  𝑦 = 0: 

4(𝑥 − 1)2 + 02 = 16 ⇒ 𝑥1 = 3, 𝑥2 = −1 

𝑥1:  4 ∙ 3 − 8𝜆(3 − 1) = 0 ⇒ 𝜆 =
3

4
   ❌ ni izpolnjen KKT pogoj 𝜆𝑗 ≤ 0 ⇒ ni minimum  

𝑥2 : ∶   4 ∙ (−1) − 8𝜆(−1 − 1) = 0 ⇒ 𝜆 =
1

4
   ❌ ni izpolnjen KKT pogoj 𝜆𝑗 ≤ 0 ⇒ ni minimum  

iskanje maksimuma: 

ena možnost: iščemo minimum −𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

  



naloga: iščemo minimum 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥 pri pogojih 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2 in 𝑦 ≥ 𝑥2 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆1, 𝜆2) = 𝑦 − 𝑥 − 𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 2) − 𝜆2(𝑥

2 − 𝑦) 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= −1 − 2𝜆1𝑥 − 2𝜆2𝑥 = 0   ∗ 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 1 − 2𝜆1𝑦 + 𝜆2 = 0    ∗ 

𝜆1, 𝜆2 ≤ 0 

𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 2) = 0  in 𝜆2(𝑥

2 − 𝑦) = 0 

imamo 4 možnosti: 

1.  𝜆1 = 0,    𝜆2 = 0   (iščemo globalni ekstrem) 

𝜆1, 𝜆2 vstavimo v enačbi ∗ 

 −1− 2 ∙ 0 ∙ 𝑥 − 2 ∙ 0 ∙ 𝑥 = 0 ⇒ −1 = 0 →← 

1 − 2 ∙ 0 ∙ 𝑦 + 0 = 0 ⇒ 1 = 0  →← 

2.  𝜆1 = 0,    𝜆2 ≠ 0 

(𝑥2 − 𝑦) = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥2  (iščemo min nad parabolo) 

𝜆1 vstavimo v enačbi ∗ 

−1 − 2𝜆2𝑥 = 0         ⇒ 𝑥 =
1

2
 

1 + 𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆2 = −1 

𝑦 = 𝑥2 =
1

4
 

𝑇1 (
1

2
,
1

4
)  ✔izpolnjuje vse KKT pogoje 

3.  𝜆1 ≠ 0, 𝜆2 = 0   (iščemo min nad krožnico) 

(𝑥2 + 𝑦2 − 2) = 0 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 2 

𝜆2 vstavimo v enačbi ∗ 

−1 − 2𝜆1𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −
1

2𝜆1
  

1 − 2𝜆1𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 =
1

2𝜆1
  

𝑥2 + 𝑦2 = 2 ⇒
1

4𝜆1
2 +

1

4𝜆1
2 = 2 ⇒

1

𝜆1
2 = 4 ⇒ 𝜆11 = −

1

2
, 𝜆12 =

1

2
     ❌ 𝜆12 ne izpolnjuje pogoja 𝜆1 ≤ 0 

𝜆11 = −
1

2
 :   𝑥 = 1, 𝑦 = −1 

𝑇2(1,−1)  ❌ ne izpolnjuje pogoja 𝑦 ≥ 𝑥2 

4.  𝜆1 ≠ 0, 𝜆2 ≠ 0  (iščemo min na obeh robovih (oz. na presečišču)) 

𝑥2 + 𝑦2 = 2,    𝑦 = 𝑥2    ⇒    𝑇3(−1,1),   𝑇4(1,1) 

𝑇3(−1,1) :  

 −1+ 2𝜆1 + 2𝜆2 = 0 

1 − 2𝜆1 + 𝜆2 = 0         ⇒ 𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆1 =
1

2
   ❌ne izpolnjuje pogoja 𝜆1 ≤ 0 

𝑇4(1,1) : 

−1 − 2𝜆1 + 2𝜆2 = 0 

1 − 2𝜆1 + 𝜆2 = 0         ⇒ 2+ 3𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆2 = −
2

3
⇒ 𝜆1 =

1

6
   ❌ne izpolnjuje pogoja 𝜆1 ≤ 0 

edina točka, ki izpolnjuje pogoje je 𝑇1 (
1

2
,
1

4
) :   (𝑥, 𝑦, 𝜆1, 𝜆2) = (

1

2
,
1

4
, 0, −1) 

ker je to edina rešitev in ker je to potreben pogoj, lahko sklepamo da je ta točka minimum 

iskanje maksimuma: lahko obrnemo predznak funkcije 𝑓(𝑥, 𝑦), 

lahko pa vzamemo isto funkcijo, in za lambde prilagodimo pogoj, da so pozitivne:  𝜆1, 𝜆2 ≥ 0 

  



 



 



 



 



  



VEKTORSKO ODVAJANJE 

𝑥⃗ = [

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
]  

𝜕𝑥

𝜕𝑥
= 𝐼  

𝜕(𝐴𝑥)

𝜕𝑥
= 𝐴 

𝜕(𝑥⊤𝐴𝑥)

𝜕𝑥
= 𝑥⃗⊤(𝐴⊤ + 𝐴) 

𝜕(𝑦⃗⃗⊤𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑧⊤

𝜕𝑦⃗⃗

𝜕𝑥
+ 𝑦⃗⊤

𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

∂2𝑓

∂𝑥⃗2
=
∂

∂𝑥⃗
(
∂𝑓

∂𝑥⃗
)
⊤

 

primer 1: 𝑓(𝑥⃗) = ‖𝑥⃗ − 𝑎⃗‖2 + 𝑏⃗⃗⊤𝑥⃗ 

𝑓(𝑥⃗) = (𝑥⃗ − 𝑎⃗)⊤(𝑥⃗ − 𝑎⃗) + 𝑏⃗⃗⊤𝑥⃗  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= (𝑥⃗ − 𝑎⃗)⊤ ∙ 𝐼 + (𝑥⃗ − 𝑎⃗)⊤ ∙ 𝐼 + 𝑏⃗⃗⊤ = 0 ⇒ 2(𝑥⃗ − 𝑎⃗)⊤ + 𝑏⃗⃗⊤ = 0 

2𝑥⃗ − 2𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑥⃗ =
1

2
(2𝑎⃗ − 𝑏⃗⃗) = 𝑎⃗ −

𝑏⃗⃗

2
  

(
∂𝑓

∂𝑥
)
⊤
= 2(𝑥⃗ − 𝑎⃗) + 𝑏⃗⃗   

∂2𝑓

∂𝑥2
= 2𝐼   vse lastne vrednosti so 2 ≥ 0  ⇒ lokalni minimum 

 

primer 2:  min𝑓(𝑥⃗) = ‖𝑥⃗‖2 , 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛  pri pogoju  𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗⃗  (𝑚 enačb) 

za dane  𝑏 ∈ ℝ𝑛  in  𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 , 𝑚 < 𝑛, 𝐴 polnega ranga 

𝐿(𝑥⃗, 𝜆1, … , 𝜆𝑚) = 𝐿(𝑥⃗, 𝜆) = ‖𝑥⃗‖
2 − 𝜆⊤(𝐴𝑥⃗ − 𝑏⃗⃗) 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 2𝑥⃗⊤ − 𝜆⊤𝐴 = 0 ⇒ 2𝑥⃗ = 𝐴⊤𝜆 ⇒ 𝑥⃗ =

1

2
𝐴⊤𝜆  

iz pogoja 𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗⃗  ⇒   
1

2
𝐴𝐴⊤𝜆 = 𝑏⃗⃗    rezultat 𝐴𝐴⊤ je 𝑚 ×𝑚 matrika, ki je polnega ranga ⇒ je obrnljiva 

zato lahko izrazimo 𝜆:    𝜆 = 2(𝐴𝐴⊤)−1𝑏⃗⃗    in vstavimo v  𝑥⃗ =
1

2
𝐴⊤𝜆 = 𝑨⊤(𝑨𝑨⊤)−𝟏𝒃⃗⃗⃗ 

 

primer 3: min𝑓(𝑥⃗) = ‖𝑥⃗‖2 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛  pri pogoju  ‖𝑥⃗ − 𝑝‖2 ≤ 𝑑2 

uporabimo KKT pogoje: 

𝐿(𝑥⃗, 𝜆) = ‖𝑥⃗‖2 − 𝜆(‖𝑥⃗ − 𝑝‖2 − 𝑑2) 
𝜕𝐿

𝜕𝑥⃗
= 2𝑥⃗⊤ − 2𝜆(𝑥⃗ − 𝑝)⊤ = 0 ⇒ 𝑥⃗ = 𝜆(𝑥⃗ − 𝑝) 

1.  𝜆 = 0:    𝑥⃗ = 0    to je rešitev v primeru ‖𝑝‖2 ≤ 𝑑2 

2.  𝜆 ≠ 0:    to je rešitev v primeru ‖𝑥⃗ − 𝑝‖2 = 𝑑2 

𝑥⃗ = 𝜆(𝑥⃗ − 𝑝) ⇒ 𝑥⃗ = 𝜆𝑥⃗ − 𝜆𝑝 ⇒ 𝑥⃗(1 − 𝜆) = 𝜆𝑝 ⇒ 𝑥⃗ =
𝜆𝑝

𝜆 − 1
 

𝑥⃗ − 𝑝 =
𝜆𝑝

𝜆 − 1
−
(𝜆 − 1)𝑝

𝜆 − 1
=

𝑝

𝜆 − 1
 

‖𝑥⃗ − 𝑝‖ =
‖𝑝‖

|𝜆 − 1|
= 𝑑 ⇒ |𝝀 − 𝟏| =

‖𝒑⃗⃗⃗‖

𝒅
 

2.1.  𝜆 − 1 ≥ 0 ⇒ 𝜆 ≥ 1  ❌ne izpolnjuje pogoja 𝜆 ≤ 0 

2.2.  𝜆 − 1 < 0 ⇒ 𝜆 < 1 ⇒ −𝜆 + 1 =
‖𝑝⃗‖

𝑑
⇒ 𝜆 = 1 −

‖𝑝⃗‖

𝑑
 

𝑥⃗ =
𝜆𝑝⃗

𝜆−1
=

(1−
‖𝑝⃗⃗⃗‖

𝑑
)𝑝⃗

−
‖𝑝⃗⃗⃗‖

𝑑

=
(‖𝑝⃗‖−𝑑)𝑝⃗

‖𝑝⃗‖
              če pogledamo geometrijsko, pride enako: 

𝑝⃗

‖𝑝⃗‖
∙ (‖𝑝‖ − 𝑑)  

𝜆 < 0 ⇒ 1 −
‖𝑝⃗‖

𝑑
< 0 ⇒ ‖𝑝‖ > 𝑑 

  

0 
𝑝 

𝑑 

0 
𝑝 

𝑑 

𝑥⃗ 
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