Matematika 1 BM, vaje, 2. teden 1

1. Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

0 2 2
A=13 1 -3}
-1-1 3

A € C je lastna vrednost A € R™™ z lastnim vektorjem ¥ # 0, &e velja AD = AD.
AV — A =0
(A—ADP =0 //dodamo I (identi¢no matriko), ker smo izpostavili skalar in matriko pred vektorjem
ker % # 0, velja det(A — AI) = 0, torej ko matrika A — Al ni obrnljiva
det(A — AI) = A4(A) // karakteristi¢ni polinom, njegove nicle so lastne vrednosti
0—-1 2 2
3 1-14 =3
-1 -1 3-21

lazje izracunali determinanto — te transformacije so Gaussova eliminacija nad vrsticami IN STOLPCI - ko
ra¢unamo determinante, lahko izvajamo operacije tudi nad stolpci, saj je det(4) = det(4”)

det(A — Al = // s transformacijami poskusimo priti do ni¢el v matriki, da bomo

-2 2 2 —-1-2 2 2 [-A—2 2 2
3 1-24 =3|=|2+4 1-12 =3 |= | 0 3—1 —1| = //dobilismo blo¢no
-1 -1 3-2 0 -1 3-1 0 -1 3-A

zgornjetrikotno matriko

determinanta take matrike je determinanta posameznih blokov:
=1-2P 7 =0+ G- - D =-a+DE-1-DE -2+ 1D
=—(1+2)2-1)D@-1)=0

dobili smo nicle karakteristicnega polinoma: 4, = =2, 1, = 2, 43 =4 to so lastne vrednosti matrike A

poiscimo Se pripadajoce lastne vektorje:
najprej vstavimo lastne vrednosti v ena¢bo (A — A1)V = 0 (re$imo homogeni sistem)
z drugimi besedami: is¢emo nicelni prostor matrike (A — AI) // ta matrika ni nikoli polnega ranga

A4 = —2: is¢emo nicelni prostor: N(A — A,1) = N(A + 2I)

2 2 2 1 1 1 1 1 0
A+2I=1]3 3 —-3/-(0 0 —-6|—-1|0 0 1| //reducirana stopnicasta oblika
0 0 6

-1 -1 5 0 0 O
//ker je A; = —2 lastna vrednost, moramo na koncu dobiti vsaj eno vrstico nicel (kar tudi smo)
X y z
1 1 010 x+y=0 -y -1
0 0 1]0 z=0 Uy = [ y ] =y| 1| //poiskali smo splosni lastni vek. ki pripada A; vsi
0 0 o0lo 0=0 0 0

veckratniki vektorja [—1,1,0]7 so lastni vektorji in razpenjajo pripadajoci lastni podprostor



-1
Vzamemo ¥; = [ 1 ]

0
-2 2 2 1 -1 -1 [1
Aa=2: A-M1=A-2I=3 -1 =3[-]0 2 o]|-]0
-1 -1 1 0 -2 0 0
10 -1 x-2z=0 z 1
01 0 y=0 ﬁzz[o]zzo
00 0 z 1
—4 2 2 1

1 11 [1
Ad3=4: A-Ml=A—-4l=|3 -3 =3|~|1 -1 —1|~]0

-1 -1 -1 -2 1 1 0
0
x1=0 e
xZ+X3:0 3 1

1
-2
2

1
-2
2
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1 11
01 1
0 0O
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1. Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

0 2 2
3 1 -3].
-1-13

A /é lesho 1ot AE F" s lshua W[ﬂé7€’k4 V* 5)/ ?
UC€/>I 14—;:/\':

43030 [(-AD)7 =T det(A-aD)-0

A=

A, )
A 22 -2 2 2 A2]2 2
At (A-ND) = [ 2 4-h -3 DAk 4N -3 | =] 0 BN A]l=
SR TN 0 -1 >A 0 r1 2-A
= (A2 >] 3)\ “- (w2) (3 - 1) -
- (3+2) (3-A-4) (3 +4) =~ (3x2) 29 (4-8)<0
To So ﬂaaxme \N'Cfl.uo)h — )\ =“2— >\z_=2—, X.b"[f
Tt e Miodinee b vl
0\ 8Cwo € N s e
) ‘m\% * \}2{1212 1. 1 1
eh=20 A-AT = A2T - |2 3 5] 0 0-6|—
<y -1-4 5] Lo o 6
1 xxy =0 . -y -
—>l0 0 1 Jo " ﬁ;{\/JwH
000 0 =0 0 0
\]%av«&ao '\?,\-‘ ﬁ;:}.\&
0

. >\Z=2_ . A—)\ZI = A‘ZI‘




LASTNOSTI SIMETRICNIH MATRIK:

AT =4
AER
pri razliénih lastnih vrednostih so lastni vektorji ortogonalni

algebrai¢na veckratnost lastnih vrednosti (stopnja nicle v karakteristicnem polinomu) se ujema z
geometrijsko veckratnostjo lastnih vrednosti (dimenzija lastnega podprostora)

simetri¢ne matrike lahko diagonaliziramo z ortonormirano bazo (ONB): A = QDQT, kjer je Q ortogonalna
matrika (njeni stolpci so ortonormirana baza — so dolZine 1 in so medseboj pravokotni) in D diagonalna

A4 0 0
matrika, kjer so lastne vrednosti po diagonaliD =0 .. 0 ]
0 0 4,

velja tudi v obratni smeri: matriko, ki jo lahko diagonaliziramo z ortonormirano bazo, je simetri¢na

A=QDQT = AT = (@DQT)T = @DQ" = A



2. Poisci lastne vrednosti in ortogonalne baze pripadajocih lastnih podprostorov sime-
tricne matrike

111 0

100 1

H= 100 -1}

01-11

¢e izra¢unamo karakteristi¢ni polinom, vidimo, da sta 2 dvojni lastni vrednosti
ker je matrika simetri¢na, dobimo dvodimenzionalni nicelni prostor

¢e vstavimo 0,1 in 1,0, vektorja nista ortogonalna, zato rabimo Gram-Schmidtov postopek



3. Dana je n x n matrika

tj. matrike sosednosti zvezde (kot neusmerjnega grafa).

(a) Poisci baziza N(A)in C(A), tj. bazi ni¢elnega in stolpcnega prostora A.

(b) Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.
Namig: Zakaj je N(A) lastni podprostor za A? Zakaj je N(A)+ vsota ostalih lastnih
podprostorov za A?

ker ima matrika samo dva neodvisna stolpca (stolpci od 3. naprej so vsi enaki drugemu) je ranga 2, torej bo
imela nicelni prostor dimenzijen — 2

ni¢elni prostor je lastni podprostor za lastno vrednost 0: Av = 0¥  Av =AU N(A-0I)

a)N(A) ={X eR": AX = 6} Regimo A% = 0 (Gauss)

X1 X2 X3

0 1 1 1 1 0 0 X v =0
[1 0 0 - O] [O 1 1 - 1 X, et =0 1_)_ = (xat N
1 00 - ol-lo o o - ol %= : Xy + X3 Xp = Xy = —(x3 + x4 .. + Xxp)
[1 0 0 - 0J l0 0 0
// x4 in x, sta edini spremenljivki, ki imata pivot, ostale spremenljivke so proste
r 0 7 0 0 0 7 0 7
—Xy4 —x _1 -1 -1
—(x3 + x4 + -t xn) 0 x n 1 0 0
X = X3 g |+ = as| x| 1 [+t x| 0
0 0 .
: 0 : : 0 :
Xn : i 3 : 0
L0 - 0 0 L0 L1

to so lastni vektorji za lastne vrednostiA; _, =0

dobimo linearno kombinacijo linearno neodvisnih vektorjev, torej je baza za nicelni prostor matrike A:

0 0 0 0 0
-1 [-1 -1 -1] (-1 -
1 0 0 . 1 0
BN(A) = 0 ) 1 ) e ’ dlmN(A) =n—2 N(A) :L 0 ’ 1 [
: : 0 \ : :
0 0 1 0 0

//dimenzija nicelnega prostora je st. vektorjev v bazi=n — 2

X1

> - - x2 — — — xZ — — —

CA) ={Ax:x eR"}..Ax =A| | =[aj, a3, ...,a,]| | = xqa7 + xya; + -+ x,a,
xTL

// to so linearne kombinacije stolpcev matrike
// vidimo, da so vsi stolpci od drugega naprej enaki, tj. lin. odvisni, prva dva pa sta lin. neodvisna, zato je
baza:



0171
161
BC(A) = 11,0 ) dim C(A) =2
11 Lo

// je ok, ker mora veljati: dim N(A) + dim C(4A) = n (st. stolpcev matrike A)
b)AD =A% in A¥=0=0-% tj.vsak% € N(A) je lastni vektor A za lastno vrednost 0.
Torej A ima (n — 2)-kratno lastno vrednost 0, pripadajoci linearno neodvisni lastni vektorji pa so iz By ).

Matrika A € R™ ™ ima najvec n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

Ker je A simetri¢na, ima Se toc¢no 2 linearno neodvisna lastna vektorja.

// simetri¢ne matrike imajo vedno n linearno neodvisni lastnih vektorjev, ¢e so velikostin X n

// lastne vr. simetri¢nih matrik so vedno realne, lastne vek. se da »izbrati« tako, da so med seboj pravokotni

Lastni vektorji za razli¢ne lastne vrednosti simetri¢éne matrike so avtomati¢no pravokotni med sabo.

Lastni vektorji za A # 0 so pravokotni na vse lastne vektorje za 4 = 0, tj. na By(4). To so vektorji iz N(A)*
(ortogonalni komplement nicelnega prostora).

Na splogno velja N(4)* = C(AT), ker pa je A simetri¢na, velja N(4)1 = C(4)
v nasem primeru:

0111 17 0
1 [0] [O 1
NA*r=c)=L||1|fo|]|=U wy=|0] u,=]1
1410 0 1
izracunajmo Au:
0 0 1 1 1710 n—1
1 1 0 0 011 0
Aus =1 |=u, Au, =1 0 0 olff1|=] 0 |=(n—-Duy
1 1 0 0 - o0dl1 0

Aul Auz
mnoZenje A na prostoru U lahko predstavimo z 2 X 2 matriko: B = Uy [0 n— 1]
u 11 0

lastne vrednosti matrik so invariantne glede na bazo vektorskega prostora s katero predstavimo linearne
preslikave (za razlicne baze predstavimo linearne preslikave z razliénimi matrikami, ampak vse te matrike
bodo imele enake lastne vrednosti)

zato lahko dolo¢imo preostali dve lastni vrednosti za matriko A tako, da najdemo lastne vrednosti za
matriko B:

det(B — AI) = |_1’1 ”__/11| =22-(n—-1) A,=4Vn-1

lastni vektorji:
= A B
Ay, =—n—-1... v, = [\/ﬁ]

trik za 2 X 2 matrike:
v, se nahaja v stolpcih matrike [B — A41]



in obratno:
V4 se naha v stolpcih matrike [B — A,1]
ni vazno kateri stolpec, samo da je neniceln

—Vn—1
vlz[_Vri_l]:—\/n—lul—kuZ: 1
1
Vn —1]

UZZ[ nl_ 1]=mu1+u2= 1

1
0 0 r 0
-1 -1 -1
- 1 - 0 > 0
moy - 0 =0, y- 1 =0, .., y- 0 =0
0 0 L1

IS¢emo
Y1

ﬁ:[’ D=y tYe=0, — ¥4y =0, .y —Yp+ Yy =0
Yn

Y3 =Y, Ya =1Y2, v Yn=DY2

V1
Torejy € N(A)* je oblike y = }/z .
V2

// 2. nacin: stolpcni prostor simetricne matrike je ortogonalen na nicelni prostor (nic¢elni prostor je
ortogonalni komplement na matrike A” in ker je A simetri¢na, to pomeni da je ni¢elni prostor ortogonalen
na stolpcnega).

0 1 a V1

- b -
lztegasledi:y = a 1 +b 0 =|.]o0z y= y:Z
1 0 b V2

Poid¢imo $e ostale lastne vektorje in lastne vrednosti direktno iz definicije Ay = Ay:

01 1 « 19 (n—1y, Ay1 (
n—1)y, =y,
1 0 0 - 0|y Y1 Ay, il
Ay=[1 0 o0 oflv2l=] »  |[=29=|1y, 3’1_:’13’2 v (m=1Dy, =22y, ...
1 0 0 - oy Vi Ay Y1 =24y,

w(n—-1)= A% // krajgamo ¥,, ker ne more biti 0: ¢e bi bil 0, bi bil y = 6, to pa ne more biti lastni vektor
/11'2 - i\/m
Upostevamo Se y; = Ay, = +y,vn—1

yovn—1 Vn—1
A1 = Vn — 1 pripada lastni vektor y = y:Z =y, 1

Y2 1



—yn=1] [T
A, = —Vn — 1 pripada lastni vektor y = y:Z =y, 1

V2 1

3. Dana je n x n matrika

01---1

10---0 -
A=, .. .| i °

10---0 ‘

tj. matrike sosednosti zvezde (kot neusmerjnega grafa).

(a) Poisci baziza N(A) in C(A), tj. bazi nicelnega in stolpénega prostora A.
(b) Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

Namig: Zakaj je N(A) lastni podprostor za A? Zakaj je N(A)* vsota ostalih lastnih
podprostorov za A?

<y

_”‘v\ Xg ~— :(,,I.
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4. O simetri¢ni matriki A € R*** vemo naslednje: 3 je 2-kratna lastna vrednost A, vektorja

pa A slika enega v drugega, tj. Avy; = v, in Av, = v;. Pois¢i tako matriko A ali pa
utemelji, zakaj ne obstaja!

Az4 =3
A‘l-;l == 1_7)2} + d Aﬁl +A‘l-7)2 = 1_7)2 +1-7)1 A(ﬁl +1-7)2) = 1-7)1 +1-7)2
AV, =0," — - AV — AV, =7, — Uy .. A(V —7,) = —(V1 — V)
1
Uy + U, je lastni vektor A za lastno vrednost 1 U1+ U, = }
1
-1
U; — U, je lastni vektor A za lastno vrednost —1 ¥, — ¥, = 1
-1
2. nadin:
zapiSemo matriko A va bazi vy, v,
Avy,  Av, 1 1
B=vo0 1 7 = epnr-1=05 4, =11
(&) 1 Ol

lastna vektoja:

[—1
1 1
1’ 1
1 [—1

preverimo, Ce sta vektorja pravokotna (skalarni produkt)
¢e ne bi bila pravokotna, taka matrika ne obstaja (ker simetricne matrike imajo pravokotne lastne vektorje)

pois¢emo 3e lastna vektorja za A3 , = 3 tako, da poiS¢emo ortogonalni komplement vektorjev u, in u,

T
(bazo za N(A — 3I) lahko pois€¢emo kot L(uy,uy)t = C([u; u,)t =N ([Z;D
2

poi
1 1 1 -1 0 0 1 [1 0 0 1] X1 +x,=0
11 1

1
1 01 1 0 x+x=0

MEN

preverimo, da so vsi vektorji ortogonalni, drugace A ne obstaja

jih $e normiramo:

1 0 -1 01 0 -1

11 _10 1= 110 _1f1 0 -1 o
= v 43 = = Q4= = = ==

V2|0 V2|1 NAK V211 0 1 0

1 0 1 01 0 1



-1.0 0 0
0 100 IR
D=19 o 3 of 4A=0D0
0 00 3

&e pa ne bi imeli ortonormirane matrike Q, pa bi mogli izraunati A = PDP™1, kjerje P = [u; u; us U]

4. O simetriéni matriki A € R¥* vemo naslednje: 3 je 2-kratna lastna vrednost A, vektorja

pa A slika enega v drugega, tj. Av, = v, in Av, = v{. Poisdi tako matriko A ali pa
utemelji, zakaj ne obstaja!

A3, =3, & Ry A S A S (AR5 R
Avl = T"\ - i AI}’,\- Aa\z, ﬁ’\.’z,‘?q PN A’ ('\Tr\‘-‘?L =~ -\?,l"az\ .
1
Tmi o by vl A s Lowedest L ﬁ4+ﬁL=H= %,
VoY '«c shi vddor A 2 L wreduost -4 ry
'54"?;1?’ } = il
Las*um uc[AJcov]m [M _)0"0!0\‘\7\ (2_[6,,,\1“4;> L. wd. B ka (\Lcr JL A s:w.)
ponsdieho Lo
E,\'i = O , Pf‘él\nw ™ * Z . J.nlm'ma K*y*é*w =0
KL‘T;—’O W ";(‘ﬂy“'a'*wfo
doe; 2y+22 =0 2-z -_ [o -1
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5. Eksponentna funkcija kvadratne n x n matrike A je (lahko) definirana z

(V Taylorjevo vrsto za e* smo namesto Stevila x vstavili matriko A.) Utemelji, da drzi
naslednje: Ce je A podobna zgornje trikotni matriki, potem velja det(e?) = e(4).



Matematika 1 BM, vaje, 3. teden 1

1. Eksponentna funkcija kvadratne n x n matrike A je (lahko) definirana z

(59
-3
k=0

(V Taylorjevo vrsto za e* smo namesto Stevila x vstavili matriko A.)

| —

k
!A.

=

(a) Utemelji, da velja det(e?) = et™4),

(b) Recimo, da je matrika A antisimetri¢na, tj. AT = —A. DokaZi, da je tedaj matrika

e/ ortogonalna z determinanto 1.

(a) najprej pokazimo identiteto za zgornje trikotne matrike

produkt dveh zgornje trikotnih matrik je zgornje trikotna matrika, na njeni diagonali pa so produkti
diagonalnih elementov:

[al *] [bl *] [albl * ]
0 - a,] [o - b, 0 - aub,
N L

STE 1 af * k=0k!a1 i et *

eT:Z—ZZ— : = *.. : = :

| |
k=0 k:ok' 0 a 0 Z‘” la" 0 efn
k=ok! "

det(eT) = e% - ...- eIn = Ziz18i = gtr(T)

Schurov razcep: vsaka A € R™*" je ortogonalno podobna neki zgornje-trikotni matriki
A = QTQT, kjer je T zgornje-trikotna in Q ortogonalna (Q7Q = QQT =1)

. AK . T TNK foe) Tk T
er= N 2N 8D e orororgr=qrien =T L8

k=0 k! k=0 k! k=0 k!
k

© T
=0 (ZME) Q" = Qe™Q"
det(e?) = det(Qe” QT) =-detf@) det(e”) dett@=%) = det(e”) = "™
tr(4) = tr(QTQ") = tr(T@Q%) = tr(T)

etr(T) — etr(A)




(a) Ma" bo A= Q%QT S lhurou iAo wokile A Teo(q‘J J-L

~

205 () Tgk.@%o) 3 2)d a4
(529)) - (929) (B24f) - (oed)

LL—LM\’D

?ol{la -Lcaat Ma  un Ol-lﬂﬂo\llﬂgll ﬂasflm(_ \J’WAMQ{\ X wortrile A Wy r
\Mf ‘U. 21 %aﬁ‘”\j‘? 'bﬂ\{ "f\m F‘\ IAA Magy & ne ,;anoua(, >\L :

1

Car poens Ak (2 - Aet (82 0) - M(é?qe’")- Mot (e?) =

NN A NN AN, e (A)
= e e/ T B = e =e’ .

(l°> (e’A ’ GA ,]:\ E’AT 6A = e,—"!l A - e,_MA = eo '"I, -wa‘j \.]‘* e,A

(CA>T: 6Ar’ ‘me“_ LB[ Ker —A . A olfﬁoamlm&ml~
homu‘b%‘{;ﬁ\,

det (cA) = cérm)= co =1 &/—\

Lr(h) = 4r(A) < br(CA) =~ e (A) i 228 (A) =0 02 4 (A)-0)
. - A B _ +5 . =~ -
(Bei: U spliven 1wl e'P e uln & AB-BA)

-



2. Poisci Schurova razcepa matrik

6-11 2 -10
A=14 3 1| in B=| 0 1 0

223 V2 V22

iskanje Schurovega razcepa je podobno dokazu da ima vsaka matrika Schurov razcep

2 -1 0

B=| 0 1 0|=0zQ"
—2 2 2

Z=QTBQ

1. korak:

pois¢emo eno izmed lastnih vrednosti in pripadajoci lastni vektor:
2—1 -1 0

0 1-2 0
—V2 2 2-2

determinanta bo ni¢, ¢e bo zadnji stolpec ni¢eln — vidimo eno lastno vrednost A; = 2

=0

0
opazimo, da je zadnji stolpec matrike B dvokratnik enotskega vektorja e; = [0‘
1

0
in je lastni vektror za A; enak [0
1

(Bez = 2e3)

pri B matriki smo prepoznali lastno vrednost 2 in njen lastni vektor, pri A pa je potrebno lastno vrednost
izraCunati

sestavimo ortogonalno matriko:

= [l 2]

pois¢emo ONB za lastni vektor s pomo¢jo enacbe vTx = 0,

1 0
v nadem primeru sta to kar e;, e, ({e;,e,}je ONB za e, vrstni red ni vazen) e; = [0] , €3 = [1]
0 0

0 0 1
Q1=[e3ezel]=[0 1 0]

1 0 0
0 0 1] 2 -1 o010 0o 11 [0 O 1[0 -1 2

Zl=Q1TBQ1=[010”0 1 0”010]=!010”0 1 0]:
1 0 oll—v2 —v/2 2Il1 0 o0 1 0 ollz2 —v2 -2

2 V2 2
E 1 0 // uniéili smo modri stolpec, zdaj pa postopek ponovimo Se za matriko
-1 2
2. korak:

1 0 O
Qz:[g [Qé]]



pri matriki [_11 (2)] vidimo, da ima lastni vrednosti 1 in 2

izberemo 4, = 2 in opazimo da je njen lastni vektor v, = [(1)]

/ ONB 0 1
QZ= U3 I:Zavé-:l = 1 0

1 0 02 —=v2 —=V2][1 0 O 1 0 012 =2 =2
et A U S

0 1 0 0 0 1 0 0 1(])o 0 1
0 1 O0ollgp — 2110 1 O 0 1 ollp 2 —1
2 =2 -2
=[0 2 —1]
0 0 1
Q = 0,0,
Z1 = Q,7Z,0F = B =0,0,7,07 0T = @zQT Z =17, < nadlismo Schurov razcep
"= ofof

Ce bi v 1. koraku izbrali druga¢no ONB, 2. korak ne bi bil potreben:
01 0
tj.cebiQ, = [0 0 1]
1 0 0
zgornje trikotno matriko samo s permutacijo vrstic in stolpcev — torej s permutacijsko matriko Q;

00 112 -1 O1[0 1 0 2 2 -2
Z;=QTBQ, =1 0 o|| O 1 offo 0 1|=-=]0 2 1l=z
0 1 oll—v/2 —v2 2Il1 0 o0 0 0 1

tak Q4 bi lahko razbrali direktno iz matrike B, ker se jo da preoblikovati v
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2. Poisci Schurova razcepa matrik

6-11 2 -10
4 31| inB=| 0 1 0f.
223 V2 22

;_laam 3 %, r‘Po'\',s‘,c\W:' USOC) eno gas&‘n‘a \i\‘tolwws'\\‘ W ?ch"\olﬁ[:]\og
lshi vddor B

A=

( 3 |).—X -t 0 ‘z—). ,“( ) ( XZ.( )
A (B-AL) = [[0 4-A] D |= | @A) = (2-X) (1-A) =0.
TG IZ;A, 0 A-A
NN 2
P'Poiéf\ha !43\'\1\ vidwker \Lu ‘f]ﬂi)qﬁld\ >\1l3 =2 A .
0 -4 0O A0 0 x] o 0
ST
22 0) oo 0 2) L2 A
x=0 ..2
y=0 /7
S dc 26 worwiau
§/b-829'/§ . 2-§BY

wo¥ miVaw
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1‘1"[‘,t "
_\Tﬂ.lol'ﬁu " velToA
ka-?t:e"\v‘ﬁ!‘w Sn\oo K»x JET]
T 5 B,
2'4“9)4%%4_ (i
00112 -4 o7{0 © 1] [ -2 2]{0 o ¢] [2-iz -1z
=lo a2 0o|llo 4 ¢o|lo 4 ol={0o 1 oflo 1 0(=\0[1 7D.
10 0| |h -z 2|11 o o 2 -1 0(|An 00 0 -1 2
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3. Naj bo I identi¢na 2 x 2 matrika. Pois¢i ortonormirano bazo ortogonalnega komple-
menta I, I+ < R¥?, glede na (Frobeniusov) skalarni produkt (A, B)g := tr(ATB).

n

(A,B)F = tT(ATB) = Z aijbij
i,j=1

(A, )r=0
tr(ATD =tr(A") =tr(4) =0

oz.([all a12] 1 0

=a1+a,=0=>a,1 = —a
a1 Ayl lo 1]) 11 T 022 11 22

proste spremenljivke: a5, a4, az;
zapidimo bazo za It: {[_01 (1)][2 8[8 é]}

MERT . . 0y . 2
e zelimo, da je baza ortonormirana, moramo matrike $e normirati: ||A||F =(A,A)p

1 -
ovs ={500 10 ollo ol



4. Naj bo A poljubna matrika, U in V pa taki ortogonalni matriki, da obstaja produkt
UAV. Preveri, da velja naslednje:

(@) lUA|lg = l|Allg,

(b) [[AV |l = l|Allg,

(c) IUAV|[g = |Allp.
(a) lUA|I% = tr((UA)TUA) = tr(ATUEHA) = tr(ATA) = ||Al|%
(b) |AV|IZ = tr((AV)TAV) = tr(VTATAV) = tr (AT AV¥E) = || Al|2
(c) lUAVI[r =) 1AV =) IAllF

Fobevison  wovwn  woble AER ‘
LAN, =[e TATAY = (il b el A”
() Ce 0 U otopul qu, V-1, pho W0AL: IAlL .
(2e wee MU=1-II = e U orxo{ﬁmhn)
JUAL; = 4 (OAY (WA)) ~ b (AT 0T A = 4G AY = AL

) LAV = (AL, = DVTAT ] ~F 1AL = 1Al
AL
O'-L"qﬁ“"l"ln (2)
() (v)

Eolat- \imua-w arelL Ca de A- US\JT WD ke A )
52?“"“-?}' 0,0 orbmond phee 0wl wn L,

LL'\ \1 v Rv']oe\n"w? Voru, M&\ot‘{\a A, ¥AvuO -

-
\ 492‘ T
. UI %, }V LB‘,@@Z;G\};W>
‘o



5. Poisci matrike ranga 1, ki so (v Frobeniusovi normi) najbliZje matrikam:
200 13 20
(a) |0 =3 0|, (b) l3 1]' () [o 2]'
001

Ali so take matrike enoli¢ne?

singularni (SVD) razcep matrike A: A = USV+ =Y, al-ul-viT, U,V sta ortogonalni, S pa je diagonalna
g - 0

matrika [ Do ], kjer so singularne vrednosti nenegativne: ; = 0, ..., g, = 0, matrike [uiviT] pa so
0 - oy,

ranga 1 —singularne matrike

lAllz = lUSVT||z = (kot smo pokazali pri prej$nji nalogi) = ||S||z = ’012 + -+ 02

2 0 0
(@a)A=1]0 -3 0] is¢emo tako matriko M, ki bo ranga 1 in bo ||A — M||r minimalna
0O 0 1

Izrek Eckart-Young:
o, 0 07[v]
A =gyp [ug uy us] [0 0, 0] vl = + 0,uy VY + o3uzvl, kjero; = 0, = 03> 0
0 0 oa3l|p]
vzamemo najvecjo singualno vrednost = g, in ustrezen par singularnih vektorjev —u; in v7
(oz. vzamemo ) in dobimo matriko M:
M = oyu vl

0 1 013 0 OJ[0 1 O
A=USVT=[-1 0 0”0 2 0[1 0 0]
o0 o 1llo o 1flo o 1

0 0 0 0

M=01u1v1T=3[—1][0 1 0]=(0 -3 0]
0 0 0 O

I4A=Mllp= [0} +0f =5

(b) B = [; i] = QDQT = USVT, ker je simetri¢na (singualrne vrednosti so lastne vrednosti)

|1;’1 1EA|=(1—,1)2—9=o=>---:>/1=1i3=>/11=—2, Ay=4=o0,
3 3 . . . . 3 I .
A—-N4I = [3 3] < v stolpcih te matrike dobimo lastni vektor za A, 2> v, = [3] (trik pri 2x2 matrikah)

u; = (normiran v,) = %[ﬂ V1= % [ﬂ

M=4upl =2[1 ]

1B —Mllp = /622(= A3)=+V4=2

2 0

@C=1y -

R A R T R
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Matematika 1 BM, vaje, 4. teden

1. Naj bosta A € R"™" ter B € R"™". Utemelji, da za Kroneckerjevo vsoto
A®B:=A®I,+1,®B

velja naslednje: Lastne vrednosti A® B so vse mozne vsote A; + p;, kjer so Ay, ...
lastne vrednosti A, pyy,..., 4, pa lastne vrednosti B.

Z uporabo tega poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A @ B, za
-12] . 10
A_[O 3l in B_[z 2].

Kroneckerjev produkt

ap; B - ay,B A € R™™
AQB = : H B € R¥*!
anlB ces ant A ® B e ]Rnkxml

Kroneckerjeva vsota
je definirana za kvadratni matriki 4, B
ABB=AQI,+I,®B Ae€R™", BeR™™

¢e so 44, ..., A, lastne vrednosti 4 za lastne vektorje uy, ..., U, in

U1, -, Uy lastne vrednosti B za lastne vektorje v4, ..., v,

=2 ujp, i=1..,mj=1.,mso lastne vrednostizaA @ B, u; @ v; pa lastni vektoriji
=1+ Kj pa so lastne vrednosti A @ B, lastni vektorji pa so enaki - u; @ v; dokaz:

ADB)(uRv)=ARI+I®@B)(w;,®v)=ARNDw ®v)+UQ B)(u ®v))

=4 (w ®v) +u(w @ vj) = (i + 1) (w; @ v))

lastne vrednosti A: 1; = —1,43 = 3 // ker gre za zgornje trikotno matriko, sta l.vr. na diagonali
A—-M4I = 8 ﬂ, U, = [i] // za 2x2 matrike lahko preberemo v, iz stolpcev A — 441

_[-1 27. ! .
A— 11 = o 0], U = [0] // enako kot zgoraj

lastne vrednosti B: iy = 1, u, = 2

st~} Yool 5[ =[]

-1 0,-1 1,-2 2 1
3 4,3 56 [1] 2 1
0 0 0

L (O (0]

17 0

[1 2 1

2 2 0

L 4 | L)




1. Let A e R and B € R"". Show that the Kronecker sum
ABB:=A®Il,+1,2B
has the property: Eigenvalues of A@® B are all possible sums of the form A; + y;, where
A, A,, are eigenvalues of A, and yy,..., 1, eigenvalues of B.

Use this to find eigenvalues and eigenvectors of A& B, where
-12 10
A=[03 and B=[22].

Fr gl Ao ofo 2oy )6 2lefi o< [s TJolt 3]

f (vo (a o 1 0 0 0 00 2 0O
"“\o«}'z‘[“] L2200l 2102
_o~[“°] 3.[«0} 0o 20| (004w O

oaf T len 0o 0O 2 2 0p 2 &

Assuwe Kok AER™ BER™ Lt AT-A3 md Raspi

S an el tMJr&"W bpi A
e a
f_a'ﬂ'tshuou a ‘\? eraeuvmlhe >\«

(Aop)Gew)- (AsT, + I,o%) (tou) - (AsL)(res)+ I,oB)(ion)-
- (PILE) (L olt) - 05+ T0l4s)

Wooo® rin

=

- %GO« p Few) -Owep) ew).

mmﬁmes - ABR  awe recisd e cuwe o cumﬂues
gg A aU%] ti'gewcc\cds are corrzr;fouo\lwa Viouecher “DVDA%U\‘S d

A=Ts ;]|>\4=—1 ,,\;5 %—YL Z:' fuﬂtq|fk?-=2"

Al well

Ei%{\wabftﬁs OQQ A@E avt '\'\"‘"’C ore Xr\*)u-\ -0 ' k“* P’L; 4] X?—t}k"‘ i L" xl'* PZES‘

2
]
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Q o~
—t
\*‘Il'
-
L—
=\

1
2 |- 387 Te,  9ed,  ,ed
0 o ", AUy v, 8 Uy VB Uy

0



2. V tej nalogi zelimo zapisati Sylvestrovo matricno enacbo AX + XB = C v ‘obicajni’
obliki (Ax = b) z uporabo operatorja vec in jo nato resiti.

(a) Prepricaj se, da je matricna enacba AX + XB = C z neznano matriko X enakovre-
dna sistemu enacb
(BT ® A)vec(X) = vec(C)

z neznanim stolpcem vec(X).

(b) Najbosta A in B 2x2 matriki kot v prejsnji nalogi. Aliima AX+XB = 0 netrivialno
reSitev?

(c) Pois¢i matriko X, ki resi

=21
AX+XB_l2 5].

a
vec([aq,az, ..., ay)) :[ H ]
an

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)

X11 C11
” X21| _ |€21
) X12 C12
X22 C22
(a)

vec(AX + XB) = vec(C)

vec(AXI) + vec(IXB) = vec(C)

(I ® A)vec(X) + (BT ® Dvec(X) = vec(C)
(BT ®I+1Q A)vec(X) = vec(C)

AX 4+ XB =C & (BT @ A)vec(X) = vec(C)

(b) AX + XB = 0 ima netrivialno resitev & BT @ A ima netrivialen ni¢elni prostor < obstaja v # 0, ki resi
enacbo Mv = Ov & 0 je lastna vrednost za M

lastne vrednosti BT @ A so enake A @ B, v prej$nji nalogi pa smo videlida A @ Bimal =10
(c)

a=[o 3l 5= 3l 1=l 1

0 “lo 2

102 0] [-1 2 0 0 [02 20
. lo 102 o 3 0o of o4 0 2
BE®A=10 0 2 o/lo o -1 2[7|o 0 1 2

o002 lo o o 3 looos

X, Xy X3 Xy

0 2 2 0:=21 [0 1 1 0:i=1] [0 1 0 0} 0 ¢
040 2:2| o 4 0 00| oo 1 0:=1 o it -1
001 2:1| o o1 o=t o 0 0 1:1]| Ve =|_4|tER x‘[o 1]
000 5:5] looo 1:1] looo oo 1



2. The objective of this exercise is to express the Sylvester matrix equation AX + XBE=C
in the ‘usual” form (Ax = b) using the vec operator and then solve this equation.

(a) Confirm that the matrix equation AX + XB=Cin the unknown matrix X is equi-
valent to the linear system

(BT @ A)vec(X) = vec(C) veo r‘\BC/} = (CT@A) vee (B)

in the unknovn column vec(X).

(b) Let A and B be 2= 2 matrices as in the Pl'l.‘\.'il,lu!-i exercise, Does AX+XEBE=10 posses
a nontrivial solution?

{¢) Find a matrix X which solves

; =21
AX+XB= 2 5|

(@) AX = AXL . s (AX) = e (AXT) = (T'® A) e (X)
(T&A) v ()
XB = TXB v 3XB) (B BL)w(X)
hoee  vee (A% XB) = wee (AX) e (XB) = (10A) uee (X) + (Ba T veel¥
= (TeAs BOT) we(X) = (B 0p)u (X)
x:mau7._ (B'o A)we (%) = e (C).
() A wd B oo Mo O genice ) ke
A+ xB =0 prses @
(FoA)ulx) = D )
b dpeds o e A(BOA) B (Boh)-2<4

-HA"S bos &'Q]WMIM'CS ol ! 1(‘15 (&W'n TXEVCISL '0

Weuce (%T@Av> Vcabg ~ D bos & wowzero  seludion | fe.
ANt XB=0 "Ws o wonezeo  cdibiou.

(o) A{'g ;j\g{;;] - Axexnel, gl

n

won - 2ero SJM-L'QM Z

1D 2 ® -4 2 0 O o2 20 2
T 01 02 062 00| _|ou o2 21 z
%®A= 0O 0 20 o 0 -1 2 _@O 12 j'\\l‘e \l{c(&»z 5]>_g
60 o2 o 0 o 3> 0 oo06g A7
- _ X, %y Fy Ko
© 2 2 0l 0 4 a4 ol D 4 4 o |- o100 |0
we (Y=o a oz] 2] Joo-aale| Joo 4 2)4| loox o
© o A42]|9 00 a4 2|1 o o 04 |4 0o 04 |1
0o oG5 D 0 0 4 0o oolo 00 00|0

S "“’L;‘L"”‘] T "ayq\ ’(H=4J “‘;b{) :{jﬂj X;i;“ -:}



3. Utemelji naslednjo lastnost Frobeniusove norme Kroneckerjevega produkta:

lA® B[ = [|AlllIBllg-
lAllz = tr(AT4)

14 ®BIF = tr((4® B)' (4 ® B)) = tr((4" ® B)(A ® B)) = tr((474) ® (B7B))
= tr(ATA)er(B"B) = IlAllZ - IBIE

lA® Bllg = [|Alll|Bllg- llAl\; = 4y (_AT AB
|AeB - tr (@T (Ae®)) = e ((Ko®) (Ao D)) -
A-‘@B.(
~be (Yo (BB) - £ (AT 1) 4 (B'%) - MGl
\"rt\u_e: “A@%“F = “ A‘”F“BIIF .



4. naloga

IAB||r < lAllFIIBIlF
1ABI1Z < llAlIZ1IBIIZ
IAB||% = tr((AB)T(AB)) = tr(BTATAB) = tr(ATABBT) = (ATA,BB");

Cauchy-Schwarz

KA, B) < lIAIIIIBIL  NlAllI*> = (A, A)

(velja na splosno za norme in skalarne produkte)
(mogoce dokazemo kasneje)

(ATA,BBT)r < ||ATAll¢|IBBT ||
dovolj je videti da velja ||ATA|| < ||A|l2

AT A je simetri¢na pozitivno definitna matrika & 4; > 0 za vse lastne vrednosti 4;
AT A ima samo nenegativne lastne vrednosti

recimo da je A lastna vrednost za AT A in v lastni vektor:

vTATAv = (Av)TAv = (Av, Av) > 0

po drugi strani, ¢e ATAv = Av, imamo

vTATAv = vT v = WwTv = v, v)

Avl? = lAv[> 20 120

4 AllE = (AT AYATA)) = er((aTA)) = Y A2
i=1

¢e so 1 > 0 lastne vrednosti AT = A? so lastne vrednosti (AT 4)?

n
lAlE = eraTa) = 2 /2
i=1

2
Al = (2 Al) =D A M2z ) A= ATAl
i=1 i=1

i=1 i#j



Matematika 1 BM, vaje, 5. teden 1

1. Utemelji, da je Frobeniusova norma submultiplikativna, tj. za A, B € R™" velja
IAB][p < [|Allgl|Bl|g-

Namig: Uporabi Cauchy-Schwarzovo neenakost za Frobeniusov skalarni produkt in
dejstvo, da sta matriki ATA ter B'B pozitivno semidefinitni.

XxX€ER: (xA+B,xA+B)y >0
x%(A,A) + x(A,B) + x(B,A) + (B,B) = 0
(A, A)x? + 2(A,B)x + (B,B) = 0

imamo neenacbo oblike ax? + bx +c >0 & D = 4b?> —4ac <0
b? < ac

(A, B)? < (A, A)B, B)

(A,B)* < |lAlI*|IBII?



1. Show that the Frobenius norm is submultiplicative, ie.

e 4B <IATIEIBI

Aer™", BER™
holds for all A-B—=IR"™*", Hint: Use the Cauchy-Schwarz inequality for Frobenius
inner product and the fact that matrices ATA and BB are positive semidefinite.

LABY = (ATRY LAl - <A A,
I<A' g>FJ £ nA”‘: }]B”F = Cauc\A7 - Sc,\nwar% ]hfzmu,l-LY L(er Rv‘afw‘us

anev Ywdwc,“r VOV

A spic i AeR™ o probiie swideliide f 2"Az 20
Pe(‘ nU —;c—.l?."‘ ]w\l\lc\/l [ EZMND'(ZM{'/ 'l'ﬂ aw Efaeuva e ﬁ.(L A are 30,
JARI, - <AB, ABD: = o ((B)' AB)= 4 (£ AAR) -

- b (BB ATA) - ke (BB) NA) =<8 Ny, <

Caq 417 - S bwarz }Vc’zmahéf

< 1B XA
‘U@w Aﬂ’es l[ }CTA'”F cawraawc 'lco nAnF Z

i}e«oLz L.ar 5\4,>\L,_.)>\h e e"ae\wﬁua D'VQ ATA Suee. ATA- i
‘)»s?b‘ue wio{cpévﬁ%e,} NN, A 200

JATAL, = CAA RAY, = be (KA ATA) = ey,

(RA)l //\

“A“: -—GU (ATA»Q; (qu >\2-\- A )\Dln )\i‘ -\—)\?;:« Lk k?: ftz#. >\1 )\;1
=)
(x+)

W/
0

AP, S S, Y !
Mewe WAL < UAle o IBR'LC < 1B - Bl
Theelore: DI < 1AL 1Bl < AL 1Bl

by e ¥
b e dod 17 oy (59



2. Poid¢i razcep Cholesky-ega (A = LLT, kjer je L spodnje trikotna matrika) matrike

1 2-1
A=(2 8 2
2 6

;_\

z uporabo spodnjega (rekurzivnega) algoritma:
Simetri¢no matriko A € R"*" zapisemo v blo¢ni obliki

4 _lan b7
wercf ]

in definiramo

Vai OT
Liz=| 1 p7
m n-1
Tedaj je
_fan®™]_, 10 T
Al‘[b B]‘Lllma LppT "

Ponovimo na simetri¢ni matriki A, := B— aLbbT e RU=1x(n=1),
Naj bodo L;,Ls,...,L, matrike, ki jih dobimo v ponovljenih korakih. Matrika L je po-

tem .
B 10 I,., 0
L=1 [0 Lzl [oT Lnl'

A=AT  Aje pozitivno semidevinitna, ¢e za vse x € R" velja (x,Ax) > 0 oz. xTAx >0
& A > 0 za vse lastne vrednosti A
za p.s.d. matrike obstaja razcep Choleskyega A = LLT, kjer je L spodnje trikotna matrika

1 2 -1 b7
podanaje p.s.d. matrikaA=[2 8 2 =[a11 ]

12 &6 b B
a;; O 1 0 0 1 0
Ly=| b ; =[2 1 o] = A=L1[0 B_ibbT]L’{
Nem -1 0 1 aq
1 8 2 4 =2 4
——hpT| = — =
1 00
g:% (1)]:>L2=[0 2 0]
0 2 1
B——bbT] [5—— 4-4]=1=a
aiq

1 0 O
// ¢e a # 0, potem izracunamo $e matriko Ls: [0 1 0‘ =I5 LT [

1 0 0

A=1LL, [o 1 o] oL = LiL, 1151 =L LT (L =L,L,=[L} 13 13]= [ 2

0 0 1

0 0 a

1 0 0731 O
010”01

0 0 vVa



2. Find the Cholesky decomposition (A = LLT, where L is lower triangular) of the matrix

1
A=) 2

R A LR I EE A {ER B
- [3 z]—[“ "2}[“ L’]. (ag=k, £=4  B-5)

z 6 21 4| S



3. Dana je matrika
231
A=1363|.
132
(a) Preveri, da je A pozitivno semidefinitna.
(b) Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

(c) Pois¢i VA — pozitivno semidefinitno matriko S, za katero velja S2 = A.

(a) lahko izracunamo vse lastne vrednosti, ali pa:
Ajepsd & vse glavne poddeterminante > 0

2] =0 ¢/

|§ 2|=12—920~/

2 3 1 13 2 1 3 2 13 2 13 2

3 6 3/=—13 6 3/==l0 =3 —3|==(=3)=3)o 1 1]=-9]0 1 1|=00 v
1 3 2 2 3 1 0 -3 -3 01 1 0 0 0

(b) diagonaliziramo A: ker je A simetri¢na: A = QDQT
tr(A) =2A4; = 2+6+2 =21+ A, + A3 inkervidimo da je A; = 0 (ker je determinanta 0), potem je
/12 + 13 = 10

2—-21 3 1 2—-21 3 1 3—-1 3 1

3 6-14 3 |=| 3 6-2 3 |=|6 6-1 3 =(1—/1)|3g’1 63/1
1 3 2-a =142 0 1-2 0 0 1-2
ﬁlzzl = 1+A3=10$A3=9 alipa:
3-1 3 |_ 3 ) 3
. 6_/1|_(3—/1)(6—/1)—18_18—3,1—6,1+,1—18_,1(,1—9)
0 0 0
/11:0 12:1 A3:9 = D = 0 1 O
0 0 9
lastni vektoriji:
2 3 11 [1 3 21 [1 0 -1 70 1 1
=0 A—4—-1=|3 6 3]~[o 1 1]~[0 1 1]: — =>z!—1]=> v1=[—1]
y+z=0
1 3 2/ lo ool lo o o 1 1
5 3 11 [1 3 11 [1 0 1 -1
=1 A—1,—-1=|3 5 3]~[0 —4 0]~[0 1 0]=>v2=[0]
1 3 1) lo o ol lo 0 o0 1
-7 3 11 [ -1 11 [ -1 11 [ 0 -1 1
A3=9 A—A;—1=|3 =3 3]~[0 —4 8]~[0 1 —2]~[0 1 —2]=>U3[2]
1 3 -7l lo 4 -8l lo o ol lo o o 1
moramo Se normirati vektorje:
_v1_111 _v2_1—01 _v3_1;
OV IRV 2wl T V2 4 T ol Ve S
1[v2 31
A=QDQ" Q=[x ¢s]=—=|-2 0 2|, Q@ '=Q"

\/g\/fx/gl



((VA)'=4 VA=S=QVDQ" (52=QVD@EeVD Q' =QDQ" =4

vsplosnem: f(x) = Z;_, a,x™ (Taylorjevavrsta)  f(A) = Z,_, a,A"

f() - 0
te A=PDP™'= f(A) =% a,PD"P =P| ¢ -~ i |P7!
0 = f(4n)
1[v2 =3 10 0 09[v2 —v2 v2| {[V¥2 V3 1|0 0 o0
S=2-V2 o0 Z[Oﬁol—ﬁ 0 \/§=g—\/§02[—‘/§0\/§]
V2 v3 1llo o Vel| 1 2 1 v2 V3 1ft3 6 3

16 6 0] [1 1 0
=26 12 6[=|1 2 1
0 6 6

01 1



3. You are given the matrix T~2 .__7;]

2131 B=\-3 -
ji‘l- 3 -6

132

A=

(a) Check that A is positive semidefinite. (’“ A e \M@o{‘f‘“ﬁ. Sewn Glt-?-‘h Jé@)
(b) Find all eigenvalues and corresponding eigenvectors of A.

(c) Find VA — the positive semidefinite matrix S, for which 52 = A holds.

The Syﬂuc;\-u cmttrion T a4 eyumetde wakrx AeR™ i Ps;FéaU::
SMFM‘\\.\]JUC & am °PQ ts Q(o\yl‘\\na witof's  owve U\eb\-meﬂorkl\if,.

]
al\Auwﬁo\mlf o% Weose p.taO\t‘v'.ra \oq,oc\is are Z 0,

IE

2 3 2% 2 0 A
£a> 220 ) ‘3 6‘“ 26-53=%3%0 1.:\-(A)= 3 6 3= (30350270
! 13 2 102
B\{ -‘-\'Lr, Sx[!,ws‘.-w cX\"lc/MmI 'AY h ‘).,5:-\:,{\1.: scw'o‘e.%i\qi{g,
2-N 3% 1 -x 3 1 A-A 3
B) A, ()= dd(A-XT) =] > 6N 2 |=| 0 6A > (=[]0 6N 3
L A ) ( ) 1 2 2-N| |MaN B 2N 0 6 3-X

= (-3 ‘ 6? Ej\‘ © () (-0~ 6xex - A8) -

S (=N (N~ ANy = XY (-9 =0 . x,=0, %, 4 N9,
e 0% e
er'ét’uim&ec o—f A .

'an: cr;:?gwf’c:nérs-' _ x ¥ 2
2 3 1 17 3 2 1 O~'|—r ¢ [2 1 2x-2=0
A0 A-0I-[3 63|—=[0-5-35/—|0 11 *‘{Yl*\f}{'i} yae ' 0
72 o oo| oo o "Ll
N 2=

4> 104 (<) 2] [~ crps
A=l A-T-]2 ¢ 3|=|01 0, 3;17}:&@ =\01 5
) 13 1) [00 0 =] by b !
o= 1
33 ,
')\325 A‘ﬂI; 3 .h?) B - er —;:lg,: —61,‘:—"L= Z}
1 -3 1

S A= PP | dhere \IE{
Sartiian

00



4. Dokazi:

(a) Ce sta A in B pozitivno semidefinitni, je tudi A + B pozitivno semidefinitna.

(b) Ce je A pozitivno definitna, potem je tudi A~! pozitivno definitna.

(a) semidefinitnost: x” Ax > 0 zavse x € R"

xTAx >0 xTBx >0
xT(A+B)x>0 xT(A+B)x=xT(Ax+Bx) =xTAx+xTBx >0

(b) xTAx >0zavsex # 0, x € R*

zavse x # O veljaxTAx > 0,
definiramo y = A71x = x = Ay
xTAlx = (Ay)TA 1 (Ay) = yTATA"1Ay = yTAy > 0 (po predpostavki)

2.nacin: Apd © 1> 0,

¢e je A obrnljiva in A lastna vrednost & 171 je lastna vrednost za A~ 1
Av=lv JA7!

v=214"1v

Alv=4"1v

¢e A >0, potemjetudidl™t >0

Ajepd ©1>011>0 A4 jepd

4. Prove:

(a) If A and B are positive semidefinite, then A + B is positive semidefinite.

(b) If A is positive definite, then A~ is positive definite.
("L) ;QTA;>fO quo\ %%;>O Agcﬂ‘ JM ieg o

(AR) 7 = 37 (Az+B3) = £ Az « 3" B3 70 sice A ad B
arc  pesitie  sewdlefhurte.
fewe . AR is e ‘»sija'vc sewidelinite .
) A s etQt\wand Nedpoe, Ny 20
Prgeckes o A" /X”-/A's= No o T AT AL - AT
‘ “ s pestive Mbicke.

q A ) -A
ae XA’M“‘)X>O."‘¢- A

\4



Matematika 1 BM, vaje, 6. teden 1

1. Naj bo F mnozica vseh Fibbonacijevih zaporedij, tj. zaporedij {a,},_o, kjer sta
ao in a, poljubni realni Stevili, za n > 2 pa velja a,, = a,,_1 + a»_». Dokazi, da
je F vektorski prostor za operaciji

{an} + {bn} = {an + by} In c{an} = {xan},

kjer je ¢ € R. PoiSc¢i bazo za F in zapiSi obicajno Fibbonaccijevo zaporedje
(tisto z agp = a1 = 1) v tej bazi.
ResSitev: Preverjanje lastnosti vektorskega prostora je sicer dolgo, vendar rutinsko,
zato ta del izpustimo. Bazo za F tvorita zaporedji {f} in {gn} z zacetnima ¢lenoma
fo=1,f1=0ingo=0,g1 =1, tj.

{fn} =11,0,1,1,2,3,5,...}
in {gn} =1{0,1,1,2,3,5,8,...}.

Fibonaccijevo zaporedje {a,} = {1,1,2,3,5,8,13,...} vtej bazije {an} = {fn} +{gn}-

vekt. prostor V = zaporedja, kjer sta vsota in produkt definirana kot:
{a,} + {b,} ={a,, + b,} //sestevamo po &lenih

af{a,} = {aa,} // mnoZimo vse &lene

neN

podmnoZica vseh zaporedij je mnoZzica fibbonacijevih zaporedij: F S V
ap =ap-1+ap, (n=3)

Zelimo pokazati da je F vektorski podprostorv V

U S V je vektorski podprostor, e velja da je zaprta za sestevanje in mnoZenje s skalarjem:
l.zavseu,v € Uvelau+veu

2.zavseu € Uina € Rveljaau e U

=3

zavseu,veU, a,fFER=>au+fveU

naj bosta zaporedji {a, }, {b,} € F
in {Cn} = {an} + {bn}
a?’l = an_1 + an—z + an + bn = an_l + bn—l + an_z + bn_z

= velja =>1{c} EF
: bp =bp—1 + by J Cp = Cp—1t Cp ten}

a€ER{a}EF=>a,=ay_1+ay_, [ra @ aa, =aa,_41 +aa,_,
{cny=ala}=>cpn=ch1+chn,>{cr} EF

vidimo, da sta sledeci zaporedji baza za F:

f1=1{1011,23,5.38,...}

f>={0,1,1,2,3,58,..}

poljubno zaporedje: {a;, a,, a; + a,, a; + 2a,, ...} = a1 f; + ay fo

vsako fibbonacijevo zaporedje lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo f;, f, = {f1, >} je bazaza F
= dimF = 2



kako preverimo Ce sta vektorja linearno neodvisna:
Cexqvy+x0,=0=> %, =0,x, =0

x1f1 + xzfz = {xl, 0,x1,..} + {O,XZ,Xz, ...} = {xl,xz,xl + X3, ...} = {0,0, ...} = X1 = 0, Xy = 0

1. Naj bo F mnoZica vseh Fibbonacijevih zaporedij, tj. zaporedij {a,},_g, kjer sta
dp in @, poljubni realni Stevili, za n = 2 pa velja a,, = a,-1 + an-». Dokazi, da
je F vektorski prostor za operaciji

{an} + {bn} = {an + bn} in a{an} = {aan}:

kjer je « € R. Pois¢i bazo za F in zapi$i obictajno Fibbonaccijevo zaporedje
(tisto z ag = a; = 1) v tej bazi.

fad = ta o aa o Jgn 22,5, )
byt bou b ]

hods Wb h =y asb aib

wla = boa ma o,

Pevenrs, dn o & due oemc] i v aliow 3. word, \ams\m:
Qm) {a = = haorb bt ad = b tlal  (lomddivierd)
{mm( \om fed) = dadt fhred=das (e =
Lok et s (ad o lud) s hed (asmanbonedd)

(F2) Wh-4000, §€F i wp loJedad - loeai-fad/

Lo “LTF\‘\\'ELQMJ w_‘.t‘raru v F
(UP5> H{‘a""g - {F 0\“] ) %' Ao, " a0y, TRy~ j =F 5 wfh

b3+ 1ad) = Lo - - A0h e g weda e v RV
WPy A daf={tal < {ad V' (wibobost)
WPS) w - (prdad) = w A pa) = Uapad = ey fay
(P6)  (wr®)dad =1 Pa) = Loar pad = {aaJ+ {pa,] -
og-{amj*[‘:"m“\ /

() e (ads Ibd) = Lu Cacr b )3 = foco + b} = s fad v o $LE
L\:‘—\-] 3 ¢ '\raﬂk ree veldends ‘;H,ﬁm\_



% ﬁgéi& /71 o !

/177

ﬁ\ég Maccf/‘dro 370 _(’mm[)wu,a Z’/wg = {4/ / 2 3 5/ (P/

r%m’z’a \J(Kﬂ"ﬂ\f&htam ‘Jmﬂ-am ib “\Aq‘\lﬂaio\ inlfmhab umé\xlimm FGA\MMO%\\ o,
[n3-t04122, ) 4 a0, 0

| I S R

ed-dto 4, 02300 bt b -0

[ O T R A

J_cv‘lj:s_culc”,_- :2) eF G, G G tlig

~_—

€R

<, 1%5 N f‘—,,UﬂuB = {_c,,c\‘ ., oo S = {cuﬁ
TO\{.‘ *aav& ™ Uﬂ\«%\ (iams:‘:i%\mm\) \“%Pm\‘“\" J‘\:I Ver S t\a.

V\€°A\\J{S\40\\ )yvoﬂ\m \oo\a;o 3
B - Ldad ]
S ve t\"?ﬂ“«o V\eocx\li;hlf% x {aus x (‘3 [L\Oua = J\-Oﬁ
i‘bn"\‘*"\{l’\ 3 = {0\0\01"-- S ,‘lJ x=0 (E’D) bmr
‘pow\ewl \rlm . Qau)x | Uﬂh)l cF v bw. V\t‘oAVIS\m.
Ko{-i\w TL b\:w K\:\ z._ r;\\\a1 (\:S =2 .



2. Na odprtem intervalu R* = (0, o) definiramo operacijo x & y := xy, za skalar
o € R pa predpiSemo Se x ® x = x%. Preveri, da je (R*, ®, ®) vektorski prostor
nad R in poiSc¢i njegovo bazo. Katero Stevilo v R* je nicelni vektor v tem pri-
meru?

Resitev: Rutinsko preverjanje lastnosti vektorskega prostora ponovno izpustimo. Ni-
Celni vektor v tem primeru je 1 € R*, baza za (R*, ®,®) pa je (recimo) Br+ = {e}.



3. Katere podmnozice v vektorskem prostoru R™*" - vseh realnih n x n matrik -
so vektorski podprostori? Za tiste, ki so podprostori doloci tudi dimenzijo!
(a) Vse matrike, ki imajo na mestu (2,1) element O.
(b) Vse matrike, ki imajo na izbranem mestu (2,1) element 1.
(c) Vse matrike s celimi elementi, tj. A = [a;;], Kjer so a;; € Z.
(d) Vse zgornje-trikotne matrike.
(e) Vse simetri¢ne matrike; A = AT.
(f) Vse antisimetri¢ne matrike; A = —AT.
(g) Vse obrnljive matrike; podmnozica GL(n, R) € R™",
(h) Vse matrike z determinanto 0, tj. R™" \ GL(n, R).
(i) Vse nilpotentne matrike, tj. matrike N € R™*" z lastnostjo N = 0.

(j) Vse zgornje-trikotne nilpotentne matrike. (Namig: Kaj je na diagonali
zgornje-trikotne nilpotentne matrike?)

(k) Vse matrike s sledjo 0.
Resitev:

(a) Da, dim = n? — 1.

(b) Ne, saj ne vsebuje nicelne matrike.

(c) Ne, saj ni zaprt za mnozenje s skalarjem.
(d) Da, dim = 2L,

(e) Da, dim = %

(f) Da, dim = 221

(g) Ne, saj ne vsebuje nicelne matrike.

(h) Ne, saj ni zaprt za seStevanje.

(i) Ne, matriki E12 in E21 sta nilpotentni, vendar E12> + Ep; ni nilpotentna.

. . _ nmn-1)
(j) Da, dim = - -
(k) Da, dim = n? — 1.

baza prostora R™":

a1 o an 1 eee 0 0 1 . O 0 vee O
: - = aq |+ ap A+ Ann = E11 + E12 + ETlTl
An1 v Apn 0 - 0 0 - - 0 0 - 1
= 2ij=1 @ik
bazaza R™" = {E;;, i,j =1,..,n}
(a) Uy = {4,a,, = 0}
o . . . o . . . o . . . o . . . o . . .
. . . . + . . . . = . . . . V a . . . . = . . . . V

baza: {E;;, i,j=1,...n (21)# (i,))}=dimU; =n*-1



lahko gledamo tudi kot: n? spremenljivk in 1 linearna enatbaa,; =0 = n? — 1 prostih spremenljivk

(k?) U? : {A: az1 .: 1}

1 . 1 . . . 2 . .. 5
1+l . |=1|. . . | ¢€ U= nizaprta za seStevanje
1 . . . a . . . ) .. .
al |=|. . | €Uz = nizaprtaza mnoZenje s skalarjem
tudi 0 € U,

(C) U3 = {A, aij € Z}

ceAde€elUs, BEU;=2A+BeU;

0-A=0€U;

aA & Uz zanpr.a = %\/E m, ... = U3 nivektorski podprostor

(d) U, = {zgornjetrikonte matrike}
mnoZica je zaprta za seStevanje in mnoZenje = je vektorski podprostor

baza: {E;;, i <j}

dim U, = 8t. el nad diagonalo + St. elementov na diagonali = (121) +n= n(n;l)

0oz.1+2+--+n= n(n;l)

. Lo y C . (N
oz. imamo n? spremenljivk in linearne enacbe a;j =0, i >j(tehje (2)) =

n(n-1) _ n(n+1)
2

imamo n? — prostih spremenljvk

(e) Us = {simetri¢ne matrike}

AT=A ABeUs;oAT=A BT =B

> A+B)T"=AT+B"=A+B=>A+B€Us
a €R,A € Us

(aA)T = aAT = aA = ad € Us

. . S v , , . (n
dim Us: imamo n? spremenljivk in linearne enacbe a;j = aj;, L #j(tehje (2)) =

n(n-1) _ n(n+1)

imamo n? — prostih spremenljvk

baza U5Z {Eii' i = 1, ...,n} U {EU + Ejl,l i]}

(f) Ug = {antisimetri¢ne matrike} // take matrike imajo na diagonalah 0
AT =—A, a,BER, ABEU
(aA+ BB)T = aAT = BT = —(aA + B) = aA + BB € Uy = je vektorski podprostor

dim Ug: imamo n? spremenljivk in linearne enacbe a;; = —ajjina; =0=
n(n—-1)

imamon?® —n — (121) prostih spremenljivk = >

baza U6 = {EU - Eji' ] > l}
// lahko tudi najprej najdemo bazo in ker je Ug linearna ogrinjaca baze, je tudi vektorski podprostor

(g) U; = {obrnljive matrike}
protiprimer: A+ (-A) =0, A€ U,, —A€U,, 0¢ U,
oz. ker ne vsebuje nic¢elne matrike



(h) Ug = {neobrnljive matrike}

- re

1o

protiprimer: [0 0] +

(i) Uy = {nilpotentne matrike}

obstajam, daveljaA™ =0

_[0 0
1 ol

N+M= [(1) (1)] jeobrnljiva, (N +M)%? =1 //nilpotentne matrike niso obrnljive

N:[g é] NZ =0 M M? =0

oz. vidimo, da bojo lihe potence N + M enake [(1) (1)], sode pa ]

kako vidimo da nilpotentne matrike niso obrnljive?
recimo, da imamo obrnljivo matriko 4 in velja A™ = 0
mnozimo to enacbozA™™"1: AM A ™1 =4 =0 (protislovje)

(j) Uyo = {zgornjetrikotne nilpotentne matrike}
pri potencah zgornje trikotnih matrik potencirajo diagonalni elementi:

X1 cee x m x{n e *
[0 X [0 x,’{l]

za zgornjetrikotne matrike velja: N je nilpotentna < na diagonali same nicle
// potenca neke zgornjetrikotne matrike bo 0 samo, ¢e bodo diagonalni elementi enaki 0,
velja tudi obratno

baza UlO = {Eij, ] > l}
. n
dim UlO = (2)

(k) Uy1 = {4, tr(A) = 0}
a,BER, ABeU,; tr(A)=tr(B)=0
= tr(aA+pBB) =atr(A)+Btr(B) =0=> aA+ BB € Uy,

dim U,;: imamo n? spremenljivk in linearno enaébo a;; + *** + a,, = 0 = n? — 1 prostih spremenljivk

baza Uyy = {E;j, i # j} U{E; — Ey;, 1> 2}



3. Katere podmnozice v vektorskem prostoru R"*" - vseh realnih n x n matrik -
so vektorski podprostori? Za tiste, ki so podprostori dolo¢i tudi dimenzijo!
(a) Vse matrike, ki imajo na mestu (4,1) element 0. \!»\
(b) Vse matrike, ki imajo na izbranem mestu (4, 1) element 1. Vb
(¢) Vse matrike s celimi elementi, tj. A = [a;;], kjer so a;; € Z.
(d) Vse zgornje-trikotne matrike.
(e) Vse simetri¢ne matrike; A = AT.
(f) Vse antisimetri¢ne matrike; A = —AT.
(g) Vse obrnljive matrike; podmnozica GL(n,R) < R™*".
(h) Vse matrike z determinanto 0, tj. R"*" \ GL(n, R).
(i) Vse nilpotentne matrike, tj. matrike N € R"*" z lastnostjo N" = 0.

(j) Vse zgornje-trikotne nilpotentne matrike. (Namig: Kaj je na diagonali
zgornje-trikotne nilpotentne matrike?)
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4. Naj bo N matrika
00
N = [ : 0} .
Preveri, da je mnozica vseh realnih 2 x 2 matrik, ki komutirajo z N, tj.
U={Ae€R”>:AN = NA},

vektorski podprostor v R?*2, Pois¢i bazo za U in doloci njegovo dimenzijo!
ReSitev: Za poljubni A,B € U velja AN = NA in BN = NB, zato je

(XA + BB)N = XAN + BBN = aNA + BNB = N(xA + BB),
torej je U zaprta za linearne kombinacije in je podprostor. By = {[(1)?] , [?8]},
dimU = 2.
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5. (a) Ali je mnozica {p(x) =ax +b:a + 0,a,b € R} vektorski podprostor v
vektorskem prostoru polinomov R;[x]?
(b) Ali je mnozica {p(x): p(1) = 0} vektorski podprostor v vektorskem pro-
storu polinomov R»[x]?
(c) Ali je mnozica {p(x): p(0) = 1} vektorski podprostor v vektorskem pro-
storu polinomov R, [x]?
(d) Alije mnozica {p(x):p"”(3) =0 } vektorski podprostor v vektorskem pro-
storu polinomov R3[x]?

Resitev: (a) Ne, saj ne vsebuje ni¢elnega polinoma. (b) Da, baza {x — 1,x2 — x}.
(c) Ne, saj ne vsebuje ni¢elnega polinoma. (d) Da, baza {1, x, x3 — 9x2}.

(”\> Uﬂ = iﬁdzﬂdom,’ 17[. tocno 1 v ,E,,[x]
/{/f} Vérc/ MM " veé?l. fnq//ﬂm&?’ar‘.
(b) U, =Lpld: ply-0} <&, [
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6. Za polinom p(x) = ax?® + bx? + cx + d in kvadratno matriko A oznacimo
p(A) = aA3 + bA? + cA + dI. Najbo A € R>*? matrika

A1)

Naj bo U < R3[x] mnozica tistih polinomov stopnje najvec 3, za katere je
p(A) = 0 (nicelna matrika).

(a) Dokazi, da je U vektorski podprostor v R3[x].

(b) Poisci bazo za podprostor U in dolo¢i dim U.
(Namig: Ce je Aa(x) karekteristicni polinom A, potem je A,(A) = 0.)

() Najbo g(x) = x(x2 —2x — 3). Ali je mnozica vseh 2 x 2 matrik X € R?*?,
za katere velja g(X) = 0, vektorski podprostor v R?>*??

Resitev:

(@) Vzemimo polinoma p,q € U in skalarja «, B € R. Ker veljap(A) =0ing(A) =0,
sledi
(axp +Ba)(A) = ap(A) + Bg(A) = x-0+B-0=0,

kar pomeni ap + Bq € U in U je podprostor.

(b) Za karakteristicni polinom A4 (x) matrike A velja Ap(A) = 0 (nicelna matrika).
Hitro vidimo
Aa(x) =det(A - xI) = x° —2x — 3.

V U so torej lahko le tisti polinomi stopnje najvec 3, ki so veckratniki As(x). Od
tod dobimo By = {x%2 —2x —3,x(x%2 -2x —3)} indimU = 2.



7. (Prostor polinomov) Naj bo R[x] mnoZica vseh polinomov z realnimi koefici-
enti v spremenljivki x. (R[x] torej vsebuje polinome vseh stopenj!) Preveri, da
je R[x] vektorski prostor za obiCajni operaciji seStevanja polinomov in mno-

P v

W=1{peR[x]:p()=p(-1) =0}

Koliko je dim R[x] in koliko dim W?

Resitev: Baza za R[x] je recimo {1,x,x2,x3,...}. To je neskonéna mnozica z mocjo
naravnih Stevil N, zato je dim R[x] = [N], kar pogosto oznac¢imo z X, dimenzija R[x]
je torej (Stevno) neskoncna.

Za bazo W pa lahko vzamemo {x? — 1,x(x%2 — 1),x%(x2 — 1),...}. Tudi ta baza ima
neskoncno elementov, dim W = Kg.
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8. (Prostor formalnih potencnih vrst) Naj bo R[[x]] mnozica vseh formalnih po-
tencCnih vrst z realnimi koeficienti, elementi R[[x]] so torej (formalne) vsote

o0
fx)=> axxk =ag+aix +ax®+- -,
k=0

ki jih lahko po komponentah seStevamo in mnozimo s skalarjem. Preveri, da je
tudi R[[x]] vektorski prostor. Kako se R[[x]] razlikuje od R[x]? (Namig: PoiSci
vsaj eno vrsto, ki ni polinom.) Koliko je dim R[[x]]?

Resitev: Prostor R[[x]] je ‘precej vedji’ od R[x], saj R[[x]] poleg polinomov vse-
buje vse (tako konvergente kot divergentne) potencne vrste. Recimo tisto za e*;
Z}f’zoxk/k!. Mnozica {1,x,x2,...} ni baza za R[[x]], saj Ze vrste za eX ni mogoce
izraziti s (kon&no!) linearno kombinacijo polinomov 1,x,x2,.... Preostanek resitve
te naloge mogoce presega zahteve tega predmeta. Obstoj baze je (mocna) posledica
aksioma izbire. Tudi z aksiomom izbire baze ni mogoce eksplicitno zapisati, vemo
pa, da je ve¢ja od baze za R[x]; dim R[[x]] = 2% = |R], tj. baznih vektorjev je toliko,
kot je realnih Stevil.



9. Najbo V < C*(0,21r) mnozica vseh reSitev diferencialne enacbe

y'+y=0.
Prepricaj se, da je V vektorski podprostor v C*(0, 21r). PoiSci njegovo bazo!
Resitev: Naj bosta y; in y» resitvi zgornje diferencialne enacbe. Potem je

(cay1 + oc2y2)” +ouyr + ooy = 1 (V] + 1) + oy +y2) =0+0=0,

torej je V zaprta za linearne kombinacije in je vektorski podprostor. Vemo tudi, da
lahko vsako resitev te diferencialne enacbe zapiSemo kot y(x) = Ccosx + Dsinx,
kjer sta C in D realni Stevili. Baza za V je torej {cosx,sinx}, dimV = 2.



Matematika 1 BM, vaje, 7. teden 1

1. Preslikava 7: R?*?> — IR>*? je podana s predpisom

11 11
T(X)—ll 0]X+Xl1 Ol.
(a) Pokazi, da je t linearna preslikava.
(b) Dolo¢i njeno matriko v bazi {E;, E;,, E»1, Epy) prostora R?*2,
Resitev: (a) Oznacimo A =[] }]. Potem je
T(aX +pY) = A(aX + BY) +(aX + BY)A = aAX + BAY + aXA+ PYA
=a(AX + XA)+ BAY + YA) = at(X) + pr(Y),
2110
torej je 7 linearna. (b) A, = [% 09 %]
0110
@:U-V
@ je linearna, e velja: p(au + pv) = ap(u) + Bp(v) zavse a,L ER, u,veEU
primer: A € R™™, ¢ :R™ > R", ¢(v) =Av

// vsako linearno preslikavo lahko predstavimo kot matriéno mnozenje z neko matriko, ampak sele ko
izberemo konkretne baze v prostorih U in V

// torej lahko linearno preslikavo predstavimo z razliénimi matrikami, imajo pa vse te matrike nekaj skupnih
lastnosti: rang, dimenzijo stolp¢nega in ni¢elnega prostora, lastne vrednosti, karakteristi¢ni polinom...

(@) t(aX + BY) = A(aX + BY) + (aX + BY)A = a(AX + XA) + B(AY + YA) = at(X) + B t1(X)

(b)T(En):H é][(l) 8]+[é g][} 1]:[1 8]+[(1) é:i (1)=2E11+1E21+1E12+0E22

0 1
[ 1310 11,070 1311 11 _71 171 _
tE) =11 ollo ol Tlo olli olTlo ol =2Fu+2E:
1 1310 01,0 Oy111 11 _711 O7_
T(EZI) - 1 0_ 11 O- + 1 0_ 1 0_ - 1 1. - Ell + E21 + E22
1 1310 01,0 Oy111 11_710 171 _
tE2) =11 ollo 1/ Tlo 1lli ol Tl ol = FiztEa
T(E11) T(E12) T(E21) T(E22) 21 1 0
2 1 1 0 Eiq 11 0 1
1 0 1 1 Eyy 01 1 0
0 1 1 0 E,,

// t(Eqq) ... T(E;,) so bazni vektorji prostora iz katerega 7 slika, E;4 ... E,, pa so bazni vektorji prostora
kamor 7 slika



1. Preslikava 7: R**? — R**? je podana s predpisom
HEE 11 . [4 4]
T{X)—[l 0]X+X[1 0]. , K=lao
(a) PokaZzi, daje 7 linearna preslikava.

(b) Dolo¢i njeno matriko v bazi {E,;, Ey2, Es1, E»») prostora R?*2,

(m> I(X> = KX+ XK
T (eXr oY) = KleXs oY) 5 (ke pY) K. =
)XY+ XKt YK x (KX XK Mﬁﬁ@
rch) —ch(\l),

-L‘J, T 'Qe. Line aren .
Uo M 4]7a o v o)1 4 1 0], 1 1 2 1
) eyl 00 B AL 00 0 ) Y
AR A A Y R N S M PRI Y
SO M R i P R N P

S R N {400 R b | A 4 R A B A e
f—h E*?_ E'M EI‘L
2 1 oJa, (@) =ik - 2¢-[43)
A - 1T 14 0 1 |t ]
v 1 0 1 1 |Ey -I.'_‘-E-'q\*E‘m_ HE:%’! 6/(0/6114
0 1 1 0 |€e, Y ba

re- [ 3



2. Za polinom p(x) = ax>® + bx?> + cx + d in kvadratno matriko A oznad¢imo p(A) =
aA3 +bA? + cA+dI. Naj bo A € R?*? matrika

A:Eﬂ.

(a) Prepricaj se, da je preslikava

¢: Rs[x] = R>?, $p(p) = p(A)

linearna in pois¢i matriko, ki ji pripada v standardnih bazah prostorov R;3|x]
in R>*2,

(b) Pois¢i bazo za ker ¢ in dolo¢i dim(ker ¢). (Namig: Ce je A4()) karakteristi¢ni
polinom A, potem je As(A) =0.)

(c) Najbo g(x) = x(x?—2x—3). Ali je mnozica vseh 2x2 matrik X, za katere velja
q(X) = 0, vektorski podprostor v IR>*??

(@) p(ap + Bq) = (ap + Bq)(A) = (preverite sami) = ap(4) + Bq(A)
// (ap + Bq)(x) = ap(x) + Bq(x)

p(A) = azA® + a,A? + a1 A + ayl

q(A) = b3A% + b,A? + b A + byl

... pokazes da velja ¢ (ap + Bq) = ap(p) + L (q)

standardna baza za prostor matrik R?*? = {E;4, E15, E51, E55}
standardna baza za prostor polinimiv R3[x] = {1, x, x%x3}

$(1) =1=Eq1 + Eyp
p(x)=A

wer=i=ly A 1= ¢
|

ser=w=[ 3l 56 31=0 Sl Al=0a 1

(D) 600 9(2) )
(RN
0 2 4 14|k,
0 2 4 14|E,

1 1 5 13]E2

(b) ker ¢ = {p: ¢(p) = 0} = {p: p(4) = 0} = N(B) = {x € R*: Bx = 0}
1. nacin: naredimo gausovo eliminacijo na matriki B

B =[¢lss =

X1 Xz X3 X
115 13] [1 0 3 6]l0 -3 -6
01 2 7 0 1 2 7/I10 o -2 =7
B 00 0 0 00 0 offo za x3 in x4 izberemo 1,0in 0,1: v; = 1 v, = 0 =
0 0 0 O 0 0 0 of|o 0 1
pi(x) =x%—2x-3

pa(x)=x3-7x—-6

2. nacin: za kaksne polinome p velja p(4) = 0?

recimo da imamo poljubno kvadratno matriko A € R™*"

in polinom p(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ayx + aq

in recimo da imamo diagonalizabilno matriko A = PDP~1

p(4) = a,A™ + -+ + agl = a,PD™P~1 + .-+ PDP"'a; + ayPP~!
= P(a,,D™+ -+ a;D + a,)P~?!



p(4) 0 0
P~ =0>= (kerjeP obrnljiva)| 0 - 0 [=0=>p1),....p14,,) =0

0 =~ 0 :
0 0 p(An)

0 0 p(n)
& lastne vrednosti A so nicle p

[P(M) 0 0
=p .

|1;A 13,1|=(1_’1)2_4=0=’1_’1=i2=’ A =—1, 2, =3

pA) =0 pkx) =((x+1(x—-3)(ax + b)

ker¢ = {p: ¢(p) = 0} ={p: p(4) =0} = L{(ax + b)(x + D)(x —3);a,b € R}

Byer¢ = (zaainbizberemo 1,0in 0,1) = {x(x + )(x — 3), (x + D(x —3)}

// dobili smo drugo bazo kot pri 1. nadinu — en polinom je drugacen, je pa linearna kombinacija ostalih dveh
iz druge baze, more pa veljat da imajo vsi te polinomi -1 in 3 za nicle, kar pa drzi

(c) Alije N = {B; q(B) = 0} vektorski podprostor

vemo q(A) = 0 // ker sta lastni vrednosti A nicli polinoma g

—A ima lastni vrednosti 1,-3 in zato q(—A) # 0 // ker za diagonalizabilne velja da polinom uni¢i matriko
ntk. so vse lastne vrednosti nicle tega polinoma

A €N, —A & N = N nivektorski podprostor

Cayley—Hamilton izrek: za p,(x) = det(4A — AI) veljaps(A) =0

1 0 _Mn 1 (1 N2
0 1] b= [o 1] = paD) =1 - =pg(D)

2
karakteristi¢na polinoma unicita matriki: p4(4) = (1 — 4)? = [0] in pg(B) = (1 —B)? = [8 (1)] = [0]

primer: A = [

A je diagonalizabilna, B pa ni

ampak karakteristi¢ni polinom ni minimalni polinom, ki uni¢i matriko A, obstaja Se polinom minimalne
stopnjemy,(1)) =1—-21

pri B pa karakteristi¢ni polinom je minimalni polinom: mgz = pp


https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem

2. Za polinom pix) = ax® + bx? + cx + d in kvadratno matriko A oznadimo p(A) =
aA* + bA? + cA +dI. Naj bo A € R?? matrika

12
a2

(a) Prepricaj se, da je preslikava
b2 Rs[x] = R¥2, dip) = p(A)

linearna in poisci matriko, ki ji pripada v standardnih bazah prostorov Rs|x]
in R™2,

ib) Poisci bazo za ker ¢ in dolodi dim(ker ). (Namig: che Aa(A) karakteristicni
polinom A, potem je Ay(A)=0.)

{c) Najbo g{x) = x(x*-2x—3). Ali je mnoZica vseh 22 matrik X, za katere velja
g{X) = 0, vektorski podprostor v R?*??

(a\) Ll\\u\rv.oslf é&? g /
§ px by ) = Lopog ) (A) = wplBy ¥ g (R = o Blp)+ pbly),

\L R-.'V\U\V‘\M\ .

%\?\E\ZK] i “ |’<.’<L:"53 r.%gj—"— ={E‘44\£47_, EH, E?-lj
GlL) - T-Ey+Ey B A=A By 2B~ 2Bt 12,
L R | B R B

0 < R[] ek B e

1 1 8 1
A¢=02‘14‘f
02 4 14
1 9 B 13

(a) Vzemimo polinoma p,q € U in skalarja a, € R in preverimo, da ¢ ohranja linearne
kombinacije:

¢(ap +pq) = (ap + pq)(A) = ap(A) + Bg(A) = adp(p) + BP(q),

¢ je torej linearna. Za matriko Ay poracunamo ¢(p) za polinome p iz standardne
baze R3[x], p € {1,x,x%,x3):

o ] s w15 - 21

Martika, ki pripada ¢ je torej

11513

02414
[¢]_02414'

11513



L) Lo b -LpeRLl pA) =130

U\um\dlm Cm,[(x/ - \,—\a\miuvuo\l ?l»e\L,: AA(AB = [2; f::] } “L\) )
A € ler é( .
A = da (A-<T) - l "

To»c'\x 2%~ 2 € ler R-_L, *] Toliwow, st Lo \MKE\'\‘O
wak d e A (4"\ cAx U: J

Kﬂ'\'(ﬂ \)aQ\.\/IOW\J S\‘ . 2) \Avl('&io A 2_ Tislﬁ \\AI So A\Ctll\'\ 2 AA i
Do\ olo\o?wa \M’w e \Ler 1&; | ,,L:Jdmo e x (Kz ~2x - Z)B .
By s Lx 2003w (F20-2)) (b §) = 2

Q\ ’5 ol leZx’

(b) Za karakteristi¢ni polinom A 4(x) matrike A velja A4(A) = 0 (nicelna matrika). Hitro
vidimo
Ap(x) = det(A—xI) = x> - 2x - 3.
Ker noben polinom stopnje 1 ali manj ne uni¢i matrike A (Zakaj?), so v ker ¢ le tisti
polinomi stopnje < 3, ki so deljivi z A 4(x). Od tod dobimo By ¢ = (x?—2x—-3,x(x* -
2x-3)} in dim(ker¢) =

LR

(°> Ne | W fm{‘)ms‘mr v R
s 5 (W)= 0, ke 5 @A) = 2A(28) - 224-3T) -
~ 2 (A= kA -2T) k2, ()

,_H.-
0 | ﬂ ZA  w vsbwvana v
mvoie; uwr‘/n'é) L/ j'i'AZ uwg’,

(c) Ta podmnozica nivektorski podprostor. Ni¢le polinoma gsox; =—1,x, =0inx3 = 3.
To pomeni, da g unici vse 2 x 2 matrike, ki imajo dve od teh nicel za lastni vrednosti.
(Unici sicer tudi ‘polovico’ od 2 x 2 matrik, ki imajo eno od teh ni¢el za dvojno lastno
vrednost. Katerih ne?) Sedaj ni tezko poiskati dveh matrik A in B, da velja g(A) =0
in g(B) =0, vendar q(A + B) = 0. (Ali matrike A, da je q(A) = 0, vendar gq(—A) = 0.)



3. V IR3 so dani vektorji a =[1,1,0]", b=[1,0,1]" in ¢ =[0,1,1]" ter linearna presli-
kava 7 : R® — R3, za katero velja

t(a)=a,t(b)=a+bter r(c)=a+c.

(a) Pokazi, da je {a,b,c} baza prostora R3.

(b) Zapisi matriko preslikave 7 v bazi B :={a,b, c}.

(c) Zapisi matriko preslikave 7 v standardni bazi S := {i,j, k}.
(d) Kam preslika 7 vektor [1,1,1]7?

Resitev: (a) Vektorji a, b in ¢ so linearno neodvisni. Ker jih je dovolj za dimR3 = 3, tvorijo
111 101
bazo. (b) A, 5,5 = [g ! 9], (€)Ars,s = [g ! %]1 (d) 7([1,1,1]7) = [2,2,1]".

p(xa+yb+2zc), x,y,z€ R, ¢jelin.presl.= xp(a) + yp(b) + zp(c)
// Ce ima$ linearno preslikavo definirano za 3 vektorje, lahko izra¢unas sliko za kakrénokoli linearno
kombinacijo teh vektorjev. Ce so te trije vektorji baza prostora, potem je ¢ definirana za vse vektorje.

(a) naredimo gausovo eliminacijo na matriki [a b c] in preverimo ¢e so 3je pivoti

W@ ) O o 4 4

a= L+ 11 a_j15 4 9
0 1 0 b |y o 1
o o0 1

(c)t(e)) =7 (a+§_c) = %(r(a) +1(b) +7(c)) = %(a +(a+b)—(a+0))= %(a +b—c)=

-+

T(e1) 7t(ez) 7t(e3)

, . . e
enako za 7(e,) in 7(e3), nato pa vstavimo rezultate v matriko B = 0 el
2
0 e
2. nadin:
kako izrazimo {e;, €5, e3} v bazi {a, b, c}? (oz. na splo$no kako izrazimo vektor v dani bazi)
X1
poiskati moramo x4, y;, 2, da bo veljalo e; = x;a + y;b + z;c = [a b c] |Y1| = Pv;
41
X1
P=Jabclv, =01
Z1

Pv, =e; > v, = P le

Pv, = e, = v, = P"le, }tasistem enalb reSimo kot [P | e; e, e5] = [P | I] torej izratunamo inverz
Pv; =e3 > vy; = P leg

matrike P - z gausovo eliminacijo pridemo iz [P | I] v [I | P™1], kar je pa enako [I | v, v, v3]

110100 1 1 o1 0o Jto 1]9 10
[PIIN=1]1 0 1[0 1 o|~[0 -1 1—110~01—111 —11‘1)~
01 1lo o1l lo o 2.1 11 Joo 1|-5 5 3




e, € é3
1 1 1 1 1
100z z “z2|° ep=zat+zb—zc
01 0/ =2 X|p=pP> e=2a-2b+2c
0 0 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
- 5 5 c e3=—5a+5b+ac
11 0 11 1 1 1 -1
P=|1 0 1] 4=10 1 0 P‘1=51—11
0 1 1 0 0 1 -1 1 1
o 3 3
J
(R D) X > [RIJB)
—’\

b =PAP”
T: (R, S)— > (R9)

1 0 1
B=PAP‘1=---=[O 1 1]
0 0 1

recimo, da A predstavlja linearno preslikavo ¢ v standardni bazi
in recimo, da lahko A diagonaliziramo z lastnimi vrednostmi {1; ... 1, } in lastnimi vektorji {v4, ..., v, }:

4, 0 0
A=PDP™Y, D=|0 ~ O0|,P=]|v,..v,|> Dpredstavljagvbazi{v,,..,v,} //Av; = Ay;
0 0 A,
[tlzgz =4
[T]S,S = B = PAP_l
[t]gs = AP™*
3. V R so dani vektorji a = [1,1,0]", b= [1,0,1]T in ¢ = [0,1.1]" ter linearna presli-

kava r: B* — R, za katero velja
tlaj=a,r(b)=a+bterric)=a+c

(a) PokaZi, da je [a,b,c] baza prostora R,
(b) Zapisi matriko preslikave T v bazi 5 := [a,b,cl.
{c) Zapisi matriko preslikave 1 v standardni bazi & := {i, ). k}.

(d) Kam preslika T vektor [1,1,1 ]":.'

(@) Lo o 3B w2 dip bedo bel L B (B =2),
ce

co (Nuvwa V\mt}»vlsw) .

11 o Gauss 100 L
- - 2 — .,..... — |0 1 . ‘ﬂ oo "
[mltlcl [:} 3 :J el . [O o ?J ) \ \DJMQ oA ﬂm )
Xm,{\l o a bt . weod |¥), 352 bam B .

=~ o = ol
oL oF 9}
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4. Naj bo R3[x] vektorski prostor polinomov p stopnje kveéjemu 3.
(a) Prepricaj se, da je preslikava ¢: R3[x] — R3, ¢(p) := [p(=1),p(0), p(1)]" line-
arna.
(b) Poisci bazo By jedra ker ¢ preslikave ¢.

(c) Zapi$i matriko, ki pripada ¢ v bazi {1,x,x?,x%} za R3[x] in standardni bazi
RR>.

—
|
[l =N

1
0
1

’—‘O,L

Resitev: (b) Bierg = (' =), By = (i, k), (c) Ay = |

(a) (ap + B (x) = ap(x) + Bq(x)

(ap + B (=1)| [ap(=1) + Bq(-1) p(—1) p(—1)
¢(ap + Bq) = | (ap + Bq)(0) ap(0) +pq(0) |=a]| p(0) [+ 8| r(0) |=ad®)+LP(q)
(ap + Bg)(1) ap(1) + Bq(1) p(1) p(1)
(b)ker¢p = {p: p(p) =0} =<{p:| p(0) | =0 // mnozica polinomov, ki ima ni¢le -1,0,1
p(1)
pEkerpopx)=+1Dx-Dx-a
Byerg = {(x + 1)(x — 1)x}
2. nacin: napiSemo matriko in pois¢emo nicelni prostor matrike: (tudi (c))
d(1) p(x) p(x?) Pp(x*)
1 -1 1 —-1]& 1 -1 1 _1
A=|1 0 0 0 ]ez ¢(1)=H ¢(x)=[0] ¢(x2)=H ¢(x3)=[0]
1 1 1 1leg 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 O X, = _01
A~10 1 1 1]~[0 1 0 1] x+x,=0 v= 0 S>pE)=—x+x3=x(x-Dx+1)
0 -1 1 -1 0 0 1 0 X3 = 1

_ 2 ) ol
(F\) #) ' “ab [’(1 - i[iq\ | J“] . #(‘a ) \; U\))H
r—l]

S ‘JHL\W\“" . rP\rtstfi[/la-n.'m #’ UJ - (U‘ \\& l]J‘ﬂncva\fhvx e a\ﬁm\u
{Mmm( m\anuaclj¢ #(fxu * o ) = o, &F(y\)‘rm cb(uz )

EOEDT [op )+ (5g 1) (1) 1)
(0& {Lﬂ( >(P }" \o&?w) (O l \Y (o W (O }CK [)1'
Plepetn)” AN IO AT [vait% g7 A 1 60)
( O\oemd"\i T g e ?\“bl AJ\MW\M. Lleo - (‘: i)(.x) \OC (<) *ﬁ&})
(B - = p )

Tcs\e'J \ia C{> tes  linc area



() Lel®) <Luetl: dl)-0f=tpeRulsl: &) -[3]]

Gyl [o
\J Wot e, ‘)nw_m: {\; LOBS { Jj *\‘]
FUI) 0
e wié A0

¥
‘Q-E.c;\mo ’\Db‘) ’_‘RLK*’I)K (7(—/(3 & 'Lo

Kﬁt\ it \00\%2 Elm?g

(&) Whilur, i pindn & gle e

A - €
1 <1 1 -1 ;
W g
F(x)w.

“n}\ Gg\\MOV'O'M': Y'“\ ‘il'. “LAQ;\ .

- { (;M}K (;c—'lﬂ : {x3—x5 .

\DL‘Q : ?LDB =‘3 (’13 =0 oL,

L i ‘\c ssrn‘m‘\e ua]w‘c, 5).

so S| ‘Det\now: 2 lCtI‘UPS
(ol'-"m Umr 3P> = 4)

m%o é&lxlxlix53 > RE:K'K] M

ol

]=+a+&3+&ﬁ

1
0
1

l*‘-"ﬁ& 0-] Ak

Agz =0, ﬂ[
d? x: ¥ %, %,
1 -1 A wJ r 0o 0 0 1 o o o} %, = 0 0 :
1 0 0 0]—=(0-1 14 4]|=|l0 1 01 4% =0 %= e p[A
1 04 ¢ 00 Mo .y 20 :1 tP)
W(fiz A )LA X, X ]x}l Se N ; \/ue &?CJ(M'\\' El-\/l(q\rh@ k(omloﬂ/lac;iﬂ,

\Ddi—):\x\A Yall\/low\l (R Lxl\d

0-1+Ex > *O‘KL‘VKL"

X

> = Xy ("z—">éLﬁ" §£,



5. Dana je preslikava ¢ : Ry[x] — R;[x]
(®(p))(x) = (xp(x + 1))’ - 2p(x).

Pokazi, da je ¢ linearna. Pois¢i njeno matriko v bazi {1,x,x?} ter njeno jedro in
sliko. "
Resitev: Ay, = [_8 0 411], kerip ={a(x+1):a € R}, Byery = {x+1},
imi = {a+4bx +bx? : a,b € R}, By y = {1,x% + 4ux}.
wiliw(xl) lp(fZ)1 Y@ =" 1) -2-1=1-2=-1
A=[O 0 4]x 1/J(x)(x)=(x(x+1))'—2x=(x2+x)’—2x=2x+1—2x=1
00 1% o)) = (e + 1)) — 202 = (F 4 222 +2) — 227 =22 +4x + 1

kerp = N(A) (v std. bazi) imy = C(A) (v std. bazi)

1 -1 0 X1 — Xy =0 1
A~10 0 1 x3=0 =v=|1|=pk)=1+x //tojevektorizjedra
0 0 O 0

// za stolpcni prostor izberemo tiste stolpce, kjer so pivoti

—17 1
Yo ={[ 0 ]H} Bimy = {=1, 1+ 4x +x?}
0 1

1
BN(A) = {[1]} Bkerzp ={1+x}
0



6. Najboa=[1,1]". Preslikava ¢: R> — IR>*? je dana s predpisom
P(x)=xa’ =x[1,1].
(a) Utemelji, da je ¢ linearna preslikava.
(b) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardnih bazah prostorov IR? in R>*2.
(c) Dolo¢i dim(ker ¢) in dim(im ¢).
(d) Poisci bazo za im ¢.
Resitev: (a) Preverimo, da ¢ ohranja linearne kombinacije. Velja
Plax+py) = (ax+py)a’ = axa'+pya’ = adp(x)+ ag(y)

zavseXx,y € R? in vse a,p €R, ¢ jelinearna.

(b) Poracunajmo, v kaj ¢ preslika vektorje standardne baze R2.

o foer e
o[

Matrika, ki pripada ¢ je torej

10
10
01
01

A‘P:

(c) Matrika Ay ima rang 2, torej dim(im¢) = dim(C(Ay)) = 2. Za jedro potem velja
dim(ker ¢) = dim(IR?) —dim(im ¢) = 2 -2 = 0.

(d) Zagotovo sta vim ¢ matriki [§ §]in [? ?]. Ker sta linearno neodvisni in je dim(im ¢) =

2, je baza za im ¢ kar Biy ¢ Z{[(l)é 1991

(@) p(ax + By) = (a,f €R; x,y €R?) = (ax + py)a’ = axa” + pya’ = ag(x) + fo(y)
(e1) le)
o,
0 o]

(b) A = plen=[g]ln =[5 o pe =[]l 1=[]

1
0 1|Exz
0

(cind) A~ ker ¢ = {0} Bey =

o
m{[ e o)
1

SO

60 =[; xl=nly oJ+= [l 1]



7. Naj bosta U in V vektorska podprostora v vektorskem prostoru W. Definiramo
mnozice:

UxV:={u,v):uel,veV},
U+V:i={u+v:ueU,ve V}ter
UnNnVi=lweW:weUinwe V}.

(a) Prepricajse, dasta U+ V in U NV vektorska podprostorav W.

(b) ‘Ugani’ ustrezno strukturo vektorskega prostora na U x V. Utemelji, daje v
tem primeru U x V res vektorski prostor! Kako lahko dim(U x V) izrazi$ z
dimU in dim V?

(c) Preslikava ¢p: U x V — W naj bo dana s ¢(u,v) = u —v. Prepricaj se, da je ¢
linearna. (Ce ni, se vrni k tocki (b) te naloge.) Dolo¢i ker ¢ in im ¢.

(d) Preveri, da je preslikava p: UNV — ker ¢, p(w) = (w,w) linearna in bijek-
tivna, torej velja dim(U N V) = dim(ker ¢).

(e) Zakljuci, da velja dim U +dim V =dim(U + V) +dim(U N V).

Resitev: (b) SeStevanje in mnozenje s skalarjem definiramo na ‘ociten’ nacin:

(11, v1) + (up,v9) := (1 + up, vy +v3),
a(u,v):=(au,av),

Za dimenzijo velja dim(U x V) =dim U +dim V.
(c)kerp ={(w,w):weUNV},im¢p=U+V.
(e) Iz dimenzijske enacbe
dim(ker ¢) + dim(im ¢) = dim(U x V)

sledi
dim(UNV)+dim(U + V)=dimU +dim V.



Matematika 1 BM, vaje, 9. teden 1

1. Naj bo o: R, [x] = R,[x] operator odvajanja, 6(p) = p’. Doloci ker o. Prepricaj se,
da je ker ¢ edini lastni podprostor za 6. (Kateri lastni vrednosti pripada?)

Resitev: Byer s = {1}, ker 6 je lastni podprostor za lastno vrednost 0.

S(p) =p'
(ap +Bq) = ap' + Bq’

p'(x) = Ap(x) ?
edina moznostjed =0 za p(x) =c-1

lastni podprostor je prostor konstantnih polinomov

2. nacin: zapiSemo matriko preslikave v standardni bazi

6(1) 6(x) e 6™

170 1 O

x|0 0 2 O 0
[5]5,5 =x30 0 0 - 0

‘10 0 0 0 n-—1

1o 0 0 0 0

vidimo da imamo 1 n-kratno lastno vrednost 0 z enodimenzionalnim lastnim podprostorom
(dim(ker §) = 1) = § ne moremo diagonalizirati
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2. ZaA= [6 H je preslikava 7: R**? — IR>*? je podana s predpisom

(a)
(b)
(c)
(d)

7(X) = AX - XA.

Pokazi, da je 7 linearna preslikava.
Dolo¢i njeno matriko v standardni bazi {E;y, E;5, E»1, E,} prostora R?*2,
Dolo¢i dimenzijo jedra preslikave 7.

Ali lahko 7 diagonaliziramo?

Resitev:

(a)

Za X,Y e R*? ter a, p € R velja

T(aX +BY)=A(aX +BY) - (aX + BY)A = a(AX — XA) + B(AY - YA)

=at(X)+pt(Y),
torej je T linearna.
Poracunamo
T(Ell)=T([(1)8])=[8_ol]=—512;
it =e((34])=[33] =0,
T(E21):T([(1)8]):[(1)91 =Enn—En,
T(Ezz)=T([8?])=[8é =Eip,

zato je matrika A, ki priprada preslikavi T, enaka
0010
a=|g e
00-10
Ocitno je rang matrike A, enak 2, zato je dim(kert) =4 —dim(im7) = 2.

Najprej poracunamo lastne vrednosti preslikave . Karakteristic¢ni polinom matrike
A, je enak

%0 0| 4
o -a0|=A
0 0 -1-A

zato je 0 edina lastna vrednost. Ker smo v tocki (c) izracunali, da imamo pri la-
stni vrednosti 0 le dva linearno neodvisna lastna vektorja, sledi, da preslikava t ni
diagonalizabilna.



2. ZaA= [ ]]e preslikava 7: R?*? — R*? je podana s predpisom
T(X)=AX - XA

(a) Pokazi, da je 1 linearna preslikava. < Breven :amaméoﬁto /
(b) Doloéi njeno matriko v standardni bazi {E,;, E2, Eay, E3») prostora R?*2,
{¢) Doloci dimenzijo jedra preslikave 7.

@ﬂm%[ﬁﬂ& 1 El EARE
< (Bg)- Ll -EaAR-0
o (B =[G A8 ]-L”IBIHZ‘; —
< (&) - - BRI -1 )-8 5] - 6]

-E"H .'Enz EL‘\ ELZ
0o 0 1 0 |La
_ "1 0 O /l Enz
A‘C o 0 0 9o |&g,
o 0 -1 0 |e,

(c:> e (\/Ler T) = dw UQ({\T» =

4 0 o -1
0 .
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3. Dani so linearno neodvisni polinomi p,g,r € R,[x];

px)=1+x g(x)=1-x> r(x)=2+x

(a) Najbo 7: Ry[x] — R,[x] linearna preslikava, za katero velja

©(p)=9q, t(q)=p, t(r)=-2r.

Ali obstaja baza za R,[x], v kateri pripada 7 diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo doloci!

(b) Naj bo ¢: Ry[x] — R;,[x] e ena linearna preslikava, da je
¢(p)=-p, P@)=q Pg)=q+r.
¢(p)=9 ¢@)=p, ¢(r)=p+q+r.

Ali obstaja baza za R,[x], v kateri pripada ¢ diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo doloc¢i!

Resitev: (a) V bazi {p,q,r} pripada T matrika A, = [% é _82]. Karakteristi¢ni polinom te matrike je
det(A,; — AI) = —(A? = 1)() + 2), zato so lastne vrednosti A} = -2, 1, = -1 in A3 = 1. Ker ima t tri
razli¢ne lastne vrednosti, ima tudi (vsaj) tri linearno neodvisne lastne polinome. Obstaja torej
baza IR, [x] iz lastnih polinomov 7, kar pomeni, da 7 lahko diagonaliziramo.

(b) V bazi {p,q,r} pripada ¢ matrika Ay = [g é ﬂ Lastne vrednosti te matrike (in preslikave ¢) so
Ay =-1in A, 3 = 1. Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti A, 3 = 1, je 1-razsezen (Preveri

tol), zato ¢ ni mogoce diagonalizirati.



3. Dani so linearno neodvisni polinomi p, q,r € R;[x];
plx)=1+ x2, gix)=1- ¥, rx)=2+x
(a) Naj bo t: Ry[x] — Ry[x] linearna preslikava, za katero velja
tip)=q. tlgl=p. Tlrj==2r
Ali obstaja baza za Ry[x], v kateri pripada 7 diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo dologi!
(b) Naj bo ¢: [’;[x] — R;[x] Se ena linearna preslikava, da je

— — f -

plp)=q. ¢lgl=p. Plri=p+q+r.
Ali obstaja baza za R3[x], v kateri pripada ¢ diagonalna matrika? Ce obstaja,
jo dolo¢i!
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T oo oo g



4. Naj bo V vektorski prostor, i): V — V pa linearna preslikava, da velja ¢? = idy.

(a) Dokazi, da sta edini lastni vrednosti ) le —1 in 1.

(b) Kaksen je geometrijski pomen 1, ¢eje V =1R", tj. : R" - R", Afb =1?
(c) Naj bo 1: R® — R3 zrcaljenje preko ravnine z enacbo x +y +z = 0. Pois¢i
matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi IR>.

(d) Pois¢i formulo za matriko zrcaljena preko ravnine skozi 0 z normalo n.
Resitev:

(a) 1z P((v)) = v za lastni vektor v sledi A?v = v. Ker v # 0, mora veljati A2 =1 ali A = +1.

(b) ‘Posevno’ zrcaljenje preko lastnega podprostora za lastno vrednost 1 vzdolz lastnega pod-
prostora za lastno vrednost —1.

(@yp®)=v
recimo, daimamo Y (v) = lv = Yp(Av) = F2v=v
P -Dv=0v+0=>1,==1

(b) lastni podprostor za A;: U = ker(y — idy)

lastni podprostor za A,: V = ker(y + idy)

UinVsesekatavO0

u€eU=y)=u //vektorjevtem podprostoru pusti na miru

v EV = yY(w) =—v //vektorjevtem podprostoru pa prezrcali ¢ez 0 (spremeni predznak)
ni izometrija, ker ne ohranja dolzin

X 1
(c)A=1: U={[y],x+y+z=0} v=premica,J_naU,n=[1]

z 1
izberemo bazo {u,,u,}za U= bazazaR3je B = {n,u;, u,}

-1

-1 0 O 1 0 0
Ypp = [ 0 1 0] Yss = [Tl Uy [ ] [n Uy uz]
0 0 1

izberemo 2 neodvisna vektorja, npr. u; = [ ] U, = [ 0 ]

-1
1 1 11[-1 0 oyt 1 171°¢
w5,5=[1 -1 0”0 10”1 -1 o]

1 0 1lo o 1llx o 1

boljsi nacin (geometrijsko):

projeciramo v na n in rezultat (p) dvakrat odstejemo vektorju v
= n—Tvn (projekcija v nan)
p = 7,1 (projekci

T

7y = o = 2V 2(nnT)v_ p 2nn
vEV=2p=v-2n = o o ool K

n=-—-n
vin=sZv=v



7 =

W

1002111
0 1 0|—3f1 1 1=

[1—2—2
0 0 1 1 11

-2 1 —2] (preverimo da je Z%2 = 1)
-2 =2 1

taka preslikave je izometrija, dolZine vseh slik so enake

¢e gre za zrcaljenje, potem velja Z? = I, &e gre pa za pravokotno zrcaljenje pa dodatno velja e ZT = Z



5. Naj bo T € R™" poljubna kvadratna matrika, 7: R*”" — R"*" pa linearna presli-
kava s predpisom 7(X) = T X.
(a) Preveri, da imata 7 in T enake lastne vrednosti.
(b) Preveri, da lahko 7 diagonaliziramo, ¢e lahko diagonaliziramo T.

)
)

(c) Kaj so lastni vektorji (matrike) za 7, ¢e poznas lastne vektorje za T?
)

(d) Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje za 7, ceje T = [(1’ 0].

Resitev: (d) Lastni vrednosti A; =1, A, = —1. Lastni vektorji/matrike: X;; = [% 8] in Xy, = [8 }] k

lastni vrednost A1 =1, X5 = [_11 8] in Xy, = [8 _11] k lastni vrednost A, = —1.

TX=T|v, v, .. v|=|(Tvy Tv, .. Ty,

recimo, da imamo lastne vektorje v; in lastne vrednosti A; za T

Tlvi vy .. v|=|Tvy Tv, .. Tv,|= [/11171 v, o A,
TX =X
Tv; Tv, ... Ty,|= [Avl Avy Avn] & stolpci vy, ..., v, so lastni vektorji za T pri isti lastni

vrednosti A // torej X je sestavljen iz lastnih vektorjev od T pri isti lastni vrednosti

recimo da imamo bazo za R" iz lastnih vektorjev matrike T (torej da lahko matriko T diagonaliziramo),
koliko neodvisnih lastnih vektorjev (matrik X) lahko sestavimo?

Bijz 0 Vi 0 ﬁTBU =

0 /livi 0] = ALB_l]

lastni vektor v; damo v j-ti stolpec
vse matrike B;; so linearno neodvisne in n?jih je

= dobimo n? lastnih »vektorjev« za T (kar pomeni da lahko to preslikavo diagonaliziramo (ker imamo bazo
iz lastnih vektorjev))

(d)Tz[(l) (1)] r-1=0= Al,z:il:W:[ﬂ'vZ:[_ll]

baza za R?*? iz lastnih vektorjev t = {[1 g],[g 1 )[—11 8 ’[8 —11]}

] 7(B11) - T(B1n) - T(Bp1) .. T(Bnn) i
B, [

Bin /11




6. Naj bo C*(U) vektorski prostor vseh funkcij f: U — R na odprtem intervalu U C
IR, ki imajo odvode poljubnih redov. Kaj so lastne vrednosti in kaj pripadajoce
lastne funkcije operatorja odvajanja 6: C*®(U) — C*®(U), o(f) = f?

Resitev: Za vsak A € R ima diferencialna enacba f’ = Af splo3no resitev f(x) = Ce!*. Vsako

realno (celo kompleksno) Stevilo A je torej lastna vrednost s pripadajo¢o lastno funkcijo e,

D(f)=f"=4f

f(x) = e?* je lastni »vektor« C zaA € R

se omenimo na kon¢ni interval:

D:C*([0,2m]) —» C*([0,2m]) periodiéne

Fouriereva »baza«: eg =1, e, =cos(nx) n=1,.. fn = sin(nx)

D(ey) =0, D(e,) = (cos(nx)) = —sin(nx)n = —nfy, D(f,) = (sin(nx))" = cos(nx)n = ne,
D: L(ey, fn) = L(en, fn)

D(%J D(f)

én n 24 92 _ L

fol—n 0] A2+n® =0 Ay, ==in

V1= [ﬂ V2 = [_11] vy, = le, T if, = cos(nx) + isin(nx) = e+

D lahko diagonaliziramo z vektorji 1, e*™*



7. Primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo R[x] prostor polinomov

v spremenljivki x poljubnih stopenj. Definiramo linearno preslikavo o: R[x] —
R[x] s predpisom (o(p))(x) = x p(x). Prepricaj se, da o nima lastnih polinomov!
(Dve podnalogi: Prepricaj se, da je o res linearna. Pois¢i bazo za R[x].)
Resitev: Lastni polinomi za ¢ so nenicelni polinomi p, za katere velja (o(p))(x) = Ap(x) oziroma
xp(x) = Ap(x), tj. nek veckratnik polinoma p naj bi bil polinom stopnje, ki je za 1 vecja kot je sto-
pnja polinoma p. Jasno je, da to ne velja za noben nenic¢eln polinom in o nima lastnih polinomov.
(Ena mozna baza za R[x] je Stevno neskonéna mnoZica Brjy] = {1,x,x%,...}).)



8. Se en primer linearne preslikave brez lastnih vektorjev: Naj bo C(RR) prostor vseh
zveznih funkcij f: R = R, 1: C(IR) — C(IR) pa linearna preslikava s predpisom

<n<f>><x>=j0 f(ydt.

Prepricaj se, da 1 nima lastnih funkcij.
(Ena podnaloga: Prepricaj se, da je 7 res linearna. Ne is¢i baze za C(IR).)
Resitev: Lastna funkcija za 7 je nenicelna funkcija f : R — IR, za katero velja

Af(x) =f0 f(tyt.

Najprej opazimo, da je f odvedljiva, Se ve¢: Af’(x) = f(x). Primer A = 0 torej odpade, saj je f
nenicelna, za A # 0 pa je splodna resitev te diferencialne enacbe f(x) = Ce*A. Pri x = 0 mora
veljati

Af(O):A-c:LOf(t)dt:o,

torej C=0in f(x) =0, to pa je spet ni¢elna funkcija. Tudi n nima lastnih funkcij.
(Linearnost 77 je lahko preveriti. Obstoj baze za C(IR) je posledica aksioma izbire, zato te baze ni

mogoce eksplicitno zapisati.)



9. Naj bo Q € R¥*® matrika

3

!\)HN

1-2-2
1
Q=-|2-1 2
2 -1
(a) Prepricaj se, da je Q ortogonalna in izracunaj A; = det(Q).
(b) Preveri, da je A lastna vrednost Q in poisci pripadajoc¢ lastni vektor v;.

(c) Dokazi, da je V| = vi (ortogonalni komplement vektorja v; v R®) invarian-
ten podprostor za Q, tj. QV; C V.

(d) Poisci ortogonalno bazo {v;,v3} za V;. Izracunaj kot @ med v, in Qv,.
(e) Opisi geometrijski pomen Q (zasuk, zrcaljenje ali zrcalni zasuk).

Resitev: (a) Q'Q = I z direktnim rac¢unom, A; = det(Q) = -1, (b) A; = —1 pripada lastni vektor
vy =[0,-1, l]T, (d)vy = [1,O,O]T, v3=(0,1, l]T, cosa = %, (e) zrcalni zasuk z osjo vy za kot a.

(@) QTQ =1
e lahko 1 v neki ONB predstavimo z ortogonalno matriko, je to izometrija

kaksne so mozne determinante? det(Q) =?

QQT =1 = det(QQT) = det(Q) det(QT) = det(Q)? = 1 = det(Q) = +1
(det(4) = 4412,13)

Ce je det=1, potem so to rotacije, ¢e pa -1 pa zrcaljenja ali zrcalni zasuk

1 —

3

v naSem primeru: det(Q) = (%) 0 3 %B
0 6

kaksSne so mozne lastne vrednosti (za izometrije)?

levll = llvl|
lAv]| = [lvll  (Ce je v lastni vektor)
1] (vl = vl

= |A| = 1 (tj. v kompleksni ravnini so A na enotski kroZnici)

// pri lihih Stevilih lastnih vrednostih mora biti vsaj ena realna, kompleksne so v konjugiranih parih (ei‘p in
e‘i¢), realne lastne vrednosti so lahko samo 1 ali -1

vsaka ortogonalna matrika, ki ima determinanto 1, predstavlja rotacijo, os te rotacije pa je lastni vektor za
lastno vrednost 1

v R3:
/11 =1 all -1
/123 — e+l(p

detQ /11 Az '/13 = Al
tr(Q) =A1+ A, + A3 =21, +cosp +isinp +cosep —ising =1; +2cos¢@

v naSem primeru: trQ = —% =—14+2cosp =>cosp = %

(b) i8¢emo lastni vektor za A; = —1, torej N(Q + I)

1[4 -2 -2 1 1 1 1 0 O 0

5[2 2 2]~[0 -3 —3]~[0 1 1] v1=[—1]
2 2 2 0 0 0 0 0 O 1

preslikava prezrcali preko ravnine, ki je pravokotna na v, in rotira v osi v; za kot ¢ (Q je zrcalni zasuk)



(c) invariantnost © ¢e jeu € U = vi, potem Qu € U
ulv, ©{uv)=0
(Qu,v1) = (1, Q"vy) (Ax,y) = (A)"y = x"(A"y) = (x, ATy))

— T
Qv =—v; /Q
_ T
vy =—0Q 1y
Qv = —vy

(Qu! U1> = (u' QTvl) = (u, _Ul) = _<u; 171) =0= QU 1 1

preverimo, Ce se rotira za kot ¢:

1 0
izberemo 2 vektorja, ki sta pravokotnanavy: u; = [0] Uy = [1]

0 1
11
Qui = 3|2
32
1

1 1
(Quq,uq) = gz lQuyll - |luqll - cosp =1-1 '§=> cosg = 3

lahko bi enako preverili Se za u,

baza za R3 = {vy,uy,u,}

-1 0 0 !
Q= [V1 Uy uz] [ 0 cosp -—sing|lv, u uzl
0 sing cosg




10. Naj bo ¢: R*> — IR? linearna preslikava, ki najprej rotira za 90° okoli osi x, nato
pa zrcali ¢ez (x, z)-ravnino (t.j. ravnino y = 0).

(
(

a) Dolo¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R>.
b) Utemelji, da je ¢ izometrija.
Katera izometrija je ¢?

)
)
()
(d) Poisci lastne vrednosti izometrije ¢.
(e) Ali je ¢ enaka preslikavi, ki najprej zrcali ¢ez (x,z)-ravnino, nato pa rotira
za 90° okoli osi x?

100

Resitev: (a) Ay = [8 ? (1)]

(b) Dve utemeljitvi: ¢ je izometrija, saj je kompozitum dveh izometrij (rotacije in zrcaljenja) ali ¢
je izometrija, saj ji v ortonormirani bazi {i,j, k} pripada ortogonalna matrika A.

(c) ¢ je zrcaljenje preko podprostora (ravnine) z normalnim vektorjem j—k (lastni vektor za lastno
vrednost Ay = —1).

(d)A;=-1,4,3=1.

(e) Ne.

Q= @y0 @ (predstavljena z matriko C)
1 = rotacija okoli x osi za 90° (predstavljena z matriko A)
@, = zrcaljenje prekoy =0  (predstavljena z matriko B)

1 0 O 1 0 O
A=]0 0 -1, B=|0 -1 O
01 O 0 0 1

1. moznost: C = BA

2.moinost: // za vsak bazni vektor pogledamo kam se slika in direkt za piSemo matriko
1 0 0

C= [0 0 1]
01 0

(b)

1. argument: @ je kompozitum izometrij

2. argument: @ se izraza z ortogonalno metriko C

(Ce se preslikava v neki ONB izraZa z ortogonalno matriko, potem je izometrija)

1 0 0 1 0 O
(lcl=1]0 0 1|==]0 1 0O|=-1=1
0 1 0 0 0 1
tr(C)=1=—-1+2cosp=>cosp=1=29=0 = Nz=eP=1
2 0 0 1 0 0] 0
N(C+D: |0 1 1]~ 0 1 1 :>v1=[—1]
0 1 1 0 0 Ol 1
(€)o # @109, AB #BA



10. Naj bo ¢»: R* — R? linearna preslikava, ki najprej rotira za 90° okoli osi x, nato
pa zrcali ¢ez (x,z)-ravnino (t.j. ravnino y = 0).

(a) Dolo¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R,
(b
(c) Katera izometrija je ¢? (?_v'c.\[ ic, . ?’\SMLLJ %rmlm] %Su\)()

) Utemelji, da je ¢ izometrija.
)

(d) Poisci lastne vrednosti izometrije ¢.
)

(e) Ali je ¢ enaka preslikavi, ki najprej zrcali ¢ez (x,z)-ravnino, nato pa rotira
za 90° okoli osi x?

(o) &G)-1
$3)-t A#’:\
§2)=1

(&) & [ e
Jo =% & w 2eR,

. ‘aoyk-u -}owf;\-ﬂ e i—zswe)tv;fm .
‘t '\"‘Al t% Mwwraoalhw qu\,\ -‘}O\M-Q*Y‘I:"‘Sc ?!3 i%ew'\h']“ﬂ.
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11. Linearna preslikava ¢: R> — R? poljuben vektor v € R® najprej zrcali preko rav-
nine x — z = 0, nato pa Se preko ravnine z = 0.
(a) Utemelji, da je 1 izometrija.

(b) Poisci lastne vrednosti izometrije ¢ ter tiste lastne vektorje ¥, ki pripadajo
realnim lastnim vrednostim.

(c) Katera izometrija je 1?

Resitev: (a) Ker je i kompozitum dveh zrcaljenj (ki sta izometriji), je tudi ¢ izometrija.

(b) Narisemo skico in vidimo, da i slika vektorje standardne baze R3 tako:

Pli)=-k, ¥(j)=j, ¥k) =i
Matrika, ki pripada 1 v standardni bazi R? je torej

001
Ay=10 10
-100
Karakteristi¢ni polinom te matrike je det(Ay — AI) = (1 - A)(1 + A?). Lastne vrednosti so A, = 1,
Ay = =i in A3 = i. Pri edini realni lastni vrednosti A; = 1 je lastni vektor kar j (od prej vemo

¥(j) =j)-
(c) ¥ je zasuk z osjo j za kot /2. (Kot med vektorjema k in 1p(k) = i—pomembno je, da vzamemo
vektor pravokoten na os vrtenja. Lahko pa kot dolo¢imo iz polarnega zapisa A3 = i = /™2, Pri

obeh nacinih smo povrs$ni in zanemarjamo orientacijo.)



11. Linearna preslikava 1»: R* — R3 poljuben vektor v € R? najprej zrcali preko rav-
nine x —z = 00, nato pa $e preko ravnine z = 0.
(a) Utemelji, da je ¢ izometrija.

(b) Poisci lastne vrednosti izometrije i ter tiste lastne vektorje i, ki pripadajo
realnim lastnim vrednostim.

(c) Katera izometrija je §p?

(60 ”\J{ &\ﬂ . \ww‘aoa"'b\m e 3 Cot‘\\\%\‘j (\43 ¢ 'ﬁpune'\ﬁ;\) \J " ;]e Yo

12eueJm\‘d\ .
Uo) Pozowo  woak, : lAi Fﬂrqokv\ ’\l( v o baz {ﬁljlt]} 200 Rs 2
® x~2:0 v caljen o
1%
Frcl{a x-3=0

> }

Tr— b — -k

1~170 ’WL

t\——bi — T

LaS\‘v«. \lrfﬁ‘*Mo&sf‘. ’\\( So Q, wml- A»% :

-A 0 X 10 -\ 1|0
A&(AWHXIBa O 4-N 0 [==[0 0 4\[=]+4 -NO |=
-1 0 -A -4 =N 0 0 0l1-A

OG-0 ety i
?o'l‘s,a\ua rre Q_ UL\(\', e [um;\

(o) f\}( .\e ﬂ\su\‘- 2 03\%0 ertfm‘Jq ’T}fa ((ASJ(' vilder 2 L umi,. 13
A T v g &)= - at 210"« &
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12. Dani so vektorji u,v,w € R3;

1 0 1
u=|0|,v=|1],w=]| 0].
1 0 -1

Linearna preslikava ¢: R3 — IR? slika te tri vektorje tako:

P(u) =w, ¢(v) =-v, p(w) = —u.
(a) Izberi bazo za R® in zapisi matriko, ki pripada ¢ v izbrani bazi.
(b) Koliko je dim(im ¢)?

(c) Natanc¢no utemelji, da je ¢ linearna izometrija (ali ekvivalentno: ortogo-
nalna transformacija).

(d) Poisci realne lastne vrednosti preslikave ¢ in pripadajoce lastne vektorje.
(e) Klasificiraj linearno izometrijo ¢.

Resitev:
(a) Izberimo kar bazo {u,v,w}. V tej bazi pripada ¢ matrika

00 —1]

0-1 0].

10 0

A=Ay =

(b) dim(im ¢) =rang A, = 3.
(c) Baza {u,v,w}je ortogonalna, ni pa ortonormirana. V ortonormirani bazi

o ,[1
0f,|1|,—=| 0
kel

1
(T o}~ %[

pripada ¢ ista matrika, tj. A. Ker velja ATA = I, je A ortogonalna, torej je ¢ linearna

izometrija.

(d) Iz ¢(v) = —v sledi, da je v lastni vektor ¢ za lastno vrednost A; = —1. Vektorja u in w
iz ortogonalnega komplementa v (ki je invarinten podprostor za ¢) pa jasno nista lastna
vektorja. Torej je A1 = —1 edina realna lastna vrednost.

(e) Ker je —1 edina realna lastna vrednost, je ¢ zrcalni zasuk. Os vrtenja je v, kot zasuka pa
7t/2 (kot med u in w).



Matematika 1 BM, vaje, 10. teden 1

1. Skiciraj/opisi nekaj (smiselno izbranih) nivojnic in poisci parcialne odvode pr-
vega reda za spodnje funkcije ve¢ spremenljivk.
(@) fxy)=x>-p+1, () h(x,p,2)=x"+(p+1)*+(z-1),
sin(u? +v?)

(b) g(x,p) =3 -xy, (d) k(u,v)= 12 + 02

Resitev: (le parcialni odvodi 1. reda) (a) f, = 2x, f, = -1,

(b) & =-v, & =%,
(c) hy =2x,hy=2(y+1), h; =2(z-1),
(d) k, = ui—‘;)((u +v )cos(u2+v2)—sin(u2+v2)),

k=G +v2) (4o )COS(M2+V2)—Sin(u2+v2)).

(0\3 ”;Vojuicp, % o vt enads %(.x?/\:cé'[{oué.

2

X —7 +'1,= C \/ = x ‘\"t— C “{Uos\“ce), % So %re“ Pa\m\oolg

C=1

'BP‘ _Q( =2x—0+0 = 2x \ %
g4

S“iv ~Ax0=-4

g - \i;k ]



\> ()(I = H-x L. wvowlce (X,S:‘C . D xy=C -C+
(> { 73 ,7 \ & S =ZC+5.__ 7=Cx5

b

!

AV
°3 | -
%)& x -

_ Y

? %*’A%“L:&
oy T

(c,) ‘/\(K,y, t> = x5 (‘/ +4>2 * (%— “2—

2x
S\ oh h
2.9 = 2 (yd)d=2y+2 |, 2L 2 2(3—~1 v b = [ 2.0y+4)
on Ty T =2y 32 ), f LZM)\

Y\a\ <o V\;\Joy\kﬁ Wl s L\z “"62 + (2- '\BZ = C/} wiwa/hfce $o ;{(m s

2
sreliscan v (0/ -1, ”) v R™.



2. Najbo u(x,y) = 4+x> + 3 - 3xy.

(a) Poisci enacbo tangentne ravnine na graf funkcije u skozi tocko T(1,0,u(1,0)).

(b) Poisci Taylorjev polinom 1. reda funkcije u okrog tocke (1,0).

Resitev: (a) Tangentna ravnina ima enacbo 3x -3y —z = -2.
(b) u(x,y)=5+3(x—-1)-3p+---

(a) uy = 3x% + 3y, u, =3y*—3x
ue(1,0) =3 1,(1,0) = -3

1 1 0 0
N N R
3 u,, (1,0) -3

u,(1,0)
parametri¢ni zapis tangentne ravnine: 7(u, v) =

1
0
5

1
0
3

+u +v

0
1
-3

a
linearna enacba tangentne ravnine: ax + by + cz = d n= [b] d =nry
c

L -3 -3
r_l)=t1><t2= 3 d: 3
1 1

1
: [0]=2 = —-3x+3y+z=2
5

2.natin: z=4+x3+vy3—3xy

F(x,y,z) =4+ x3+y3—3xy—z

F(x,y,z) = 0 implicitna ploskev

recimo, da imamo krivuljo (x(t),y(t),z(t)) na ploskvi F(x,y,z) =0 = F(x(t),y(t),z(t)) =0

3
-3
1

Fel x 3x% —3y

F-x+FE y+F-2=0 E, -[y]=0 gradF = [3y2 — 3y n = gradF (T) =
k| tz 1

3. nacin je (b)

razvoj u okoli (xg, y9): u(xo + k,yo + k) = u(xo,yo) + huy(xo,yo) + ku, (x0,¥0)

u(x,y) = ulxg, ¥o) + (x — x)ux(x0, ¥0) + (v — yo)uy (%0, ¥0)
ulx,y) =5+ (x-1)3+@wy-0)(-3)=z=>3x—-3y—z=-2



2. Najbo u(x,p)=4+x* + 3% - 3xp.= WL\IIK)

(a) Poiscienacbo tangentne ravnine na graf funkceije u skozi tocko T(1,0,u(1,0)).

(b) Poisci Taylorjev polinom 1. reda funkcije u okrog tocke (1, 0).
00) T;\\z {,ur‘e,\; VDDQ,WLQ\M ?Q(m\to‘.‘\: " o\'lvug_ LK. ’\l> _\G ;
In Du
V\Lxuq.s N xnl\{.) (- xe\ * E (xc,\/.) ‘ (7 ‘7>

\{ WS Qun \(wwm,\ (x.,\/,\=(’\lo) o iz o e My
i = XF — '57 FP':LQ Lc%,,\ %t/ UL((\\OB =5 )

‘Sx J
% _
M e o 0=
Sy Y 7o Su
1 5 Uoy=-3

—Eﬂ\{(DY\]EU ?aQA;;OWI A W o\kma (4\03 7']& ‘\‘5\{\] )
U9 B2 08 o)+ 2 9 (-0) - 5e3l) -3y
N

2 = u(x,y) L{)(’,y);j =0

) VC(/i/l*)
/{/orumﬂuq Véé'/of U ﬁm% u sLoe{

évELo (4, 0/ h M, 0)) = (4, 0{ S> /r 7407!0
(?M&l/ﬂfﬂz vV oo 7/€l/ toile .

Vi Wy :’JKZ"?))‘ _ o)
@v-no{ v o= \\1}7 = —V,? = '_’DYE;l?)x Q\mok v>(4|0155= :%l

EMaa\m #—m&aw‘l‘hﬂ e ‘r, -\vm\\ ADx— 2)7 -~ =-2

R



3. Pois¢i enacbo tangentne ravnine na ploskev z enac¢bo x2 +y? — z2 = 1 skozi tocko
T(1,1,1).

Resitev: Tangentna ravnina ima enacbo x +y —z = 1.



4. Z uporabo linearne aproksimacije (Taylorjevega polinoma 1. reda okrog ustrezne
tocke) doloc¢i priblizno vrednost izrazov:

(a) 1.0210g(0.98), (b) sin(0.1)e™%2.
Resitev: (a) 1.0210g(0.98) = (1 +0.02)log(1 —0.02) =1 -log(1)+log(1)-0.02 + % -(=0.02) = -0.02.
(b) sin(0.1)e™%2 = sin(0 + 0.1)e%7%2 = sin(0)e® + cos(0)e’ - 0.1 + sin(0)e® - (=0.2) = 0.1.
(@) f(x,y) =x-logy £(1.02,0.98) =?
(x0,v0) = (1,1) (h, k) = (0.02,—-0.02)
fe=logy fy=7

£(1.02,0.98) = 0+ 0.02-0 + (—0.02) - % = —0.02

(b) f(x,y) = sinx e™”

(x0,y0) = (0,0) (h, k) = (0.1,0.2)

fy =cosx e™Y fy = —sinx e™”

£(0.1,0.2) =sin0.1 e %2=0+4+0.1-1+0.2:0=10.1

(0\> %LK‘\/) = n@oay %U.OZ]O.%@
Rleg) 2 fley) © S b Gy« Ry L) (g3
-{,‘,: (Pg )» \ﬂa{n\qo x°=417°=4
Yy
Lor,098) ¢ £ () « £, (10 (o2 - 4) « R (4,4) - (0.2~ 4) -

- Alg ! 4 lonlt) 002 % T Loo2) =002

D e e ? w00, b
R&x“_‘ C—OS;{_'CY {(04 Ol) %(00) f(OO) 014 + {7(00 (02)

~0.2

L, = amnoet i () ¢ =~ 0+ 101+ 0 (o2)-01.



5. Najbo R> 0, F: R® — IR® pa vektorska funkcija treh spremenljivk s predpisom

F(r,¢,0) = F([r, o, Q]T) =|(R+rcos0)sin¢

rsin@

(R+rcosB)cos ¢]

(a) Poisci Jacobijevo matriko funkcije F; JF.

(b) Poisc¢i determinanto zgornje Jacobijeve matrike; det(JF).

Resitev: (a) JF =|cosOsin¢ (R+rcosf)cos¢ —rsinfOsing
sin @ 0 rcosf
(b) det(JF) = r(R+rcos0).

cosBcosPp —(R+rcosB)sing —rsin6cos 4)]



Matematika 1 BM, vaje, 11. teden 1
1. Izracunaj spodnje dvojne integrale.
r
(a) (5-x—-y)dxdy, kjerje D =[0,1]x[0,1],
JID
(( y
(b) dxdy, kjer je D dolocenoz x > 0,y > x in x> +y% < 2,
JJp X +1
([ sinx
(c) dxdy, kjer je D trikotnik dolo¢enz 0 <y <xinx <,
JID
( 2 2 . B
(d) e ¥ dxdy in s pomodjo tega izra¢unaj J e dx.
JIR? —00
Resitev: (a) 4, (b) %, (c) 2, (d) Uvedemo polarne koordinate, dobimo 7 in /7.
1 1 BA
@ J[,6-x—-y)dxdy = fy=0 (fx=0(5—x—y) dx) dy = A
1 1 1 2 1 —
Jrco (fy=0(5 —x—y) dy) de=[_, (5y —xy - y;) =0 dx = 5
1 1 9 1 9 1
[io(5-x=3) dx=(Gx—3x?)l}=7-]=14 o
0 1
Ve *+

sinx T m  sinx T x sinx
y dxdy = fy=0 (fx=y x dx) dy = [ (fy=07dy) dy =

(c) f1,

feo ™5y e dx = [ 55 e dx = —cosx [fp = ~(-D) = (-1) =2 /
D

vpeljava nove spremenljivke pri enojnih integralih: > X
A T
J f(x) dx
u=g(x)
du = g'(x)dx
~(245?) )
(d) [fpoe™ 2 dxdy= )

/] x* + y2 = r? vrednost te funkcije je za vse tocke, ki leZijo na neki razdalji r enaka,
v takih primerih so koristne polarne koordinate

polarne koordinate: x =r-:cos@, y =1 sing

0
treba je izracunat determinanto Jacobijeve matrike preslikave iz polarnih v kartezi¢ne
] N, . r 7 COS @
koordinate: F:R* - R ([(p] - [r sin<pD A (/i‘
__[cosgp —rsing F —
JE = sing rcosg T _— .
|JF| =rcos?@ +rsinfo=r ¢ -
' —
0 hoh 0

2
r .
X du=rdr meje:r=0=2u=0, r=0=>u=0w®

= 2m [0y e du = 2n(—e ™) [Zumgy = 27 (0 — (1)) = 2

-r —r [5) 21 _ﬁ © re

ff e?2 |]F|drd<p=ff ez rdrd<p=f (f e 2rd<p>dr=2nf re 2 dr=
R? R? r=0 \/0 r=0

u =



_(X + 2) 0 _ﬁ _ﬁ (o] X
Sz e dxdy = fx__oo (fy:_me 2 e 2 dy) de=[___e

(5™ ) (1™ )= (126 @

(b) ffD — dxdy
1. natin: f (x0x+1dx)dy+f (f“zy

2. nadin: fx=0 fijx 2 dy dx

x+1

=2 dx) dy
x+1

3. nacin: polarne koordinate: D = {(r, 9):0 <71 <2, %

f J‘ rsing do d
(p_ET'COS(p-l-lr g ar

najbolj enostaven je 2. nacin:

V2—x2
fx Ofy =x x+1dy dx = fx 0x+1

12— 2x?)dx = fxl=0&55 dx =

1
fx 0x+1 2 x+1

L& Y dx —f

IA
NS

J

Q<

Y
\ g
By
1.-,
—>x
0 v
%
L
T
W
— 7
0 7



1. Izra¢unaj spodnje dvojne integrale.
(a) ﬂ (5-x-y)dxdy, kjer je D =[0,1] x[0,1],
D

(b) ﬂ ¥ dxdy, Kjer je D dolotenoz x 2 0,y > xin 22 + 2 < 2,
px+1

(c) ﬂ ? dxdy, kjer je D trikotnik dolocenz 0 <y <xinx<m,
D

(d) J]’ ey dxdy in s pomodjo tega izracunaj J e dx.
R? e

(" S
////// b

X

! =" Vo.SlmN'.\am M.A \
‘ (g{)(g"*"ﬂ A"‘> "“7= (J(r,)ﬂ”mvwa M rqw’(‘ow\ R&
4 4
= 5}0\7 S) (g‘x‘7> olx =

1 x =4
[ (55 -y

o~

g"&")«)c’\x 0\7 =

o L—~

X=0

(=}

Sgwix Ao = Sil)~C

lf

b A///b/; <= T o
- T Gﬂ/ﬂm //Tﬁ?\ MET'WEZI:;
§0\7 5 SWM % Ax _

Yow]\‘l‘&cfjh D wa 7-55

ne irf AO\D'\M V\feQ.&Mm&mmt \\\Xxfc\\ff\[&, .
‘fﬁs\kugiv"\o v o\ow\\w\w wehnem vedu
T x

] . T, = x i _ x =T
Jisea Jeo s Iz sl
e e O == (1) () - o
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> D

A r
Baldady = [ £ (Flng) deb (86,0) drdg
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A
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\I NS e FYI‘MW lao s (.‘r\l LQ\ - L_ S\\I\(i\& B L;] < llwatMa—Lf})
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& e Ax)\r—~ APSE________, T‘oLLR—
R T e o .
LN‘:OLEMO “-Fa(m’ne e’hr

leordia te."
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1
2 A=-rt L A=-2ed
§ dg oa Lrdr= - ot
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2. Skiciraj integracijsko obmodje in izracunaj dvakratna integrala.

(a) Ll(Lerydy]dx,
(b) LI(J:xildx]dwflﬁuowxfldx]dy.

Resitev: (a) %, (b) %

o ([0 ’*'l\g
[l &éc\ RS

(POS\U'\S“:HD N vea thamdei
) o

4 A 1
gg e! b\x}»y ‘St}\yg el dx g‘)\‘/’g ~el dy
) 0y oy
k_/ﬁa/_/' e
. \V\'Lt w\L ° DLJM
(L M'LCQW\L Fb ‘bﬂ YDA_V) . Qs]

gl(LlA b Vlm(}x x—oslo



3. Izracunaj prostornino telesa, ki je omejeno s paraboloidom z = 8 — x? — 2 in ravnino
z=-1.
Resitev: V = 817,

=z
r2=x*4+y? z=8-1r?
// dolzina intervala: d([a, b]) = ffa dx=b—a
// plostina obmocja: pl(D) = [f 1 dx dy

// volumen obmocja: V(D) = [ff, 1dx dy dz

SO UN

obmocje opisemo z cilindri¢nimi koordinatami:
presetis¢e: —1=8—r2=>r=3

A
3
—> 7
X =1Ccos@ 0
y=rsing —1-—x—

zZ=12z
r 7 COS @ cose -—rsing 0

F:[(p]—>[rsin(p] singp rcosp O|=r
z z 0 0 1

2w (3 8-r? 3 ) 3
fffldxdydz=f f f rdzdrde = an (rzlg;fl)dr=2nf 8r—r3+r)dr
D @=07r=07z=-1 r=0 r=0

_) J‘3 9 N gr = 2 9rz r* _ (81 81)_817‘[
—nrzo(rr)r—ﬂ24—n24—2



3. Izralunaj prostornino telesa, ki je omejeno s paraboloidom z = 8 - x* - 3% in ravnino
z=-1

“ e b e ey
Won (x)y)"lmvv«'mo%
g—xz'\//Z:‘/l o . xz+72=ﬂ=?32
‘Lﬂ \E;‘Thw:l\ﬂl((‘v\ el
< \Po erowm 5} ’: \
Pm‘. Wateam ‘\'(1250\ Y Yore \,m < [~e4 4y s \
‘{)D(dtcmw QED. \\ d a
_"—0 ‘O‘a \"\L"“’L‘ wase ﬁ\'l‘. O\DVHOZ'/.\b -b At’* J?
2 2y ‘l,
L B A L Sl
LA e wedomo lavic -t
UoorAtate . ao(l ‘lt D \Avv%
[ 4ez b e 9.2 3
~ - n r R ) - 2 -
el
2.




Matematika 1 BM, vaje, 12. teden 1

1. Pois¢i koordinate masnega srediséa cetrtine kroga; x> +y? < R?, x>0,y > 0, Ce je
gostota v vsaki tocki enaka oddaljenosti od izhodiséa, tj. p(x,v) = /x% + 2.
Namig: masa lika D C IR? je dana z m = HD p(x,v)dxdy, koordinati masnega sre-
did¢a pa sta x* = HD xp(x,p)dxdy iny* = L HDyp(x,y)dxdy. Uvedi polarne ko-
ordinate.

Sita . ot o+ _ 3R
Resitev: x* =y* = 57,

prehod na polarne koordinate: % N
ple,y) =r R T
T R T T3
m(D) = [f, p(x,y) dx dy = [z_ [ r2drde =3 (5) IR0 = )
_nr
T 6 > x —>r
vl dxdy=2(2 [* 13cospdrdp = ’ ) ’ )
Ve —foDxp(x:Y) X y_g (p:OfT=0r cosparag =

1= R 1, + R* _R* 6 _ 3R
_( 2 cos(pd(p) (fr=0r3 cosqodr) :;(Sm‘/’)lﬁpzo) (TZ) (£ el

m\”¢=0 21
1 Fxy) = gORO) = [y [ fCy) dxdy = (f,, 900) dx) ([, o, h(¥) dy)
ol I —..= 3R
y=—flyptey)dedy=—[2 [ _ risinpdrde ==
// oz. takoj vidimo da sta zaradi simetrije x* in y* enaka
KROGELNE KOORDINATE 7z
A
X =71 cosVcos @ (x%:2)
y =rcosdsing
z =rsind
x2+y%2+22=r%2cos?9 +r?sin?9 =12 y
cosycosp -—rsindcosep —rcosdsing A‘.

JF = |cosUsing —rsindsing rcosdcose ol LY

sind rcosd 0

tcos9cosgp —sindcosp —cosdsing X

=7r?|"cos¥Ysing —sinYsing cosVcos@

*sind ~cosV 0
_ 2 (sinﬁ ‘—si_nz?cgsq) —cosYsing

—sinYsingp cosYcosyp

— cosd ‘cosﬂal)srp —cosdIJsing )

cosIsing cosIcos
=r? (— sin29 cosd | o> P sing| _ cos39 |37 sin @ )

singp cosg singp cosg

=12(=sin?YcosV-1—cos39+-1) = —r2 cos? (sin? 9 + cos? 9)

=—r2cosd-1

abs(JF) = |JF| = r? cos V9



7 N N z 2?-

1. Poisci koordinlate masnega srediéI&a c'etr.tine.kroga.;v icz +‘y2 <R%Lx>20,>0,¢je qa m <= |B* /v

gostota v vsaki tocki enaka oddaljenosti od izhodiséa, tj. p(x,v) = y/x% + 7. ////

Namig: masa lika D C R? je dana z m = HD p(x,v)dxdy, koordinati masnega sre- -LJ

disca pa sta x* = %ﬂD xp(x,p)dxdy in y* = HDyp(x p)dxdy. Uvedi polarne ko- /// /////

ordinate. //////////

~— >
0 R *
wm = Kf g(",}r\ olxc)\r
' RN
> L Jt'. Wwaga, eLh«ano\ D <

lf:ours\'ns[(; ao&‘v Yo g (X 7)
Koort’\;‘ni\'\i quuﬂ’\ grf_otlst?zm S\'n :

*

e e Gy dedy |yt = {5y Gopddedy
Mgégy) an Sb7§77

?oshusllkno (\Ml\l\w) v Lcar-kez,.'aq.'l« L..,oroLMaLa‘/l:
g \By

J(fh be) &
.

| Fm\ ce Wyewmo \oo(arne_, llaofakll;lall*e. g KX Tr oS ffl’ A#le): r

T e y =T
" %i("f‘/””*?’ - § (S erwm\q - Ar)otf
T, & Vo L reR S
- Sa(gofz o@olng - E(; rto)f*f:%%‘uT
e
‘ V. R >
{
¥ = — D_(xg(xg/)atxoj\y - é(g@ reosg 2 OL‘» GL:? _
2. | r=R g C?Iz.
0 =0






2. Dolo¢i maso in koordinate masnega sredis¢a homogenega telesa (tj. p(x,,z) = 1),
ki je omejeno s ploskvama z2 = x? + y? ter x> + p? + z2 = 4 in lezZi v polprostoru
z>0.

Namig: Vpelji ti. sferne oz. krogelne koordinate:

x =rcosOcosp,
y =rcosOsing,
z=rsino,

tj. ‘novo spremenljivko’ F(r, @, 0) = [x,v,z]" (za katero je det(JF) = r>cos 0.)
Resitev: m = 8T’T(Z -V2),x' =9*=0,2" = %(2 +2).

T
pel02n], ref02], 9€ [Z’E]
z2 =x? +y?
r2sin?9 = r2 cos? 9 cos? ¢ + r? cos? 9 sin? ¢
r2sin?9 = 12 cos? 9 (cos? ¢ + sin? @)
Vs

sin?9 = cos? Y =9 =7

V4
A

Q_J -

3

2
r
f r2cosd drdd =2m | cos® - <?> 12_o dO

Vs

2 2

f frzcosﬂ drddde =2
r=0 9

n

2
J;
4

A

_Tr=0
19—4 9

0

T

2

8 16 T 16 V2\ 8

- i (e 2 i _yey_Zz _

=2r Lcosﬁ 3 d?9 3 (51n19)|19=% 3n<1 2) 3n(2 \/f)
=7

tezisce:
// vidimo da je tezis¢e nay osi

x*=fﬂx-g dxdydz=0
D

s

2 2
I
~z

4

i
1 2
r
(rsin¥) r?cosd drddde = — 21 j sind cos Y - <T> 12_y dV
9="
4

r=0

t =sind )=87T

8w/l 1 2r 3
dt = cos9d9/  m tdt:_(___>=;=§(2+\/§)

1

m

@

)

2
2 ind 1916d19—
'TEJSIHCOS'T —( m\2 72

Nlﬁ\k‘



3. Izracunaj prostornino torusa z velikim polmerom R in malim polmerom r; telesa

v R® danega z neenacbo
2
(R— NES +y2) +z2 <%

Doloc¢i Se prostornini ‘notranje in zunanje polovice’ torusa, teles, ki ju dobimo, ce
zgornji neenac¢bi dodamo $e x? + y? < R? oziroma x? + y° > R?.

Namig: Uporabi ‘torusne’ koordinate.

Resitev: 212 Rr?, %nr2(3nR —4r), %nr2(3nR +4r).



4. Dolo¢i maso in koordinate masnega sredi$¢a krogle z neenacbo x? + 2 + z < 2z,
e je njena gostota v vsaki tocki enaka oddaljenosti od izhodisca.
Namig: Uvedi krogelne koordinate.
— 8 Xt =t = * _ 8
Resitev: m = 2, x* =9" =0, 2" = 2.
x2+y%2+22<2z
x2+y?+z2-2z4+41<1 :
x2+y2+(z—-1)?%<1 i

e(x,y,2) = yx? +y* +2°

vec nacinov:

m= ff.[[)@(x,y,z) dx dy dz

cilindri¢ne koordinate: o(x,y,z) = Vr? + z2

v krogelnih koordinatah: o(x,y,z) = r
T
pef02m], J¢€ [0,5], r € [0,2 sin 9]

// obmodje za r razberemo iz slike ali pa izrac¢unamo:
x2+y?4+22<2z

0<r?<2z

0 <r? < 2rsind

0<r<2sind

T Vi i
2w 2 2sind 2w 2 2sind 2
m = j J o |JF|drdddy = f f f r3cos drdd de f cos® - < >|$S”“9d19
(p:O 9=01r=0 : 9=01r=0 9=0
Vs
2 1 4
_ P _ t =sind _ o
=27 f cosV - 4sin* 9 dI (dt _ cosﬁdﬁ f <> 3 m(homogena krogla))
9=0 20
tezisce:
// zaradi simetrije vidimo da bo tezis¢e na z osi (x* = 0, y* = 0)
1 21 g 2sind 1 21 %Zsmﬂ
=— f f f “|JF|drd9de =— f f f r*sinY cos9 dr dd de
m m
(p:O 9=01r=0 : 9=0r=0
Vs TL' v
2 2 2
21 Y\ Lsine 2 _ s 4
=— f sind cosV9 - | — ) |230"Y d9 = — f sind cos ¥ * (2 sinV) d19—— f sin® 9 cos 9 dv
m 5 5 5m
9=0 9=0 9=0
1
= si 64 64n 64Tt 5 8
=( t =sind )= 6 dt = — =
dt = cos9 di 5m 7-5m 7-5 8t 7



4. Doloéi maso in koordinate masnega sredii¢a krogle z neenacbo x* + 37 + 2% < 2z,
¢e je njena gostota v vsaki tocki enaka oddaljenosti od izhodisca,
Namig: Uvedi krogelne koordinate.

2. 2. 2 . 1, 2 2 _
Tt gle 2T €2 0 xFAytr 2 -2220 /+’/ .
J xTrylx -2zt 1 < A é—-"[’/ Lmﬁé‘s
2 Y fﬁdqﬁvh {
srl eus v [00 4)
st<~_]ﬂ’>=2sm’}’
- Z‘T\"'\—‘/ZZS\HW’
e e aas) g -
o 0 0
K(K(7:%> L+ta = ™ Y iy b 2em®
:KSML}T I | dg -
r=0
&) o
2T ‘T\/z

;q“gmw st I B ) dg -
1
ig"T.
o 4t

o
“

s0||ﬂm§ L’J ho o(oum



5. Telo D C IR? je omejeno s paraboli¢nima valjema z = 2 — x? in z = p? - 2. Izracunaj
prostornino in maso tega telesa, e je gostota enaka p(x,y,z) = y>.
Namig: Poisci (pravokotno) projekcijo tega telesa na xy-ravnino, uvedi cilin-

dri¢ne koordinate.

Resitev: V =81, m = 167”.
z=2—x? z=y%-2
z

-

[ 9

to se da sklepati tudi iz enacb:
presek:2 —x2 =y2 —2=x%2+y%2 =4

cilindri¢ne koordinate:
x=rcos@, y=rsing, z=2z |JF|=r

@ € [0,2m]

r € [0,2]

z € [y?—22—x?]=[r?sin?¢ — 2,2 —r? cos? ¢]
2w 2 2-r?cos?¢

o=1m-= f f f o-|JF|dzdrde =

@=0 r=0z=r2sin? ¢-2
2-r?%cos? @ 2T 2

2w 2
= f f rdzdrde = f r-(z)lz_r: c'oszz(p drde
Z=r*sin“ p—-2
@=0r=0z=r2sin2p-2 ®=01=0
2w 2 2w 2

= f f r-((2—r%cos? @) — (r’sin ¢ — 2)) drde = f f (4 —1%(cos? ¢ + sin? ) drde
@=01=0 @=01=0

2
4

2 2
r
= f f4-r—r3drd<p=2n f4r—r3dr=2n <2r2—z)|(2)=21r(8—4)=81r
®=01r=0 r=0

2 2 2-1%cos?e 2r 2 2-1%cos?e
o=y>m= f f f o |JF|dzdrdp = f f f (rsing)?rdzdrde
@=01=02z=r2sinZ p-2 @=01=02z=r2sinZ p-2
2 2 2-r?cos’g 2 2
= f f f r3sin? @ dzdrde = f fr3sin2¢ (4—71%) drde
@=0r1r=02z=r2sin2 p-2 @=071=0

2 2 2n 6 64 2
r
f sin? ¢ f 4r3 —r> drde = f sin® ¢ <r4 _E> |5dep = (16—;) f sin? ¢ do
=0 =0 =0 »=0
formula za polovi¢ni kot: 1

21
6 8 1 8
= J(l—costh)dq):—((p—Est(p) é’i0=§-2n=—
@=0

= 1
(sin2<p=§(1—c052<p)) 6 3



6. Poisci in kasificiraj stacionarne tocke spodnjih funkcij.

(@) f(x,p)=x>—4x?+2xy - p?
(b) g(x,v)=xe*+2ye’ +1

(c) h(x,)=(1+¢€’)cosx—ye

(d) k(x,v,2) = x>+ 9%+ 322 - 3xyz
(e) r(x,,2) = x> +p%+ 2> - 2xyz

Resitev: (a) Stacionarni tocki sta T;(0,0), ki je lokalni maksimum, in T5(2,2), ki je sedlasta tocka.
(b) Stacionarna tocka je T(—1,-1), ki je lokalni minimum.

(c) Stacionarne tocke so Ty (2k7t, 0), ki so lokalni maksimi, in Uy ((2k+1)m, —2), ki so sedlaste tocke.
(d) Stacionarni tocki sta T7(0,0,0), za katero na podlagi Hy ne moremo odlo¢iti tipa, saj H(0,0,0)
ni polnega ranga, in T,(2, 2, 2), ki ni ekstrem.

(e) Stacionarne tocke so Ty(0,0,0), ki je lokalni minimum, ter T; 5(+1,+1,1) in T3 4(+1,¥1,-1), ki
so sedlaste tocke.

(f) Stacionarni tocki sta T;(0,0), ki ni lokalni ekstrem, in T5(1, 1), ki je lokalni minimum.

(g) Stacionarne tocke so T7(0,0), ki je lokalni maksimum, T5,(0,2), ki je lokalni minimum, ter
T5(=1,1) in Ty(1,1), ki sta sedlasti tocki.

stacionarne tocke = tocke, kjer je gradient 0
¢eje f" > 0 je lokalni minimum,

¢eje f" < 0 je lokalni maksimum

vec spremenljivk:

fiR" > R
gradf:R" - R"
H:R™ - R™*"
Ce je funkcija zvezno odvedljiva, je H simetricna, ker vrstni red odvajanja ni pomemben
fex 15
H(x,y) = o ’ fxyzfyx
fyx fxy

simetri¢ne matrike se dajo diagonalizirati v ONB (kjer so 2. odvodi lastne vrednosti)

zanimajo nas samo predznaki lastnih vrednosti H, ki pa jih ni treba izracunati, lahko pogledamo samo
determinanto: detH = A4 - ...~ 4, in Sylvestrov kriterij: 44, ..., 4,, > 0 ©glavne poddeterminante > 0,
A1, 0, Ay < 0 ©glavne poddeterminante alternirajo

// ¢ejedetH = 0 je 2. odvod =0, kar pomeni da se ne ves ali je lokalni ekstrem ali ne

(a) gradf (x,y) = [szz; ﬁxz; Zy] = [g] Sx=y

= (vstavimo v 1.enac¢bo) = 3x? —6x = 3x(x —2) =0
dobimo 2 resitvi: T;(0,0) in T»(2,2)

_[6x—8 2 _[-8 2 _4 2
H(x'”‘[ 2 —z] Hl‘[z —2] Hz‘[z —2]
detH; =12 > 0 = A;4, > 0 pri H; je lokalni ekstrem, ker imata lastni vrednosti enak predznak,
detH, =—12 < 0= 4;4, < 0 pri H, pa je sedlo, ker imata lastni vrednosti razlicne predznake

pri H; glavne poddeterminante alternirajo & so vse lastne vrednosti negativne = lokalni maksimum



(e)r(x,y,z) =x* +y? + 22— 2xyz

2x — 2yz 01 x=yz x=xy> x(1-y3)=0
gradr = |2y = 2xz|= |02V =XZ = y = x2y = y(1 —x2) = 0
2z — 2xy 0 z=xy

1. x=0: y=0,z=0 = T,(00,0)

// vidimo, da Ce je ena koordinata 0, potem sta tudi ostali dve 0, torej ali so vse 0 ali pa nobena
2. x +0, y #+ 0, z#+0

1-yA+y)=0 =  x=%1

1-xA+x)=0 = Yy =1

T,(1,1,1), T5(1,-1,-1), T,(-1,1,—-1), Ts(—1,—-1,1)

2 -2z =2y
H,=|—-2x 2 —2x // Hessejeva matrika je simetri¢na, ¢e je funkcija dvakrat zvezno odvedljiva
-2y —2x 2
2 0 0 2 =2 =2 2 2 2
T,:H-.(0,00)=(0 2 0 T,H,(1,1,1)=|-2 2 =2 T3:H.(1,-1,-1)=|2 2 =2
0 0 2 -2 -2 2 2 =2 2
2 2 =2 2 =2 2
TyH.(-1,1,-1)=|2 2 2 Ts:H.(-1,-1,1)=|-2 2 2
-2 2 2 2 2 2
// ¢e je Hessejeva matrika PD je v tej tocki lokalni min, ¢e pa ND pa max
// definitnost preverimo s Sylvestrovim kriterijem
// ¢e je vsaj ena lastna vrednost 0 (<=> detH = 0), potem ne moremo sklepati
// v ostalih primerih pa je sedlo
T,:H,(0,0,0) = PD = T, lok.min
T,: H,(1,1,1): poddeterminante: 2,0, —32 = sedlo,kerdet H # 0
(d) k(x,y,2z) = x3+ y3 + 322 — 3xyz
3(x2—y2) 01 x*=yz
Vk= 3(y2_xz)20$y2=x2$ xy
32z — xy 0 2x=xy z=—
1. x=0: y=0,z=0 = T,(00,0)
2. x #0, y#0, z#+0
2 2
x? =%=>x=y7(kerx¢0)
2 2
y? :%:y=%(kery¢0)
y2  xt %3
x=7=§=>1=§:>x=2=>y=2,z=2: T,(2,2,2)
6x -3z -3y
Hy(x,y,z)=|-3z 6y -3 x]
-3y —-3x 6
0 0 O
H,(0,0,0) =[0 0 0]~ ne moremo sklepat, lahko pa iz funkcije sklepamo da je v tej tocki prevoj
0 0 6

12 -6 -6 2 -1 -1
H,(2,2,2) = [—6 12 —6] =6 [—1 2 —1] poddeterminante: 2,3,-3 = sedlo
-6 —-6 6 -1 -1 1



6. Poiséi in kasificiraj stacionarne tocke spodnjih funkcij.
(a) fix,p)=x"—4x?+2xy—p?
(b) glx,v)=xe*+2yer +1
() h{x,v)=(1+e¥)cosx —pe¥

(a> &(X(YB = x3“[1xz +2X7 - 7/2'

%_& ‘Bx -—-&x’\‘27~o . 5&1‘8x+2x20-”3k(’<’2—>=o

;<4=OI;<Z=Z.

ra_i = ’l=0 72_22“
y 2.& 27 =0 . )/ \/ /

2 owa 2 hdowm bdu T, 00)  T,(2,2).
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(c) \ﬂ(xﬁ) = (’l“ty> cos X _7&?’
hK
S'\mc\ouamc Jmé.\tt \ﬂ So w E[E fama\jﬁw\a TML W= [h J :

Y
\/\x““ ( J‘"CYB am x =0 . smx =0 . xf-bj"‘ [(_é.z

hT = eleoux - (e,\f-r 7J> - e,\f(COS&" 4_7> -0
ey(“’s ([‘T) ”1—)’> =0 .. cos (47) "‘//—)r =O/
h oy - Cosk(h) -1
Sliﬂa. '/oéée_ 4 <o 72 (&?j cos (&7/‘)*“’/) °3. 7;.(4?! (_/[J _,{)
_Y‘f “6\\ 5.1?2:,. \‘DE.\L);_
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Matematika 1 BM, vaje, x. teden 1

1. Naj bo T trikotnik, ki ga prvi oktant izreZe iz ravnine z enac¢bo x +y + z = 5. V kateri
tocki na tem trikotniku zavzame funkcija g(x,y,z) = xp*z? svojo najvecjo vrednost?
Resitev: Najvecjo vrednost 16 funkcija ¢ zavzame v P(1,2,2).

D={(xy,z):x+y+z=5 x=>0,y=>0,z=>0}

Cejex=0aliy=0aliz=0, potemg(x,y,z) =0

cejex > 0, potem g(x,y,z) >0

= min g(x,y,z) = 0 (minimum doseZen na robu)
X,Y,ZED

L(x,y,z,) =g(x,y,z) — A1 h(x,y,2)
funkcija, ki jo maksimiziramo: g(x,y,z) = xy?z?
vez: h(x,y,z) =x+y+z—-5=0

daL
=yt == 02 2= 27
dL
@:230,22_1:0:1:23@/22
daL
&ZZXYZZ_;[:o:A:nyZZ 3
daL
1= "@ty+tz=5)=-h(xy2) =0
2,2 2 =
y'z” = 2xyz = (lahko krajsamo ker so x,y,z > 0) = Z Ex

vstavimov —h(x,y,z) =0: x+2x+2x=5=>x=1=2y=2,z=2 T(1,2.2)
9(1,2,2) = 16



2. V katerih toc¢kah na obmocju, ki ga opisuje neenacba
4(x-1)2+y*> <16,
zavzame funkcija
floy) =217 +y?
najvecjo in najmanjso vrednost?
Resitev: Najvecjo vrednost 20 zavzame v tockah (2, —2v/3) in (-2,2V3), najmanjso 0 pa v tocki (0,0).

(x-1)?  y*
<1

D={(xy): 4(x—-1)%+y? <16}

Vf = [gi = [8] = T,(0,0) (edina) globalna stacionarna tocka

_[4 0 . Lo
Hf = [0 2] = T, je globalni minimum

= min f = 0 pri Ty(0,0)

X,YED

ker ni globalnih maksimumov, sklepamo da bo

lokalni maksimum na robu danega obmocja

L(x,y,4) = 2x% + y? — 1(4(x — 1)? + y% — 16)
L

—=4x-81(x—1)=0

dx

6L_2 2Zly=0=>y(1—-21) =0

3y y Yy = y =

L y=0 4(x-1)2=162x—1=422x,=3,x, =1
Tl(_llo): f(_].,O) = 2; T2(3,0): f(3)0) =18

22.0=1 x=2(x—-1)=0=2x=224+y2-16=0=>y =123
T3(2,2v3): f(2,2V3) =20,  T,(2,—2V3): f(2,—2V3) =20

= max f = 20 pri T5(2,2v3) in T,(2,—2v3)



3. Pois¢i tiste tocke na elipsi z enacbo

X’ —xy+y? =3,

ki so najbolj oddaljene od koordinatnega izhodisca.
Resitev: Od izhodi$¢a sta najbolj oddaljeni tocki (—V3,-V3) in (V3,V3).

R’ U £ > R
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4. Katere tocke na implicitno dani krivulji z enacbo
(2 +72)2 = x5+ 93
so najbolj oddaljene od koordinatnega izhodi$¢a? Katere so najbolj oddaljene od y-osi?

Resitev: Od izhodisca sta najbolj oddaljeni tocki T (0,1) ter T,(1,0). Od y-osi je najbolj oddaljena tocka
T>(1,0).



5. Poisci najvecjo in najmanjsSo vrednost funkcije f(x,y) =xy—-x+p—1
(a) na krogu danem z x> +y% < 2,

(b) na polkrogu danem z x*> +y? <2iny > 0.

Resitev: (a) Najvecja vrednost je 1/2, najmanjsa vrednost pa —4.

(b) Najvecja vrednost je 1/2, najmanj$a vrednost pa —1 — V2.

() o (1) i

(0\> Locwo (vabs w mo"hnv\‘\os* \mv%a\ (O\szia\):
Ry w22

Pipadepoon Lo dude o Loy N = Rlog) = M G ay2-2) -

= xy Xty —4‘/\(x2“}/2‘2—>
th 7—*4* N2x =0 .

=7-4 -4 x 1 _ = %
>\ 2x S )12__x=? (;2/'1}77: (t‘j)x
- _ ' - =x+4 ® =
L\l K‘*/\, )\ 27 0 27 72")«7"'7‘&"'0
LX = - (7&2“\,2~Z> ‘O (;B (7—QC\/*)<\)—(7+><§=O
. - o (\/’**'\B(y*x =0
Torf\j'. ~x -4 =0 at( 7*7&" O
>,=><+'1I vehavmo v (*)i \/”—-x) vshme v (.*\=
w24 (xt 1) -2-0 et o) =0 . 2x2=2
2x5+2x~4=0 7<='t4
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4(~—2+%]%+Z}>ITZ<_Z-2.]2- Z>
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6. Elipsoid v R? je dan z enacbo
2 2 2
X z
- + y—z + ) =1.
a* b* ¢
Kvader, katerega robovi so vzporedni osem x, y in z, vértamo v ta elipsoid.

(a) Koliksna je najve¢ja mozna prostornina vértanega kvadra?
(b) Koliksna je najvecja mozna povrsina vcrtanega kvadra?

Resitev: (a) Najvedja mozna prostornina je 2“—\736.

(b) Poskusite izpeljati, da je parameter A iz metode Lagrangeevih mnoziteljev lastna vrednost matrike

0 a% 42
b? 0 b?|,

2 ¢ o

L=2

komponente lastnega vektorja [x,y,z]|" te matrike, ki zado$¢ajo enacbi elipsoida, pa dolo¢ajo preostanek

resitve.
2 2 2
x4 y* z
—+=+—=-1
a?  b%z 2

V =2x-2y-2z=8xyz

xz y2 ZZ
L(ny;Z;A) = 8xyZ—A ¥+—+C_2_ 1

b2
oL 2Ax 4yza?
T AT
oL 2y 4xzb?
—=8xz——5>1=
0 b? y
oL 2]z 4xyc?
3 YT m AT
4yza? _ 4xzb? 2 2 22 x2 = y*a?
x y . . sl Lo . ya®=x - p2
axzb? _ axyc? = (krajsamo, ker nas situaciji kjer je z=0 ali x=0 ne zanimata) = 2% = y2c? Ly
y  z zm = b2
i AT S S G GTP A 2 _b? i
vstavimov — +io+ = =1: S+ +7=37=1>y" =—= (kerje (xy,z) v prvem kvadrantu) =
= i > X = i 7 = i
Y= NN
8abc
V —

(3’



7. Imamo ¢ metrov dolgo tanko palico. Razrezemo jo na 12 krajsih palic, iz katerih lahko
sestavimo ogrodje kvadra.

(a) Na kako dolge kose moramo palico razrezati, da bo dobljeno ogrodje kvadra za-
vzelo najvecjo mozno prostornino?
(b) Isto vprasanje kot prej, vendar dodatno zZelimo, da je plos¢ina osnovne ploskve

dobljenega kvadra enaka A.

Resitev: (a) Palico moramo razrezati na 12 enako dolgih kosov, iz njih sestavimo ogrodje kocke.
(b) Odrezemo 8 kosov dolzine VA, preostanek palice pa razrezemo na 4 enako dolge kose.



8. Iz € metrov dolge tanke palice Zelimo sestaviti ogrodje tristrane prizme (osnovna plo-
skev naj bo enakostranic¢ni trikotnik).

(a) Na kako dolge kose moramo palico razrezati, da bo dobljeno ogrodje kvadra za-
vzelo najvecjo mozno prostornino?

(b) Na kako dolge kose moramo palico razrezati, da bo imela dobljena prizma najve-
¢jo mozno povrsino?

Resitev: (a) Palico moramo razrezati na 9 enako dolgih kosov.
(b) Tako: 6 kosov za stranice dveh enakostrani¢nih trikotnikov z dolzino a = %(6 +/3) in 3 kose za
visino prizme z dolzino v = %(5 - \/§)



9. Za a,b € R" naj bo f(x) = (x"a)(x"b). Izracunaj

of . P f
g mn W

2
Resitev: g—f =x"(ab" +ba'), a—{ =ab' +ba'.
X ox



10. Poisci tisti vektor x € IR", za katerega je vsota kvadratov razdalj do vektorjevay,...,a; €
IR" najmanjsa mozna.
Resitev: x = %(al +eeetag).

le-z P« Iz-a, "~ -« lx-3 " - { &)
(-3 (-3) G-z (7-3,)
o5 gd X =25 -2a)e (2x7- )4 2X1-28]) =D

QBG Tmc %Q*T 7Z/(a+a ..+qk>/é

ox d x“_’(ﬂ*D(*'*‘?)




11. Najbo aeR", d >0 pa dano realno stevilo.

(a) Poisci najvecjo oz. najmanjso vrednost izrazaa'

dolzino; ||x|| = d.

x, Ce je x € IR" vektor s predpisano

(b) Geometrijsko utemelji zgornjo resitev.

Resitev: (a) +d||a]|.



12. Naj bo A € R™", d pa pozitivno realno stevilo.

(a) Poisci najvecjo in najmanjso vrednost f(x) = x' Ax pri pogoju |x|| = d.

(b) Poid¢i najvedjo in najmanjso vrednost f(x) = |[x||> pri pogoju x'Ax = d?, ¢e je A
simetri¢na in pozitivno definitna.

2 . 2 . . . ve . . v .
Reéitezv: (a) /\;“%d in ’\"“Z“d , kjer sta A,y in Apin Najvedja in najmanjsa lastna vrednost matrike A+ AT.
(b) < in ﬁ, kjer sta A ax in Apin najvecja in najmanjsa lastna vrednost matrike A.

/\max




13. Naj bo A e R"™", beR" ter d > 0 realno Stevilo.
(a) Pois¢i najmanj$o vrednost funkcije f(x) = |Ix]|* pri pogoju |Ix - pl| < d.
(b) Pois¢i najmanjso vrednost funkcije f(x) = ||x||* pri pogoju Ax = b.
(c) Poiiéi najmanjio vrednost funkcije f(x) = |x||* pri pogojih [[x —pll< d, Ax =b.

1]

WV obmuosk - Vaudidols % i
o L b % o
)= IR - 373 A
L (t joo e Ih<d,
¢ N b o vesn;  elishn ll;—er}z J=d . BolP= 02 1z-pl-d0
Lz, %) = &6~ X (I=-plF-d*)

g_;‘ZiT—/\<2?T—2FT>=O (2- 2,\>x—~2,\/a 71,/ ilg

%Li» = - (112~F])2~AZ) =0

P N B L e e 1o

EN
x-lrd & x~4=iﬁ e |-l Tl
Il !
- A‘ —
Tore\] P‘(N—fB —E(Q(ﬂ ﬁ|) ]DB B n* ‘ ”F”

* 4 N - 2 4 -



(I°> Z Laqmuaeow '.Me'lrnoto
Lz, R) - I =R (Ax-b)

AL _ 5ur 32 3T/T 5.t a7

BL Lo -WA-8"/T. 2-447
(B D Az-b . FANR-

_ -~ ] A *
Ce Je A fw&”f?q g A‘Z(AAT>43

Trgs 23 ATA= AT(4A")'8. !

V ?loghfm (am A ,ld woiuéc " /yaﬁea ray a)
d’oériv;o x = A‘f-ﬁ / %/'é’r /f 14+ /‘{oord‘/bf’wra_smv /ooffﬁﬁt«f Tver g A
(C—)'S/a£7[ 2 Zzymhycwo ue feclo (Bvs rob Aan 2 ni” F““‘ol i Afc:ﬁ):
LG, R) = Il = e (op - a) - X (A2 -8)

Ax-b
oL Logm-2p oY - NASDT O
S == Uepita) -0 (2
E_X <~ (Az-B)- D =)

> e S ang 2 st (65
Us""l\r;h.a v (.'5>1 A\(ATS\"2/MF>= (Z—ZM)’E

AR - (z-zp’s < 2p AP N = (AATY ((2— 2p) % Zﬁ”’\ﬁ

v&avh )\
s P \l V\y_ P

(AT,\ 2/‘#‘0\ Py (A <(A<A) ((2 zp\\;*zf,vg\a» /A/a>

((2-2p) A (MY "6 + 25 (AN -)) -

Xb

2~ 2,/\_
TANY! bt ATA—I>§
To sta\l vs'\-owwo v (Z\> 0% . “;Z’F\h,"‘)\ :

N
L




KKT

minimiziramo f (xy,.., X4) pri pogojih: hy(xq, ...,xq) =0zai=1..ming;(xy,..,xq) <0zaj=1,..,m
L(xy, s Xas By oos o Ary o Am) = = Zitq pi hy — 221 459

KKT:

aL—O =1 d
i ,i=1,..,

h.l':O

giSO

A]- <0 j=1...m
A]-g]-(xl,...,xd) =0, j=1,...m

za vsako neenacbo locis 2 primera:

1. /1j = 0: v notranjosti obmocja g; < 0 je minimum
2. gj(xl, e, Xg) = 0: minimum je na robu obmocja gi<0



2. V katerih toc¢kah na obmocju, ki ga opisuje neenacba
4(x-1)2+y*> <16,

zavzame funkcija
fxy) =22+
najvecjo in najmanj$o vrednost?
Resitev: Najvecjo vrednost 20 zavzame v tockah (2, —2v/3) in (-2,2V3), najmanjso 0 pa v tocki (0,0).

ponovno resimo to nalogo, tokrat z uporabo KKT:

N2 2
Col” LY <

D={(xy): 4(x=-1)*+y* <16} ~——+>

L(x,y,4) = 2x% + y? — 1(4(x — 1)? + y% — 16)
oL o 4x—8A(x—1)=0

dx
Z—;=2y—2,1y=0=>y(1—,1)=0
1.1=0:

4x=0=>x=0

y(1-0)=0=>y=0
« izpolnjeni so vsi KKT pogoji = T'(0,0) je minimum

2.1+ 0:
4(x —1)%* =16 2 :
y1-2)=0 —

21.1-2=0=>1=1

X niizpolnjen KKT pogoj Aj < 0= ni minimum
22. y=0:

4x —1)>+02=16=>x; = 3,x
X1:4-3-813-1)=0=>1=
Xp:0 4 (1) =8A(-1-1)=0=1 =% X niizpolnjen KKT pogoj A; < 0 = ni minimum

=-1
X niizpolnjen KKT pogoj Aj < 0= ni minimum

Bl

iskanje maksimuma:
ena moznost: iséemo minimum —f (x, y)



naloga: i¥¢éemo minimum f(x,y) = y — x pri pogojih x? + y2 < 2iny > x?

Ly, A, 2) =y —x = L, (x* + y* = 2) = A, (x% — y)

daL
aZ-l-lex—ZAZXZO *
JL

A dy <0
ME2+y2-2)=0inl,(x2—y)=0

imamo 4 mozZnosti:

1. 1, =0, 4, =0 (is¢emo globalni ekstrem)

A4, A, vstavimo v enacbi * S~
-1-2:0'x—2:-0x=0=>-1=0 5« - — ~ _
1-2:0:y+0=0=>1=0 -« o
2. /11:0, /12¢0
(x2 —y) = 0=y = x? (i%€emo min nad parabolo)
A4 vstavimo v enacbi *
—1-22,x=0 :>x=%
1+, =0=>1,=-1
1
_ .2 _ =
11 . . .
T (E’Z) +/ izpolnjuje vse KKT pogoje
3. 14 #0, 4, =0 (i¢emo min nad kroZnico)
(x2+y2-2)=0>x?>+y?=2
A, vstavimo v enachbi *
1

—-1-24x=0=>x= o

1
1_2/11)]_0:3’_2_11
2 2 1 1 1 1 1 . . .
x“+y _2:)4_/1§+4_/1§_2:>A_§_4:>)111__5’ /’112—5 X/112nelzpoInJUJepogOJallgo
M =2 x=1Ly=-1

1 2
T,(1,—1) X ne izpolnjuje pogoja y = x?

4. 1, # 0, 1, # 0 (iS¢emo min na obeh robovih (oz. na preseciscu))

x2+y2=2, y=x? = T3(-1,1), T,(1,1)

T5(—1,1):

—14+24,+24,=0

1-24,+1,=0 >1, =01 = % X ne izpolnjuje pogojaA; < 0

T,(1,1):

-1-24,+24,=0

1-24,+4,=0 =52+34,=0=>1, = —%z)/’ll =% X ne izpolnjuje pogoja 1; < 0
edina tocka, ki izpolnjuje pogoje je Ty (%,%) oy ALy = (%,%, 0,—1)

ker je to edina resitev in ker je to potreben pogoj, lahko sklepamo da je ta tocka minimum

iskanje maksimuma: lahko obrnemo predznak funkcije f(x,y),
lahko pa vzamemo isto funkcijo, in za lambde prilagodimo pogoj, da so pozitivne: 44,4, = 0



(4) Write the Karush-Kuhn-Tucker conditions Tor the problems:

(a)
minimise, , . r + gf + 22
such that 2% +2y° < 4
z+y+z=1
(b)
minimise, , . ryz

such that 2 +2y* <4
Pyttt =3
(c)
minimise, , . 2 + 2y* + a2
such that «* + 4% =1
r+z=0 (
ay =0 g ij, i“)
—

() Rlay2) = xryte & it odllos 24224 <0
AL A =0
- —

. Y, htx'?’:%
LL’Ql\/f'?_l )\1”) = x"‘-yz xt — >\<;<ZJV27Z—4> —/V\ (K"‘Z f& “'[)

oL _ A

_§:, - tl — 2,(>\ N' =0 .. M = 4 2.><>\ w Lx;;:j.x:Ai;;.t L s
- _ = 2y ~hiyX =@ =0

,87 = 2Y'_£[Y>\'_'IJ\_O rA Y L‘Y g,ii;gg :orizll,z.‘..,n‘r.
P o . j xx:u fZ;:i Iz:n
'a—& = 2\& }A = O o M 2 % / = !

Nl p=0 fori =1,2,...,m.
I"IEM(‘,(“,

ﬂl-\—z\/l—q <0 22=4-2xN _.._ 2(1‘A’7> = 4 =2xA (“3

2y = 2.7"47>\ e ;z(’f"xﬁf) °)Z)’ "‘f/)’/\ (_:HF)

><.+>,+,1,-4=O 2=k -y

———
>\(>€ *2\( ~Q>=O

2 x —
AW I _4//:,<___Z>=—ffu
(H L2 >\ = x4ty -4 /¢ . . )
% ! A A 2l
Newce - ZK*ZY_/I x Zy""f

. A . / xy oy (2xt2) 1) = x(x42, 1)




)[(ZK+27‘4>=)(CX427‘4)_” %’t—272 -7 = XL—\-%r-x
27/2—7 ~x%4x=0

From . \=0 or oLt 271__1{__0
J{m\u (iﬁ) and (,x;r} we ﬂ(}r-_ 272 =4_ xl
2x%2y -1 =0 by —xPix=0
X*Z—\;’“/lzo 7
)”" 4+P‘~'_27<2-
-9 2 x -
| ' op = 2xtdtes2atd
W g ) - ” _
O« Y « z_—:L/~O nec2dan .
2= /2 - @
X
Mo 042(3) -4 <0, 2,5~ 3x-2 =0
ie. is s;n'\'\'sqi(c&,. o BIVW:ihE
T (Oliz,l"‘é) ¢ oue cmu(xcio&ﬁ " ‘ él lf 4

%;l a ﬂlﬂ‘dﬁ& wMImMpM «

no Sa()n’k ' ' ]/IJ Ca
&L(]lill%-> = iz ' L\f_’mct " ’ —L ’ 58';

~_




5. Find thelargestand the least value of the function f(x,v)=xy-y+x-1
(a) on the disk given by x> +y? <2,
(b) on the half-disk given by x> +y? <2 and y > 0.

(“) XZJ‘}JZ‘P—QO LLX,YI>\>=x?,—7-\-,(_-/[_)\(x?—+72_2>

—
3%y) b it 2000 6
BL[IX: ) = B L -2y0 0 G
o gi(T" )<[) fori=1,2,....m, 37 7
h(E) =0 for j—1,2,....1, Layi-2 £0
Al<0 fori=1,2,...,m, 7
Algi{a")=0 fori=1.2,....,m. >\ <0
A (K2+72-—2_> =0
k“—O or xz+7l—2=O
1
‘3[“% s uto {\-A (f) 2N = \!% 7} ﬂ N < ~1 /x)’
*wo eua’h ', X
5 v Nous (ﬁe).,. 2y = -1 7'
7*4 0 7
1= O
x = ’[, 7 \’(\/1‘4\ = & (x"l)
«w) Yoty o<t e =0

T AT (A) -2 - 0<0, (7*"\(7"‘3*(7“‘\:0

thie is ov O\C!:\'“D'\“ﬂ l&

Cﬂ\.\f;mlm'\‘e. (7*&5(\["&*4\ =0
\/=—x or 7=x—’[
242 -2:0| &+ (x-1)"-2-0

—l-\nosc nre, {;(:I4 2&2‘2x"l=o
Dl&o cauﬂ‘\io‘a"rf& xf’" Y;‘:\')\ Zi’ZVg

tawoel wiimon 2= -4+ 0 Xn2 ~ 4 z zé i_?ﬁ
= b 3
Tz,(—{lqu )\14 Y"‘r?— ——% : —Z
or 2}\ = 1 --Z y+4
RU-1) -0, &t = 20 - Bt 00

-~

Y~ ﬂ(a’wre wirh. }\ <0 > et 59"%.({:’4’



40y 2.05)

(\:) Q(x,y)”“x}«“yhc—’{ | x> +7 -2<0 } 7?0 - —7 =0
Ll b ) = ey ot = Betagto) -, ()

L o
S5~ \/ +4 - 2.>\ x =0 (*) E)L(.ré./;'.ﬂ')(r)z{.)‘
S L x4-2hy 45 -0 () )20 Brg oLty
'97 A< fori=1,2,...,m,
X.?_ 4 Z ._2 £ O ANg(@)=0 fori=12,... m
-/ <0
A <O
N, €O
}\ (;&2"" Z -~ 2) O
/\ (- y)T =0
}\4—— O amg\ >\ :O -HQM (,f\ . +4 - O = /s ko?‘(‘ a
- / (u) 1—4 =0 T(q' ) valid Cam//eéﬂ{f

as /'r:/ o/oes !(07/ ;m‘,'s?{), ")' SO./

- A =0 aud >\2_<O: Y. vx4 =0
4 E_”zﬂ’\*&;g\eowﬁd 710»: o
J 50&740145‘ N Fhs
fon X '("75 =0 .. y-= case

c NS0 ad A =00 ). yed-24x =0
(*f) . ;{"4“2}\47:0

Bow A, (Ey2-2) 20wyt =220
U\]e ]Aauc a{m\J\r Sot,uml erlls Syslcﬂw ou -\*\N ‘D\NUJOH& \quc} )’

codiddtes vere T (4 F) T el awp bl siee ~C1)40
TLEGDZ e acephble.
- <0 ad A <O x~’-+7l-z=o and —7=O

L, (112, 0) <229
Pl B o ) ad (ae): i
0+ A-202 X5 <0. X -+—4o g, TBUE,O) 5wt acephbe



:Fcf' FEL"E,O) we qc'\‘;
(8 .. O+4+ZD§A4=O LA I <0 J/

e ~(E-4+), ~0 . 2P
f ' /\Z = Jz+4 407; ka0t ac:r/méél/é_

Hmae &(”M [\3 == s the w\'\v.;vw\[ anme.



VEKTORSKO ODVAJANIJE

X, ) ) L ) )
3—52[;] %21 a(Ax)_A a(xTax) —ZT(AT + 4) a(y z) _z ay+_,.|.az

ax %
o*f @ <6f)T
%2 9z \ox

primer 1: f(%) = | — @ll? + b"%

f@A=F-a)T(@E—-ad)+b"%

th\h

Q

28-2d+b=0=%=

(g—f)T —2F—ad)+5

N R
SRS

(2a -
62
X2

) =

= 21 vse lastne vrednostiso 2 = 0 = lokalni minimum

primer 2: min f(X) = ||¥]|?, ¥ € R" pri pogoju AX = b (m enacb)
zadane b € R" in 4 € R™", m < n, Apolnegaranga

L% Ay, o) Am) = L(%,4) = %12 — 17 (4% — b)

L =T - iTA=0>2i=ATI=>%=24T]

iz pogoja AX = b= %AAT)T =b rezultat AAT je m X m matrika, ki je polnega ranga = je obrnljiva

zato lahko izrazimo 2: 1 = 2(AAT)"1h invstavimov X = %AT/T = AT(4A") b

primer 3: min f(X) = ||%]|?, ¥ € R™ pri pogoju ||X — B||* < d?
uporabimo KKT pogoje:
LA = 1ZI1* = A% = BII* — d®)

dL
a—ZxT—ZA(x DT =0=>x=A%—-p)

1. A=0: ¥x=0 tojereditevv primeru ||p||? < d?

2. 2 # 0: toje reditevv primeru ||X — p||? = d?

A—)
f:l@—ﬁ):f:ﬂf—lﬁ:fu—m):Aﬁ:fzié%
P=1-1""71-1 1-1
. Ip|l Il
IX —pll = T d=a-1=— 0o~

21. A—1=0=21=1 Xneizpolnjuje pogoja A < 0

22.0-1<0=>4<1=s2+1=15;-1 1A

- Izl
L _ o _ (38 _ asi-ap
-1 vl 31l

A<0> 1—@<0 = |Ipll > d

d)

Ce pogledamo geometrijsko, pride enako:

F =) I+@—A)T - I+bT =022 —-d)T+b7=0



4(11) Naj bodo dani vektorji in matriki

111 0 1
P=111 1|.7=|1|.,7= |2 'A:E) } (ﬂ inﬁzm.
111 1 3

Poiscite najmanj$o vrednost funkcije 7 P + ¢'(Z + 7)pri pogoju., da
7 resi linearni sistem A7 = b.

RE) = 2Pz + 77 (z+7) popeepe ARTB L ARB-D
23) = 2@ -N=(3) - K
WESN %ngtﬁ A
~ %' Px +§_T(w'r‘> - N (A;cl;)

SL L 2 (R4 7T BTASTT /T (PP )R+ AR 3
al .\ = ..
5 =~ s Y~ 0 ... Ax= b

Tor%-, I?Jf T AT }[%I ) [_Zl , 2 - [‘_MPM,MLC rexitve -lfaa
A 0 A B e-’\“fﬂll’hfao\ SfSkma \?S"Cﬂl\.rl'uqa

| watew Ym\th jc

‘ 22 24 0 0
Pebt AT | |2 2 21 1 [-251
A 0 2220 1 mo LB 1
141000 0

6 1100 1

Rezitew ;\{. (‘MW{B [;l:

(i) e i e ()<
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