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Uvod

Naloge na naslednjih straneh so prirejene iz nalog, ki so se pojavljale na kolokvijih pri
predmetu Linearna algebra za Studente univerzitetnega studija racunalnistva in informa-
tike na FRI med leti 2012 in 2018. Ponavljanju nalog, ki jih reSujemo na vajah, sem se
skusala izogniti, ker se zdi tako podvajanje nepotrebno. Nalog z vaj zato v tej zbirki ni.

Pri sestavljanju nalog za kolokvije so sodelovali stevilni asistenti, ki so na FRI poucevali
ali Se poucujejo ta predmet, za kar se jim iskreno zahvaljujem. Posebej so k nalogam
prispevali Damir Franetic, Gregor Jerse, Peter Kink, Jelena Klisara, Janos Vidali, Damjan
Vrencur in Martin Vuk.

To studijsko gradivo ni recenzirano in gotovo so se v resitve nalog prikradle napake. Ce
mislite, da je kakSna reSitev napacna, ste vabljeni, da se oglasite na govorilnih urah.

Naloge znotraj poglavij niso urejene niti po tezavnosti niti po podobnosti resitev. Upam,
da vas bo to spodbudilo, da se lotite vsake naloge ne le dveh najlazjih, in da se ne ucite
rutinskega resevanja posameznih tipov nalog, pa¢ pa za vsako sami razmislite, s katerimi
orodji se jo bo dalo resiti.

Za lazjo navigacijo po dokumentu so na voljo bliznjice. Ce kliknete na simbol < ob
nalogi, boste skoéili do resitve. Ce kliknete na simbol 4* ob resitvi, se boste vrnili k
besedilu naloge. Vseeno priporocam, da nalogi posvetite nekaj Casa, preden se lotite
branja resitve.






Oznake

naravna Stevila

realna Stevila

kompleksna stevila

vektor

vektor z zacetkom v A in koncem v B
krajevni vektor tocke A

dolzina (norma) vektorja @

Sapc ... ploséina trikotnika ABC

A ... matrika
AT ... transponiranka matrike A
det A ... determinanta matrike A
C(A) ... stolpi¢ni prostor matrike A (slika preslikave A)
N(A) ... nicelni prostor matrike A (jedro preslikave A)

V... vektorski (pod)prostor

V4L ... ortogonalni komplement prostora V
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POGLAVJE 1
Vektorji in geometrija

NaLogAa 1.

Dani sta premici
y—1 r l—y

p:m—?zT:z+1 in q: —izT:z—i—l.

a. Poisc¢i ravnino X, ki je vzporedna premici p in vsebuje premico gq.
b. Doloéci pravokotno projekcijo A" tocke A(7,1,—1) na ravnino X.
c. Zapisi enacbo pravokotne projekcije p’ premice p na ravnino X.

NALOGA 2.

<

Tabornik Polde je napel trikotni kos Sotorskega platna med tocke A(0,0,0), B(0,3,0) in
C'(0,3,2) ter postavil svetilko v tocko S(3,—1,4). Platno na ravnino z = 0 mece trikotno

Senco.

a. Katere od tock A, B in C lezijo na ravnini z enacbo z = 07

b. Doloéi tocke A’; B' in C’, ki predstavljajo oglisca sence. (Namig: Dolo¢i tocke, v

katerih premice skozi S in A, B ali C' sekajo ravnino z = 0.)
c. Izracunaj ploscino sence A'B'C".

NALOGA 3.
Oglisca tetraedra ABC'D so podana s koordinatami

A(0,0,0), B(2,1,0), C(0,2,1) in D(3,1,5).

a. Doloci enacbo ravnine X, ki vsebuje trikotnik ABC.

b. Dolo¢i enac¢bo premice p, ki vsebuje tocko D in je pravokotna na 3.
c. Poisci preseciSce ravnine Y. in premice p.

d. Izracunaj prostornino tetraedra ABCD.

NALOGA 4.
Dani sta ravnina
Y:2r+y+22=9
in premica
prx=3y==z.

a. Izracunaj kot med premico p in ravnino .
b. Pois¢i presecisce premice p in ravnine Y.
c¢. Poisci pravokotno projekcijo premice p na ravnino X.

NALOGA 5.
Prostorski stirikotnik ABC'D je podan z naslednjimi koordinatami:
A(3,6,3), B(6,3,9), C(-3,3,6) in D(—3,6,6).
a. Ali tocke A, B, C'in D lezijo na isti ravnini?

b. Projiciraj tocke A, B, C'in D na ravnino x +y — z = 0.
c. Ali se projekciji daljic AD in BC sekata? Doloc¢i morebitno presecisce!

<
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NALOGA 6. \
Dana je ravnina ¥ na kateri lezijo tocke A(2,1,0), B(0,1,—1) in C(2,3,1).

a. Zapisi enacbo ravnine 3.
b. Doloéci premico, ki gre skozi tocko T'(1,2,3) in je pravokotna na ravnino 3.
c. Izracunaj razdaljo tocke T" od ravnine ..

NALOGA 7. v
Dane so tocke A(3,1,2), B(6,4,5) in C'(9,—-2,—1).

a. Izracunaj kot med daljicama AB in AC.
b. Doloci tezisce trikotnika ABC'.
c. Zapisi enacbo premice, ki je pravokotna na trikotnik ABC' in vsebuje njegovo

tezisce.
NALOGA 8. g
Premici p in ¢ sta dani z enacbama
1Y _2- 1 r—4 y-—2
rr—1 === mn . - = —z.
b 3 2 73 2

a. Poisc¢i presecisce premic p in q.
b. Pod kaksnim kotom se sekata p in ¢?
c. Zapisi enacbo ravnine Y, v kateri lezita p in q.

NALoOGA 9. <
Ravnini ¥ in A sta dani z ena¢cbama

Yrx+y—22=0 in Atx+2y—z=1.

a. Pois¢i parametrizacijo premice p, ki je presek ravnin X in A.
b. Naj bo A’ ravnina, ki jo dobi§ z zrcaljenjem ravnine A preko ravnine Y. Poiséi
enacbo ravnine A’.

NALOGA 10. \
Dani sta premica p in ravnina X:
y—1

p x:T:z—l,

X1 x—2y+2z=1

a. PoiSci preseciSce premice p in ravnine ..
b. Doloc¢i kot pod katerim se sekata p in .
c¢. Prezrcali premico p preko ravnine .

NALOGA 11. <
V R? so dane tocke A(2,1,4), B(0,0,2), C(1,2,0) in D(3,3,2).

a. Pokazi, da je lik ABC'D kvadrat in izracunaj njegovo ploscino.

b. Pois¢i preostala oglis¢a kocke, ki ima kvadrat ABCD za eno od ploskev. Koliko je
takih kock?

c. Zapisi enacbo premice, ki gre skozi tocko A in vsebuje telesno diagonalo kocke.

NALOGA 12. <
Dane so tocke A(2,0,4), B(3,2,2) in C(1,1,0).

a. Doloci koordinate tocke D tako, da bo lik ABC'D pravokotnik.
b. Poisc¢i enacbo premice p, na kateri lezi diagonala BD pravokotnika ABC'D.
c. Poisci enac¢bo ravnine ¥, ki je pravokotna na premico p in vsebuje tocko A.



11

NALOGA 13. \
Naj bo vektor p pravokotna projekcija vektorja @ = [6,0,3]T na vektor @ = [2,2, —1]T.

a. Izracunaj vektor p.
b. Ali je p normala na ravnino ¥ z enacbo 4z + 4y — 2z = 07
c. Poisci pravokotno projekcijo ¢ vektorja @ na ravnino X.

NALOGA 14. \
Premica p gre skozi tocko A(1,1,3) in ima smerni vektor p = [2,1,3]T. Naj bo ¥ ravnina,
ki vsebuje premico p in tocko B(2,1,4).

a. Zapisi kanonsko enacbo premice p.
b. Poisci enacbo ravnine ..

NALOGA 15. \
Premica p gre skozi tocko A(1,1,0) in ima smerni vektor p = [0,1,—1]T. Premica ¢ je
podana z enacbo

q:
Naj bo ¥ ravnina, ki vsebuje premico p in je vzporedna s premico q.

a. PoiSc¢i enacbo ravnine 3.
b. Poisci pravokotno projekcijo vektorja ¥ = [—3,3,3]" na ravnino X.

NALOGA 16. v
V R3 so dane tocke A(1,0,—1), B(1,2,3) in C(—1,4,5).

a. Poisci koordinate take tocke D, da bo ABCD paralelogram.
b. Dolo¢i enacbo ravnine 3, v kateri lezi paralelogram ABCD.

gre skozi njegovo sredisce.

NaLoca 17. <
Dani so vektorja u = [1,1,0]" in ¥ = [2,2,1]7 ter tocka A(1,3,5).

a. Zapisi enacbi premic p in ¢, ki se sekata v tocki A in sta vzporedni ¥ in U.

b. Zapisi enacbo ravnine X, ki vsebuje premici p in gq.
c. Zapisi enacbe vseh ravnin, ki so od ¥ oddaljene za v/2. Koliko je takih ravnin?

NALOGA 18. <
Dane so tocke A(0, —1,3), B(4,0,2) in C(2,0,3).

a. Izra¢unaj plosc¢ino trikotnika ABC.
b. Doloci enac¢bo ravnine skozi A, B in C.
c. Zapisi enacbo premice, ki je pravokotna na trikotnik ABC' in gre skozi tocko A.

NALOGA 19. <
Tocke A(2,1,0), B(3,3,3) in C(1,2,3) dolocajo trikotnik v R®. Poisci enacbo premice p,
ki je na ta trikotnik pravokotna in gre skozi njegovo tezisce.

NaALoGA 20. <
Ravnine ¥, ¥y in Y3 so podane z ena¢bami

Y 2x —y—2z=3,

Yoo:3x+y+ 22 =2,

Ygrx—y— 5z = —4.
Naj bo premica p preseciSée ravnin >y in Y.
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Vektorji in geometrija

a. ZapiSi enacbo premice p.
b. Doloc¢i presecisce P premice p in ravnine Xs.
c. Izracunaj kot med premico p in ravnino Xs.



POGLAVJE 2

Sistemi linearnih enacb

NALoGA 21.
Podan je sistem enacb
r + 2y + 2z = 3,
r + 3dy — z = 4,
2c + 3y + (a—1)z = 5.

a. Kako sta resljivost in §tevilo resitev odvisni od parametra a € R?
b. V odvisnosti od a zapisi resitve danega sistema.

NALOGA 22.
Poisci stiri stevila, za katera velja:

njihova vsota je enaka 4,

razlika med prvim in vsoto ostalih je enaka 3,

razlika med vsoto prvih dveh in vsoto zadnjih dveh je enaka 2 in
razlika med vsoto prvih treh in zadnjim je enaka 1.

NALOGA 23.
Dani so vektorji

2] [0 | [ 4] =3
a = , b= , €= in d=
2 3 1 2
0 1 —1 1
Dolo¢i tak vektor ¥ = [z,y,z,w]T € R* ki je pravokoten na vektorja @ in
katerega velja ¢ - v = d - v = 1.
NALOGA 24.
Dan je sistem enacb
3r + 3y + z = 5,
—z + (a®—2)y = aq,
2z + 2y + z =

a. Za katere vrednosti parametra a ima vec reSitev? PoiSci te reSitve.
b. Za katere vrednosti parametra a¢ nima nobene resitve?

>

n za
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NALOGA 25. \
Dan je sistem enacb
T + Yy = 1,
- + y + (a—2)z = -1,
+ (a—2)y + 2z = 0.

a. Sistem zapisi v obliki A7 = b. Za katere a je sistem enoli¢no resljiv?

b. Poisci resitve sistema za vse tiste vrednosti parametra a, pri katerih sistem ni
enoli¢no resljiv.

c. Poisci reSitve sistema za vse tiste vrednosti parametra a, pri katerih sistem je
enoli¢no resljiv.

NALOGA 26. R <
Spodnji sistem linearnih enacb zapisi v obliki A7 = b in ga resi z uporabo Gaussove
eliminacije.

x + 2y + 2z + 3w = 3,
2x -z - w = 2,
r + 2y + 6z — w o= 3,
r — 2y 4+ 5z — 12w = -—1.
NALOGA 27. _ _ ¢
Dani so matrika A in vektorja b, ter bs:
(1 12 2 3] [0 ] [ 3]
2 -2 0 4 2 - 1 - 2
A —= s b 1= s b 2 =
0O 0111 0 1
0 1 11 1 1

a. Ali obstaja vektor 71, da je AT, = 31? Ali obstaja vektor 7o, da je ATy = _b>2?
b. Poiséi vse resitve sistemov A7 = b ter AT = bs.

NALOGA 28. v
Resi spodnji sistem enacb z uporabo Gaussove eliminacije.
r + y + 2z = b,
x + w = 0,
r + 3y + 2z + w 5,
x + 3w = 0.
NALOGA 29. R \
Poisci vse resitve sistema A7 = b, kjer je
1 210 4
A=]1101]| in b=
321 2 4
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NaLocA 30. ¢
Naj bo
1 u O v
A=|1 11| in b=]|1
011 0

Resujemo sistem enacb A7 = b. Za katere vrednosti parametrov u in v ima sistem eno
reSitev, nic¢ resitev ali neskonc¢no resitev?






POGLAVIJE 3

Matrike in sistemi

NALocA 31.
Naj bo
1 0 3 2 1 3
A= 10 1 in B=10 0 1
-1 2 -1 0 —1 1

Resi matri¢no enac¢bo (24 + B)X = A(X + ).

NALOGA 32.
Resi matri¢no enacbo

AX —I=X - B,

kjer je
2 1 2 2 0 0
A=|1 2 1 in B=|0 0 -1
21 2 0 -1 1

NALOGA 33.

Naj bo
1 21 2 1 2
A=1] -2 2 1 in B=|1 3 2
3 11 11 2

Resi matriéno enacbo AXT = XT+ 1 — BT,

NALoGgA 34.
Naj bo

Poiskati zelimo tako matriko

da bo
XA+ A'X =B.

Zmnozi in sestej matrike na levi in resi dobljen sistem enach, da poisces matriko X.
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NALOGA 35. \
Naj bo

1 2 9 6 3

A=10 2| ,B=|6 4 2

10 3 21

Poisci matriko X, ki resi matriéno enacho
AXAT = B.

NALOGA 36. <

Matrika X slika tri vektorje iz R? v tri vektorje v R? na naslednji naéin:

1 -1 0
2 | — ) 1| , -1 | = .
2 3
0 2 0
Poisci matriko X. Ali je matrika X enolicno dolo¢ena?
NALOGA 37. \Y
Dane so matrike
1 00
31 2 11
, 1 10 in )
1 0 1 01
1 1 1

Resiti zelimo matri¢no enacbo AX B = C' z neznano matriko X.

a. Katera od nasStetih matrik naj bo A, katera B in katera C, da bo ta matricna
enacba smiselna?
b. Poisci matriko X.

NALoOGA 38. \
Dane so matrike

1 2 1 00 1 3 2
A=|102 1|, L=1]0 0 in U=|[0 2 1
0 2 =21 00 -2

a. Pokazi, da sta L in U faktorja v LU razcepu matrike A.
b. Naj bo b = [1,3,2]". Poiséi resitev sistema AT = b s pomocjo LU razcepa.
c. Uporabi LU razcep za izracun inverza A1

NALoGA 39. \
Dani sta matriki

1 01 2 1 -1
A=11 20 in B=|-1 0 2
2 -1 1 -1 -1 1

a. Pois¢i matriko C' = AB.
b. Poisc¢i LU razcep matrike C' brez pivotiranja.
c. Najbo b = [2,6,2]T. Z uporabo LU razcepa iz prejsnje tocke resi enacbo C7 = b.
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NALOGA 40. <

—

Poisci vse resitve sistema A7 = b, kjer je

1 10 — 1
A= in b= .
-2 1 3 1
Naj bo ¥ = ¥y — 7, razlika dveh resitev sistema. PoiS¢i mnozico vektorjev, ki so
pravokotni na vse mozne razlike 7.
NALOGA 41. <
Dani sta matriki
5 9 7
1 1 1
-1 -5 0
A= in B=|2 6 2
1 5) 1
00 —1
-2 -2 -1

Resi enacbo X B = A.

NALOGA 42. <
Dani sta matriki

-1 1 -1 1 00
A= 0 -1 0 in B=]0 01
2 2 1 0 -1 0

Poisci matriko X, ki resi enacbo
AXB=A+B.






POGLAVIE 4

Determinante
NALOGA 43.
Poiséi vse take matrike X = R2*2, za katere velja:
a. X je simetricna,
2 1
b. X komutira z matriko A = Lo ] in
c. det(X) = 4.
NALOGA 44.
Podana je matrika
(5 2 0 |
2 5
0 2 5 2 0
A, =
0 0 2 5 2
0 0 0 2 5

a. Izracunaj det(Ay), det(As) in det(Ay).
b. Poisci rekurzivno zvezo, ki izraza det(A,,).
c. S pomocjo matemati¢ne indukcije pokazi, da je

1
®WAJ=§@“*—U

za vsa naravna Stevila n > 2.

NALOGA 45.
Dani sta matriki
0113 3 1 0 0
-1 011 1 1 -1 -1
A= in B=
-1 10 3 2 -1 0 O
-2 1 30 o 2 1 2
I[zracunaj determinante matrik A, AT, B, AB, (AB)™!, AB~!in (B — A)~.
NALOGA 46.
Dani so vektorji
1 2 1
G=12|, b=|1| m ET=]1
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—

Naj bo X matrika, ZakateroveljaXE’:E—_Z;, Xb=b-CinXT=7C-7d.

a. Zapisi matricno enacbo XG = H, ki ji zadosca matrika X, t]. izrazi stolpce matrik
G in H z vektorji @, b in ¢.

b. Izra¢unaj determinanto matrike X, det(X).

c. Poiscéi matriko X.

NALOGA 47. <L
Naj bosta T in % poljubna pravokotna vektorja iz R™. Izrac¢unaj det(/ + Ty ') in
det(I — 7).

NALOGA 48. g
Naj bo A matrika

[ 210 0]
-1 1 10
A —
2 20 2
-1 3 3 1
Izracunaj determinante matrik A, A — I, ATA ter AT(A —I).
NALOGA 49. g
Izracunaj determinanti matrik BT (B + 2I) in (B + 2I)7!, ¢e je B matrika
(350 0]
3350
B —
333 5
333 3
NALOGA 50. <
Dani sta matriki
1 01 8 11 2
0 249 20 3 4
A= m B=
0 01 2 1 1 -1
000 3 03 0 =2
Poisci determinanto matrike X, ki resi enacbo AX = B.
NALOGA 51. <
Naj bo
1 t—1 1
A=1|t-3 3t
1 -1 -2
Poisci vsa Stevila t € R, za katera je determinanta matrike A enaka 0.
NALOGA 52. \
Poisci vse vrednosti parametra ¢, za katere bo determinanta matrike
3 t 2

A=1|1 7 2
t t—1 2
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enaka 4.






POGLAVIJE 5

Vektorski prostori in linearne preslikave

NALOGA 53.
Preslikava ¢: R3 — R? je podana s predpisom

oF) =TT,
pri ¢emer je @ = [1,0, 1]T.

a. Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R3.
b. Poisci bazi za ker(¢) in im(¢).

NALOGA 54.
Preslikava ¢: R3 — R? ima predpis

kjer je @ = [1,2,0]T.

a. Preveri, da je ¢ linearna preslikava.
b. Poiséi matriko A, ki pripada ¢ glede na standardno bazo R3.
c. Doloci ker ¢ in im ¢.

NALOGA 55.
Naj bo
1 0 01
1 0 01
A=
01 10
0110
in naj bo U podmnozica vseh vektorjev @ € R?, za katere velja A7 = —ATZ.

a. Dokazi, da je U vektorski podprostor V_)R‘l.
b. Ali sta vektorja @ = [1,—1,1,—1]T in b =[1,0,0, —1]T vsebovana v U?
c. Poisci bazo in dolo¢i dimenzijo podprostora U.
NALOGA 56.__
Za bazo {@, b, ¢} prostora R? izberemo vektorje
a=1021-1", b=[-101", T=][0,-1,0.
Linearna preslikava ¢: R3 — R3? preslika te vektorje po pravilih
o(@)=d—1b, ¢(b)=b-7, ¢(7)=7-7.

a. Zapisi matriko A, ki pripada preslikavi ¢ v bazi { @, _b>, c}.
b. Doloéi inverz P~! prehodne matrike P = [@ b ).

c. Poiséi matriko S, ki pripada preslikavi ¢ v standardni bazi.
d. Doloéi jedro ker ¢. Ali je ¢ injektivna?
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NALOGA 57. \
Oznacimo z V mnozico vseh 2 x 2 matrik, za katere je

TTAT =0,
pri ¢emer je @ = [1,—1]T. Z ¢z: V — R? oznacimo preslikavo, dolo¢eno s predpisom

A Ad.

a. Dokazi, da je V vektorski podprostor v prostoru vseh 2 x 2 matrik.
b. Dolo¢i dimenzijo in bazo podprostora V.
c. Dokazi, da je ¢z linearna preslikava.

NALOGA 58. <
Preslikava na prostoru 2 x 2 matrik ¢: R?*? — R?*2 naj bo definirana s predpisom

H(X)=AX — XA,

S

a. Pokazi, da je ¢ linearna preslikava.
b. Izrazi matriko linearne preslikave ¢ v bazi prostora R?*?, dani z matrikami

. 10 . 0 1 . 0 0 . 0 0
oo’ P ool P10l Tt lo |

c. Doloci jedro in sliko linearne preslikave ¢.

pri cemer je

NALOGA 59. \
Naj bo
0 4
1 1 -1
2 3 =2
1 -6

a. Pokazi, da je V = {7 € R® | A7 = BT7} vektorski podprostor v R3.
b. Poiséi matriko D, za katero bo V = C(D). Ali je D natan¢éno dolo¢ena?

NALogA 60. \
Naj bo ) ,
1 0 11
0 1 2 1
A=
-1 3 5 2
2 =2 =20

a. Poisci bazi podprostorov C'(A) in N(A).
b. Kateri od vektorjev @ = [2,3,7, 2] in b = [2,0,-2,2]" lezi v C(A)? Tistega,
ki lezi v C(A), izrazi kot linearno kombinacijo stolpcev matrike A.

NALOGA 61. R <
Podana sta vektorja @ = [2,1,2]" in b = [1,2,2]T.

a. NajboU={T €R¥| @-Z = b -T}. Ali je U vektorski podprostor v R3?
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b. Doloé¢i matriko A, da bo U = C(A). Koliksna je dimenzija U? Ali je matrika A
enoli¢no dolocena?

NALOGA 62. <
Dana je matrika

2
0
1
2

s = Ot

0 3
1 2
0 3
10

a. Poisci bazi za N(A) in C'(A). Doloc¢i dim N(A) in dim C'(A).

b. Zapisi mnozico resitev sistema AT = b za vektor b = 5,0,4,0]

c. Poisci vektor @, ki resi sistem A7 = b in je pravokoten na b. Koliko je takih
vektorjev?

NALOGA 63. v
Vzemimo @ = [1,1,0]T. Naj bo V mnozica vseh vektorjev v € R3, za katere velja

T

aAaXUT=7UXa.

a. Dokazi, da je V vektorski podprostor v R?. Koliko je dim(V')?
b. Poiséi 3 x 3 matriki A in B, dabo V = N(A) = C(B).

NALOGA 64. <
Dani so vektorji

-1 0 -3 1
’l-;l = 2 > Uz = 2 > 7;5 = 2 in 7;4 = 2
0 1 -2 2

a. Poiséi dimenzijo in bazo linearne ogrinjace V' vektorjev U1, Uy, U3 in Uy.
b. Izrazi vektor v, kot linearno kombinacijo ostalih. Ali je resitev enoli¢na?






POGLAVIJE 6

Ortogonalnost

NALOGA 65. <
Vektorski podprostor V' < R* je napet na vektorje

v =[1,2,0,2]", v, =1[2,-1,2,0]" in wy=1[2,1,2,0]".
a. PoiS¢i ortonormirano bazo za V.

b. Pois¢i ortonormirano bazo za V+.
c. Izracunaj pravokotno projekcijo vektorja @ = [1,0,0,1]" na V.

NALOGA 66. \Y
Naj bo ) )
1 -3 5
2 =2 1
A=
2 -1 1
0 2 0

a. Poisci ortonormirano bazo za stolpéni prostor C'(A).

b. Poisci ortonormirano bazo za ortogonalni komplement C'(A)*.

c. Naj bo 7 = [1,0,-9,0]T. Poiséi taka vektorja 71, 7o € R?, da bo

E‘) = E;)1 + §27

pri tem pa 7, € C(A) in 7, € C(A)L. Ali sta taksna vektorja 7’1 in 7'y enoli¢no
dolocena?

NALOGA 67. \
Vektorski podprostor V' C R* je linearna ogrinjaca vektorjev

v =[1,1,-1,-1]", Ty=[2,1,-1,0]" in Us=[3,1,-1,1] .

a. PoiS¢i ortonormirano bazo za V' in doloéi dim V.
b. Poigéi ortonormirano bazo za V-+.
c. Poisci pravokotni projekciji vektorja @ = [0,1,0,1]" na V in V.

NALOGA 68. \
Dana sta vektorska podprostora

U={[z,y,2]" €eR®; 22+y—32=0} in V={[zr,y,2]" €R®; 2 =2y =3z}

a. Dokazi, da sta U in V vektorska podprostora v R3.
b. Dolo¢i bazi za U in V.

c. Dopolni bazo za U do baze prostora R?.

d. Doloc¢i bazo ortogonalnega komplementa prostora V.

NALOGA 69. g
[s¢emo funkcijo oblike

f(x) =cx+ C—Q,
X
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ki bo aproksimirala naslednje podatke:
1
-1 -1

-4 -1

1
2

X

Tt o=

Yi

a. Iz f(x;) = y; dobimo predolocen sistem linearnih enach za ¢y in ¢y. Zapisi matriko
in desno stran tega sistema.

b. Dolo¢i parametra ¢; in ¢, po linearni metodi najmanjsih kvadratov tako, da bo f
predstavljala najboljso aproksimacijo za zgornje podatke.

NALOGA 70. \
Metka vozi avtomobil s konstantno hitrostjo, njen sovoznik Janko pa si po vsaki uri voznje
zapise stanje Stevca kilometrov. Dobi naslednjo tabelo:

t‘l 9 3 4
3‘ 150 220 330 420

a. Za hitrost avtomobila v in prevozeno pot s(t) velja zveza s(t) = vt + 5. S pomocjo
podatkov iz zgornje tabele zapisi sistem enacb v obliki

v —
]:b
50

in poisci reSitev dobljenega sistema z linearno metodo najmanjsih kvadratov.

b. S kaksno hitrostjo Metka vozi avtomobil? Koliko kilometrov je bilo na stevcu pred
zacetkom voznje?

c. Oceni stanje na stevcu kilometrov po peti uri voznje.

NALOGA T71. <
Poisci tisti vektor 77, ki je po metodi najmanjsih kvadratov najboljsi priblizek za resitev
sistema

A

[ 2 1] [ 7]
3 2| | -9
xr =
-2 2 -2
—1 1 0
NALOGA T2. <
V R* so dani vektorji
[ 1] (1] [ 9] ER
! Lo o ~ o
a = , b= , €= in d=
0 0 0 0
0 2 8 0

a. Poisc¢i ortonormirano bazo podprostora U.
b. V tej ortonormirani bazi zapisi pravokotno projekcijo vektorja u = [1,2,3,4]T na
podprostor U.

NaLoGa 73. \Y
Naj bosta @ = [1,—2,2]" in ¥ = [2,2,1]T vektorja v R3.

a. Zapisi projekcijsko matriko P na podprostor, ki ga napenjata vektorja ¥ in v.
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b. Izracunaj P7 za 7 = [9,9,9]".
c. Izrazi vektor P kot linearno kombinacijo vektorjev u in U.

NALOGA T4.
Naj bo V vektorski podprostor v R3,

V={z,y,x+y]": 2,y € R}

a. Poisc¢i bazo prostora V.
b. Poisci ortonormirano bazo prostora V.
c. Dolo¢i pravokotno projekcijo vektorja @ = [2,1,0]" na V.

NALOGA T75.
Podmnozica V' C R? je podana z naslednjim opisom:

V=A{lz,y,2]" eR® |y =2z}

a. Pokazi, da je V vektorski podprostor v R3.

b. Poisci bazo prostora V.

c. Poiséi bazo ortogonalnega komplementa V.

d. Zapisi @ = [2,1,3]" kot vsoto pravokotnih projekcij na V in V+.

NALOGA T76. .
Za matriko A in vektor b,

1 1 3
A=11 <1, 2=13],
0 2 3

poiséi pravokotno projekcijo b na stolpéni prostor C'(A) matrike A.

NALOGA 77.
Poiséi ortonormirano bazo podprostora V' v R?, ki ga napenjajo vektorji
[ 2] 1 [ 5 ] —4 ]
1 3 0 3
U= 2 Vg = 2 Ug= | 4 Vyg=| =2 |, Us=
0 -2 2 -7
i 0 | 0 i 0 | 2 |
NALOGA 78.
Dana je matrika ) )
1 01
011
A=
010
1

a. Pois¢i ortonormirano bazo za podprostor C'(A).
b. Poiséi ortonormirano bazo za podprostor C'(A)=*.

NALOGA 79.
Vrednost funkcije f je podana v Stirih tockah:

f@)=1, f1)=-1, f(=1)=8 in [f(=3)=16.
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Z metodo najmanjsih kvadratov poiséi enacbo kvadratne funkcije g(z) = az? + bz + ¢, ki
se najbolj prilega funkciji f v omenjenih Stirih tockah.

NALOGA 80. \
Dana je matrika

1 2 31
A=|1 01 0
4 4 8 2
a. Poiséi ortonormirano bazo stolpénega prostora C'(A).

b. Dolo¢i pravokotno projekcijo vektorja @ = [5,3, —2]T na C(A)*.
c. Dolo¢i pravokotno projekcijo vektorja @ na C'(A).

NALOGA 81. <
Podatke v tabeli

T; 0 1 2 3
vi|—o —2 4 3
bi radi aproksimirali s funkcijo oblike
f(z) =ax+0b.

Doloci konstanti a in b tako, da bo f(z;) najboljsa aproksimacija za y; po metodi naj-
manjsih kvadratov.

NALOGA 82. <&

Pois¢i ortonormirano bazo stolpénega prostora C'(A) matrike
(10 1]
11 3
A=
1 01
11 3

in ortonormirano bazo nicelnega prostora N(AT) matrike AT.

NALOGA 83. <
Naj bo ) _
1 2 3
1 0 0
A—
01 2
1 1 2

a. Pois¢i ortonomirano bazo za C(A).
b. Pois¢i ortonomirano bazo za C(A)*.
c. Projiciraj vektor @ = [5,2,4,0]T na C'(A).

NALOGA 84. \
Poisci ortonormirano bazo linearne lupine vektorjev
2 0
?;1 = 2 in 62 = 1 y
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nato pa to bazo dopolni do ortonormirane baze celega R3.






POGLAVIJE 7

Lastne vrednosti

NALOGA 85. ¢
Naj bo
5 —4 -8
A=12 -1 —4
2 =2 =3

Poiséi prehodno matriko P in diagonalno matriko D, da bo veljalo A = PDP~!. Nato
izracunaj A%2°2°. Ali lahko (v tem primeru) to stori§, ne da bi izracunal P~1?

NALOGA &86. Y
Dana je matrika

4 0 -6
A=|3 -2 -3
3 0 =5

a. Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.
b. Ali je A diagonalizabilna? Ce je, poiséi matriki P in D, da bo A = PDP~!, sicer
pa povej, zakaj ne.
NALOGA 87. \
Zaporedje (a,) je dano z rekurzivno zvezo
ap = 3Ap—1 + 4ap_o
in zacetnima Clenoma ag = 3 ter a; = 7. S spodnjimi koraki doloci eksplicitno formulo za

Q.

a. Poisci tako matriko A, da lahko zgornjo rekurzivno zvezo zapises v obliki

—

Ty = Az:nfl

za vektor T, = [a,, a,_1]".
b. Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike A.
c. Poisci eksplicitno formulo za a,,.

NALOGA 88. <
Dana je matrika

2 0 4
A=11 2 1
0 0 =2
a. Pokazi, da je \; = —2 lastna vrednost matrike A in poisci pripadajoci lastni vektor

U1
b. Pokazi, da je U5 = [0,1,0]" lastni vektor matrike A in dolo¢i pripadajoco lastno
vrednost As.
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kratnost.
NALOGA 89. \
Dana sta vektorja @ = [1,0,0]" in ¥ = [0,1, —1]T. Naj bosta A in B matriki
A=[7 7] in B=AAT.
Diagonaliziraj matriko B in izra¢unaj B'°. Pri tem matrike B ni treba eksplicitno

izracunati, da jo diagonaliziras. Pomagaj si z dejstvom, da sta vektorja u in U pra-
vokotna.

NaLocA 90. ¢
Zaporedji a,, in b, sta dani z rekurzivnima zvezama

CLn - 3a/n—1 - 2bn—17
bn - 2an—1 - 2bn—1’
in zaCetnima ¢lenoma ag = 3 ter by = 3. Poisci eksplicitni formuli za zaporedji a,, in b,.

NALOGA 91. \
Poisci splosno resitev sistema diferencialnih enacb

To= =2y,
y = x+ 3y,
ter tisto resitev, ki zados¢a zac¢etnemu pogoju x(0) = 3 in y(0) = —2.
NALOGA 92. Y
Podana je matrika
1 00
A= 1 20
-1 -3 1

a. l?oiééi lastne vrednosti matrike A.

b. Ce je mogoce, matriko A diagonalizira].
NALOGA 93. <
Naj bo A matrika

1 1 —1
A= 10 0
-1 0 0

a. Pois¢i bazo nicelnega prostora N(A).

b. Poisci bazo stolpénega prostora C'(A).

c. Kateremu lastnemu podprostoru A je enak N(A)? Kateri lastni vektorji A so
vsebovani v C'(A)?

d. Poisci najprej lastne vektorje in nato Se pripadajoce lastne vrednosti A.

NALOGA 94. <
Naj bo A matrika

_ o O =
S = = O
S = = O
_ o O =
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a. Poisci ortonormirano bazo nicelnega prostora N(A).

b. Poisé¢i ortonormirano bazo stolpénega prostora C'(A).

c. Izracunaj A?. Kaj ti A% pove o lastnih vektorjih in pripadajoc¢ih lastnih vrednostih
matrike A?

d. Poiséi ortonormirano bazo R*, sestavljeno iz lastnih vektorjev matrike A, in zapisi
A kot produkt A = QDQT.

NALOGA 95. <
Dana je matrika

2 11
A=13 01
4 —4 3

a. Poisci lastne vrednosti ter pripadajoce lastne vektorje matrike A. Ali lahko matriko
A diagonaliziramo?

b. Ali obstaja neniceln vektor 7 € R?, da je AZ vsaj dvakrat daljsi vektor, tj.
|AZ|| > 2||7||? Ce tak T obstaja, ga poisci!

NALOGA 96. <
Zaporedji a, in b, sta podani rekurzivno z zacetnima clenoma ay = 4 in by = 3 ter
enachbama
ap, = 4a, _Gbn—b
bn = San_l _5bn—1~
a. Izracunaj ¢lena ay in bs.
b. Poisci eksplicitno formulo za zaporedje a,,.

NALOGA 97. <
Dana je matrika

313
A=1]11 0 0
3 00

a. Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike A.
b. Poiséi diagonalno matriko D in obrnljivo matriko P, da bo A = PDP~!.
c. Poiséi diagonalno matriko D in ortogonalno matriko @, da bo A = QDQT.

NALOGA 98. g
Zaporedje a, je podano rekurzivno z enacbho

o Ap—1 + Qp—2

a, =
2
ter z zacetnima clenoma ag = 0 in a; = 1. Dolo¢i splosni ¢len zaporedja a,,.
NALOGA 99. \
Dana je matrika
L _2 2
3 ~3 3
_ 2 12
A=1-5 3 3
2 2 1
3 3 3
Diagonaliziraj A in izracunaj p(A), kjer je p(x) = x?918 — 22 + 2.
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NALOGA 100. <
Dan je sistem linearnih rekurzivnih enacb

Ay, = Qap-1+ bnfla

bn = Qp—-1 — bn—h

z zacetnima vrednostima ag = 1 in by = 2.

a. Izracunaj ag in b3.

b. Zapisi zgornji sistem v obliki @,, = AZ,_1, kjer je T, = [an, ba]".
c. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike iz prejSnje tocke.
d. Zapisi formuli za a,, in b, in izracunaj asgs.

NaLoca 101. <
Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike
4 6 —6
A=12 -1 -1
5 4 —6

Ali obstaja taka matrika P, da bo A= PDP~'?
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1. Vektorji in geometrija

RESITEV NALOGE 1. T

a. Normala na ravnino ¥ mora biti pravokotna na premico p (da bo p vzporedna

ravnini) in na premico ¢ (ker ¢ lezi v ravnini). Ker sta smerna vektorja premic
p in ¢ nenic¢elna in linearno neodvisna, lahko normalo ravnine Y izracunamo kot
vektorski produkt smernih vektorjev p = [1,2,1]T in § = [-2,-3,1]T,

n=ny=7pxq=1[5-31"

Seveda bi lahko za normalo ravnine vzeli tudi katerikoli neni¢elni veckratnik vek-
torja 7. Za tocko na ravnini lahko vzamemo katerokoli tocko na premici ¢, na
primer (0,1, —1). Tako dobimo enacbo za X:

—_ — —

n-r=mn-7qg ozroma br—3y+z=—4

. Ta del lahko resimo na ve¢ nacinov. Lahko se iz tocke A premaknemo za k-kratnik
normale, in poracunamo k tako, da bo dobljena tocka lezala na ravnini. Iz

—

Ty = 1T4—kn =
= [7,1,-1)" —k[5,-3,1]" =
= [7T—5k1+3k —-1-k"T€eX
in enacbe ravnine ¥ dobimo enac¢bo
5(7—05k)—3(1+3k)—1—k=—4,

ki ima resitev k = 1. Torej je A'(2,4, —2).

Ce slu¢ajno ze poznamo formulo za pravokotno projekcijo enega vektorja na dru-
gega, imamo Se en mozen pristop. Pois¢emo vektor med katerokoli tocko na ravnini,
recimo Q(0,1,—1), in A(7,1,—1). Oznacimo ga z @ in izra¢unamo

a=T7T4—Tg=][7,0,0"

Projekcijo vektorja @ na 7 oznac¢imo z b in jo izracunamo po formuli

- m-a _. 35 _
b=—=——=n=—n=mn.
n-n 35

Ce od krajevnega vektorja 7 4 odstejemo projekeijo b pristanemo ravno na ravnini
Y. (narisi si sliko). Projekcija tocke A na ravnino X je torej A'(2,4, —2).

. Smerni vektor projicirane premice p’ Ze poznamo, saj je enak p. Potrebujemo
Se eno tocko na premici p’. Dovolj je projicirati katerokoli tocko s premice p na
ravnino . Ce opazimo, da tocka A iz prejsnjega dela naloge lezi na premici, lahko
uporabimo kar Ze izracunano tocko A’. Tako lahko takoj zapiSsemo parametri¢no
obliko iskane premice:

P (2,4, -2 +[1,2,1]".
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RESITEV NALOGE 2. ¢

a. Na ravnini z enac¢bo z = 0 lezijo tiste tocke, ki imajo tretjo komponento enako 0,

torej A in B.
b. Ker A in B Ze lezita na ravnini, je A’ = A in B’ = B. Izra¢unajmo enac¢bo premice
p skozi S in C. Smerni vektor bo p = SC = [-3,4,—2|T. Za tocko na premici

lahko vzamemo C' in dobimo enacbo premice
p:[0,3,2]T +¢[-3,4,-2]".

Vsaka tocka na premici p je torej oblike [—3t,3 + 4¢,2 — 2¢]T. Ce zelimo, da bo
tretja komponenta enaka 0, mora biti ¢ = 1 in dobimo C’(—3,7,0).
c. Ploscino trikotnika A’B’C’ najlazje izracunamo po formuli

1l — — 1
S = SIAB xAC| = S[0,3,0]" x [-3,7,0]"]| =
1 T 9
RESITEV NALOGE 3. T

a. Ravnina X bo vsebovala vektorja AB in AC , zato lahko za njeno normalo vzamemo
njun vektorski produkt:

7 =AB x AC = [2,1,0]" x [0,2,1]T = [1,—2,4]".

Za totko na ravnini izberemo A(0,0,0) in dobimo enac¢bo ravnine

—

m-T =174 oziroma z — 2y + 4z = 0.

b. Ker mora biti premica p pravokotna na ravnino, lahko za smerni vektor vzamemo
kar normalo ravnine. Enacba premice p je torej

p: [3,1,5)7 +t[1,-2,4]".

c. Tocke na premici p imajo koordinate [3 + t,1 — 2t,5 + 4¢]T. Ko to vstavimo v
enacho ravnine 3, dobimo

3+t—2(1—-2t)+4(5+4t) =0,

od koder izracunamo t = —1. To vstavimo v enac¢bo premice in dobimo tocko
D'(2,3,1).
d. Prostornino tetraedra dobimo po formuli
1
V = §SABChJ

kjer je Sapc ploscina osnovne ploskve, h pa visina. Prvo izracunamo s pomocjo
vektorskega produkta:

Sapc = =||AB x AC|| = =||77]| = =V/21.
2 2 2
Visina iz D na ploskev ABC' je DD’, zato je
h=|DD'| = |[[-1,2,-4]"|| = V21.
Torej je V =1 -3v21-v21 = 1.

RESITEV NALOGE 4. et
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a. Najprej izracunamo kot 1 med smernim vektorjem premice p, p = [0,1,1]T, in
normalo ravnine 77 = [2,1,2]T. Uporabimo formulo za skalarni produkt:

— —

n-p = |77l - cosd,
2.04+1-14+2-1 = V224+124+22./02+12+12-cos?,

3 = V9.2 cosd,

1
— = cos1,

V2

oziroma cosv = ? Od tod dobimo ¥ = 7/4. Kot ¢ med premico in ravnino je
tako enak

T T m
— 9 =_°L =
LA 2 1
b. Tocke na premici p imajo obliko

3,0,0]T +¢[0,1,1]" = [3,¢,¢]".

™
1 .

To vstavimo v enacbo ravnine X in dobimo enacbo za t,
2:34+t+2t=09,

z resitvijo t = 1. Ko to vstavimo nazaj v enacbo premice, dobimo presecisce
T(3,1,1).

c. Pravokotna projekcija p’ bo vsebovala tocko T'. Dolociti moramo Se smerni vektor,
ki ga dobimo kot razliko krajevnih vektorjev dveh tock na p’. Drugo tocko dobimo
tako, da poljubno od T' razlicno tocko s premice p projiciramo na ravnino ..
Izberimo kar tocko A(3,0,0). Ko se premaknemo za veckratnik normale iz tocke
A, dobimo tocko [3 — 2k, —k, —2k|T. To vstavimo v enac¢bo ravnine in dobimo

2(3 — 2k) — k + 2(—2k) = 9.

Resitev je k = —3 in projekcija Anaravnino je A'(4, 3, 2). Smerni vektor premice
p’ bo vzporeden vektorju TA" = [2, —2 —2]T, recimo p’ = [2,—2,—1]". Iskana

enacha je torej
P31, 1T +e2, -2, 1]

RESITEV NALOGE 5. et

a. Izracunamo enacbo ravnine Y, ki jo dolo¢ajo tocke A, B in C in preverimo, ¢e
tocka D lezi na tej ravnini. Normalni vektor ravnine Y bo vzporeden vektorju

AB x AC = [3,-3,6]" x [—6,—3,3]T = [9, —45, —27]".
Izberemo si 1 = [1, -5, —3]T. Izratunamo Se
r—5y—32 =7-7Ta = [1,-5,-3]"-[3,6,3]" = —36.

Torej je ¥: x—5y—3z = —36. Ce vstavimo koordinate tocke D, vidimo, da enacba
ni izpolnjena. Tocka D torej ne lezi na >, to pa pomeni, da tocke A, B, C'in D
ne lezijo na isti ravnini.

b. Izrac¢unajmo projekcijo A’ tocke A na ravnino x +y — z = 0. Iz A se premaknemo
za nek veckratnik normale v tocko [3 + k,6 + k,3 — k]T. Ta tocka mora lezati na
ravnini, zato je

3+k+6+k—(3—k)=0,
od koder dobimo k£ = —2 in A’(1,4,5). Podobno izra¢unamo se

B'(6,3,9), C'(-1,5,4) in D'(-2,7,5).
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c. Tocke na daljici A’D’ imajo smerni vektor

Ta +tAD = [1,4,57 +1[—3,3,0]7 = [1—3t,4+3¢,5]
za nek t, 0 <t < 1. Tocke na daljici B'C" imajo smerni vektor
T +sB'C = [6,3,97 +5[-7.2,-5]T = [6— 75,3+ 25,9 5s]7
za nek s, 0 < s < 1. Morebitno presecisce bo lezalo na obeh daljicah, zato bo
veljalo
[1—3t,4+3t,5]" =[6—7s,3+259—5s]"

oziroma po komponentah

1-3t = 6—7s,

443t = 3+ 2s,

5 = 9—b5s.

Dobili smo sistem treh enacb z dvema neznankama. Ce je sistem resljiv in lezita ¢
in s med 0 in 1, potem se daljici sekata. Ce je sistem resljiv, ampak je vsaj eden
od parametrov vec¢ji od 1 ali manjsi od 0, potem se sekata premici, daljici pa ne.
Ce sistem ne bi imel resitev, bi v splosnem to pomenilo, da sta premici mimobezni,
vendar se to v tem primeru ne sme zgoditi, ker vemo, da lezita v isti ravnini.

Iz tretje enacbe lahko takoj izracunamo s = %. To vstavimo v drugo enachbo in

dobimo Se t = % Ce oboje vstavimo v prvo enacbo, vidimo, da je res izpolnjena.
Presecisce obeh daljic dobimo tako, da enega od parametrov vstavimo v parame-
trizacijo daljice:

3 3 17 223 17
1-3t.4+3t5" = [1—-24+25| = |=. = 5| .
-saaay = [i-dae 2] - (224

RESITEV NALOGE 6. et

a. Normalni vektor ravnine bo vzporeden vektorju

AB x AC = [-2,0,-1]T x [0,2,1]T = [2,2,—4]".

Izberimo 77 = [1,1,—2]T. Za tocko na ravnini uporabimo tocko A. Ker je 77 - 74 =
3, je enacha ravnine
Yox+y—22=3.

. Smerni vektor premice, pravokotne na Y, bo enak 7, zato se enacba te premice

glasi
p:[1,2,3]7 +¢[1,1,-2]".

. Razdalja med toc¢ko 7" in ravnino ¥ je razdalja med T in pravokotno projekcijo 7"

tocke T' na Y. Ker je premica p pravokotna na X in vsebuje T', bo T” presecisce p
in ¥. Tocke na p imajo koordinate [1+¢,2+¢,3—2t]T, in ko to vstavimo v enacho
za 2, dobimo

l+t+2+t—2(3—-2t)=3.

Torej jet =11in 77(2,3,1). Zdaj lahko izracunamo
\T7)| = (1,1, -2 7| = VT2 + 12+ (—2)° = V6.

RESITEV NALOGE 7. ¢

a. Najprej izracunamo AB = [3,3,3]T in AC = (6, —3,—3]T, potem pa opazimo, da

je AB - AC = 0, torej sta vektorja pravokotna in je kot med njima 7 = 90°.
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b. Tezisce se izracuna po formuli

P Ve
rpr = §(TA+ rp+ TC) - 5[187376]1— = [67172]T’

c. Premica, ki bo pravokotna na ravnino trikotnika ABC', bo imela smerni vektor,
vzporeden normali, ki jo izracunamo kot

7 = ABx AC = [0,27,—27]".
Naj bo p = [0,1,—1]T. Enacba premice se torej glasi
p: [6,1,2]T +¢[0,1,—1]".
RESITEV NALOGE 8. i

a. Tocke na premici p lahko zapisemo kot [t + 1, 3t, 2t + 1], tocke na premici g pa kot
(35 +4,2s + 2, —s]T. Iscemo taki vrednosti za parametra t in s, da bosta zgornji
trojici po komponentah enaki. Iz prve komponente lahko izrazimo t = 3s + 3 in
vstavimo v drugo, pa dobimo 3(3s + 3) = 2s + 2 oziroma s = —1 in zato t = 0.
Oboje vstavimo Se v enacho, ki jo dobimo z izenacenjem tretjih komponent in
vidimo, da je tudi ta izpolnjena. Tocka, ki lezi v preseku obeh premic, oznac¢imo
jo s T, ima torej koordinate 7'(1,0,1).

b. Ozna¢imo kot med premicama s ¢ in smerna vektorja premic z p = [1,3,2]" in
q = [3,2,—1]". Iz enakosti

—_ —

p-q =Dl 1Iqllcose

dobimo

3+46-2 = V124+32422,/32422 4 (—1)2cos ¢,

7 = 14cosp,
1
cosp = o

Torej je ¢ = 3 = 60°.

c. Normalni vektor 7 ravnine ¥ bo pravokoten na oba smerna vektorja, zato bo
vzporeden z vektorskim produktom P x ¢ = [-7,7,—7]7. Izberimo na primer
7 = [1,—1,1]T, za tocko na ravnini pa kar presek premic 7. Enacba ravnine se
potem glasi

T—y+z=2.
RESITEV NALOGE 9. et

a. Za tocke, ki lezijo v preseku ravnin, morata biti izpolnjeni obe enacbi. Iz enacbe
ravnine Y izrazimo x = 2z — y in vstavimo v enacbo ravnine A, pa dobimo 2z —
y+2y — 2z =1 oziroma y = 1 — 2. Tocke v preseku so torej [3z — 1,1 — z, 2|7, kar
je ravno parametrizacija premice

p: [—1,1,0]" + 2[3,—-1,1]".
b. Uporabili bomo formulo za zrcaljenje tocke A preko ravnine >
?A” = ?A — 2 prOjﬁE<._P—Z),

kjer je P poljubna tocka na ravnini 2. V naSem primeru je najlazje izbrati eno od
tock s premice p, na primer P(—1,1,0). Za tocko A vzemimo tocko s krajevnim
vektorjem 7 4 = T p+ 7 . Na ta nacin bomo dosegli, da se bo predstavnik normale
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A= PA prezrcalil preko ravnine X v vektor PA”, ki bo torej predstavljal normalo
ravnine A’. Najprej posebej izracunajmo A(0, 3, —1) in
ANy 5

— 55 101"
i~ (PA) = ny = =[1,1,-2]T = |=, =, ——| .

pro.]ng( ) ng-ngnz 6[ ) Ly ] |:6767 6:|

Iz zgornje formule za projekcijo ¢ez ravnino zdaj dobimo

55 10}T_{547}T

?A” = [0737_1]T_ [5’}_? N _57575

5 3 = T —
[zrac¢unamo Se vektor PA” = [—%, %, %} . Za normalo njs lahko vzamemo kate-
rikoli vzporedni vektor, na primer 7, = [—2,1,7]T. Enacba ravnine A’ se torej

glasi
AN: —2x+y+72=3.

Pri tem smo za tocko na ravnini seveda uporabili tocko P.

RESITEV NALOGE 10. ¢

a. Tocke na premici p imajo parametrizacijo [t, 2¢t+1,¢+1]T. Ce to vstavimo v enacbo

za ravnino X, dobimo
t—202t+1)+2(t+1) =1,

od koder izracunamo t = —1. Tocka, ki lezi v preseku ravnine X in premice p je
torej P(—1,—1,0).

. Normalni vektor ravnine X je w = [1,—2,2], smerni vektor premice p pa p =

[1,2,1]. Kosinus kota ¢ med normalo in smernim vektorjem dobimo iz formule
p - = |7l cos V.
Ker je | 7|l = v6 in |77 = 3, je

1—4+2=3V6cos?,

od koder izrazimo cosd = —ﬁé. Izracunamo

1
arccos | ———= | ~ 97.8°.
( 3\/6>

Kot med vektorjema je seveda lahko vecji od 90°. Kot med premicama, dolo¢enima
z vektorjema p in 77, je v tem primeru enak ¢ = 180° — 97.8° = 82.2°. Kot med
premico in ravnino je zato enak

© = 90° -1 =~ 90° —82.2° = 7.8°.

Racun bi malce poenostavili, ¢e bi namesto vektorja 7 uporabili vektor —77.

. Prezrcaljena premica p’ bo vsebovala tocko P, v kateri premica p seka ravnino.

Dolociti moramo le e smerni vektor p’. To naredimo tako, da izberemo poljubno
od P razlitno tocko A na premici p in jo prezrcalimo ¢ez ravnino ¥ v tocko A”.
Potem bo p’ vzporeden vektorju PA”.

Naj bo A(0,1,1). Uporabimo formulo
Tar=Ta—2 Pfojﬁz(m)-

Najprej izracunamo PA = [1,2,1]7 in
PA -7 _.

1 1
prOJﬁ'2<PA) = T n = _5[17_272]1—7
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nato pa se
2 2

Tar = (0,1, 1T+ 2]1,-2,2] = |=, =, —

T SR I R

Smerni vektor p’ bo torej vzporeden vektorju
1 1 E]
97979
Ce izberemo na primer 7’ = [11, 14, 13]T, dobimo enacbo
P [=1,—1,0]" +¢[11,14,13]".

PA" = ?A“ — 7:13 = |:

RESITEV NALOGE 11. s
a. Izracunamo vektorje A—B: B—C': CD in DA:
AB = [-2,-1,—2",
BC = [1,2,-2"
CD 2,1,2]",
DA = [-1,-2,2]".

Ker je AB = DC in BC = AD, so nasprotne stranice v Stirikotniku ABCD
vzporedne in je ABC' D paralelogram. Ker so dolzine vseh zgornjih vektorjev enake,
je ABC'D romb. Izracunamo Se skalarni produkt

AB-AD = [-2,—-1,-2]"-[1,2,-2]T = —2—2+44 = 0.

Sledi, da kot pri A meri § = 90°. Ker je ABCD romb, je kot pri C' enak kotu pri
A, kota pri B in D pa sta komplementarna A, zato so vsi Stirje koti pravi. Romb
ABCD je torej kvadrat.

b. Preostala oglis¢a kocke dobimo tako, da za¢nemo v vsakem od oglis¢ kvadrata in se
v smeri, pravokotni na ravnino kvadrata ABC D, pomaknemo za dolzino stranice
kvadrata. Pravokotno smer dolo¢imo s pomocjo vektorskega produkta. Ker je

AB x AD = [-2,-1,-2]" x [1,2,-2]T = [6, -6, —3]",
bo iskani vektor dolZine 3 v tej smeri enak ¥ = [2, -2, —1]T. Seveda se lahko iz
vsake od tock A, B C' in D premaknemo za v ali pa za — U, zato sta resitvi dve.
Premik za ¥ nam da oglisca A’'(4,—1,3), B'(2,-2,1), C'(3,0,—1) in D'(5,1,1),
premik za — v pa oglisca A”(0, 3,5), B"(—2,2,3), C"(—1,4,1) in D"(1,5,3). Iskani
kocki sta ABCDA'B'C'D" in ABCDA"B"C"D". .
c. Ker imamo dve kockﬂosta reSitvi dve, in sicer premici z enacbama 7 4 +tAC" in
T4+ tAC”. Ker je AC" = [1,—1,—5]" in AC” = [-3,3,—3]", dobimo
p[2,1,4)" +¢t[1,—1,-5]"
in
P (2,1, 4] +[-3,3,-3]".
RESITEV NALOGE 12. i

a. Najprej preverimo, ¢e je naloga dobro sestavljena in je ko kot med AB in BC pravi.
Res, AB—[12 2T, BC—[ 2,—1,-2]T in AB - BC—O Zato bo ABCD
pravokotmk e bo vektor AD = 7 p — T 4 enak vektorju BC'. 1z enakosti 7 rp—
T A= — BC dobimo

Tp=T7Ts+BC = [2,0,4" +[-2,-1,-2]" = [0,-1,2]"
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in iskana tocka je torej D(0,—1,2).
b. Smerni vektor premice bo vzporeden z vektorjem

BD = Tp—7p = [-3,-3,0]".
Izberimo na primer p = [1,1,0]". Dobimo enacbo

p:[3,2,2]T +¢[1,1,0]".

—

c. Ravnina bo pravokotna na premico p, ¢e bo P njena normala. Ker je p - 74 = 2,
se enacha ravnine glasi

T +y=2.
RESITEV NALOGE 13. et

a. Ker je

Td 6-2+0-2+43-(=1) 9

ia 2+ 24(-12 9
je projekcija vektorja u na vektor @ enaka

. O 7 S
P = proj-u = ——a = a = [2,2,-1]".
ada
b. Na ravnino ¥ so pravokotni vsi vektorji oblike [4¢,4t, —2t]T, torej tudi 7.

c. Ker smo ze izracunali pravokotno projekcijo p vektorja @ na normalo ravnine, je
7 =u—-7 =1[603"—-[22 1" = [4-2,4]".
Ce tega ne opazimo, moramo izbrati dva linearno neodvisna vektorja v ravnini ¥,
na primer v; = [1,—1,0]" in Uy = [1,1,4]T, in izracunati koeficienta
UUq 6 ) UUo 18
—_— e - = 3 1n — =

——— —=1
ViU 2 VaoUo 18

Y

potem pa dobimo ¢ kot
7 =301+ 7Us = [3,-3,0]T +[1,1,4]" = [4,-2,4]".
RESITEV NALOGE 14. ais

a. Premica p ima parametri¢no enacbo
p:[1,1,3]7 +¢[2,1,3]".

Koordinate tock na premici so torej z = 142t, y = 1+t in z = 3+3t. Ce iz vsake
od teh enacb izrazimo t, dobimo kanonsko obliko enacbe premice p,
=1 z—3
5
b. Najprej poiscimo dva vektorja, ki lezita v ravnini ¥. Eden bo

14—B) = ?B_?A = [27174]T_[17173]T = [17071}1—'

Drugi je lahko kar smerni vektor p. Normala ravnine bo pravokotna na oba, zato
bo
=P xAB = [2,1,3]" x[1,0,1]T = [1,1,—1]T.

—

Za tocko na ravnini izberemo A in izracunamo 7 -
torej

r 4 = —1. Enacba ravnine je

Yox+y—z=-—1.

RESITEV NALOGE 15. et
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a. Ker X vsebuje premico p in je vzporedna premici ¢, bosta oba smerna vektorja
lezala v ravnini 3. To pomeni, da bo normala vzporedna vektorskemu produktu

Pxq =1001-1"x[21,-2]" = [-1,-2,-2]".

Izberimo 7 = [1,2,2]". Za tocko na ravnini vzamemo A in izra¢unamo 7 .- 7 = 3.
Enacba ravnine je torej

Yrx+2y+2z=3.

b. Najlazje je, ¢e od vektorja v odstejemo njegovo projekcijo na normalo ravnine X:

— . L Un._ - 9.
U—pI'OJﬁ’l) = VUV —===NnNn = UV ——n =
nn 9
= [-3,3,3]" —[1,2,2]" =
= [-4,1,17
RESITEV NALOGE 16. @
a. Za tocko D bo veljalo, da je AD = BC, torej bo Tp— Ta = Tc — Tp. Od tu
izrazimo
Tp = Te—Tp+7Ta = [-1,4,5" —[1,2,3]" +[1,0,-1]" = [-1,2,1]",

torej je D(—1,2,1).

produkt poljubnih dveh linearno neodvisnih pravokoten na ravnino. Na primer,
AB x AC = [0,2,4]" x [-2,4,6]T = [—4,-8,4]T,
zato lahko za normalo ravnine vzamemo 1 = [1,2,—1]T. Ker je 1 - 74 = 2, je
enacha ravnine
Yix+2y—z=2.
c. Premica p ima za smerni vektor kar normalo ravnine, tj. p = m. Poiskati moramo
Se sredisce paralelograma S. Lezalo bo v razpoloviséu obeh diagonal, zato bo
— I
Ts = 5(7”A+ ro) = [0,2,2]".
Enacba premice p je torej
p:[0,2,2]" +¢[1,2,—1]".
RESITEV NALOGE 17. i

a. Premici bosta vsebovali tocko A, smerna vektorja pa bosta enaka u in U. Torej
p:[1,3,5]T +¢[1,1,0]" in q:[1,3,5]" +s[2,2,1]".

b. Ker ravnina vsebuje smerna vektorja p = ¥ in ¢ = v, lahko normalni vektor
ravnine Y dobimo kot vektorski produkt

no=ux7v = [1,1,0]" x[2,2,1]" = [1,-1,0]".
Ker je A€ ¥ in 74 - 7 = —2, ima ravnina enacbo
Yix—y=-2.

c. Ravnini, ki sta od ¥ oddaljeni za v/2, bosta z ravnino ¥ vzporedni, zato bosta
imeli isto normalo. Vsebovali bosta tocki A’ oziroma A”, ki ju dobimo tako, da se
iz A premaknemo vzdolZ normale za +V2. Torej

n 1
TatV2— = [1,3,5]"£v2- —[1,-1,0]" = [1,3,5]" +[1,—1,0]".
TA \/_H?L»H [7375] \/_ \/5[7 70] [7375] [7 70]
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Dobimo tocki A’(2,2,5) in A”(0,4,5). Ker je ¥4 -7 =0in 7 4v - 1 = —4, imata
ravnini enacbi
Yr—y=0 in Y:z-—y=—4

RESITEV NALOGE 18. T

a. Najprej izracunajmo vektorski produkt
ABx AC = [4,1,—1]" x [2,1,0]" = [1,-2,2]".

Potem je

3
5

b. Normala ravnine je 7 = AB x AC = [1,—2,2]7. Ker je 74-7 = 8, je njena enacba

1 1
Sapc = §H[1,—2,2]T|| = 5\/12+<_2)2+22 _

Yorx —2y+2z=8.

c. Premica ima za smerni vektor normalo ravnine in vsebuje tocko A, zato je njena
enacha enaka
p:[0,—1,3]" +¢[1,-2,2]".
RESITEV NALOGE 19. i
Smerni vektor p bo vzporeden vektorskemu produktu
AB x AC = [1,2,3]" x [-1,1,3]" = [3,-6,3]".
Izberimo 7 = [1,—2,1]T. Koordinate tezisca T dobimo iz
_ 1 1

T = §(7A+?B+?C) - §[67676]T = [2’272]1-‘

Torej je tezisce v tocki T'(2,2,2) in enacba premice p je
p:[2,2,2]" +¢t[1,-2,1]".
RESITEV NALOGE 20. s

a. Tocke na premici p lezijo na ravninah >; in X5, zato ustrezajo obema enac¢hama.
Dobimo sistem

20 —y — 2z = 3,

r+y+2z = 2
Iz prve enacbe najlazje izrazimo y = 2x — 2z — 3. To vstavimo v drugo enacbo in
dobimo 2 = 3z 4+ 2x — 22 + 3 + 2z = bx — 3, od koder takoj sledi x = 1 in zato
y = —2z — 1. Tocke na premici p so torej oblike [1,—2z — 1,2]T, parametri¢na
enacha premice pa je zato enaka

p:[1,-1,0]" + 2[0,-2,1]".

Seveda bi lahko nalogo resili tudi tako, da bi za smerni vektor premice p vzeli
vektorski produkt normal 771 in 75, za tocko na premici pa poiskali eno tocko, ki
zadosca obema enacbama.

b. Videli smo Ze, da so tocke na premici p oblike [1, -2z — 1, 2|T.
enacho tretje ravnine in dobimo

-4 =1—-(-22—-1)=bz = 14+224+1-5z = 2— 3z,

To vstavimo v

od koder takoj sledi z = 2. Premica p in ravnina X3 se torej sekata v tocki
P(1,-5,2).
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c. Najprej is¢emo kot 9 med smernim vektorjem p = [0, —2,1]T premice p in normalo
73 = [—1,1,5]T ravnine ¥3. Uporabili bomo formulo

rig - p = |[7is][|[ P cos

kjer smo s ¥ oznagcili iskani kot. Dobimo

0-—1+(=2)-14+1-5 = /(—1)2+12+52,/02 + (—2)2 + 12 cos ),
3 = \/2_\/_00519,
3 = 3\/5\/5cosz9,

costd = ——

V15
Y =~ arccos(0.258)

v o~ T75°%
Kot med premico in ravnino je torej enak

= 90° -9 =~ 90° — 75° = 15°.

2. Sistemi linearnih enacb

RESITEV NALOGE 21. et

Najprej od druge enacbe odstejemo prvo in od tretje dvakratnik prve:

x + 2y + 2z = 3,
y - 3z = 1
-y + (a—5Hz = -1

Nazadnje pa Se novi tretji enacbi pristejemo novo drugo enacbo:

r + 2y + 2z = 3,
y — 3z = 1,
(a—8)z = 0.

Ce je torej a # 8, potem iz tretje enacbe dobimo z = 0, iz druge y = 1 in nazadnje e iz
prve z = 1. V teh primerih je sistem enoli¢no regljiv in resitev je [1,1,0]T.

Ce je a = 8, je zadnja enacba trivialna in dobimo sistem dveh enacb s tremi neznankami, ki
ima enoparametriéno druzino resitev. Ce pisemo z = t, dobimo iz druge enacbe y = 143t
in iz prve z = 1 — 8¢. V tem primeru so resitve sistema [1,1,0]" + ¢[—8,3,1]T.

RESITEV NALOGE 22. @
Iz napisanega lahko zapisemo sistem stirih enacb s Stirimi neznankami
r+y+z+w = 4,
r—(y+z+w) = 3,
(r+y)—(z4+w) = 2,
(z+y+z)—w =1
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Ko odpravimo oklepaje, dobimo

r+y+z+tw 4,
r—y—z—w = 3,
r+y—z—w = 2,
rty+z—w 1.

Preostalim trem ena¢bam odsejemo prvo, da se znebimo spremenljivke z, nato pa jih se
pomnozimo z —1:

r+y+z+w 4,
20422 +2w = 1,
2242w = 2,
2w = 3.
Od tu pa ze lahko izracunamo odgovor. Iz zadnje enacbe dobimo w = %, iz tretje z = —%,
nato iz druge y = —% in nazadnje iz prve r = g
RESITEV NALOGE 23. s

Vektor v bo pravokoten na @ in _b: ¢e bo veljalo @ - v = b - T = 0. Dobimo torej sistem
enach

—

a-v = 0,
b-T = 0,
c-v o= 1,
d-7 =1

Y

oziroma
20 + 2y + 2z = 0,

0
y + 3z + w = 0,
rc + 2y + 2z — w 1
—2r — y + 22 + w =1

Y

Ce prvo enacbo delimo z 2, tretji odstejemo dvakratnik prve in Getrti pristejemo prvo,
dobimo
r + y + =z = 0,
y + 32 + w = 0,
- 2y — 3z — w 1,

y + 4z + w = 1

Na naslednjem koraku ¢etrti enachi odstejemo drugo in tretji pristejemo dvakratnik druge,
pa imamo

r + y + =z = 0,
y + 3z + w = 0,
1

3z + w = 1,
z = 1
Cetrta enacba pravi, da je z = 1. Ce to vstavimo v tretjo, dobimo w = —2. Nato iz druge
enacbe sledi, da je y = —1, in nazadnje iz prve enacbe izracunamo z = 0.

Hitro se lahko prepricamo, da je vektor [0, —1,1, —2]T res resitev naloge.
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RESITEV NALOGE 24. ¢

Ce od prve enacbe odstejemo zadnjo, drugi enacbi pristejemo (novo) prvo, tretji pa
odstejemo dvakratnik (nove) prve, dobimo

T+ Y = L,
(a—1)(a+ 1)y = a+1,
z = 2.

Vidimo, da bo stevilo resitev odvisno od druge enacbe.

a. Cejea = —1, je druga enacba trivialna. Dobimo sistem dveh ena¢h s tremi neznan-
kami, ki bo imel enoparametricno druzino resitev. Ce vzamemo x za parameter,
lahko izrazimo y = 1 — x iz prve enacbe in dobimo resitve

(2,1 —2,2]".

b. Ce je a = 1, je druga enacba protislovna, ker dobimo na levi strani 0, na desni pa
ne. V tem primeru sistem nima reSitev.

c. Ce je a € {1,—1}, potem lahko drugo enacbo delimo z a + 1 in nato izrazimo
Yy = ﬁ Iz prve enacbe potem dobimo Se x =1 — ﬁ, iz zadnje pa z = 2, zato

ima v tem primeru sistem natanko eno resitev.

RESITEV NALOGE 25. T
1 1 0
a. A= | -1 1 a—2 | inb=[1,-1,0".
0 a—2 2

b. Ce naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki sistema [A|b] tako, da
drugi vrstici pristejemo prvo, tretji vrstici pristejemo drugo in od dvakratnika
tretje vrstice odstejemo a-kratnik druge, dobimo

11 011
0 2 a—210
0 0 4a—a%|0

Ce je 4a — a® = 0, potem dobimo sistem dveh enacb s tremi neznankami, ki ni
enoli¢no resljiv. Za a = 0 imamo parameter z = t in iz druge enac¢he dobimo y = t,
potem pa iz prve Se x = 1 —t. Za a = 4 in parameter z = t dobimo iz druge enache
y=—tinizprve x =1+41.
c. Ce je a & {0,4}, potem iz tretje enacbe sledi z = 0, iz druge $e y = 0 in iz prve
x = 1, torej je resitev sistema [1,0,0]T.
RESITEV NALOGE 26. i

—

Naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A| b |:

1 2 2 3| 3 1 2 2 3| 3 1 2 2 3| 3
2 0 -1 —1| 2 0 —4 —5 —7|—4 0 —4 -5 —7|—4
1 2 6 -1, 3| |o o 4 -4 o o o 1 -1] 0|
1 —2 5 —12|—-1 0 —4 3 —15|—4 0 0 8 —8| 0
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1 20 5] 3 120 5|3 100 —1]1
0 —4 0 —12| -4 010 31 010 31
0 o1 —1| o] Joo1 -tlo| Joo1 —1]0
0 00 0] 0 000 00 000 00

Ce pisemo w = t, izrazimo iz tretje enacbe z = t, iz druge y = 1 — 3t in iz prve z = 1 + .
Dobimo enoparametri¢no druzino resitev

[1,1,0,0]" 4¢[1,—-3,1,1]".
RESITEV NALOGE 27. T

a. Na razsirjeni matriki [A| b4 b o] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in do-

bimo
(1 12 2 3]0 3] (100 1 1]0 1]
2 204 2|1 2 010 1000
A=l or 110! T oo 1101
0 011 1|11 000 00|10

Vidimo, da je sistem A7 = 31 protisloven, ker je zadnja enacba v poenostavlje-
nem sistemu 0 = 1. Za sistem AZ 5 = b4 dobimo enacbe

T+ T +as = 1,
Tog — Ty = 0,
r3+x4+ax5 = 1.

Hitro lahko naJdemo eno resitev, na primer [1,0,1,0,0]T.
b. Sistem A7, = b 1 nima nobene resitve. ReSitve sistema A7, = b 5 50 oblike

-
[1 — T4 — Ty, T4, 1-— Ty — Ts, T4, xS] 3
kjer sta x4, x5 € R parametra.
RESITEV NALOGE 28. ais

Na razsirjeni matriki [A] b] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

11 2 0|5 100 0]0
10 0 10 01 0 0]1
13115 T loo1ol2
100 3]0 000 1]0
Resitev je torej [z,y, z,w]T = [0,1,2,0]T.
RESITEV NALOGE 29. @

Na razsirjeni matriki sistema [A| b | naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

1 21 04 1 00 110
1101|{0|~...~1010 0]0
32 1 24 001 —1/4
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Vidimo, da ima matrika A rang 3, zato bo druzina resitev enoparametri¢na. Ce vzamemo
x4 za parameter, dobimo x3 =4 + x4, 9 = 0 in 1 = —x4. ReSitve so torej oblike

[—24, 0, 4+ 24, x4)".
Resitev, ki ima vsoto komponent enako 0, zadoSca pogoju
—x4+0+44+24+2x4 =0,
torej ustreza izbiri parametra x, = —4. Iskana resitev je 7 = [4,0,0, —4]7.
RESITEV NALOGE 30. 1@

—

Za¢nimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A| b ]:

-1UOU 1 u 0 v 1 u 0 v
[Al] = |1 1 1|1 |~]|0 1—u 1|1l—=v]|~]0 11 0]~
0110 0 11 0 0 1—u 1|1—v
[ 1 0 —u v 10 —u v 100 1
~ |0 1 1 0|l~]01 1 0]l~1]01 1 0
0 1—u 11— 0 0 ul|l—w 0 0 u|l—-w

Ce je u =0 in v = 1, potem ima sistem enoparametri¢no druzino resitev

[17 T2, _xZ]T'

Ce je u =0 in v # 1, potem sistem nima resitev. Ce je u # 1, potem lahko nadaljujemo
z Gaussovo eliminacijo:

100 1 100 1 100 1
011 0O|~]011 0|~]|010 —£
0 0 ull-w 0011;” 0 0 1 1;”
Za u # 0 ima torej sistem eno samo resitev, in sicer
1—v 1-0]"
1a - Uﬁ z
u u
3. Matrike in sistemi
RESITEV NALOGE 31. ais

Enacbo najprej preuredimo:

24X + BX = AX + A,
AX +BX = A,
(A+B)X = A
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V tej obliki enacbo najlazje resimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni
matriki

[ 3 16] 10 3

[A+B\A} ~ | 102 10 1]|~..

-1 10]-1 2 -1

(10 0]=-1 —2 1
~ o010/ =2 00
001 1 10

Resitev je torej

-1 -2 1
X=|1-2 00
1 10

Ker je matrika A + B obrnljiva, bi lahko nalogo resili tudi tako, da bi izracunali inverz in
potem dobili X kot produkt

X =(A+B) A,

ampak ker bi tudi inverz racunali s pomocjo Gaussove eliminacije, je prva pot do resitve
lazja, saj se izognemo mnozenju matrik.

RESITEV NALOGE 32. ot
Enacbo preuredimo:

AX-X = I1-B,

(A-I)X = I-B.

Zdaj jo najlazje resimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki

11 2/-10 0

[A—J\J—B}N 111 01 1]~..
211, 010
(100l 0 0 -1

~ 010} 1 2 3
001|-1 -1 -1

Resitev je torej

0 0 —1
X = 1 2 3
-1 -1 -1
RESITEV NALOGE 33. s

Najprej enacbo preoblikujemo:
AXT—-XT = 11— BT,
(A-DXT = I-BT
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Od tu znamo izracunati X' s pomoéjo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki

02 1|-1 -1 —1
[A—I‘I—BT} o~ |21 1121 =2 -1 | ~...

10 0-2 -3 -1
~ 01 0| 4 7T 2
00 1]-9 —-15 =5
Dobimo torej
-2 -3 -1
X'=| 4 7 2
-9 —-15 -5
oziroma
-2 4 -9
X=|-3 7 —-15
-1 2 =5

Seveda pa bi lahko ze na zacetku transponirali celo enacbo. Dobili bi
XAT = X+1-B,
XAT-X = J-B,
XA"-I) = I-B,
X = (I-B)(AT-1)"..
Ker je matrika AT — I obrnljiva, bi tudi tako prisli do resitve.

RESITEV NALOGE 34. et

A_1_0—1
IR

To lahko naredimo z Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki [A|], lahko pa uporabimo

formulo )
a b 1 d —b
c d| ad—=bc| —¢ al|

Najprej izracunamo

Zdaj zapiSemo in preoblikujemo dano enacbo:

[x1 x2” 31]+[0 —1]'x1 Ty | _ (6 6|
x5 w4y || =1 0 1 3| | w3 a4 | 0 —6 |’
3r1 — Ty I —3 —.CE4_ [ 6 6 |
[3x3—x4 x3]+ 1+ 323 x2+3x4_ B _0 —6_7
3x1 — X9 — T3 xl—x4_ [ 6 6 |

ZL‘1—|—6$3—ZE4 ZL‘2+$3+3I’4 0 —6
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Dve matriki sta enaki takrat, ko sta enaki po komponentah, torej dobimo sistem stirih
enach

3r1 — Xy — I3 = 6,
Ty - T4 = 6,
1 + 63 — x4 = 0,

ro + x3 + 3y = —06.

Sistem prepisemo v razsirjeno matriko in naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah

(3 -1 -1 0 6| (1000 3]
1 0 0 -1 6 0100 4
1 0 6 -1 0 0010 —1
o 1 1 3 -6 0001 -3
Od tu preberemo resitev x1 = 3, 9 = 4, 3 = —1 in x4 = —3 oziroma
3 4
X = :
-1 -3
RESITEV NALOGE 35. @

Najprej razmislimo, da mora biti X matrika velikosti 2 X 2 in zapiSemo

x=|" "
T3 T4

Nato zapiSemo sistem in matrike pomnozimo:

1 2 - 9 3
0 9 [ T1 g ] [ 1 01 _ 6 42|,
) T3 T4 2 20 | 3 9 1
1 i (9 6 3]
0 T1 4+ 229 229 11 _ 6 42|
T3+ 214 2T4 T3 | 5 9 1
T1+ 200 + 205 + dzy 270+ x4 T+ 205 | (9 6 3]
2x3 + 4y 4y 2x3 = 6 4 2
1 + 279 219 1 3 21

Sprva kaze, da bomo z izenacenjem istoleznih koeficientov matrik na levi in desni do-
bili sistem z 9 enacbami in 4 neznankami. Vendar z uporabo metode ostrega pogleda
zaklju¢imo, da so za vsako vrstico enache, ki ustrezajo prvemu stolpcu vsota tistih iz
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drugega in tretjega stolpca, zato so odvec. Preostalih 6 enach se glasi:

209 +4x4 = 06,
1+ 2x3 = 3,
4z, = 4
203 = 2
2

1

)

2.%2 =

xry =

Iz zadnjih stirih enacb hitro dobimo resitev x; = 9 = x3 = x4 in nato preverimo, da sta
pri teh vrednostih izpolnjeni tudi prvi dve enacbi. Resitev je tako

)

RESITEV NALOGE 36. ¢
Naj bo
1 -1 0
-3 0 1
A= 2 1 -1 in B= .
2 1 3
0 2 0

[s¢emo 2 x 3 matriko X, ki resi sistem X A = B. Ker smo navajeni, da je matrika neznank
pri reSevanju sistemov na desni strani znane matrike, enakost transponirajmo. Dobimo

ATXT = BT,

Zapisemo razsirjeno matriko tega sistema in naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 2 0|-3 2] 100[-1 8
A= -1 12, 01| ~...0101O0|-1 =3
0 -1 0] 1 3 001 0 6
Od tu preberemo
[ -1 8
X'=|-1 -3
0 6

in nazadnje
-1 -1 0
X = :
8§ =3 6
Zgornji sistem je enoli¢no resljiv, zato je to edina matrika X, ki ustreza pogojem.
RESITEV NALOGE 37. @

a. Vidimo, da sta obe kvadratni matriki obrnljivi, zato sklepamo, da bo ena od njiju
A, druga pa B, medtem ko bo C' preostala 2 x 3 matrika. Torej

31 2
C = .
[101]
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Matriéno enacbo AX B = C najprej pomnoZimo z leve z A~ in dobimo
XB=A"'C,
nato pa z desne z B!, da izrazimo X:
X=A"'CB™"

Ko torej ugotovimo, kako so matrike poimenovane, jih moramo samo Se zmnoziti,
da dobimo resitev X. Matriki lahko zmnozimo, ¢e se stevilo stolpcev levega faktorja
ujema s Stevilom vrstic desnega faktorja, tj. mnozimo lahko m x n matriko z n x [
matriko. To pomeni, da mora biti na levi strani matrike C' matrika dimenzije m x 2,
na desni pa matrika dimenzije 2 X [ za poljubna m in [. Z drugimi besedami,

1 00
11

A= in B=|1120
01

1 11

b. Za nadaljevanje najprej izracunamo oba inverza:

1 00
1 -1
A—lzl ] in B!'=|-1 10
0 1
0 -1 1
Nazadnje samo Se pomnozimo
1 00
1 -1 3 1 2 1 01
X:Achlzl ” ] -1 10 :[ ]
0 1 1 0 1 1 -1 1
0 -1 1
RESITEV NALOGE 38. T

a. Matriki L in U sta pravilne oblike (L spodnje trikotna z enicami na diagonali in
U zgornje trikotna) in velikosti, zato moramo le Se preveriti, da res dobimo A, ko
izracunamo produkt LU.

b. Namesto sistema AT = b zapisemo sistem LUT = _b), ozna¢imo UT = ¥ in
najprej reSimo sistem Ly = b:
1 00][w 1
0 10 Yo | = | 3
2 2 1| | us 2

Iz prve vrstice takoj dobimo y; = 1, iz druge pa y; = 3. Oboje vstavimo v tretjo
enacbo, 2y; — 2y + y3 = 2, in izrazimo Se y3 = 6. Tako je ¥ = [1,3,6]T. Zdaj pa
resimo Se drugi del problema, UZ = :

1 3 2 1 1

0 2 1 ro | = | 3

0 0 =2 T3 6
Iz tretje vrstice dobimo x3 = —3, to vstavimo v drugo enacbo, da dobimo x5 = 3,
in nazadnje oboje vstavimo v prvo enac¢bo, da dobimo Se x1 = —2. Resitev sistema

AT = b je torej T = [-2,3,—3]T.
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c. Inverz 3 x 3 matrike s pomocjo LU razcepa dobimo tako, da trikrat uporabimo
zgornji postopek. Oznac¢imo neznani inverz z X in stolpce matrike X z 71, 5 in
T3. Poleg tega naj €1, €5 in €3 oznacujejo stolpce identi¢ne matrike. Z zgornjim
postopkom resimo sisteme
Na prvem koraku resimo sisteme L7 ; = €; in dobimo vektorje

gl = [17 07 _2]T7 Z—]Q = [07 17 2]T7 _373 = [07 07 1]T7
na drugem koraku pa resimo sisteme U7Z; = ¥, in dobimo resitve
T T
— 1 1 — T 11 1
rT1=|=,—=,1 To=|—1,1,—1 Ty3=|—,— —=| -
1 |:27 27 ‘| ) 2 [ ) Ly ] ) 3 |:4747 2:|

Inverz je torej

o
X=|-3 1 1
1 -1 —%
RESITEV NALOGE 39. ot
a. Brez tezav zmnozimo

1 01 2 1 -1 10 0

C=AB=|1 20 -1 0 2|=(01 3

2 -1 1 -1 -1 1 4 1 -3

b. Uporabimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki C, da dobimo zgornjo
trikotno matriko U:

1 0 0 1 0 0 10 0
01 3|~(01 3|~]01 3
4 1 -3 01 -3 0 0 —6
Pri tem smo tretji vrstici odsteli stirikratnik prve in nato Se drugo, zato bo v
matriki
1 0 0
L - l21 1 0
l31 I3 1
[31 = 4 in I35 = 1, medtem ko bo [y = 0, ker drugi vrstici nismo ni¢ odsteli. Torej
je
1 00 1 0 0
L=|010 in U=|01 3
4 1 1 0 0 —6

c. Sistem OF = b najprej prepisemo v obliko LU T = —1;, nato pa iz tega naredimo
dva sistema: Ly = b in UT = %. Prvi sistem je

100]|[w 2
010|]|w|=]6
41 1| s 2
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Iz prve enacbe dobimo y; = 2 in iz druge y, = 6. Iz tretje enacbe nato izrazimo
ys =2 — 4y, — yp = —12, zato je ¥ = [2,6,—12]T. Drugi sistem je torej

10 0 T 2
01 3 Ty | = 6
0 0 —6 T3 —12

Iz tretje enacbe dobimo x3 = 2, iz druge nato xy = 6 — 3x3 = 0 in iz prve xr; = 2.
Resitev je torej 7 = [2,0,2]T.

RESITEV NALOGE 40. et

Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A|7;]
1 1 01 1 1 01 1 1 01 1 0 —-11]0
-2 1 3|1 03 3|3 01 1|1 01 1|1}

Vidimo, da so resitve oblike [z,1 — 2, 2]T. Razlike ¥ = 71 — 7' so zato oblike

T=ln—2, 1=z — (L—2), 21— 2| =[21— 22, 22— 21, 21 — 22)" = [t, —t,1]",

torej gre za premico. Mnozica vektorjev, ki so pravokotni na premico [t, —t,t]T je seveda
ravnina z normalo 7 = [1,—1,1]T, torej ravnina

r—y+z=0.
Do resitve lahko pridemo $e na en nacin. Ker je 7 = 71 — 7’9, je
AT = A(T1—To) = AT, — AT, = b—b = 0,

torej je mnozica vseh razlik kar nicelni prostor N(A), mnozica vektorjev, ki so pravokotni
nanje, pa N(A)t = C(AT). Ker je

10
AT ~ 0 1],
—1 1

je torej iskana mnozica enaka
£<{[17 07 _1]T> [07 17 1]T})'

Hitro se lahko prepri¢amo, da gre natanko za ravnino, ki smo jo dobili zgoraj, ¢e izracunamo
vektorski produkt obeh vektorjev. Dobimo namre¢ ravno normalo 77.

RESITEV NALOGE 41. ¢

Enacbo transponiramo in dobimo (X B)T = AT oziroma

BTXT=AT.
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Zdaj pa naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [BT|AT]:

(1 2 0]l5 =1 1 =2 1 2 0]l =1 1 -2
BTAT] = |16 09 =55 —2|~|04 04 —44 0|~
12 —1(7 01 -1 12 —1/7 01 —1

12 0 11 =21 [120] 5 =11 =2
~ |04 0|4 =44 0]|~|040| 4 44 0]~

00 —1(2 10 1 00 1/-2 —1 0 —1

(1 20| 5 =11 2] [100] 3 1 -1 —2

~ o101 =11 ol~]0o10] 1 =1 1 0

00 1/-2 -1 0 —1 00 1/-2 -1 0 —1

Od tu preberemo

3 1 -2

3 1 -1 =2
1 -1 -1

XT = 1 -1 1 0 in X=

—1 1 0

-2 —1 0 —1
-2 0 —1

RESITEV NALOGE 42. T

Ker je matrika B ocitno obrnljiva, lahko enacbo zapisemo kot sistem
AX =(A+B)B™!

in jo resimo z uporabo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki [A|(A+ B)B~!]. Najprej
izracunamo, da je

10 0 0 -1 -1
B7'=100 -1 in (A+B)B'=|0 1 1]/,
01 0 2 1 -1
nato pa
-1 1 —-1]0 -1 -1 100 2 3 1
[A(A+B)B™]=| 0 -1 0/0 1 1|~...~|010| 0 —1 —1
2 2 1|12 1 -1 00 1|-2 -3 -1
Od tu preberemo resitev
2 3 1
X = 0 —1 —1
-2 -3 -1

Seveda bi lahko izrac¢unali tudi A~! in resitev dobili kot
X =A"YA+B)B,
ampak za izracun inverza matrike A bi prav tako potrebovali Gaussovo eliminacijo na

matriki s tremi vrsticami in Sestimi stolpci, poleg tega pa bi morali izvesti Se eno dodatno
mnozenje dveh 3 x 3 matrik.
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4. Determinante

RESITEV NALOGE 43. ¢

Ker je matrika X simetricna, bo oblike

ol

za neke neznane x, y in z. S tem smo izpolnili prvi pogoj. Ker mora X komutirati z
matriko A, mora veljati

AX = XA,
2 1 T y_ [z Y 2 1
-1 0 y z | B A -1 0|’
2¢ 4y 2y+z_ _Qm—y x
—x -y | |-z oy

Dve matriki sta enaki, kadar so enake vse komponente, zato mora veljati

2r+y = 2z —uy,

2042 = =z,
—r = 2y-—z,
-y =y

Iz zadnje enakosti takoj dobimo y = 0 in s tem je izpolnjena tudi prva enakost. Iz druge
potem dobimo Se x = z in s tem velja Se tretja enakost. Torej mora biti X oblike

leggl.

Nazadnje upostevamo §e tretji pogoj, det X = 4. Ker je det X = 22, sta resitvi x = 2 in
x = —2. Edini matriki, ki ustrezata vsem trem pogojem sta torej 2/ in —21.

RESITEV NALOGE 44. T

a. Prvo determinanto lahko izracunamo direktno. Za izrac¢un druge in tretje nare-
dimo najprej razvoj po prvi vrstici, nato pa drugo od obeh dobljenih determinant
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razvijemo Se po prvem stolpcu.

5 2
det(Ay) = - — 25—4 = 21.
5 2 0 5
det(Ag) = 2 5 2 = 5det(A2)—2 5| =
0 2 5
= 5-21—-2-10 = 85.
5 2 00
2 20
det(A,) 2020 5det(As) —2| 0 5 2
! 025 2 ’
0 2 5
0 0 2 5
= 5det(As) —4det(Ay) = 5-85—4-21 = 341.

b. Podobno kot pri izra¢unu det(A4) opazimo, da velja

det(A,) = bdet(A,_1) — 4det(A,_2).

c. Ker bomo v indukcijski predpostavki uporabili formulo

det(A,) = 5det(A,—1) —4det(A,_2),

ki det(A,) izraza z dvema prejSnjima, moramo za bazo indukcije preveriti dve
zaporedni vrednosti. Formula

det(A,) — %(4”+1 _ )

oc¢itno velja za n = 2 in n = 3.
Za dokaz indukcijskega koraka uporabimo rekurzivno zvezo, ki smo jo izpeljali pri

prejsnji tocki, in dobimo

det(A,)

Sdet(A,—1) —4det(A,_2) =
1 1
S D R /K |
55l ) 1 )

(5-4" — 5 — 4" 4 4) =

(4n+l o 1) 7

W= Wl

kjer smo v drugi vrstici uporabili indukcijsko predpostavko.

RESITEV NALOGE 45.
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Najprej izracunajmo det A, det

det A

_ = O =

1
1
0
3

—1

det B

det (B — A)

1
—2

—4
3

_ ‘
Od tu brez tezav dobimo Se

det AT
det (AB)

det (AB)™*

det AB™!
det (B — A)~!

RESITEV NALOGE 46.

B in det (B — A).
011 0 01 0 0
10 1 -2 10 1 -2
=110 3| |-11-1 3|
2 1 3 -9 21 2 -9
) 1 1 -2 1 1 -2
3/=11 -1 3| =10 —2 5| =
-9 2 2 -9 2 2 -9
= 1-(=2)-(=5) = 10.
0 0 1 0 0
-2 -1 —1
1 2 1 -1 -1
— = | 5 0 o0f=
0 5 -1 0 0
6 1 2
2 6 2 1 2
= 5.(=241) = —5.
-3 0 0 —1 -3
9 0 1 —2 -2
3| 2 0 -3|
9 4 1 =2 2
-3 0 -1 3 0 -1 0
9l =4 1 =2 2| =4 1 —2 —4| =
-3 2 0 3 2 0 3
= 4-(3-8) = —20.
= detA = 10,
= detA-detB = 10-(=5) = —50,
1
= (det(AB))™!' = ——
(det(AB)) "t
1
= detA-(detB)' = —(;,) = -2,
1
= (det(B—A)™" = ——
(det( ) 50
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a. Matrika G mora po stolpcih vsebovati vektorje @, b in ¢, matrika H pa vektorje
a@a—0b,b—7¢in ¢ — a. Torej je

1 21 -1 1 0
G=1211 in H= 1 0 -1
11 2 0 -1 1

b. Ker je XG = H, je tudi det X det G = det H. Ampak stolpci matrike H so oc¢itno
linearno odvisni, zato je det H = 0. Ker je det G = —4 # 0, mora biti det X = 0.

c. Ker je det G # 0, je matrika G obrnljiva in lahko izrazimo X = HG™!. Inverz
matrike G izra¢unamo s pomocjo Gaussove eliminacije in dobimo

1 3 _1
1 2 2
al—| 3 _1 _1
2 2 2
1 1 3
2 7 2
Ta inverz pomnozimo z leve s H in dobimo
1 -1 0
X = 0 1 -1
-1 0 1
RESITEV NALOGE 47. ais
Pisimo 7 = [x1, T2, ..., 2,7 in ¥ = [y1,%2, ..., ya]". Tedaj je
T1Y1 T1Y2 T1Ys ... T1Yn
TaY1 XYz T2Ys ... X2Yn
Ty = | T3y T3Y2 Tsys ... TsYn
Tyt TplY2 Tpys ... Tnpln
in
L+ziyn 1y TiYys ... T1Yn
Tol1 14 29y Tol3 o ToYn
I+77 =] x3n T3ys  l+asys ... T3y, |,
Tl Tnlo Tnls3 s 142y,

poleg tega pa je
y'T =0,
ker sta vektorja 7 in y pravokotna. Opazimo, da je
I+FFN-FF) = [-FF +37 - (FTNET) =
= [ (ZyNTY") =
= T =
= I
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Od tod sledi, da je
det(I + Ty det(I = TF") = det(I+ Ty - TY")) = det] = 1,

zato moramo zares izracunati le eno od obeh determinant. Izracunajmo prvo. Pri tem si
bomo pomagali z matriko
I
M=1| _ .
x 1

Poskrbimo za nic¢le pod diagonalo v prvem stolpcu, in sicer tako, da prvemu stolpcu po
vrsti odstevamo xi-kratnik drugega, xo-kratnik tretjega in tako dalje:

L =y —y —Yn IT+mypy+ .+ Tun —1 — Y2 —Un
T 1 o ... 0 0 1 0O ... 0
M=|z 0 1 ... 0 |~ 0 0 1 ... 0
z, O o ... 1 0 0 0o ... 1

Ker sta @ in y pravokotna, je x1y; + ... z,y, = 0, in ker je popravljena matrika zgornje
trikotna z enicami po diagonali, je det M = 1. Po drugi strani pa lahko matriko M
popravimo tako, da odstevamo po vrsticah in dobimo

I -y —y —UYn I = —Ya2 —Yn

1 1 0 0 0 14z T1Y2 T1Yn
M=]|x2y O 1 0 ~ |0 Tal1 1+ 22y TolYn

z, 0 0 1 0 Tl Tnl2 14+ 2,yn

Tokrat je dobljena matrika blo¢no zgornje trikotna in spodnji blok je ravno enak I +zyT,
zato je det M = det (I + zy"). Pokazali smo, da je det (I + zy") = 1, potem pa je tudi

1

det(I —ay’)=— =1,
et —ay) det (I +ayT)
RESITEV NALOGE 48. s
Najprej izracunamo
21 00 01 00
-3 10 010
-1 110 -3 110
det A = = =—|-202|=-]-20 2| =
2 2 0 2 -2 2 0 2
-7 3 1 2 31
-1 3 3 1 -7 3 31
—2
- = 24 = -6
2 1
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n

11 00
110 010
-1 0 0
det (A—1) = e e B R e R BUR R
-1 3 3 —4 3 3
-1 3 30
11
= 2 = 2(—3+4+4) = 2.
—4 3

Od tu dobimo Se
det(ATA) = det AT -det A = (det A)* = 36
in
det(AT(A—1)) = det AT -det(A—1) = detA-det(A—1) = —6-2 = —12.
RESITEV NALOGE 49. @
Ker je
det (BT(B +2I)) = det(B")det(B +2I) = det Bdet(B + 2I)
in det (B +2I)™' = (det (B + 2I))™!, zadosca izracunati det B in det (B + 2I). Hitro
vidimo, da je

35 00 350
3 5 0 3 5 0
3350 3 3 5
det B = = =—-2|3 3 5| =-2|133 5 | =
3 3 3 5 3 3 3 5
3 3 3 00 -2
3 3 3 3 000 =2
3 5
= = 4(9-15) = —24
3 3
in
5 5 00 55 0 0
5 5 0
3 5 5 0 35 5 0
det (B+2I) = = =235 0] =
3 3 5 5 33 5 b
3 3 5
33 3 5 00 -2 0
= 10 ‘:10 10 = 100.
)
Torej je
det (BT(B +2I)) = —24-100 = —2400
in det (B+2I)"" = 5.
RESITEV NALOGE 50. ais
Ker je det(AX) = det Adet X = det B, bo
det B

det X =

det A
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in se lahko izognemo resevanju sistema. Ker je matrika A zgornje trikotna, je njena
determinanta enaka produktu diagonalnih ¢lenov, torej det A = 6. Izra¢unamo samo Se

11 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
20 3 4 0o -2 —-1 2 0o -2 -1 2
detB - = = =
11 -1 2 1 1 -1 2 0 0 -3 1
03 0 =2 0O 3 0 -2 0o 3 0 =2
-2 -1 2 -2 -1 2
6 —5
= 0 -3 1] = 6 0 =5 | = A = —12+15 = 3,
3 0 -2 3 0 =2
pa dobimo
det X = 3 = l
6 2
RESITEV NALOGE 51. @
Najprej izracunamo
1 t—1 1 1 t—1 1
detA = | t—3 3 t|=103-(@t—-1)(t-3) 3| =
1 -1 =2 0 -t =3

3—(t—1)(t-3) 3
—t -3

= —9+3(t—-1)(t—3)+3t =

= 9432 —12t+9+3t =

= 3t* -9t = 3t(t—3).

Determinanta bo torej enaka 0 za ¢t = 0 in ¢ = 3.

RESITEV NALOGE 52. et
Izra¢unamo
[ 3 t 2 0 t—21 —4
det A = 1 7 2 = 1 7 2 =
t t—1 2 t t—1 2
[0 t—21 —4
t—21 —4
— |1 7 21 = - —
—1—-6t 2—-2t
0 —-1—6t 2-—2t

= —(t—21)(2—2t) +4(1 +6t) =
= —(2t =217 — 424+ 42t) + 4+ 24t =
= 2t> — 20t + 46.
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Ker mora biti det A = 4, dobimo

2t* — 20t + 46 = 4,
2> — 20t +42 = 0,
2 —10t+21 = 0,
(t—3)(t—7) = 0.

Resitvi sta torej t =3 int=17.

5. Vektorski prostori in linearne preslikave

RESITEV NALOGE 53. T

a. Matriko A, ki izraza preslikavo ¢ v standardni bazi, dobimo tako, da izracunamo
slike standardnih baznih vektorjev €1, €, in €3 ter rezultate zlozimo v stolpce
matrike. LaZzje bo, ¢e prej zapiSemo sliko splosnega vektorja @ = [x1, zo, x3]":

1 1
-
¢([I1 Z2 $3}>= 0 [xl To xg] 0| =

1 1
T

= 0| (1 +x3) =
1
-£E1+ZIZ3

= 0
_xl—i-xg

Sliko ¢(€1) dobimo tako, da v zgoraj izpeljano formulo vstavimo z; = 1 in 25 =
x3 = 0. Podobno postopamo za ¢(€2) in ¢(€3) in dobimo

1 01

A= ¢(€1) ¢(€2) ¢(€3) =1000
1 01

b. Jedro preslikave ¢ oziroma njene matrike A dobimo tako, da na A izvedemo Ga-
ussovo eliminacijo po vrsticah:

1 01 1 01
A~ 10 0 0| ~]1000
1 01 0 00
V jedru so vektorji 77, ki reSijo sistem A7 = 6, torej taki, za katere velja

x1+ 23 = 0. Ker imamo med tremi spremenljivkami samo eno vez, dobimo dvopa-
rametri¢no druzino resitev tega sistema. Baza za jedro sta tako vektorja [1,0, —1]T
in [0,1,0]T.
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Sliko preslikave ¢ oziroma njene matrike A dobimo tako, da na A izvedemo Gaus-
sovo eliminacijo po stolpcih:

1 01 1 00
A~10 0 0| ~[000
1 01 1 00

Stolpci tvorijo bazo slike, torej je im(¢$) napeta na vektor [1,0,1]T.
RESITEV NALOGE 54. s
Preden za¢nemo odgovarjati na vprasanja, poenostavimo preslikavo ¢:
(7)) =ax(fT+d)=axT+axa =adxTz,
ker je @ x @ = 0 za poljuben @.

a. Preverimo:

W(T+Y) = ax(T+Y) =axTH+axy =
= o(7)+o(y
in
d(aT) = ax(af) = ala x7T) =
= ap(T).

Enakosti sledijo iz lastnosti vektorskega produkta.
b. Pois¢imo najprej predpis za ¢(77) za splogen vektor 7 = [z, 12, 73]

px) = TxT = [1,2,0]7 x [21, 29, 23]" =
= 223, —x3, 29 — 224]".
Slike baznih vektorjev so torej
¢(€1) = [0,0,-2]", ¢(€2) = [0,0,1]" in ¢(€y) =[2,-1,0]",

matrika A pa je enaka

0 0 2
A= 0 0 -1
-2 1 0

c. Jedro dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

00 2 0 01
A~ 00 -1 ]|~ 0 00
-2 1 0 -2 10

Vidimo, da so v jedru vektorji [x1, 29, 3]7, za katere je 3 = 0 in 2o = 2y, torej je
baza jedra {[1,2,0]"} = {d}. Za sliko naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

00 2 00 2
A~ 00 -1]~(00 -1
-2 1 0 01 0

Baza im ¢ je torej {es,2e; — ea}.
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RESITEV NALOGE 55. ¢

a. Ker je jedro linearne preslikave vedno vektorski podprostor domene in lahko zapisemo
U kot
U = {ZTeR|AT = -ATT} =
— {(ZeR'|(A+ANT=0}=
= ker(A+ AT),

je U vektorski podprostor v R*.
b. Najprej izracunamo

2 1
A+AT:10
0 1
1 2

N~ O
SO RN

—

nato pa (A+ A")a@ =10,0,0,0]" in (A+ A")b =[1,—1,—1,1]". Vektor @ lezi v
U, vektor b pa ne.
c. Na matriki (A + AT) naredimo Gaussovo eliminacijo:

210 1] (100 1
A AT — 012 o0 -l
0121 001 1
1210 000 0

Matrika A + AT ima torej rang 3 in dimker(A + A7) = dimU = 1. Ce vzamemo
¢etrto komponento za parameter in z njo izrazimo ostale tri, dobimo parametriza-
cijo [—t,t, —t,t]T. Bazo za U tako tvori na primer vektor [1,—1,1, —1]T.

RESITEV NALOGE 56. ¢

a. V matriki A vsakemu od vektorjev @, ‘b: ¢ pripada stolpec, v katerega zapisemo,
kako se slika tega vektorja izraza v bazi {@, b, ¢}, torej

1 0 —1
A=|o@) o(F) 6@ |=|-1 1 0
0 —1 1

—

b. Prehodna matrika P ima po stolpcih vektorje @, b, ¢:

2 -1 0
P = 1 0 -1
-1 1 0

Inverz P! izra¢unamo s pomocjo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki [P | I]:

2 -1 0|1 00 1 00{1 01
1 0 -1j]01 0|~...~]101O0(1 0 2
-1 1 00 0 1 00 1j1 -1 1
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Torej je
1 01
Pl'=]1 02
1 -1 1

c. Za matriko S velja S = PAP™!, torej

0 2 -1
S=10 2 1
0 -1 1

0 2 -1 0 0
S=10 2 1 |~...~ 1
0 -1 1 000

Rang matrike je 2 in dimker ¢ = 1, baza za jedro pa je na primer {[1,0,0]"}. Ker
jedro ni enako { 0 }, preslikava ¢ ni injektivna.

RESITEV NALOGE 57. s

a. Naj bosta A, B € V in o € R. Potem je
@' (A+B)d = @'AT+3d'Bad = 0+0 =0
in
" (aA)Td = a(aTAT) = a-0 = 0.

Mnozica V' je zaprta za seStevanje in za mnozenje s skalarjem, torej je vektorski
podprostor.
z Yy
] Y/

b. Naj bo A =

Z w

T 1
ETAE:[l,—l][ y][ ] =z—y—z+w =0
sklepamo, da je

v={

z

Y
] |w=y+z—x}.
w

Ker imamo 4 koordinate in eno vez, je dim V' = 3. Eno mozno bazo za V' dobimo
tako, da postavimo po enega od parametrov x, y, z na 1 in ostala dva na 0. Eno
mozno bazo V torej tvorijo matrike

. 1 0 . 0 1 . 0 0
L I TS T e O S IR S T B
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c. Naj bosta A, B € V ter a € R. Potem je
¢z(A+B) = (A+B)a = Ad+Ba =

¢7(A) + ¢z (B),
¢pz(aAd) = (aAd)d = a(Aad) =
= apz(A),

zato je ¢z linearna.
d. Poglejmo, kam se s preslikavo ¢4 preslikajo bazne matrike

1 0 01 00
y BQ = n Bg =
0 —1 01 11

glede na standardno bazo €, = [1,0]T, €5 = [0,1]7. Ker je

Blz

. 1 o[ 1 1] B
a— = = :‘e‘l“@,
1 0 —1 ]| -1 1 1 ’
TR I B I I [ PO
a = = = (— -e+— -e,
? 01| -1 1 ! 2
bo(B) oo 11 TJo N
a = = :-e+-€’
s 11 ]| -1 0 ! 2

je matrika za ¢z iz baze {Bi, By, B3} v standarno bazo {€, €2} C R? enaka
1 -1 0
1 -1 0 ] '
Ce na matriki naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah, dobimo
1 -1 0
[ 0 00 ] '

Ta matrika ima ocitno rang 1, zato je

dimker ¢z = dimV —dimim¢g = 3—1 = 2.

V jedru so matrike oblike By + By + zB3. Pri x = 1, 2z = 0 dobimo By + Bs, pri
r =0, z=1 pa Bs. Torej bazo za jedro tvorita matriki

11 00
M1 = in MQ = .
0 0 11

Ce na matriki preslikave ¢ naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih, dobimo

100
100/

zato bazo za im ¢z tvori vektor [1,1]T in dimim ¢z = 1.

RESITEV NALOGE 58. et
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Resitve

a. Naj bosta X, Y € R?*2 in o € R. Tedaj je

(X +Y)

p(aX)

b. Pisimo

in poracunajmo

AX+Y)—(X+Y)A
AX+AY —XA-YA
AX — XA+ AY —-YA =
H(X) + 4(Y),
A(aX) — (aX)A
a(AX) — a(XA)
a(AX — XA) =
ap(X).

)

H(X) = AX — XA =

[1 —2 a b a b 1 -2

__2—1 c d cdl|l2 —1]|
[ a—2¢ b—2d a+2b —2a—0b

N _2a—c 2b —d c+2d —2c—d B
[ —2b— 2 2a+2b—2d

B | 2a—2c—2d W42 |

Slike standardne baze so torej

N L TP
Yol2 0] ol o2

o= | 20 ey 07
Yol 2 2| Yol2 o]

pripadajoca matrika iz baze { £y, Es, E3, E4} v bazo {E\, Es, E5, E4} pa

0
2
2
0

-2 =2 0
2 0 =2
0 -2 =2
2 2 0

c. Jedro dobimo tako, da na matriki preslikave naredimo Gaussovo eliminacijo po

vrsticah:
[0 —2 —2
2 2 0
2 0 -2
0o 2 2

0
-2
-2

0

10 -1 -1
01 1 0
T 1lo0 0 o
00 0 0
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Vidimo, da je rang matrike enak 2 in je jedro dvoparametricna druzina vektorjev
oblike [z + w,—z,z,w|". Ce izberemo z = 1 in w = 0, dobimo [1,—1,1,0]T, za
z=0inw=1pa[1,0,0,1]7. Baza za jedro sta tako na primer matriki

ol o)

Za sliko naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

0 —2 —2 0 100 0]
2 2 0 -2 010 0
2 0 -2 —2| 77| 1100]"
0 2 2 0 100 0

Bazo im ¢ preberemo iz stolpcev. Predstavljata jo matriki

1 0] | 0 1
1n .
1 -1 1 0
RESITEV NALOGE 59. ¢

a. Ker je
V = {TeR|AT=B"7} = {TeR*|(A-B)T =0} = N(4-B")

nic¢elni prostor matrike A — BT, je seveda podprostor domene R?.
b. Pois¢imo bazo za V. = N(A — BT). Na matriki A — BT naredimo Gaussovo
eliminacijo po vrsticah:
10 -2
-2 0 4

A— BT =

1 0 -2
00 0

Vidimo, da je rang matrike 1 in dim N(A — BT) = 2. Ce vzamemo y in z za
parametra, so vektorji v. N(A — BT) parametrizirani kot [2z,y,2]T. Za bazo V
izberemo vektorja [2,0,1]T in [0,1,0]T. Matrika D bo slikala v R? in najlazje bo,
¢e vsak vektor iz baze V ustreza enemu stolpcu matrike D. Tako bo avtomati¢no
V = C(D). Ena mozna resitev je

2 0
D=0 1

10
Seveda bi lahko izbrali drugo bazo za V' in bi dobili drugacno matriko D, za katero
bi bil stolpi¢ni prostor Se vedno enak V. Lahko bi dobili matriko z drugim vrstnim
redom teh stolpcev ali pa matriko, v kateri je vsak od stolpcev veckratnik nasih.
Nazadnje bi lahko stevilo stolpcev poljubno povecali, paziti bi morali le, da so

vsi dodatni vektorji linearna kombinacija baznih in sta oba bazna vektorja zares
prisotna.

RESITEV NALOGE 60. et



Resitve

a. Nicelni prostor dobimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 0 11 1 0 11 1 0 11
0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1
Y00 3 52|70 o3 63|70 0 00"
2 =2 =20 2 -2 =20 2 -2 =20
(1 0 1 1] [101 1]
0 1 2 1 01 21
“lo 0o o0 of |ooool
0 -2 —4 =2 0000
Ce vzamemo z3 in x4 za parametra, dobimo parametrizacijo za N (A) z vektorji
oblike [—x3—x4, —2w3—124, T3, 14]". Ceizberemo 3 = —1in 24 = 0, dobimo vektor
vy = [1,2,—1,0]T, ¢e izberemo z3 = 0 in x4 = —1 pa vektor v, = [1,1,0,—1]T.

Mnozica {U1, U2} je primer baze za N(A). Stolpiéni prostor dobimo tako, da
naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

10 11 1 0 01 1 00 1
0 1 21 0 1 21 0 10 1
A= 3 59Tl 3 62T o s302|”
2 —2 —2 0 2 —2 —4 0 2 200
1 00 ol [ 1 000]
0 10 1 0 100
T2 30 3] -1 300
2 —2 0 —2 2 —2 00

Baza za C'(A) sta torej vektorja v'3 = [1,0,—1,2]" in ¥, = [0, 1,3, —2]".

b. Poskusimo vektor @ zapisati kot linearno kombinacijo vektorjev v'3 in v 4. Zanima
nas torej, ¢e obstajata koeficienta « in (3, za katera je @ = avU3 + U4, oziroma
po komponentah:

2,3,7,-2]" = a[1,0,—-1,2]" + B[0,1,3, -2]".

Iz enakosti prvih komponent takoj dobimo o = 2, iz drugih pa = 3. Vidimo,
da je pri teh vrednostih « in g vrednost tretje komponente na desni strani enaka
—a + 36 = 7, vrednost Cetrte pa 2a — 28 = —2. S tema koeficientoma torej res
vektor @ zapiSemo kot linearno kombinacijo U5 in U4 ter velja @ € C(A).
Poskusimo ge vektor b zapisati kot linearno kombinacijo vektorjev U3 in Uy
Zanima nas torej, ¢e obstajata koeficienta + in ¢, za katera je b = YU + 00U 4,
oziroma po komponentah:

2,0,-2,2]T = [1,0,—1,2]" +6[0,1,3, 2] .

Iz enakosti prvih komponent takoj dobimo ~ = 2, iz drugih pa § = 0. Vidimo, da
je pri teh vrednostih v in § vrednost tretje komponente na desni strani enaka —vy +
30 = —2, kar ustreza levi strani, vrednost cetrte komponente pa je 2y —20 = —4 in
ne 2 kot na desni. Vektorja b torej ne moremo zapisati kot linearno kombinacijo
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T3 in Ty, zato b & C (A). Ta del naloge bi lahko resili tudi tako, da bi izracunali
pravokotni projekciji vektorjev @ in b na C'(A). Vektor namre¢ lezi v podprostoru
U natanko tedaj, ko je njegova projekcija na U enaka vektorju samemu.

RESITEV NALOGE 61. T

—

a. Pigimo 7 = [x1, 2, 3]T. Potem lahko pogoj @ - ¥ = b - T zapigemo kot
(T—0b)- T=0

in po komponentah

1 T 1
ST I :[1 1 0] Zo | = m—a9 = 0.
0 I3 x3

Vidimo, da je U ravnina z normalo [1,—1,0]7, ki vsebuje izhodis¢e. Zato je U
vektorski podprostor. Alternativno lahko recemo, da je U = N (M) za matriko

M:[l -1 o].

b. Najprej pois¢imo bazo za U. Iz matrike M lahko takoj preberemo, da so vektorji
v N(M) = U oblike [z, 21, x3)7. Za bazna vektorja lahko torej vzamemo [1,1,0]T
in [0,0,1]T. Ce bo matrika A imela za stolpca ta dva vektorja, potem bo seveda

C(A) = U, torej
10
A=1]11 0
0 1

Seveda bi lahko izbrali drugo bazo za U in bi dobili druga¢no matriko A, za katero
bi bil stolpi¢ni prostor se vedno enak U. Lahko bi dobili matriko z drugim vrstnim
redom teh stolpcev ali pa matriko, v kateri je vsak od stolpcev veckratnik nasih.
Nazadnje bi lahko stevilo stolpcev poljubno povecali, paziti bi morali le, da so
vsi dodatni vektorji linearna kombinacija baznih in sta oba bazna vektorja zares
prisotna.

RESITEV NALOGE 62. ¢

a. Za N(A) naredimo Gaussovo eliminacijo na matriki A po vrsticah:

2035 100 1

01 21 010 -1
A: ~ ~

103 4 001 1

2101 000 O

Vidimo, da je rang matrike A enak 3 in bo zato dim N(A) = 1. Ce vzamemo &etrto
komponento za parameter, dobimo za vektorje v. N(A) parametrizacijo

[—t,t,—t,t]".
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Resitve

Baza za N(A) je na primer {[1,—1,1,—1]T}. Za C(A) naredimo Gaussovo elimi-
nacijo na matriki A po stolpcih:

(20 3 5] (20 0 0]

01 2 1 01 00
A: s . NY

103 4 10 30

210 1 2 1 —10 0

Vidimo, da je dim C(A) = 3, baza pa je na primer
{[2,0,1,2]",[0,1,0,1]",[0,0,3,—10]"}.

. Sistem AT = b najlazje resimo tako, da na razgirjeni matriki [A]_Z;] naredimo

Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

(20 3 5/5] (100 1| 1]
012 1|0 010 —1]-2
A=l s ala| T o0 1 1] 1
210 1|0 000 0] 0

Vidimo, da so resitve oblike

[1—t, -2+t 1—t1].

. Med resitvami sistema, ki so oblike [1 —¢,—2 +#,1 —¢,¢]T, i¢emo tiste, za katere

je skalarni produkt z vektorjem b enak 0. Veljati mora torej

5-(1—t)+0-(=24t)+4-(1—t)+0-t=0,

od koder izracunamo t = 1. Edina resSitev sistema, ki je pravokotna na vektor b
je torej [0,—1,0,1]T.

RESITEV NALOGE 63. s

a. Ta del lahko hitro reSimo z geometrijskim premislekom. Ker za vektorski produkt

vedno velja
axv=-vXxad,
dobimo skupaj z zahtevo naloge

aXU=UXa

enakost U X @ = —U X @ oziroma U X @ = 0. Ker je vektorski produkt enak
0 natanko tedaj, ko sta vektorja, ki ju mnozimo, kolinearna, so v V' ravno tisti
vektorji v, ki so vzporedni vektorju @. Z drugimi besedami, V' je premica skozi
izhodisée s smernim vektorjem @. Taka premica je seveda vektorski podprostor in
dimV = 1.

Druga moznost je, da primerjamo levo in desno stran in poiStemo parametrizacijo
za V. Iz
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dobimo
z —z
—z | = z |,
y—x T —y

od koder sklepamo, da je 2 = 0 in z —y = 0. Vektorji ¥ € V so torej oblike
[z,2,0]T, zato je V = L({d}) in dimV = 1.
b. Primera matrik A in B, za katera je V = N(A) in V = C(B), sta

1 -1 0 1 00
0 01 n 1 00
0 0 0 0 0 0
RESITEV NALOGE 64. ¢

a. Zlozimo vektorje v matriko

-1 0 -3 1
A= 2 2 22
01 -2 2

in naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

[ 10 -3 1 10 01 ~10 00
A = 22 22|~ 22 42|~ 22 44|~
01 -2 2 01 -2 2 01 —2 2
[ -1 00 0 ~10 0 0
~ 2204~ 2200
010 2 0100
Torej je dimV = 2, baza za V pa {v1, Ua}.
b. Pisimo
Ty=au1+PfU2+797U3
oziroma

[17 27 Q}T = Oé[—]_, 27 O]T + 6[()’ 27 1]T + ,7[_3a 27 _Q]T

Dobimo sistem enacb

—a—3y = 1,
20+ 20+ 2y = 2,
f—2y =
Iz tretje enacbe izrazimo S = 24 2v. Iz prve enacbe dobimo o = —1 — 3~ in druga
enacha je potem avtomaticno izpolnjena. To pomeni, da reSitev ni enolicna, za
vsako izbiro v dobimo eno resitev. Izberimo na primer v = 0. Dobimo o« = —1 in

B =2, torej je

74 = —T))l + 21_;2



80 Resitve

6. Ortogonalnost
RESITEV NALOGE 65. s

a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

U, = v = [1,2,0,2]",
. . Ug- Uy, . 0_
Uy = Vo — U2 Zlul = Vg —ZU1 = [27_17270]T7
Ui+ Uq 9

. . T3 U1 Uz Us_. 4 T 0 84 81"
Uy = Ug— ——U] — ———Uy = Vg — —U] — —Uy = a———
3 3 UL - Uy 1 Uy TUo 2 3 9 1 9 2 79797 9

Vektorje 11, U in U3 Se normiramo. Ker je ||u1] = [|[uz]] = 3 in ||us| = %,

dobimo za ortonormirano bazo ¢; = HZ_H vektorje
7

—_fre2 2y o q2or2 )t o 21 2]
g1 = 3737 73 ) g2 = 37 3737 ) g3 = 73737 3 .
b. Naj bo A = [T, U3, U3). Potem velja V1 = C(A)t = N(AT). Bazo V+ bo torej

generiral vektor, ki razpenja N(AT). Vemo, da je en sam, ker iz dim(V) = 3 sledi
dim(V+) = 1. Ta vektor poiséemo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 2 0 2 1 0 1 0
2 -1 20| ~...~~]10 10 0
2 1 20 0 01 =2
Jedro generira vektor 1, = [—2,0,2,1]7. Ko ga normiramo, dobimo
- _[.2,21 T
q4 = 37 ’ 37 3 .

c. Ce oznacimo z 7; projekcijo vektorja T na q;, potem velja
T=T1+To+ T3+ T4
in projekcija 7 na V' je enaka
projy T = T1+ T2+ T 3.

Projekcijo na V' torej najhitreje izrac¢unamo tako, da od ¥ odstejemo njegovo
projekcijo na V*. Najprej izra¢unamo

. L 1_, 2 2 177
T4 = Projz, T = (qa-7T)qs = —§Q4 = 9’ 9 ol
nato pa se

97

S 7 2 10]"
projy T = T — T4 = |= 0,5, .
Seveda pa dobimo isti rezultat, ¢e izraCunamo 7',

9
T, in 73 ter jih seStejemo.

RESITEV NALOGE 66. et
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a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

U, = U = [1,2,2,0]T,
— L Ug-Uq_. -~ 9
Uy = ’02—..2 .>1U1 = Ug+ - = | 2a07172]T7
U1+ Uq 9
. . Us-Uj_. Us-Uz_. 9. 9
Uz = ’U3—_,3 _,1’LL1—_,3 _,QUQ = U3——U1+—U2 = [2,—1,0,2]1—.
U1+ Uq U9+ Ug 9 9
Vektorje Uy, Uz in U3 Se normiramo. Ker je ||71] = ||u2| = ||u3|| = 3, dobimo
za ortonormirano bazo q; = Tu Prostora C (A) vektorje
- _fr22 0t 72 012)0 72 1 2]
g1 = 373737 ) g2 = 3a 7373 ) q3 = 37 37 73 :

b. Ker je C(A)t = N(AT), bo bazo C(A)* generiral vektor, ki razpenja N(AT).
Vemo, da je en sam, ker iz dim(C(A)) = 3 sledi dim(C(A)*) = 1. Ta vektor

poiscemo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 2 20 1000
-3 -2 -1 2| ~...~]101 10
5 1 10 001 2

Jedro generira vektor uy = [0,2,—2,1]T. Ko ga normiramo, dobimo
= [y 2 21 T
q4 = ) 37 37 3 .
c. Poiskali bomo 75, potem pa dobili 7 iz enacbe T = 7' + T,. Vektor T, je

projekcija vektorja 7 na podprostor C(A)*, ki je generiran z vektorjem ¢4, zato
je

Ty =projg, T = (T - q4)qa=6q4=1[0,4,—4,2]".
Od tu takoj dobimo
fl - _‘f - TQ = [1, —4, —5, —2]T

Lahko pa bi 7 izracunali tudi tako, da bi sesteli projekcije vektorja 7 na ¢1, ¢o
in ¢ 3. Rezultat bi bil seveda enak, le nekaj vec¢ dela bi imeli.
Razcep T = 71 + T je enolicen, ker sta C'(A) in C(A)* ortogonalna.

RESITEV NALOGE 67. et

a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

— — T

U, = vVv1 = [1,1,—1,—1] ,

Ug = V9 — === U1 = Vg— U1 = [1,0,0,1] .
Ui+ Uq 4

Ko poskusamo isto narediti Se za U3, dobimo 0, ker je U3 linearna kombinacija
vektorjev U1 in Us. Dimenzija podprostora V je torej 2. Vektorja u; in us Se
normiramo in dobimo vektorja ¢ in ¢, ki tvorita ortonormirano bazo za V:

[ttt L 1001T
g1 = 272a 27 9 ) q2 = \/5777\/5 .
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b. Ker je dimV = 2, bo tudi dimV+ = 2. Naj bo A = [V, U]. Potem je V+ =
C(A)t = N(AT). Bazo V< bosta torej generirala vektorja, ki razpenjata N(AT).
Poiséemo ju z Gaussovo eliminacijo na AT po vrsticah:

11 -1 -1 1 001

2 1 -1 0 0 -1 1 2|

Vektorji v jedru imajo parametrizacijo [—w, z + 2w, z,w|". Bazo za jedro lahko
dobimo tako, da enkrat izberemo za parametra z = 1 in w = 0, drugi¢ pa z = 0
in w = 1. Dobimo vektorja [0,1,1,0]7 in [—1,2,0,1]T. Oba sta seveda pravoko-
tna na V', moramo pa Se poskrbeti, da bosta pravokotna tudi drug na drugega.

Gram-Schmidtov postopek drugi vektor popravi v [—1,1, —1,1]T. Oba vektorja Se
normiramo. Ortonormirana baza za V+ je torej

[y 2 10T9_ 11 11]"
q3 = 7\/§a\/§7 y §4 = 272a 272 .
c. Pravokotno projekcijo vektorja 7 na vektor ¢; dobimo po formuli

—

proj;]»if =(7-qi)qs

V naSem primeru je

projz ¥ = 0
R 1 [1 117 1 17
projz, r = E [—2,0,0, E} = {5,0,0, 5}
. 1 1 1 " 11 7"
projz, = = E{O,—Q,E,O} = [0,5,5,0] ,
. 11 11]"
brolg, T = {—5@—5’5} -

Projekcijo na podprostor dobimo tako, da sestejemo projekcije na vektorje, ki
tvorijo bazo tega podprostora. Tako je

. . . 1 1"
projy @ = projg, T +projz, 7 = |5,0,0,51
o . . 1 1"
projyL & = Dprojz, T +projz, r = —5,1,0,5 .
RESITEV NALOGE 68. s
a. Naj bo
2 1 =3 1 =2 0
A=10 0 0 in B=|1 0 -3
00 0 0O 0 0

Ocitno je U = N(A) in V = N(B), zato sta U in V vektorska podprostora v R3.
Seveda pa bi zadoscalo tudi, ¢e bi preverili, da sta zaprta za seStevanje in mnozenje
s skalarjem.

b. Bazo za jedro preslikave obi¢ajno dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah.
Tokrat sta obe matriki ze reducirani. Matrika A ima rang 1, zato je dimU =
dim N(A) = 2. Vektorji v N(A) imajo parametrizacijo [z,3z — 2z, 2]". Pri x =1
in 2 =0 dobimo u; = [1,-2,0]T, priz =0in 2 =1 pa i, = [0,3,1]T.
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Matrika B ima rang 2, zato je dimV = dim N(B) = 1. Za bazni vektor lahko
vzamemo na primer v, = [6,3,2]T.

c. Ker je U dvorazseZen podprostor v R?, njegovo bazo najlazje dopolnimo do baze
R3 z vektorjem, ki je enak ali vzporeden vektorskemu produktu %; x .. Tako
dobimo 3 = [-2,—1,3]T.

d. Ker je V = N(B) = C(B")*, je V* = C(BT). Bazo za V* bomo torej dobili z
Gaussovo eliminacijo po stolpcih iz matrike BT:

1 10 1 00
-2 00| ~|-2 20
0 -3 0 0 -3 0

Dobimo T = [1,—2,0]T in 75 = [0,2, —3]T.
RESITEV NALOGE 69. T

a. I8¢emo 4 x 2 matriko A in 2 x 1 vektor 7)», za katera bo

V enakost f(z;) = y; vstavimo vse pare (x;,y;) iz tabele in dobimo

—C1 — Cp = —4,
(&1
22 = -1
9 Ca 9
&1
242, = 5
9 + 2¢o s
c1+cg = 2,
torej je i i i )
-1 -1 —4
—1 9 - ~1
A= f . b=
1o 5
1 1 2

b. Resiti moramo normalni sistem

ATAT = A0,
Ker je
AT — —1 _% % 1]’
-1 -2 21
je

ATA=| 2 in ATb = .
4 10 18

Sistem ATAZ = AT b zdaj resimo z Gaussovo eliminacijo:

2 o409 1 0|2
4 10|18 0 1(1 1]

Torej c; =2 in ¢y = 1.
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RESITEV NALOGE 70. ¢

a. Ce vstavimo podatke v zvezo s(t) = vt + sq, dobimo:
v+s9 = 150,
20459 = 220,
v+sy = 330,
Av+ sy = 420,

torej je ) _ ) )
11 150
2 1 — 220
31 330
4 1 420
Resitev po metodi najmanjsih kvadratov bomo dobili, ¢e namesto tega resimo
sistem
v —
ATA =A"h.
S0
Izracunamo
30 10 - 3260
ATA = in ATbH =
10 4 1120
ter naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [ATA|AT 7))]
- [ 30 10| 3260 30 10| 3260 (3 1326
[ATAJA D] = ~ ~ ~
| 10 411120 0 2| 100 | 021100
(3 1326 3 0276 1 0]92
0 1| 50 0 1| 50 0 1]50 |

Resitev sistema je torej [92,50]T.

b. V prejsnji tocki smo izracunali, da Metka vozi s hitrostjo v = 92km/h, zacetno
stanje na Stevcu pa je bilo 50km.

c. Za pot velja zveza s(t) = 92t + 50, torej bo ob ¢asu t = 5 skupna pot enaka
s(5) =925+ 50 = 510. Stanje na Steveu bo 510km.

RESITEV NALOGE T71. T

Za resitev po metodi najmanjsih kvadratov moramo izracunati

18 -9 - -9
m A'b = )
-9 10 21

Ko naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki sistema [ATA|AT b, dobimo

ATA =

S 18 -9 | -9 0 1133 -9 10|21
[ATA[ATY] = ~ ~ ~
-9 10| 21 —9 10|21 0 1|3
[ —9 0| -9 101
0 1] 3 0 13|
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od koder preberemo resitev ¥ = [1,3]7.

RESITEV NALOGE 72. ¢

a. Na mnozici vektorjev {@, b, 7, E} izvedemo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

U, = a = [1,1,0,0]",

. — bd . o~ 2.

Uo = b _—>——>1u1 =0 —ZUu1 = [0707072]T
Ui1Uq 2

— . Cuy_  Clua_ - 2. 16_

U3 = C— ==l — =—Uy = € — =01 — 1y = [1,-1,0,0]"
Uiuy U2U2 2 4

Za U4 dobimo 0, ker je d linearno odvisen od %, U in us. Vektorje uq, Uo, U3
Se normiramo in dobimo ortonormirano bazo za U:

*—[1 1oo}T T2=10,0,0,1]" "—[1 100}T
q1 \/57\/577 ) q2 s Uy Uy ) q3 \/57 \/577 .

b. Koeficiente razvoja pravokotne projekcije proj,u vektorja @ po ortonormirani
bazi {¢1, ¢2, ¢3} dobimo tako, da izracunamo skalarne produkte

u-q [1234]T_1 100]T 5
q1 = ) Ly 9y B S = =
V2 V2 V2
T-qo = [1,2,3,4]7-10,0,0,1]" = 4,
1 1 i 1
g3 = [1,2,3,4]" |—,——,0,0] = ——.
s = 12347 |5 gp00] =
Torej je
S 7 +47 L7 [1,2,0,4]"
rojpl = —= — = 1,2,0,4]".
projys \/— q1 q2— \/§Q3
RESITEV NALOGE 73. @

a. Najprej pois¢imo tak vektor @, da bo mnozica {%, v, W} baza prostora R?. Ker
je
Uxv o= [1,-2,2]" x[2,2,1]" = [-6,3,6]T,

lahko vzamemo na primer w = [2, —1, —2]T. Iskana projekcijska matrika bo v bazi
{u, v, w} oblike

1 00
P=1010],
000
ker slika @ — U, U +— T in @ — 0. Poiskati moramo $e prehodno matriko Q,
pa bomo lahko izracunali matriko P, ki pripada projekciji v standardni bazi, kot

P =QP'Q™'. Matrika Q pove, kako se baza {u, v, W} izraza s standardno bazo,
zato je

12 2
Q:[UU@]: 2 92 1
2 1 —2
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Njen inverz lahko dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki
[Q]I] in je enak

1 -2 2

1
Q‘1:§2 2 1
2 —1 -2

Seveda bi se lahko prej potrudili in na bazi izvedli Gram-Schmidtovo ortogona-
lizacijo (vektorje bi bilo potrebno le Se normirati), pa bi lahko na tem mestu
namesto inverza uporabili kar transponirano matriko, saj za ortogonalne matrike
velja Q7' = QT. Nazadnje matrike $e zmnozimo:

1 2 2 1 00 1 -2 2

1
P = QPQ"'=-|-22 -1 010 2 2 1| =
2 1 —2 00 0 9 —1 —2
5 2 4
- -2 8 -2
4 -2 5

V pravilnost resitve se lahko prepri¢amo tako, da izracunamo P(w), P(v) in P(w).
Prva dva se morata preslikati vase, tretji pa v 0.

Z manj dela enak rezultat dobimo, ¢e vektorja @ in ¥ normiramo (pravokotna sta
ze), zapisemo matriko

12
3 3
Q=|-2 2
3 3
2 1
3 3
in izracunamo P kot P = Q'Q'T.
5 2 4
Pr ! 2 8 -2
T = - —
9
4 -2 5
. Poiskati moramo Stevili « in [, za kateri bo P77 = au + fvU. Zapisano po
komponentah:
11 1 2
8|l =a| -2 |+0]| 2
7 2 1
Dobimo sistem enacbh
a+28 = 11,
—2a+28 = 8,
2+ = T,

ki ima resitev o = 1, 8 =5, zato je PT = u +5v.
Hitreje lahko ta del naloge resimo, ¢e se spomnimo formule za projekcijo vektorja.
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Koeficiente lahko izracunamo kot

P7)-uw . Pr) v
o = % =1 1in 5 = % = 5
u-u U U
RESITEV NALOGE T74. @
a. Tocke iz V so zapisane z dvema parametroma, zato je dimV = 2 in moramo

poiskati dva bazna vektorja. Z izbiro x = 1 in y = 0 dobimo vektor ¥, = [1,0,1]T,
zx=0iny =1 pa vektor vy = [0,1,1]T. Mnozica {U, Us} je baza za V.
b. Na {¥, U5} uporabimo Gram-Schmidtov postopek:

7—[1 = E>1 = [1707 1]T7
— — T
. . Voll1 1 T 1 1
= Ty 2y = 0,11 - [1,0,1]T = |—=,1,=]| .
iy = Tam e = 011 =501 [ 272
Vektorja % in @, moramo $e normirati. Ker je ||| = v/2 in ||ds]| = \/76, sta
vektorja

_ { L, 2 }T o { 1 2 1 }T
q = _7 ) = ln q - __7 _’ =
v Ve LV Ve VG
ortonormirana baza za V.
c. Koeficienta pravokotne projekcije vektorja @ na prostor V' sta skalarna produkta

@ 71 = V2
a-qy = 0.
Torej je
proj, @ = V27,.
RESITEV NALOGE 75. @

a. V pogoju prepoznamo enacbo ravnine y — z = 0, ki vsebuje izhodisce, zato je V
vektorski podprostor. Lahko pa bi tudi opazili, da je V = N(A), kjer je

01 -1
A=10 0 O
00 0

b. Ker lahko tocke v V parametriziramo kot [z, y,y]T, lahko bazna vektorja enostavno
dobimo s pravo izbiro parametrov. Za x = 1 in y = 0 dobimo v; = [1,0,0]7, za
r=0iny=1pa v,=[0,1,1]".

c. Ce smo zgoraj prepoznali enacbo ravnine, potem vemo, da je njen ortogonalni kom-
plement premica, ki ima za smerni vektor normalo [0, 1, —1]T. Ce nismo razmisljali

geometrijsko, potem lahko vektor, ki napenja ortogonalni komplement dobimo kot
vektorski produkt

Vy=TU1 X Uy =10,—1,1]".

d. Is¢emo stevila a, £ in 7, za katera bo

a = Oé?l + BUQ —|—’}/Fg.
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Dobimo jih s pomocjo projekecij na vektorje v;:

a- v 2

a = — — = - = 27
V1 U1 1
a- Uy 4

6 = p— p—y pu— —_ pum— 2’
Vo:* Vg 2
a-Us 2
V3- Usg 2

Hitro se lahko prepricamo, da je res

@ =2[1,0,0]" +2[0,1,1]" + [0, —1,1]".
RESITEV NALOGE 76. ais

Oznacimo v = [1,1,0]T in ¥, = [1,—1,2]T. Potem je baza stolpi¢nega prostora C'(A)
enaka {U1, Us}. Koeficiente razvoja projekcije projo(4) b dobimo kot

proj;,—l—l; = gli.?l = g =3,
proj%—b) = §2'~?2 = g = 1.
Torej je
projoy b = 371+ T2 = [4,2,2]T.
RESITEV NALOGE 77. i

—

Na mnozici {¥1, Vs, Us, U4, Us} izvedemo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

1_[1 - Ul = [271727070]T7

Uy = Vog— == U1 = V22— U1 = [_1727())_2)0] )
U1Uq 9

’l_[3 — O
— -~ T

- — Vgl s Valo - 9. 24 2 4 )

Uy = U4— == — == Uy = Ug— —uU1— —Uy = |z,—7,0,—5,2]
U1Uq U2U2 9 9 3 3 3

U5 — O

Vektorje e normiramo: Ker je || 41| = 3, ||u2]| = 3 in ||44|| = 3, je ortonormirana baza

sestavljena iz vektorjev ¢ = %Ul, Go= %UQ in ¢q= %Tﬂl oziroma

_ 21200T . 12, 20T, ]2 4052T
= _ = — = _— = _—— 1n = _ — — _— = .
q1 37373a ’ ) q2 3737 ) 37 q4 97 97 ’ 973

RESITEV NALOGE 78. et
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a. Podprostor C(A) < R?* je linearna lupina stolpcev matrike A. Oznacimo v

[1,0,0,1]7, ¥y = [0,1,1,0]T in U3 = [1,1,0,1]T. Na mnozici
dimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo. Najprej dobimo

Uy = 5>1 = [1a07071]T7
— . UaUj_. —  0_ .
Uy = U2_221—{1u1 = Vg2 —Z5U1 = Vg = [0717170]
U1Uq 2
. . UsUj_. UsUsz_. 2, 1.
Uy = V33— == = U1l — === U2 = Vg — U] — ZU23
Ui Uy U Ug 2 2
T
11 1
= [1,1,0,1]" = [1,0,0,1]" = |0,=,=,0| = |0, =
[7 ) ) ] [7 ) b ] {72727 } {727

{U1, Uq, U3} nare-

Ce opazimo, da sta vektorja v in v, Ze pravokotna, lahko seveda prva dva racuna
izpustimo in takoj zapiSemo u; = U1 in Uy = Us ter popravimo samo v3. Vek-

torje u; Se normiramo in dobimo
=y Yy T = ) s T = T = m
V2 V2 V2 V2

Ortonormirana baza za C(A) je {q1, ¢2, 3}

—

q1 =

—

q2 =

—

g3 =

1 1

{O’E’_E’OT‘

b. Ker je C(A) < R* in je dim C(A) = 3, je dim C(A)* = 1. Is¢emo vektor ¢, € R?
z normo 1, ki bo pravokoten na vektorje q; (i = 1,2, 3). Hitro lahko uganemo, da
bo na vse tri pravokoten vektor 4 = [1,0,0,—1]T. Ko ga Se normiramo, dobimo

1

1
0,0, ——
V2

Q4:|:E7 y Yy

Ortonormirana baza za C(A)* je {74}

:|T
RESITEV NALOGE 79.

Iz podatkov dobimo predolocen sistem enach

9a+3b+c = 7,
a+b+c = -1,
a—b+c = 8§,
9a —3b+c = 16,
ki ga zapiSemo v obliki AT = _b: pri cemer je
(9 3 1] [ 7]
1 11 — -1
A= in b=
1 -1 1 8
9 -3 1 16
Resevali bomo sistem ATAZ = AT 3, zato izra¢unamo Se
164 0 20 214
ATA=1] 02 0| in ATb =| —36
20 0 4 30
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Na razsirjeni matriki [ATA|AT _b>] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

164 0 20| 214 100| 1
02 0[-36|~...~|01 0|2/,
20 0 4| 30 001 2

zato je iskana funkcija g(r) = 2? — gx + 2.

RESITEV NALOGE 80. et

a. Stolpi¢ni prostor C'(A) je linearna lupina stolpcev matrike A. Na matriki A najprej
naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih, da se znebimo tistih stolpcev, ki so
linearno odvisni od ostalih. Vemo namre¢, da bo tak vsaj en, saj je C(A) < R? in
torej dim C'(A) < 3. Z uporabo Gaussove eliminacije si bomo torej prihranili vsaj
en korak pri Gram-Schmidtovi ortogonalizaciji. Dobimo

(1 2 3 1 1 031 1 0 01
A=]l1010|~|1-=210]~]1-2-=—20]|~
4 4 8 2 4 —4 8 2 4 —4 —4 9
(1 00 1 1 00 0 100 0
~ |1 200|~]1 =20-1|~110 -1~
4 —4 0 2 4 —4 0 —2 42 0 —2
(100 0 1000
~ |1 100l~|l0100
4200 2200

Podprostor C(A) je torej napet na vektorja v; = [1,0,2]" in ¥ = [0,1,2]T. Na
mnozici {U1, U2} naredimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

2_[1 - Ul = []-aO)Q]T)
— — T T
= T = = = - F = 07172 - _707_ = __ala_ .
U = Upm et = g = 0,12 {5 5 55

Vektorja @ in U9 $e normiramo. Ker je
|74 = V12422 = V5

n
17l 4 2+12+ 2\’ /16 25 4 [45 \/5 3
U — _ J— — — — _— = _— = _ = —
2 5 5 25 ' 25 ' 25 25 5 V5

je
qlz{ioir n T | }T
Vb6 Vb 3v5 3v5 3v5]
Ortonormirana baza za C(A) je {¢1, ¢2}. Seveda bi lahko na stolpcih matrike A
takoj naredili Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo in bi prav tako dobili ortonormi-

rano bazo za C(A).

—
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b. Pravokotno projekcijo vektorja @ na C(A)* najlazje dobimo tako, da dolo¢imo
vektor w3, ki napenja C(A)+. Vemo, da bo 3 pravokoten na u; in u,. Prvemu
pogoju je lahko zadostiti. Vzamemo na primer vektor [2,0, —1]T in ga popravimo
tako, da bo pravokoten $e na 5. Hitro vidimo, da bo vektor [2,2, —1]T pravokoten
tako na w; kot na u,.

Izracunati moramo torej projekcijo vektorja @ na vektor us. Enaka je

- aus _, 18,
Projy, @ = —ot iy = Sy = 22,217 = [4,4,-"
u

c. Projekcijo na C(A) bi seveda lahko dobili tako, da bi @ projicirali na w; in Uy
ter rezultata sesteli, vendar je lazje, ¢e namesto tega od @ odstejemo projy,a.
Dobimo

prOjC(A)_C—[ = a- prOngg = [5737_2]T o [4747_2]T = [17_170]T'

RESITEV NALOGE 81. ¢

Ce vstavimo dane pare v predpis za f dobimo predolocen sistem enach

b = -5,
a+b = =2,
2a+b = 4,
3a+b = 3.
Zapisemo ga v obliki A7 = b, kjer je
[0 1] =
11 R [a] —2
A= , T = in b=
2 1 b 4
3 1

Resiti moramo sistem ATAZ = AT b, zato izra¢unamo

14 6 — 15
in ATbh = .
6 4 0

Na razsirjeni matriki [ATA|AT _b>] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

ATA =

14615] [14 6 15] [146 15] [140 42] [10 3]
6 4/ 0 0 10| —45 0 1|-3 0 1/—-3 0 1/—3
Resitev je toreja:?)inb:—% oziroma f(x):i’mv—g.

RESITEV NALOGE 82. et
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Oznacimo stolpce matrike A z vy = [1,1,1,1]T, U, =[0,1,0,1]" in v3 = [1,3,1,3]". Na
mnozici {U1, Vg, U3} naredimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo in dobimo

Ul = E>1 = [1717171]T7

— — T T
. . UelUi 2. o111 11 11

- = - - = - 07170)1 T lara’ala - a’a’ Ao )
Uy = Tam e = Tam i = ] {2 222 22272
. . Usuj_. Uty _, 8, 2
Uy = V33— === U] — == U2 = V33— U1 — 7TUz =

UU Ug U 4 1
= [1,3,1,3]" —[2,2,2,2]" — [-1,1,-1,1]" = [0,0,0,0]".

Vektorja u; in us Se normiramo, da dobimo vektorja
. [r1r11yt . L 11 117"
=|=,=,=,= in =|—-=,=,—=, =
q1 2727272 q2 2)27 272 )
ki tvorita ortonormirano bazo {¢1, ¢2} podprostora C'(A).
Na matriki AT naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

1111 1010
AT=101 0 1]|~...~l0 101
1 31 3 0000

Vidimo, da so v N(AT) vektorji oblike [x1, 29, =71, —x5]T. Izberemo linearno neodvisna
vektorja U3 = [1,0,—1,0]" in ¥, = [0,1,0,—1]T. Ker sta pravokotna, ju moramo le Se
normirati, da dobimo vektorja

1 I 1 17
q3= _707__70 iIl G4= 07_707__ 9
v [\/5 V2 } o [ V2 ﬁ]
ki tvorita ortonormirano bazo {3, ¢4} podprostora N(AT). Ker je N(AT) = C(A)*,

smo z vektorjema ¢3 in ¢4 v resnici dopolnili bazo {¢1, ¢2} do ortonormirane baze
prostora R*.

RESITEV NALOGE 83. T

a. Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih na matriki A:

12 3 (100
10 0 010
o012 T loo1
112 01 1

Ozna¢imo v, = [1,0,0,0]", ¥, = [0,1,0,1]T in U3 = [0,0,1,1]T. Vektorja
U; = U in Uy = Uy sta ze pravokotna, zato z Gram-Schmidtovim postopkom
popravimo le Se vektor vs:

L . Ui Usla. - 0. 1 o 1,1 T
Uz = Uz — == — =" Uy = Uz—-U;— =Us = —=1,=

3 3T T T, L2 83— U1 U2 T g
Izra¢unamo e ||W»|| = V2 in [|@3]| = (/¢ = 2. Ortonormirano bazo za C(A)

torej sestavljajo vektorji

?])1 - [1707()’0]1—7 ?])2 - [Oa
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b. Bazo C(A)* bomo dobili tako, da poiséemo se vektor G4, ki {71, 72, ¢3} dopolni
do baze R*. Najprej opazimo, da je vektor [0,1,0, —1]T pravokoten na ¢, in qo,
in to bo Se vedno res, ¢e tretjo komponento poljubno spremenimo. Popravimo jo
tako, da bo dobljeni vektor pravokoten $e na ¢3. Dobimo u4 = [0,1,1,—1]T in
zato

11 177
q4= 07_7_7__ .
14 { 3 V3 31

Baza za C(A)* je {q4}.
c. Projekcijo projC(A)a' najlazje izracunamo tako, da od vektorja @ odstejemo nje-
govo projekcijo na C(A)+, torej

——

Projon@ = @—(GG4)Ts = G — ——ntiy =
- - 4 4 — —— 4 —
c(A) T

a
6
= E—gm = [5,2,4,0]" = [0,2,2,-2]" = [5,0,2,2]".

RESITEV NALOGE &84. 1

Najprej naredimo Gram-Schmidtov postopek na mnozici {vU1, Us}:

a>1 = 1_;1 = [27271]T7
- T T
— -~ UaUj_. 3. T 1 212
Uy = Vyg— =—=Uu; = ve——u; = 0,11 — |-, =,5| = |—-5,5,3
? W, 2= gt = [0.L1] { } { 333

Vektor u; $e normiramo, da dobimo

. 22117 .
g1 = m qgo=|—

Y

Wl N
Wl

Y

3’33

GV )
[I—
—

Nazadnje moramo poiskati Se tak vektor 73, da bo {1, (o, 3} ortonormirana baza R3.
Najprej poiscemo vektor w3, ki bo pravokoten na ¢; in ¢. Lahko izberemo poljuben
od njiju linearno neodvisen vektor in uporabimo Gram-Schmidtov postopek, lahko pa
uganemo 13 = [1,—2,2]7. Po normiranju dobimo

~ (1 221"
q3 = 37 373 .

7. Lastne vrednosti

RESITEV NALOGE 85. et
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Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

5—A —4 -8 5—A 1—=2A -8
det(A— ) = 2 —1-=-2X —4 | = 2 11—\ —4 | =
2 -2 —3-A 2 0 —3—-AX
5—A 1 -8 3—X 0 —4
= (1-X) 2 1 —4 | = (1-X) 2 1 —4 | =
2 0 =3-2A 2 0 =3-2A
~a-nPTY T BB +8) -
2 =3-A
= 1=\ =1) = A=1)>*A+1).
Lastne vrednosti so torej A\;2 = 1 in A3 = —1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na

matriki A — I dobimo

4 —4 -8 1 -1 -2
2 -2 —d|l~...~l0 0 0],
2 —2 —4 0 0 0

zato je lastni podprostor za A 5 = 1 parametriziran z [y + 2z, v, 2]T in sta lastna vektorja
na primer
v =1[1,1,0]" in T,=[2,0,1]".

7 Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + I dobimo

6 —4 -8 1 0 =2
29 0 4| ~..n|0 1 1],
2 -2 =2 00 O
zato je lastni podprostor za A3 = —1 parametriziran z [2z, 2, 2]7 in je ustrezni lastni vektor
na primer
Ty =1[2,1,1]".

Lastni vektorji nam dajo stolpce prehodne matrike P, matrika D pa vsebuje lastne vre-
dnosti po diagonali, zato je

1 2 2 10 0
P=1]101 in D=|[01 0
011 0 0 -1

Zdaj pa lahko izracunamo

A2020 — (PDP—1)2020:

pPDP~'-PDP'.. ... PDP ™ =
PD2020P—1 _

PIP™! =

= pPpl=

= I
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Ker je D?°2° = [ smo se torej lahko izognili izrac¢unu P~

RESITEV NALOGE 86. @

a. Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

4— A 0 —6
det(A— M) = 3 —2-A -3 | =
3 0 =5—AX
4—\ —6 4— A\ 6
R —5—>\‘:(2+)\) 3544
= (A+2)(20 —5A+4X — N\ —18) =
= —(A+2)(V¥+21-2) = —(A+2*(A—-1).
Lastne vrednosti so torej A\ = —2 in A3 = 1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah
na matriki A 4+ 2/ dobimo
6 0 —6 1 0 —1
30 3| ~...~~100 0},
30 -3 00 O
zato je lastni podprostor za A5 = —2 parametriziran z [z,y,z]". Lastna vektorja

sta na primer
v =[1,0,1]" in T, =10,1,0]".
Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A — I dobimo

3 0 —6 10 —2
3 -3 -3 |~...~|01 =11,
3 0 —6 00 O

zato je lastni podprostor za A3 = 1 parametriziran z [22, z, 2|]T. Lastni vektor je
na primer
vy =1[2,1,1T.
b. Ker ima matrika A tri razlicne lastne vektorje, se jo da diagonalizirati. Lastni vek-

torji nam dajo stolpce prehodne matrike P, matrika D pa vsebuje lastne vrednosti
po diagonali, zato je

1 0 2 —2 00
P=10 11 in D= 0 -2 0
1 01 0 0 1
RESITEV NALOGE 87. ¢

a. Istemo 2 x 2 matriko A, za katero bo veljalo, da je

1z rekurzivne zveze
ap = 3Ap—1 + 4ap_2
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Resitve

preberemo koeficienta prve vrstice, v drugi pa uporabimo oc¢itno enakost a,,_1 =

a,_1. Tako vidimo, da je
3 4
A= .
1 0

. Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom det(A — AI) za matriko A:

33—\ 4
det(A—\I) = = -A38-X)—-4 =
1 =X
= M=-32x—4 = (A—-4)\+1).
Lastni vrednosti sta torej Ay = 4 in A\ = —1. Lastni podprostor za lastno vrednost

A1 = 4 dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A — 41,

-1 4 1 —4
A—4l = ~ :
1 —4 0 O
Od tu preberemo prvi lastni vektor v; = [4,1]T. Lastni podprostor za lastno
vrednost A\ = —1 dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + I,

4 4 11
A+ 1= ~ .
e

Drugi lastni vektor je vy = [1, —1]T.

. Vsak vektor iz R? lahko razvijemo po bazi iz lastnih vektorjev { U1, U5 }. Naredimo

to za Z'q:
71 = [a,a0)" = [7,3]" = 2-[4,1]" —1-[1,-1]" = 27, — U,

Zdaj pa na obeh straneh enakosti 71 = 2v; — U, veckrat zapored uporabimo
matriko A, pri cemer upostevamo, da je AU, =47 in AUy = —U4. Dobimo:

T = 2-U;— Vs

To = AT = 2-AvU, — AUy = 2407, — (—1)7>

T3 = ATy = 2-4A7, — (-1)AT, = 2-4°T, — (—1)*7>

Ty = ATy = 2-4°A7, — (—1)%AT, = 2-437, — (—1)37,

Vidimo, da je v splosnem
Tp=2-4""14,1]7 — (=1)" 71, —1]".
Ce pogledamo prvo komponento tega vektorja, dobimo iskano eksplicitno zvezo
ap =2-4"+(—1)".

RESITEV NALOGE 88. @

a. Ko napravimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + 21, vidimo, da je

rang te matrike enak 2:

4 0 4 1 01
A+2[=[(1 4 1 |~]0 10
000 000

Od tu dobimo edini lastni vektor za to lastno vrednost, ¥, = [1,0, —1]7.
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b. Ker je
2 0 4 0 0 0
Av, = |1 2 1 1l =12 =2-11]1,
00 -2 0 0 0

je U, lastni vektor za lastno vrednost Ay = 2.
c. Izracunamo karakteristicni polinom

2-A 0 4
det(A — \[) = 12—\ 1] = (—2-)
0 0 —2-2\
= (A +2)(A—2)2

Vidimo, da je tretja lastna vrednost enaka drugi, A2 3 = 2. Naredimo Se Gaussovo
eliminacijo po vrsticah na matriki A — 27 in dobimo

00 4 0 01
A-2I=]110 1|~|(100
00 —4 0 00

Vidimo, da je matrika ranga 2, zato dobimo za lastno vrednost \g 3 = 2 le en lastni
vektor, U,. Algebrai¢na kratnost te lastne vrednosti je enaka 2, geometriéna pa 1.

RESITEV NALOGE 89. ot

Matrika A je 3 x 2 matrika, ki ima vektorja % in U za stolpca, zato je AT 2 x 3 matrika,

ki ima %" in U ' za vrstici. Matrika B bo dimenzije 3 x 3 in

=T
B:[u v}[_}]:uu +TU
il

Poglejmo, kam preslika matrika B vektor u:

By = (Wi 4+ 70U = (u)u+(Tv)u = u(u'u)+v(v'w) = |u|u.
Pri tem smo upostevali, da je ¥4 = 0, ker sta vektorja @ in U pravokotna. Vidimo, da
se je u preslikal v svoj veckratnik, zato je u lastni vektor matrike B za lastno vrednost
|%||*>. Na enak nacin bi pokazali, da je U lastni vektor matrike B za lastno vrednost
| 7||%. Za diagonalizacijo matrike B potrebujemo Se en lastni vektor in pripadajoco lastno

vrednost. Poglejmo, kaj se zgodi z vektorjem u x v

B x7) = (WaT+T0T)(T x7) =
= (@uN)(U xT)+ (VT )T x V) =
= T(T(T x 7))+ ((uxv» 0.

Pri tem smo upostevali, da sta skalarna produkta @' (U x ¥) in ¥ (4 x U) enaka 0,
ker je vektorski produkt pravokoten na oba faktorja. To pa pomeni, da je © X U lastni
vektor za lastno vrednost 0. Ker poznamo vse tri lastne vektorje in pripadajoce lastne
vrednosti, lahko zapiSemo matriki D in P, za kateri je B = PDP~!:

l@)* 0 0
D=| 0 |72 0| m P= Uz?UxU]

0 0 0
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V nasem primeru je u x v = [0,1, 17, |[Z|* =1 in ||7|* = 2, torej je

100 1 00
D=10 20 in P=|0 11
0 00 0 -1 1
Izracunamo se
1 00 1 0 O
DY=10 20|, P'=|0 3} -1
0 00 04+ 1

in nazadnje
Blo _ (pDPfl)lo _
= (PDPYY(PDP™Y)...(PDP) =
= PDP'PDP™'...PDP! =
= PD(P'P)D(P'P)D(P'...P)D(P"'P)DP! =

— PDYp —
1 0 0
= 0 512 —5H12
0 —-5H12 512
RESITEV NALOGE 90. s

Pisimo 7', = [ay, b,]" za vse n € N. Potem lahko rekurzivno zvezo zapisemo v matriéni

obliki @,, = A7,,_; takole:
an 3 —2 Ap—1
be | |2 =2 || booy |

Izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A, det(A—AI) = (A—2)(A+1), ter pois¢emo
pripadajoca lastna vektorja v = [2,1]T in ¥y = [1,2]T. Zdaj pa premislimo, kako bo to
vplivalo na izra¢un vektorjev 7 ,. Oc¢itno velja

E>O = [373]T = [271]T+[172]T = E>1_’_7;2-

Potem pa je

i')l == ATO = A(Fl—i-UQ) = AUl"’AUQ = 271—72,
Ty = AT, = AT, — T,) = 24T, — ATy = 4T, + T,
Ty = AT, = AT+ Ua) = 8T, — U,
_.f?n == Airn,1 - 2”714—(—1)”?}»2
Torej je
an N 2 1 2-2" 4 (=1)"
= T, = 2"V + (-1)"Ty = 2" +(=1)" = :
bn] AL | T [2] 2n 192, (—1)"

oziroma
anp=2-2" + (—1)” in b,=2"+2- (—1)".
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RESITEV NALOGE 91. ot
Sistem zapiSemo v matri¢ni obliki

HEBHIH

Poiscemo lastne vrednosti matrike A. Njen karakteristi¢ni polinom je

-A -2

= AB-N+2=XN-32+2=(A-1DA-2),
sy (3N (A=D1 -2)

zato sta lastni vrednosti Ay = 1 in Ay = 2. Za vsako (realno) lastno vrednost \; dobimo
v resitvi ¢élen oblike konstanta - ei**, torej za neke konstante a, b, ¢ in d velja

z(t) = ae' +be*,
y(t) = ce'+de*.

Dveh konstant se znebimo tako, da zgornja izraza za x(t) in y(¢) odvajamo in pogledamo
obe strani prvotne zveze. Ker je

i(t) = ae' + 2be*,
y(t) = ce' +2de*,

dobimo
ae’ +2be* = i(t) = —2y(t) = —2(ce' +de*) =
(—2c)e! — 2de*,
ce +2de* = y(t) = x(t) +3y(t) = ae' + be* + 3(ce' + de*) =
= (a+3c)e' + (b+ 3d)e*.

Izraza iz zacetka in konca vsake verige damo na eno stran enakosti in dobimo
(a+2c)e’ + (20 + 2d)e* = 0,
(a+2c)e' + (b+d)e* = 0.

Vi koeficienti pred funkcijami morajo biti enaki 0, zato velja a = —2¢ in b = —d. Splosni
resitvi tega sistema diferencialnih enach sta torej
z(t) = —2ce' — de*,

y(t) = ce' +de*.

Ker imamo podana zacetna pogoja x(0) = 3 in y(0) = —2, lahko dolo¢imo 8e konstanti ¢
in d. Ko vstavimo t = 0 v zgornji enakosti, dobimo
3 = —2c—d,

-2 = c-+d.
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Resitev tega sistema je ¢ = d = —1, zato sta iskani funkciji
z(t) = 2"+ e,
yt) = —e' —e*.
RESITEV NALOGE 92. ot

a. Ker je matrika A spodnje trikotna, so lastne vrednosti enake diagonalnim elemen-
tom. Torej je \jo =11in A3 = 2.

b. Matriko bomo lahko diagonalizirali, ¢e bo obstajala baza iz lastnih vektorjev. La-
stni vektorji pri razlicnih lastnih vrednostih bodo avtomatic¢no linearno neodvisni,
problem pa lahko povzrocijo veckratne lastne vrednosti, kjer morda lastnih vektor-
jev ni dovolj. Zato najprej poglejmo lastni podprostor za dvojno lastno vrednost
A2 = 1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah matrike A — I dobimo

0 00 100
A-I=| 1 10|~...~]010],
-1 -3 0 000

zato so v lastnem podprostoru N(A — I) vektorji oblike [0,0, z]T. To pomeni, da
je edini lastni vektor za to lastno vrednost (do skalarnega veckratnika natancno)
v = [0,0,1]7. Ker je algebrai¢na kratnost te lastne vrednosti 2, geometrijska
kratnost pa 1, se matrike A ne da diagonalizirati.

RESITEV NALOGE 93. et

a. Bazo za nicelni prostor pois¢emo s pomocjo Gaussove eliminacije po vrsticah:

11 -1 10 0

A= 10 Of~...~|0 1 -1

-1 0 0 00 0

Vektoroi v jedru so oblike [0,%,y]", zato lahko za bazni vektor vzamemo ¥, =
b. %);L;élz]a.stolpiéni prostor pois¢emo s pomocjo Gaussove eliminacije po stolpcih:

11 -1 010

A= 10 0 f~...~ 1 00

-1 0 0 -1 0 0

Bazo tvorita na primer vektorja v, = [1,0,0]" in U3 = [0,1, —1]".

c. Nicelni prostor N(A) je lastni podprostor za lastno vrednost 0, saj za vsak vektor
T € N(A) velja A7 =0 =0- 2. Lastni vektorji za nenicelne lastne vrednosti so
vsi vsebovani v C'(A).

d. En lastni vektor za lastno vrednost \; = 0 je 71 = 7. Ostali lastni vektorji se
bodo izrazali kot linearne kombinacije baznih vektorjev podprostora C'(A), torej

—

l = O[UQ —f- 67})3

Ker je lastni vektor doloc¢en samo do skalarnega veckratnika natancno, lahko brez
skode za splosnost predpostavimo, da je § = 1. Hitro lahko preverimo, da je

ATy =[1,1,-1]T = Ty + U3 in AT3=[2,0,0]" = 27,.
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To pa pomeni, da je
Al = AlaUy+ v3) =
= aAvy+ AT =
= U+ U3)+2U, =
= (a+2)vy+avs.
Ce pa je T lastni vektor matrike A, mora poleg tega veljati Se
AT =k 1 = (ka)Ts + kTs.
Dobimo sistem enacbh
a+2 = ka,
a = k,
in po hitri eliminaciji druge enacbe zvezo
®—a—2=0
z resitvama a1 = —1 in ap = 2.
V prvem primeru dobimo lastni vektor
Ty = —Ta+Ts = [-1,1,-1]T,

v drugem primeru pa

—

I3 = 205+ 73 = [2,1,—1]".
Pripadajoc¢i vrednosti sta enaki koeficientu k = «, zato je Ay = —1 in \3 = 2.

RESITEV NALOGE 94. et

a. Bazo za nicelni prostor dobimo tako, da naredimo na matriki A Gaussovo elimi-
nacijo po vrsticah:

[ 1] 10
0 01
0 00
1 00

S = = O
(el T e )

1
0
0
1

01
10
00
0 0

Vidimo, da so v N(A) vektorji oblike [x,y, —y, —x]T. S primerno izbiro parametrov
dobimo linearno neodvisna vektorja [1,0,0,—1]T in [0, 1, —1,0]T, ki sta Ze pravo-
kotna. Zato ju samo §e normiramo in smo za N(A) dobili ortonormirano bazo
{7, Uy}, pri cemer je

T T
1 1 1 1
U= |—,0,0,—| , U= |0,—,———,0| .
1 {\/5 \/5] i [ V2 V2 ]
b. Bazo za stolpi¢ni prostor dobimo tako, da naredimo na matriki A Gaussovo elimi-
nacijo po stolpcih:

(100 1] (100 0]
0110 0100
o1 10| o100
100 1 1000
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RESITEV NALOGE 95.

Vidimo, da sta v C'(A) linearno neodvisna vektorja [0,1,1,0]" in [1,0,0,1]T, ki sta
tudi ze pravokotna. Zato ju samo Se normiramo in smo za C(A) dobili ortonormi-
rano bazo {v3, U4}, pri cemer je
S T
V3 = y T =y T = ) V4= |—=, VU, —= .
3 NG 4

. Hitro se prepricamo, da je

A2 =

o
DO
S NN O

2
0
0
2

Torej A% = 2A. Naj bo U poljuben lastni vektor matrike A. Potem velja AT = A7
za nek \. Izracunajmo A% na dva nacina. Po eni strani je

AT = A(AT) = A(NT) = MAT) = 27,

po drugi pa
A*T = 2AT = 2)\7.

Od tod sklepamo, da je 2\ = A? oziroma A(A—2) = 0. Edini moZni lastni vrednosti
sta torej 0 in 2. Lastni podprostor za lastno vrednost A; o = 0 Ze poznamo, saj je
kar enak N(A), v in U, pa sta pripadajoca lastna vektorja.

Pri ra¢unanju matrike A? pa smo opazili, da je Av3 = 273, ko smo mnozili prvi
stolpec desne matrike z vrsticami leve matrike. Podobno smo pri mnozenju drugega
stolpca desne matrike z vrsticami leve matrike opazili, da je AT 4 = 2v4. Preostala
dva lastna vektorja sta torej U3 in U4 in pripadata lastni vrednosti Az 4 = 2.

d. Ker vektorji U1, U9, U3 in U4 Ze tvorijo ortonormirano bazo, samo $e zapisemo

1 1
0 = 0 0 %
1 1
D= 0 in Q= 0 % 0
2 0o —~ L 0
i V3
1 1
I 2 ] |~ 0 0 7]

a. Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

2— )\ 1 1 2— )\ 1 1
det(A — \I) = 3 =) 1| =|1+X —1-2) 0] =

4 —4 3=\ 4 —4 33—\

2-X 1 1 3-) 1 1

= (14)) 1 -1 0] = (1+X) 0 —1 0] =

4 —4 33—\ 0 —4 3=\
14+ M) (3= A) ! 0 (14 M\)(3 = \)?
B 4 3-X| '
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Pri tem smo najprej od druge vrstice odsteli prvo, iz druge vrstice izpostavili
(1+)), prvemu stolpcu pristeli drugega, naredili razvoj po prvem stolpcu in naza-
dnje upostevali, da je determinanta spodnje trikotne matrike produkt diagonalnih

elementov.
Vidimo, da sta lastni vrednosti Ao = 3 in A3 = —1. Najprej si oglejmo lastni
podprostor za lastno vrednost A5 = 3. Ker je

-1 11 1 -1 0

A-31= 3 3 1 |~...~~10 01/,
4 —4 0 0 00

imamo samo en lastni vektor, ¥; = [1,1,0]T. Matrike A torej ne moremo diago-
nalizirati.
Za lastno vrednost A3 = —1 dobimo

3 11 11 0

A+I=|3 1 1| ~...~|0 2 -1,
4 —4 4 00 O

torej je pripadajoci lastni vektor vy = [1,—1,—2]T.
b. Ker je 71 = [1,1,0]T lastni vektor za lastno vrednost 3, velja A7, = 37 oziroma
|Av1|| = 3||U1|| > 2||71]|. Za iskani vektor 7 lahko torej vzamemo 7 = v;.

RESITEV NALOGE 96. @
a. Najprej dobimo
ag = 4-4—-6-3 = 16—-18 = -2,
bp, = 3-4—-5-3 = 12—-15 = -3,
nato pa
ag = 4-(-2)—6-(-3) = —8+418 = 10,
bp = 3-(=2)—5-(=3) = =6+15 = 9.

b. Sistem zapiSemo v obliki 7, = AT, _1, kjer je

4 —6 _ -
A= in T, = |an, by .
3 =5
Izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:
det(A — AI) R 0 (A +2)(A—1)
et(A — = = (A + —1).
3 =5 —A\
Lastni vrednosti sta torej A\ = —2 in Ay = 1. Izracunamo Se pripadajoca lastna

vektorja. Pri Ay = —2 dobimo

6 —6 1 -1 1 -1
A+2I: ~ ~U ,
HRIE P

torej je lastni vektor enak 7, = [1,1]T. Pri Ay =1 je

e L B P B P
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zato je Uy = [2,1]T. Zacetni pogoj zapisemo kot

To = [4,3]" = 20, + Ua.
Upostevamo, da je A7 = —2U; ter AU, = U, in izracunamo
El = AE;O = 2147})1 +A32 = 2(_2)61 + ?])27
Ty = AT, = 2(=2)AT, + ATy = 2(=2)*T, + Uy,
T, = AT, = 2(=2)"U, + U,

Ce splosno formulo zapisemo po komponentah, dobimo

~ an 1 2 2(—2)" + 2
Ty = = 2(=2)" + = ,
b, 1 1 2(—2)" + 1
torej je a, = 2(—2)" + 2.
RESITEV NALOGE 97. @
a. Najprej poisc¢emo karakteristi¢ni polinom matrike A:
3—X 1 3 3—Xx 1 3
det(A— ) = 1 A 0 | = 1 A 0 | =
3 0 =X 0 3N =)
3—Xx 1 3 3—X 10 O
= A 1 A 0 | = A 1 -A 0 | =
0 3 -1 0 3 -1
3—X 10 )
= — = =AM\ =3X1-10) =
1 A

A+ 2)(A = 5).

Lastne vrednosti so torej \;y = 0, As
poiséemo nicelne prostore matrik

31 3
300
(5 1 3

A4+2] = |1 2 0|~
30 2
[ 2 1 3

A—5] = 1 -5 0
3 0 -5

[ 1
0
0
'1

0
0

0
1
0
2
3
0

Vidimo, da so lastni vektorji 71 = [0, 3, —

—2 in \3 = 5. Za lastne podprostore

[-2,1,3]Tin T3 = [5,1,3]".
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—

b. Matrika D bo diagonalna z lastnimi vrednostmi na diagonali, matrika P pa bo
vsebovala lastne vektorje v vrstnem redu, ki se ujema z vrstnim redom lastnih
vrednosti v D, torej

0 0 —2 5
D= -2 in P= 3 1 1
5 -1 3 3

c. Ce zelimo namesto matrike P iz prejsnje tocke ortogonalno matriko @), moramo
samo Se normirati lastne vektorje, matrika D pa lahko ostane nespremenjena. La-
stni vektorji so namrec¢ ze pravokotni. Ker je

1T:] = V02+32+(-1)2 = V10,
7o)l = V(=22 +12+3 = V14,
|75 = V52+12+32 = V35,

morajo biti stolpci matrike () enaki

3 1}T _

_{_2 1 3T #_[5 1 3T
q2 \/ﬂa 14’\/ﬂ ) qs3 .

= 07 T T = ) )

1 V10© V10 V35 /35 /35
RESITEV NALOGE 98. 2t
Naj bo T, = [an, a,_1]" in zapi§imo rekurzivno zvezo v obliki 7, = AT ,_1, kjer je

11
A_ ]z 2
1 0
Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak
1
det(A — \I) = 5(2/\ +1)(A—1),
zato sta lastni vrednosti enaki A\ = —% in Ay = 1. Ker je
1 (1 1 2 1
A+-] = 2|~ 7
2 1 3 00
A-T = R D
1 -1 0 0]
sta lastna vektorja v; = [1,—2|T in ¥y = [1,1]T. Vektor 7, izrazimo kot linearno

kombinacijo lastnih vektorjev. Pisimo

Zo = [0,1]T = a¥U, + 87, = [a+ B, —2a+ 3]

S primerjavo komponent hitro vidimo, da je o = —% in 8= %, zato je

. 1. 1.
$0:——U1+§UQ.

3
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Ker sta U in 74 lastna vektorja, je AU, = —%_’1 in A79 = U4. Dobimo torej
1 1 1
T GEE A
T Zo 3< 2) U1+3U2,
1/ 1\ 1
T G
T2 x1 3( 2) U1+3'UZ>
1/ 1\° 1
= a7 - (Y 1
T3 T2 3< 2) U1+3U27
- 1 1\"_ n 1_,
T, = —=|—=) Ui+ =7,
3\ 2) T3’
torej je po komponentah
P " LN L2/ 1\ T
Tpn = lan, 0] = |—=(—= R — -
' 3\ 2 373\ 2 3
Od tu dobimo
1 1\" . 1
ap =—= [ —= -
3 2 3
RESITEV NALOGE 99. @
Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak
det(A — M) = —(A+1)(A—1)%
zato so lastne vrednosti Ay = —1in Ay 3 = 1. Ker je
4 2 2
3 73 3 L o1
_ 2 4 2
2 2 4
3 5 3 000
[ 2 2 2
—3 —3 3 11 -1
_ 2 2 2
2 2 2
5 3 3 00 0
je lastni vektor za lastno vrednost \; = —1 enak v, = [1,1,—1]T. V lastnem podprostoru

za Ag3 = 1 so vektorji oblike [~y + 2,9, 2]7, kjer sta y,z € R poljubna parametra. Ce

izberemo y = 0 in z = 1, dobimo vy = [1,0,1]T, priy =1 in z =

0pa v3=[-1,1,0]T.

Seveda bi lahko izbrali tudi kaksno drugo kombinacijo parametrov in bi dobili drugac¢na
lastna vektorja. Pomembno je le, da parametra izberemo tako, da sta dobljena lastna

vektorja linearno neodvisna.
Matriko A lahko torej zapisemo kot A = PDP~! kjer je

-1 1 1 —1
D = 1 in P= 1 0 1
1 -1 1 0

[5cemo e p(A) = A28 — A% + 2A. Najprej izracunajmo
AMIE _ ppISpml _ pp=l [ in A = PD?P7!

= PP ! =L
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Torej je

p(A) = T—T1+24 = | —4

WIND Wik Wik

o~
Wik wIN

RESITEV NALOGE 100. 2t
a. Najprej dobimo
a = ag+ bo =142 = 37

nato
az = a;+b = 3+(-1) = 2,
by = a;—b = 3—(-1) = 4,
in nazadnje
a3 = ay+by = 244 = 6,
bs = ay—by = 2—4 = 2.

1 1
A—
[1—1

c. Karakteristicni polinom matrike A je enak det(A — X)) = (A — v/2)(A + v/2), torej
sta lastni vrednosti A\; = v/2 in Ay = —v/2. Ker je

b. O¢itno je

[1-V2 1 [1-v2 1]
A—2I = ~ ,
1 —1—-v2 00
[ 1+2 1] [14+4v2 1]
A+V21 = ~ :
I 1 —1+v2 ] | 0 0|
sta lastna vektorja 71 = [1, v2—1]T in ¥y = [~1, V2+1]7 ter velja AT, = V27,
il’lA1_)>2:— 272
d. Naj bo
To = [LAT = a1+ 7, = [a= 5, a(vV2-1) + (V2 + 1),
Potem je
Oé—ﬁ = 17

a(V2-1)+B(W2+1) = 2

Resitvi tega sistema sta a = }l (3\/§ + 2) infg = }l (3\/§ — 2). 7 veckratno uporabo
matrike A na xy dobimo

Ty — &Anﬁl +/8An6>2 = Oé(\/ﬁ)nﬁl —I—B(—\/E)"Ug
Od tu iz prve komponente preberemo
an = a(V2)" = B(=V2)",

iz druge pa

b, = a(vV2 = 1)(V2)" + B(V2 + 1)(—V2)".
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Vstavimo Se zgoraj izrac¢unana « in 8 in dobimo eksplicitni formuli za a,, in b,,:
a, = i (3v2+2) (va)" - i (3v2-2) (-v2),
by = i (3v2+2) (V2= 1)(v2)" + }l (3v2-2) (V2 + 1)(-v2)"

Kerje = (V2) ™1, (3V2+2)(V2—1) =4 — V2 in 3V2 = 2(V2+1) = 4+ 2

lahko izraza Se malo polepsamo:

= (3V2+2) (V)= (3v2 - 2) (V2
by = (4—V2)(V2)"' + (4 +V2)(—V2)"

Cisto za konec izracunamo Se
aso1y = (3\/§ + 2)(\/5)2014 o (3\/5 o 2)(_\/5)2014 —
(3V2+2)- 27 — (3v2 - 2) - 2'97 =
= 2"7(3v2+2-3v2+2) =
9l007 | 4 _ 91009
RESITEV NALOGE 101. @

Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak
det(A —\) = —(A+2)*(\A = 1),

zato so lastne vrednosti matrike A enake A\ = —2in A3 = 1. Ker je
(6 6 —6 10 0
A+2I = 21 -1 |~...~10 1 =11,
5 4 —4 00 0
(3 6 —6 1 0 -1
A-1 = 2 -2 -1 |~...~ |0 =2 1/,
5 4 =7 0 0 O
imamo za \; » = —2 lastni vektor ¥y = [0,1,1]T, za A3 = 1 pa lastni vektor vy = [2,1,2]T.
Ker pri dvakratni lastni vrednosti A; 3 = —2 nimamo dveh linearno neodvisnih lastnih

vektorjev, se matrike A ne da diagonalizirati. Taka matrika P torej ne obstaja.



Literatura

[1] B. Orel, Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, http://matematika.fri.uni-1j.si/LA/lal.pdf .
[2] D. Poole, Linear Algebra, A Modern Introduction, Brooks/Cole, 2011.
[3] G. Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley-Cambridge Press, 2016.



	Uvod
	Oznake
	Poglavje 1. Vektorji in geometrija
	Poglavje 2. Sistemi linearnih enacb
	Poglavje 3. Matrike in sistemi
	Poglavje 4. Determinante
	Poglavje 5. Vektorski prostori in linearne preslikave
	Poglavje 6. Ortogonalnost
	Poglavje 7. Lastne vrednosti
	Rešitve
	1. Vektorji in geometrija
	2. Sistemi linearnih enacb
	3. Matrike in sistemi
	4. Determinante
	5. Vektorski prostori in linearne preslikave
	6. Ortogonalnost
	7. Lastne vrednosti

	Literatura

