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Poglavije 1

Vektorji in matrike

Vektor in matrika sta osnovna objekta v linearni algebri. To poglavje je name-
njeno njuni predstavitvi.

1.1 Vektorji

Vektorje (latinska beseda wvector pomeni popotnik) so prvotno matematiki in
fiziki uporabljali za opisovanje gibanja, kasneje pa se je njihova uporaba moc¢no
razdirila. Vektorji nam omogocajo, da lahko osnovne operacije (seStevanje,
odstevanje in mnozenje) isto¢asno izvajamo nad veé stevili, tako lahko, na pri-
mer, seStevamo tudi hruske in jabolka. Z njimi lahko opisujemo stanje zalog v
skladis¢u, pa tudi vrednosti posameznih vrst blaga.

Definicija 1.1 El Vektor je urejena n-terica stevil, ki jo obicajno zapisemo
kot stolpec

T
X = :
T
Stevila 1, ... ,z, so koordinate ali komponente vektorja. Komponente vek-

torja so navadno realna ali kompleksna Stevila. V prvem primeru so vektorji
elementi mnozice R", v drugem mnozice C".

Vektorje si lahko predstavljamo tudi kot usmerjene daljice v n-razseznem
prostoru. Dve usmerjeni daljici sta enaki, kadar imasta isto smer in enako
dolzino, njuni zacetni tocki pa sta lahko razli¢ni. Tako lahko vektorje iz mnozice
R? nariSemo v koordinatni ravnini tako, da usmerjena daljica poteka od koor-
dinatnega izhodis¢a od tocke A, katere koordinati sta komponenti vektorja.

1V [3l poglavju bomo pojem vektorja definirali splosneje.
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8 POGLAVJE 1. VEKTORJI IN MATRIKE

C(x+ a1,y +az)

B(z,y)

AA(CLl7 (12)

0(0,0)

Slika 1.1: Usmerjeni daljici OA in BC predstavljata isti vektor.

Vektorju v tej osnovni legi pravimo tudi krajevni vektor totke A in na ta nacin
lahko identificiramo krajevni vektor neke tocke s tocko samo. Nato lahko vektor
vzporedno premikamo po ravnini (slika [1.1]).

Vektorje iz mnozice R3 si lahko predstavljamo kot usmerjene daljice v (tri-
razseZenm) prostoru, vektorje iz R™ pa si za n > 3 nekoliko tezje predstavljamo.

1.1.1 Operacije z vektorji
7 vektorji lahko racunamo:
Definicija 1.2 Produkt vektorja x s skalarjem « je vektor
X1 QT
T, Qxy
Vektorja a in b, za katera obstaja tak skalar «, da je a = ab ali b = aa,

imenujemo kolinearna vektorja. Kolinearni vektorji (kot ime pove) lezijo na
vzporednih premicah.
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Definicija 1.3 Vsota vektorjev x in'y je vektor
Z1 Y1 1+ Y1

Xt+y= + = :

Pozor! Vektorja, ki ju sestevamo, morata imeti enako Stevilo komponent!

a+b

Slika 1.2: Vsota vektorjev a in b.

Vsoto vektorjev a in b kot usmerjenih daljic izra¢unamo s paralelogramskim
pravilom. Usmerjeno daljico b postavimo tako, da se njen zacetek ujema s
koncem usmerjene daljice a. Vsota a + b je usmerjena daljica, ki se zacne v
zacetku a-ja in konéa na koncu b-ja (slika [1.2)).

Definicija 1.4 Nicelni vektor 0 je tisti vektor, za katerega je a+0 = 0+a = a
za vsak vektor a. Vse komponente nicelnega vektorja so enake 0. Vsakemu
vektorju a pripada nasprotni vektor —a, tako da je a + (—a) = 0. Razlika
vektorjev a in b je vsota a + (=b) in jo navadno zapisemo kot a — b (slika

3.

Lastnosti vektorske vsote in produkta s skalarjem

Vektorska vsota in produkt vektorja s skalarjem imata nekaj podobnih lastnosti
kot vsota in produkt Stevil:
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Slika 1.3: Razlika vektorjev a in b.

Lastnost 1 Vsota vektorjev je komutativna

at+b=b+a.

Lastnost 2 Vsota vektorjev je asociativna

at+(b+c)=(a+b)+c.

Lastnost 3 MnoZenje vektorja s skalarjem je distributivno glede na wvsoto

vektorjev
a(a+b) =aa+ ab

in glede na vsoto skalarjev
(a +b)a = aa + ba.

Dokaz: Vse tri lastnosti so preprosta posledica ustreznih lastnosti realnih ali
kompleksnih stevil.

1.1.2 Linearna kombinacija

Ko produkt s skalarjem zdruzimo s sestevanjem vektorjev, pridemo do linearne
kombinacije vektorjev.
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Definicija 1.5 Linearna kombinacija vektorjev x in 'y je vsota

ax + by

Podobno lahko sestavimo linearno kombinacijo ve¢ vektorjev, npr.

aa+bb+ -+ zz

je linearna kobinacija vektorjev a, b, ..., z.

Pozor! Vsi vektorji v linerni kombinaciji morajo imeti isto Stevilo komponent!

Mnozica vseh linearnih kombinacij dveh vektorjev a in b je ravnina, razen,
ko sta vektorjalkolinearnal V tem primeru je mnozica vseh linearnih kombinacij
kar premica, na kateri lezita oba vektorja.

\/

Slika 1.4: Linearne kombinacije ¢ti + (1 — t)j.
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Primer 1.1 Poglejmo, kje lezijo vektorji, ki jih lahko zapisemo kot linearno
kombinacijo r = ti + (1 — t)j za poljubno vrednost prarametra t, kjer sta

SHPsi
r:ti+(1—t)j=t[é]+(1—t){”:[1it] (1.1)

Ko to zapisemo v koordinatah x in y, dobimo x =t in y = 1 — t, torej kon¢ne
tocke vseh vektorjev linearne kombinacije lezijo na premici y = 1 — x.
Drugacen (parametricen) opis te iste premice dobimo, ¢e linearno kombinacijo

(1.1) zapisemo kot
0 1
=[]a]

kar lahko preberemo kot: ”premica, ki poteka skozi tocko (0,1) v smeri vek-

torja [ 7} }”.

Mnozica vseh linearnih kombinacij treh vektorjev je navadno tridimenzio-
nalni prostor, razen e vsi trije vektorji lezijo v isti ravnini (v tem primeru je
mnozica vseh lineanih kombinacij ta ravnina), ali ko vsi trije vektorji lezijo na
isti premici (v tem primeru je mnozica vseh linearnih kombinacij ta premica).

1.1.3 Skalarni produkt in dolzina vektorja

Pomembna operacija nad dvema vektorjema je skalarni produkt.

z1 Y1

Definicija 1.6 Skalarni produkt vektorjev x = : iny = : je

T Yn
Stevilo
Xy =2Z1Y1 +TaY2 + -+ TnYn

Pozor! Vektorja, ki ju skalarno mnozimo, morata imeti isto stevilo kompo-
nent!

Lahko je preveriti, da ima skalarni produkt naslednje lastnosti:

Lastnost 1 Komutativnost:

X'y=y- X.
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Dokaz: Neposredna posledica komutativnosti produkta Stevil.

Lastnost 2 Aditivnost:
x-(yt+z)=x-y+x-z

Dokaz:

n

n n
X'(Y+Z):in(yi+zi):inyi+zxizi:X‘Y+X'z-
=1 i=1

=1

Lastnost 3 Homogenost:
x - (ay) =a(x-y) = (ax) -y.

Dokaz: Neposredna posledica komutativnosti in asociativnosti stevil.

Lastnost 4 Pozitivna definitnost: za vsak vektor x velja x -x > 0. Ce je
x -x = 0, potem mora biti x = 0.

Dokaz: Neposredno sledi iz definicije [skalarnega produktal

X-X=z24x3+---+z2. (1.2)

Primer 1.2 Skalarni produkt vektorjev a = [ ; } inb= [ _Z ] je
a-b=1-(-3)+2-4=-34+8=5,

skalarni produkt vektorjev i = [ (1) } inj= [ 0 } pa je enak

1

i-j=1-0+0-1=0+0=0.

V mnozici R? lahko s Pitagorovim pravilom enostavno izra¢unamo tudi
dolzino vektorja (slika. Vektor skupaj z z-0sjo in vzporednico k y-osi doloca
pravokotni trikotnik, katerega kateti sta koordinati « in y. Dolzina vektorja (hi-
potenuze pravokotnega trikotnika) je zato /22 + y2.
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» A(z,y)

Slika 1.5: Dolzina vektorja.

Za vektorje iz R™ lahko podobno izra¢unamo dolzino vektorja kot z? + x2 +
-+++ 22 kar lahko zaradi ([1.2) zapiSemo kot /X - x.

n?

Definicija 1.7 Dolzina vektorja x je

[Ix|]| = vx - x.

Primer 1.3 Vektor u = { 3 } € R? ima dolzino ||u|| = V32 + 42 = V25 =

4
2
5, vektor v = | 3 | € R? pa ima dolzino ||v|| = v/22 + 32 + 42 = /29.
4

Posebno vlogo med vektorji imajo vektorji z dolzino ena.

Definicija 1.8 Enotski vektor je vektor z dolZino 1.
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Primer 1.4 Iz vsakega vektorja (razen iz nicelnega vektorja) lahko dobimo
enotski vektor z isto smerjo tako, da ga pomnozimo z obratno vrednostjo
njegove dolzine (vcasih recemo, da smo vektor normirali).

Ker ima vektor v = € R* dolzino ||v||=v1+1+1+1=2, je vektor

— = =

u = 3 enotski vektor, ki ima isto smer kot vektor v.

1.1.4 Schwarzova in trikotniska neenacba, kot med vek-
torjema

Skalarni produkt dveh vektorjev ne more biti ve¢ji od produkta njunih dolzin.

Izrek 1.9 [Cauchy-Schwarzova neenacba] Za poljubna vektorja u,v €
R"™ velja
lu-v| < [[ull||[v]]. (1.3)

Enacaj velja le kadar sta vektorja kolinearna.
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Dokaz: Kadar je vsaj eden vektorjev nicelni, neenacba ocitno velja.
Izberimo poljubna nenic¢elna vektorja u in v ter sestavimo linearno kombina-
cijo |Jul|v — ||v||u. Kvadrat dolzine tega vektorja je vedno nenegativen:

0< ] lullv = [[via [ (1.4)
Spomnimo se definicije [1.7] dolZine vektorja
0 < ([[uflv = [lv[lu) - ([[uflv = [|v]lw),
skalarno zmnozimo
0 < [[ul [lv][* = 2[[ul| [[v||(u - v) +[[a] *[|v]]?

in dobimo
2[[ul| [[v]|(u-v) < 2[[u|*||v].

Krajsamo z 2|[u|| ||v|| > 0 in Ze imamo
u-v <|lulff[v]].

Tako smo neenacbo (1.3]) dokazali za primer, ko jeu-v > 0. Zau-v <0 pa
je

lu-vl=—-u-v=(-u)-v=|—ulf[[v] = [l v]
V neenacbi (1.3) velja enacaj le, kadar velja enacaj v neenacbi (1.4), to pa
je takrat, kadar je ||u||lv = ||v||u, torej takrat, kadar sta vektorja u in v

Vsota dveh vektorjev ne more biti daljsa od vsote dolzin teh dveh vektorjev.

Izrek 1.10 [TrikotniSka neenakost] Za poljubna vektorja u,v € R™ velja

[la+ V|| < la[ + [[v]]. (1.5)

Dokaz:

lu+ vl = (utv)-(utv) (dolzina vektorjal
[lull? +2u- v +||v]]?
[lul|? + 2l - v| + ||v]|? (ker je a < |a| za vsak a € R)
[[al)? + 2| [ul] [|v]| + [|v]|? (Cauchy-Schwarzova neenacbal)
(lall + [1vlD)?

IA A

Trikotniska neenakost je vektorska formulacija znanega izreka iz geometrije,
da v trikotniku nobena stranica ne more biti daljsa od vsote ostalih dveh stranic
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u+v v

Slika 1.6: Trikotniska neenakost: dolzina katerekoli stranice v trikotniku ni
daljsa od vsote ostalih dveh stranic

(slika [1.6)).

S pomocjo skalarnega produkta lahko izracunamo, kaksen kot oklepata dva
vektorja. Ce vektorjaiin jiz prlmera. katerih skalarni produkt je 0, narisemo
v koordinatni ravnini, vidimo, da sta pravokotna. Ta lastnost velja za vse
vektorje:

Izrek 1.11 Vektorja x in'y sta ortogonalna (ali pravokotna) natanko takrat,
kadar jex -y = 0.

Dokaz: Kadar sta vektorja x in y pravokotna, sta kateti pravokotnega triko-
tnika s hipotenuzo x —y. Zaradi Pitagorovega izreka mora biti ||x||> +||y||*> =
|[x — y||?. Po definiciji [1.7] je

Ix—ylI*=(x~-y) (x—y) = [Ix]* - 2x-y + |lyl]%,

zato mora biti x -y = 0.
Po drugi strani, ce je skalarni produkt x -y = 0, je

llx —ylI? = (x =) - (x —y) = Ix|* + [Iy]I%,

zato je po Pitagorovem izreku trikotnik s stranicami x, y in x —y pravokoten
in sta x in y kateti, torej je med njima pravi kot.
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Primer 1.5 Vektorjaiin j iz Primera[l.2]sta ortogonalna, saj je njun skalarni
produkt enak 0.

Prav tako sta pravokotna vektorja a = { 71 ] inb= { 1 } , pa tudi vektorja

X{;}my [ _?}vsajjea'b(),patudix'y(),

S pomocjo skalarnega produkta lahko izracunamo kot med vektorjema tudi,
kadar skalarni produkt ni enak 0.

Slika 1.7: Kot med vektorjema

. . . . 1.
Zacnimo z dvema |enotskima vektorjemali = { 0 } inu= [ cosy

skalarni produkt je enak i-u = cos ¢, kot med njima pa je enak ¢ (Slika

vektorja zavrtimo za kot a. Vektor i se pri tem zavrti v vektor x =

cos(a + ¢)
sin(a + ¢)
kot med vektorjema (prej i in u, potem x in y) enak. Izracunajmo Se skalarni
produkt x-y = cos acos(a+¢)+sin asin(a+). Iz trigonometrije se spomnimo
adicijskega izreka za funkcijo cos, zato je x -y = cos(a — (a + ¢)) = cos .

vektor u pa se zavrti v vektor y = [ } Pri tem vrtenju ostaja

Za enotska vektorja je torej skalarni produkt vedno enak kosinusu kota med
njima. Kadar pa vektor ni enotski, ga lahko delimo z njegovo dolzino, zato
naslednji izrek velja splosno.

Izrek 1.12 Ce je ¢ kot med vektorjema x in 'y, potem je

Xy

=Ccosy.
[l ly [
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Primer 1.6 Izracunajmo kot med vektorjema u = ; inv= [ 1
Ker je u-v = 5, dolzini vektorjev pa sta ||u|| = v/5 in ||v|| = /10, imamo

5
cosp = =

V5

™
= SD:Z.

5
S

1.1.5 Vektorji v R3

Vsak vektor s tremi komponentami lahko enoli¢no zapisemo kot linearno kom-
binacijo

ay 1 0 0
a = as = a1 0 + ao 1 + as 0
as 0 0 1
Obicajno uporabljamo oznake
1 0 0
i={0|, j=|111], k=]0],
0 0 1
tako, da je
a = a1i+ asj + ask.
£
a3k
a
a .
153 az)
Y

ali

Slika 1.8: Vektor v R3

Vektoriji i, j in k imajo vsi dolZino 1 in so med seboj paroma
kazejo pa v smeri koordinatnih osi v prostoru. Pravimo jim standardna baza v
prostoru R3.
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Ce zapisemo [normaliziran| vektor e = HaH, so komponente enotskega vek-
a
torja e enake
ai/||all cos
e= | ax/|lal| | = | cosp
az/||al| cosy

Pravimo jim smerni kosinusi vektorja a, saj so koti «, £ in «y koti, ki jih vektor
a oklepa s koordinatnimi osmi, oziroma z vektorji [standardne bazel Ker je
[le|]] =1, je tudi

cos® o+ cos® B+ cos®y = 1.

Primer 1.7 Za vektor a = 2i — 2j +k izra¢unajmo Najprej
izracunamo dolzino ||a|| = v/22 + 22 + 12 = 3, nato pa smerne kosinuse

2 P 1
COSox = — COS = — 1n COS = —.
3’ 3 T=3

Vektorski produkt

Vektorski produkt je Se en nac¢in mnozenja dveh vektorjev, ki je definiran le v

R?. Ce sta a in b poljubna vektorja iz R?, potem je tudi njun vektorski produkt
a x b vektor iz R3.

Definicija 1.13 Vektorski produkt wvektorjev a = aii + asj + ask in b =
b1i + baj + bsk je vektor

ax b = (asbs — asbe)i + (asby — aib3)j + (a1b2 — azbi)k.

Primer 1.8 Vektorski produkt vektorjeva = 2i+j—k in b = 4i+ 2j+ 3k je

2 4 1.3—(—1)-2 5
axb=| 1|x|2]|=](-1)-4-2-3|=|-10
1 3 22 = 0

Se en primer:
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Primer 1.9 Medsebojni vektorski produkti vektorjev [standardne baze| so:

ixi=0 ixj=k ixk=-j
jxi=-k jxj=0 jxk=1i
kxi=j kxj=-i kxk=0

Zapisimo nekaj lastnosti vektorskega produkta:

Lastnost 1 Aditivnost:

ax(b+c)=axb+axec.

Dokaz:
[ az(bs + c3) — az(ba + c2)
a><(b+c) =S a3(b1 +Cl)—a1(b3+a3>
L a1(b2 + Cg) = a2(b1 + Cl)
I agbg — a3b2 ag9C3 — a3C2
= aszb; — a1bs + as3Cc1 — a1C3
L Cl1b2 — a261 aijty — agCy
= axb+axc
Lastnost 2 Vektorski produkt ni komutativen, saj veljab x a= —a x b
Dokaz:
bxa = (b2a3 = bgag)i + (bgCLl = b1a3)j + (b1a2 = bgal)k

= — (((Lgbg = agbg)i + (a3b1 = albg)_j =+ (a1b2 = Gle)) k= —axb.

Lastnost 3 Homogenost:

(aa) x b =a(a x b) = a x (ab).

Dokaz: To lastnost lahko zlahka preveri bralec sam.



22 POGLAVJE 1. VEKTORJI IN MATRIKE

Lastnost 4 Vektorski produkt vsakega vektorja s samim seboj je nicelni vek-
toraxa=0.

Dokaz:

axa= (a2a3 — agag)i + (a3a1 — alag)j -+ (0,10,2 — a2111>k =0.

Lastnost 5 Vektorski produkt a X b je pravokoten na vektorja a in b.

Dokaz: Preverimo, da jeskalarni produkt| (a x b) - a enak nié:

(a X b) ca= (a1a2b3 = a1a3b2) + (a2a3b1 = alagbg) + (alagbg = agagbl) =0.

Pravokotnost vektorjev a x b in b preverimo podobno.

Lastnost 6 DolZina vektorskega produkta a X b je
|la < bl| = [|a]| [[b]| sin ¢, (1.6)

kjer je @ kot med vektorjema a in b.

Dokaz: Dokaz te lastnosti zahteva precej algebrajskega potrpljenja:

llax b||? = (agbs — asba)? + (asby — a1b3)? + (a1by — azb1)?

= a%b% — 2asbsasbs + agbg + a%b% — 2asbia1bs + a?bg

—I—a%bg — 2a1bgasby + a%b%

= (a3 + a3 +ad) (b3 + b3+ b2) — (a?b? + a3b3 + albl)
—2(aga3babs + ajaszbibs + ajazbiby)
(af + a3 + a3)(b] + b3 + b3) — (a1by + azbs + asbs)”
lal?|[b|* - (a- b)?
l|al[?|/b][> = ||al| |b]] cos® ¢
||al[?|/b]|? sin® .

Ker za kot med dvema vektorjema vedno velja 0 < ¢ < 7, je sinp > 0, zato
lahko zgornjo neenacbo korenimo, da dokazemo (|1.6)).

Ker je ||a||||b]| sin ¢ enako plos¢ini paralelograma, ki ga oklepata vektorja a
in b, (Slika lahko zadnji dve lastnosti povzamemo v enem stavku:

Vektorski produkt a x b je vektor, ki je pravokoten na ravnino, v kateri lezita
vektorja a in b, njegova dolzina je enaka ploscini paralelograma, ki ga oklepata.
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b
v
¥
=
Slika 1.9: Plos¢ina paralelograma je enaka ||a||v = ||a|| ||b]| sin ¢.
b
<p -
=

Slika 1.10: Plosc¢ina trikotnika je enaka polovici plos¢ine paralelograma.

Primer 1.10 Koliksna je plos¢ina trikotnika z ogliséi A(1, —1,0), B(2,1,—1)
in C(—1,1,2)?

Vektor od A do B je a =1+ 2j —k, vektor od A do C pa b = —2i + 2j + 2k.
Plosc¢ina trikotnika A ABC' je polovica plos¢ine paralelograma, ki ga napenjata
vektorja a in b (slika, ta pa je enak dolzini vektorskega produkta a x b,

torej
pla = ||a x b||/2.

V62 4 62
Vo +6° 3v/2.

Ker je vektorski produkt a x b = 6i + 6k, je pla = 2

Mesani produkt

Ce imamo tri vektorje a, b in ¢ v R3, lahko najprej dva pomnozimo vektorsko,
rezultat pa skalarno pomnozimo s tretjim vektorjem.
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Definicija 1.14 Mesani produkt (a, b, c) vektorjev a, b in ¢ v R? je skalarni
produkt vektorjev a X b in c:

(a,b,c)=(axb)-c. (1.7)
Naj bodo
aq b1 C1
a=|ay |, b= b in c=1| ¢
as bg C3

Spomnimo se definicije [I.13] vektorskega produkta in izra¢unajmo mesani pro-
dukt

agbg — a3b2 C1
(a,b,c) = asby —aibs | - | co
arby — azby c3

= a2b361 — a36201 + a3b102 - a1b362 + a16203 — a2b103 . (18)

Zapisimo nekaj lastnosti meSanega produkta:

Lastnost 1 Vektorje v mesanem produktu lahko ciklicno zamenjamo. Pri
tem se vrednost mesanega produkta ne spremeni.

(aa b, C) = (bv c, a) = (Cv a, b) o

Dokaz: Enostavno sledi iz zapisa (|1.8)).

Lastnost 2 Mesani produkt je homogen:
(za,b,c) = z(a, b, c),
in aditiven za vsak faktor posebej

(a,u+v,c)=(a,u,c)+ (a,v,c).

Dokaz: Obe lastnosti sta posledica [aditivnosti in homogenosti| skalarnega,
[aditivnosti in [homogenosti vektorskega produkta ter mesSanega pro-
dukta.

Lastnost 3 Absolutna vrednost mesanega produkta (a,b, c) je enaka prostor-
nini paralelepipeda, ki je napet na vektorje a, b in c.
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Slika 1.11: Mesani produkt je enak prostornini paralelepipeda.

Dokaz: Vektorski produkt a x b je vektor, pravokoten na ravnino, v kateri
lezita a in b, njegova dolzina pa je enaka plos¢ini osnovne ploskve paralelepi-
peda (Slika[L.11). Trditev sledi, ker je (a x b) - ¢ = ||a x b|| [|c|| cos ¢, visina
paralelepipeda v = ||c|| cos ¢ in prostornina paralelepipeda enaka produktu
ploscine osnovne ploskve in viSine.

Primer 1.11 Izracunajmo prostornino paralelepipeda, ki ga doloc¢ajo vek-
torjia=i+j, b=j+ 2k in ¢ = 3i + 2k.

Prostornina paralelepipeda je enaka (a, b, c) = (axb)-c. Izra¢unajmo najprej
vektorski produkt (definicija

axb=2i—2j+k,

nato pa Se skalarni produkt (deﬁnicija (axb)-c=2-3—2-0+1-2=38,
torej je prostornina paralelepipeda enaka 8.

Ravnina v prostoru

Vektorju, ki je pravokoten na ravnino, pravimo normalni vektor. Normalni
vektor n = nji + noj + nsk skupaj s tocko A(ai,as,as), ki lezi na ravnini,
natanko doloca lego ravnine. Z r4 oznacimo krajevni vektor tocke A. Tocka
T(z,y, z) s krajevnim vektorjem r lezi na ravnini natanko tedaj, ko vektor r—r 4
lezi v ravnini, torej ko je pravokoten na normalni vektor n (slika . Zato
enacbo ravnine v vektorski obliki lahko zapisemo kot

(r—ry) n=0. (1.9)

Ce zgornjo enac¢bo preuredimo kot r-n = r4-n in zapisemo po komponentah,
dobimo splogno obliko enacbe ravnine

nix + noy +ngz = f, (1.10)
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A
n
Af r—ry T
| r

0

Slika 1.12: Ravnina je dolocena s tocko in normalnim vektorjem.

kjer je f =ra -n = aini + asng + azns.
Kadar je ||n|| = 1, pravimo, da je enac¢ba ravnine ((1.10) v normirani obliki.
V tem primeru so komponente normalnega vektorja n |smerni kosinusi| normale

ny cos
ny | = | cosp
n3 cos vy

Kadar je v splosni obliki enacbe ravnine (1.10)) konstanta d enaka ni¢, ravnina
vsebuje koordinatno izhodisée. Kadar pa je d # 0, lahko ena¢bo delimo z d in
jo zapisemo v segmentni obliki

T Yy oz

R 1.11

a b ¢ ( )
kjer so a, b in ¢ odseki (ali segmenti), ki jih ravnina odreze na koordinatnih oseh.

Ravnina v prostoru je lahko dolo¢ena s tocko A(ay,as,as) s krajevnim vek-
torjem r4 in dvema[nekolinearnima) vektorjema a in b, ki sta ravnini vzporedna
(Slika [1.13]). Tocka T'(z,y,z) s krajevnim vektorjem r lezi v tej ravnini, ¢e se
njen krajevni vektor r izraza kot [linearna kombinacijal

r=rsq+ua+uvb, (1.12)

kjer parametra u in v preteCeta vsa realna stevila. Ravnina je dolo¢ena z enacbo
, ki ji pravimo parametricna oblika enacbe ravnine.

Ravnina v prostoru je lahko dolo¢ena tudi s tremi tockami: A s krajevnim
vektorjem r 4, B s krajevnim vektorjem rp in C' s krajevnim vektorjem r¢o. Ker
tocke A, B in C lezijo v ravnini, tudi vektorja ry — r¢ in rp — r¢ lezita v tej
ravnini. [Normalni vektor| torej lahko dobimo kot vektorski produkt (rg4 —rg) x
(rg —r¢). To je z eno od tock (A, B ali C') dovolj, da lahko napisemo enacbo
ravnine v splosni obliki .
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Slika 1.13: Enacba ravnine v parametri¢ni obliki.

Primer 1.12 Pois¢imo enacbo ravnine, ki gre skozi tocki A(1,2,3) in
B(3,2,1) in je pravokotna na ravnino 4z —y + 2z = 7.

Vektor AB = rg—r 4, ki povezuje obe tocki v ravnini, tudi lezi v ravnini, prav
tako pa normalni vektor n; = 4i—j+ 2k dane ravnine, ki mora biti pravokotna
na iskano ravnino. Normalo ns iskane ravnine zato lahko izrac¢unamo kot

vektorski produkt
n,=mn; X (rg—ra) =2i+12j+ 2k.

Kot tocko na ravnini izberimo to¢ko A (Ce bi izbrali tocko B bi dobili isti
rezultat. Preveri!) in lahko zapiSemo enacbe iskane ravnine v splosni obliki

[L.10) kot
2z — 1)+ 12(y — 2) + 2(z — 3) =0,

kar malo uredimo in pokrajsamo, da konéno dobimo

T + 6y + z = 16.

Premica v prostoru

Premica v prostoru je dolocena s tocko A(ai,as,as) in s smernim vektorjem
€1

e= | e |. Tocka T(x,y, 2) s krajevnim vektorjem r lezi na tej premici, ¢e je
€3

vektor r —r 4 kolinearen s smernim vektorjem e. Enacba premice v parametricni

obliki je torej

r=ry+te. (1.13)
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Slika 1.14: Enacba premice v prostoru.

Ce namesto vektorske enacbe (1.13) napisemo tri skalarne enacbe

r = ay+tep
= ay +tes
z = az+tes

in iz vsake izrazimo parameter ¢, dobimo enac¢bo premice v kanonicni obliki
(pravzaprav gre za ve¢ enach)

xfaliyfagiz—ag (114)
€1 () €3 ’ '

Ceprav je enacba premice v tej obliki formalno korektna le, kadar so vse
komponente smernega vektorja e (to so Stevila v imenovalcih) razliéne od nic,
pogosto uporabljamo to obliko, tudi kadar se v imenovalcu pojavi kaksna nicla.
Pri tem se moramo zavedati, da to pomeni le, da je ustrezna komponenta smer-
nega vektorja enaka 0, in da mora biti tudi stevec enak 0.

Premica v prostoru je lahko podana tudi kot presek dveh nevzporednih rav-
nin:

ar+by+cz=d in dzx+by+dz=4d,

kjer je
a a
n=|b|, n=|0V |, nxn#0.
/
c

Za kanoni¢no enatbo premice potrebujemo smerni vektor e in tocko A na pre-
mici. Ker je e v preseku obeh ravnin, mora biti pravokoten na obe normali n
in n’, zato je

e=nxn.
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Za tocko A pa lahko vzamemo katerokoli tocko, ki zados¢a ena¢bama obeh rav-
nin. Najlaze jo dolo¢imo tako, da izberemo eno izmed koordinat enako 0 (tako
bomo dobili tocko, v kateri premica prebada eno izmed koordinatnih ravnin),
ostali dve koordinati pa dobimo kot resitev sistema dveh linearnih ena¢b (enacbi
obeh ravnin).

Primer 1.13 Pois¢imo [kanoni¢no enacbo premice] ki je dana kot presecisce
ravnin

2r—y+2=1 in 3z+y+z2z=2.

Vektor v smeri premice je

2 3 —2
e=| —1 X 1| = 1
1 1 5

Tocko A bomo poiskali kot prebodisce iskane premice s koordinatno ravnino
x = 0. Njeni preostali koordinati dobimo kot resitev sistema linearnih enacb

-y +z= 1
y +z= 2,

kar nam da y = 1/2 in z = 3/2, torej je tocka A(0,1/2,3/2). Enacba iskane
premice je zato

T _y—3_%Z—3%
—2 1 5
A
n
Py
14 d
A ,
C

ra

0

Slika 1.15: Razdalja d med tocko in ravnino.
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Razdalje

1. Razdalja tocke od ravnine: razdalja d od tocke P s krajevnim vektor-
jem rp od ravnine z normalnim vektorjem n, v kateri lezi tocka A(a1, as, as)
s krajevnim vektorjem r 4, je kateta PC pravokotnega trikotnika AAPC),
kjer je C tocka, kjer premica skozi tocko P in smernim vektorjem n pre-
bada ravnino (slika|1.15). Ce s ¢ oznacimo kot pri ogliséu P v tem triko-
tniku, je razdalja d enaka |[rp —r4|| | cos ¢|. Ker je ¢ kot med vektorjema

rp —ra in n, je (Izrek [1.12))

n-(rp—ry)

COS =
7= Tallller —rall

Razdaljo d med tocko P in ravnino je torej enaka

n
d= ‘(rp —T4)

|||

Spomnimo se Se vektorske (1.9)) in splosne (1.10]) enacbe ravnine, pa pri-
demo do alternativne formule za razdaljo

(1.15)

d = |niay +naaz +nzaz — f| /||n]].

Primer 1.14 Izrac¢unajmo, koliko je tocka A(1,1, —2) oddaljena od ravnine
6x — 2y + 3z =09.

Najprej izracunajmo dolzino normalnega vektorja. Ker je n = 6i — 2j + 3k,
je ||n|| = v/62 + 22 + 32 = 7. Enacba ravnine v je Sz —2y+

%z — % =0. Ko za (z,y, z) vstavimo koordinate tocke A, dobimo razdaljo

6. 2 3 9] |-11| 11
[ ) -
d=zt-71+7(-2 7‘ ' 7 7

2. Razdalja od tocke do premice: Premica naj gre v smeri vektorja e
skozi tocko A (s krajevnim vektorjem r4), tocka P zunaj premice naj ima
krajevni vektor rp. Vektorja e in rp —r 4 doloc¢ata paralelogram, katerega
visina (na stranico e) je razdalja d med premico in tocko P. Plos¢ina tega
paralelograma je po eni strani enaka (slika lle x (rp —ra4)||, po drugi
strani pa produktu visine in osnovnice d||e||, zato mora biti

o llex (ep —xa)]|
el
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0

Slika 1.16: Razdalja d med premico in tocko.

Primer 1.15 Izra¢unajmo, koliko je premica

z+1 y—-1 =2
2 -1 1

oddaljena od koordinatnega izhodisca!
Tocka P je v tem primeru koordinatno izhodisce, za tocko A na premici pa
izberemo (—1,1,0) zato je

0 =1l 1
rp—rap= |0 | — 1 =] -1
0 0 0

2 1 1
ex(rp—ra)=| -1 x| -1 | = 1
1 0 =1

Tako je

o llex@p—ra)l _ V3

lel] 6

ol

3. Razdalja med dvema ravninama: Kadar sta ravnini vzporedni, je
vsaka toCka na eni ravnini enako oddaljena od druge ravnine — dovolj je,
da si izberemo eno tocko na ravnini in izra¢unamo njeno oddaljenost od
druge ravnine. Ce pa ravnini nista vzporedni, se sekata, torej je njuna
razdalja enaka 0.

4. Razdalja med dvema premicama: Kadar se premici sekata, je njuna
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razdalja enaka 0, kadar sta vzporedni, je dovolj, da izracunamo razdaljo
med poljubno tocko ene premice do druge premice.

2R

Slika 1.17: Razdalja med mimobeznima premicama

Ostane Se najbolj zanimiva moznost: premici sta mimobezni. Naj bosta
njuna smerna vektorja e in f, ki seveda nista kolinearna. Naj bo A tocka
na prvi premici (krajevni vektor r4) in B tocka na drugi (krajevni vektor
rp). Najmanjsa razdalja med premicama poteka v smeri, ki je pravokotna
na obe premici, zato izracunamo vektorski produkt n = e x f. Ravnina
¥ z normalo n, ki vsebuje tocko A, je vzporedna vektorju f, zato je vsaka
tocka na premici s smernim vektorjem f oddaljena od ravnine ¥ ravno za
najkrajSo razdaljo med obema premicama. Izracunali bomo kar razdaljo
od tocke B do ravnine Y. Iz enacbe dobimo

(1.16)
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Primer 1.16 Izracunajmo razdaljo med mimobeznima premicama
T=2y==z

in
gc—l_ z+1

2 Y773
Na prvi premici izberimo toc¢ko A(0,0,0), na drugi B(1,0,—1), pa imamo

0 1 1 2
rs=1| 0|, rg= 0|, e=|1/2 | inf=|1
0 -1 1 3

Od tod izracunamo n = e x f = [1/2, —1,0]” in ||n|| = v/5/2 ter koné¢no

1/2 1

d:\/S/Q_\/B'

1.2 Matrike

Najprej povejmo, kaj matrike so.

Definicija 1.15 Matrika dimenzije m X n je tabela m x n stevil, urejenih v
m vrstic in n stolpcev:

ai1 a12 coe A1n
a21 a22 e a2n
mxmn
A = ,
aml Am2 - amn

ali krajse
A=la;], 1<i<m,1<j<n.

Stevila a;; so elementi matrike, navadno realna, v¢asih pa tudi kompleksna
Stevila.
Matrika z enim samim stolpcem

1.1

QAn, 1
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ni ni¢ drugega kot vektor. Pravimo ji stolpéni vektor ali stolpec. Matriki z eno
samo vrstico

A = [a171, o .7(7,1,”

pravimo vrsticni vektor.

Elementi ai1,ass, ..., a;, ..., lezijo na glavni diagonali matrike. Kadar ima
matrika enako Stevilo vrstic in stolpcev (kadar je m = n) pravimo, da je matrika
kvadratna. Za kvadratno matriko je glavna diagonala res diagonala iz zgornjega
levega do spodnjega desnega vogala.

Definicija 1.16 Matrika, katere elementi so enaki ni¢ povsod zunaj glavne
diagonale, se imenuje diagonalna matrika. Za diagonalno matriko je a;; = 0
kadarkoli je i # j.

Posebno vlogo v naslednjih poglavjih bodo imele kvadratne matrike, ki imajo
nad glavno diagonalo vse elemente enake 0.

Definicija 1.17 Matrika A™*™ je spodnjetrikotna, kadar so vsi elementi nad
glavno diagonalo enaki 0:

aj; =0 kadar je ©<j.

Podobno definiramo

Definicija 1.18 Matrika A™*"™ je zgornjetrikotna, kadar so vsi elementi pod
glavno diagonalo enaki 0:

ay; =0, kadarje 1> 7.

ali splosneje

Definicija 1.19 Matrika je trikotna, cée je zgormjetrikotna ali spodnjetriko-
ina.
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Primer 1.17 Naj bodo matrike

1 0 0 4 0 0 10 11 12
A=|10 2 0|, B=|5 6 0 in C= 0 13 14
0 0 3 7T 8 9 0 0 15

Matrika A je diagonalna, B spodnjetrikotna in C' zgornjetrikotna.

1.2.1 Operacije z matrikami

Preden povemo, kako lahko z matrikami ra¢unamo, povejmo, kdaj bomo dve
matriki smatrali za enaki:

Definicija 1.20 Dwve matriki A in B sta enaki natanko takrat, kadar imata

enaki dimenziji in kadar so na istih mestih v obeh matrikah enaki elementi:
A™X™ = BPX4 natanko tedaj, kadar je

m=p m n=4q,

obenem pa je

a;j =b;; zavsak i=1,....minj=1,...,n.

Matri¢cna vsota in produkt matrike s skalarjem

Operaciji mnozenja s skalarjem in seStevanja matrik sta podobni operacijama
mnozenja vektorja s skalarjem (definicija [1.2))

Definicija 1.21 Produkt matrike s skalarjem dobimo tako, da vsak element
matrike pomnozimo s skalarjem:

a1l raiz -+ Taip

a1 a2 900 Ta2n
A=

LaAm1 TAm2 - TAmn

in seStevanja vektorjev (definicija [1.3))
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3

Lastnosti operacij, ki smo jih pravkar definirali, so podobne ustreznim ope-
racijam nad vektorji (glej [1.1.1)):
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Lastnost 5 Matrika (—1)A = —A je nasprotni element k A glede na
sestevanje, saj je

A+ (-A4)=0.

Lastnost 6 Velja

z(yA) = (zy)A in 1-A=A.

Dokaz: Vse nastete lastnosti so preproste posledice podobnih lastnosti real-
nih (ali kompleksnih) stevil.

Transponiranje

Definicija 1.23 Transponirana matrika k matriki A reda m X n,

ai;p a2 -+ Qip
a21 ag2 -+ G2n
A =
Am1 Am?2 o Amn
je matrika
11 Q21 - Gml
AT a2 Q22 ° Am2
G1p  QA2n "' Amn
reda n X m.

Pri transponiranju matrike se zamenja vloga stolpcev in vrstic: stolpci ma-
trike A so vrstice matrike AT in obratno: vrstice matrike A so stolpci matrike

AT . Transponiranje matrike si lahko predstavljamo tudi tako, da matriko ” pre-
kucnemo”preko glavne diagonale.

Ce transponiramo spodnjetrikotno matriko, dobimo zgornjetrikotno, iz zgor-
njetrikotne matrike dobimo s transponiranjem spodnjetrikotno. Pri transponi-
ranju diagonalne matrike pa spet dobimo diagonalno matriko.
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Primer 1.18 Ce transponiramo matriko

1 2 3
4 5 6
A= 7 8 9 |’
| 10 11 12
dobimo matriko -~
1 4 7 10
AT=12 5 8 11
| 3 6 9 12

Ce je B = [by by bs] vrsticni vektor, je transponirana matrika
by
BT = | b,
b3

stolpcni vektor.

Poglejmo, kaksne lastnosti ima operacija transponiranja matrike:

Lastnost 1 Transponirana matrika vsote je enaka vsoti transponiranih ma-
trik
(A+B)T = AT + BT .

Lastnost 2 Transponirana matrika produkta matrike s skalarjem je produkt
transponirane matrike s skalarjem

(zA)T = zAT .

Lastnost 3 Dvakrat transponirana matrika je enaka prvotni matriki

(AT)T = A.

Dokaz: Navedene lastnosti je preprosto preveriti.
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Produkt matrike z vektorjem

V naslednjih poglavjih bomo potrebovali tudi produkt matrike z vektorjem in
produkt dveh matrik. Ker sta ti dve operaciji nekoliko zahtevnejsi od doseda-
njih, se ju lotimo postopoma.

Ze v definiciji smo imeli opravka z linearno kombinacijo vektorjev. Ce
imamo tri vektorje

U U1 w1
u= | u |, v=1| vy in w=| wy |,
us U3 w3

je njihova linearna kombinacija

auy + bvy + cwy
au+bv +cw = | aus + bvg + cwo
auz + bvs + cws

Sedaj pa to linearno kombinacijo zapisimo z uporabo matrik. Vektorje u,
v in w zlozimo kot stolpce v matriko A, utezi a, b in ¢ linearne kombinacije
pa zapi§imo kot komponente vektorja x = [a b ¢]T. Linearna kombinacija je
produkt matrike A z vektorjem x:

Definicija 1.24 Produkt matrike A in vektorja x je linearna kombinacija
stolpcev matrike A, utezi linearne kombinacije so komponente vektorja x:

a
Ax=|u v w || b | =aut+bv+cw
@

Pozor! Matrika A mora imeti isto Stevilo stolpcev, kolikor komponent ima
vektor x.

Primer 1.19 Izracunajmo produkt matrike
1 0 0
A=| -2 3 0
3 -4 5
z vektorjem x = [z; x5 z3]7T.

Rezultat je linearna kombinacija stolpcev matrike A, koeficienti linearne kom-
binacije so komponente vektorja x, torej

1 0 0 1
Ax =21 | =2 | + a9 3| +x3| 0 | = —2x1 + 329
3 —4 5 3x1 — 4x9 + bx3



40 POGLAVJE 1. VEKTORJI IN MATRIKE

Na produkt matrike z vektorjem pogosto gledamo kot na ucinek, ki ga ima
matrika na vektor: Matriko smatramo kot fiksno, vektor kot spremenljivko.
Poglejmo ta koncept na konkretnem zgledu.

Naj bo matrika

1 0 0
A=1] -1 1 0
0 -1 1

in vektor x = [z1 22 x3]. Poglejmo, kaj matrika A naredi z vektorjem x:

1 0 0 T x1
Ax =] -1 1 0 To | = | 2 — 21
0 -1 1 I3 Tr3 — T2

Vektor x je vhodni podatek, vektor Ax rezultat. Komponente rezultata dobimo
tako, da odstevamo zaporedne komponente vhodnega podatka (prva kompo-
nenta je 1 = x1 — 9 = o1 — 0). Zato bi matriko A lahko imenovali odstevalna
matrika. Ce za komponente vektorja x (vhodnega podatka) izberemo zapore-
dne kvadrate naravnih stevil z; = i?, za komponente vektorja Ax (rezultata)
dobimo

1-0 1
Ax=|4—-1 | =] 3 |,
9—-4 5

zaporedna liha Stevila. Isti vzorec se nadaljuje tudi pri matrikah z vec¢ stolpci
in vrsticami. Naslednji kvadrat je 16, naslednja razlika pa 16 —9 = 7, naslednje
liho stevilo.

Vzemimo matriko A z eno samo vrstico, A = [a1, as, ..., a,]. Tako matriko

lahko dobimo tako, da transponiramo

Tako je A = xT oziroma, zaradi |lastnosti dvojnega transponiranjal, x = A”.
Izra¢unajmo produkt matrike A z vektorjem y € R™.

1
Ay:XTy:[alaa2a--~7an] =ayr+ - AnYn,

Yn

kar ni ni¢ drugega kot skalarni produkt (definicija vektorjev x in y, kar
lahko zapiSemo tudi v matricnem jeziku kot

X'y=xYy.
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Primer 1.20 V primeru smo izracunali, da je skalarni produkt vektorjev

X = { ; } inb= { _Z ] enak 5. Ce izracunamo produkt matrike (vrstiénega

vektorja) x in vektorja y, dobimo

-3

be—[12]{ A

| =ts+8-p)

kar je isti rezultat.

Na produkt matrike A z vektorjem x lahko pogledamo Se drugace. Do sedaj
smo x smatrali za znan vhodni podatek, b = Ax pa kot rezultat. Ti dve vlogi
pa lahko tudi zamenjamo: naj bo b znan vhodni podatek in pois¢imo, kakSen
mora biti vektor x, da bo produkt Ax enak b. Ta problem poznamo kot sistem
linearnih enacb. 7 njegovim reSevanjem se bomo ukvarjali v naslednjih dveh
poglavijih.

Primer 1.21 Za odstevalno matriko iz primera in vektor b = [1 2 3|7,
moramo poiskati komponente vektorja x, ki zadoS¢ajo naslednjim pogojem

1 =1
—Tr1 + X9 =2 .
e o + Ir3 = 3

To je sistem linearnih enacb, katerega resitev je

I =
To= 24z =3
3= 3+x2 =6.

Resitev smo v tem primeru dobili dokaj preprosto. V veliko pomo¢ nam je
bilo, da je matrika spodnjetrikotna (definicija . Tako smo lahko iz prve
enacbe hitro ugotovili, da je z; = 1. Ko smo poznali x;, ni bilo tezko iz
druge enacbe izra¢unati zo = 3, potem nam je ostala le Se zadnja enacba z
eno samo neznanko, iz katere nam je bilo hitro jasno, da je x3 = 6. Seveda je
sistem linearnih enacb precej tezje resiti, ¢e matrika nima tako lepe trikotne
strukture.

Podobno, kot smo definirali produkt matrike z vektorjem, lahko definiramo
tudi produkt [vrsticnega vektorjal z matriko:
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Definicija 1.25 Produkt vrstice' y z matriko A je linearna kombinacija vrstic
matrike A, koeficienti linearne kombinacije so komponente vrstice y:

u yiu
V-A=y1, y2, y3]- | v | = | wv
A% y3W

Pozor! Matrika A mora imeti toliko vrstic, kolikor komponent ima vrstica
y.

Primer 1.22 Izracunajmo produkt vrstice x = [z1, x2, x3] z matriko

2 1 0
A=| -1 4 2
4 2 =3

Rezultat je linearna kombinacija vrstic matrike A, koeficienti linearne kombi-
nacije so komponente vrstice x, torej

xA = x1[2, 1, 0] +22[—1, 4, 2| +23[4, 2 — 3]
= [2z1 — @2 + 4as, x1 + dxo + 223, 29 — B3] .

Produkt matrik

Po tem uvodu lahko opisemo produkt dveh matrik:

Definicija 1.26 Produkt matrik A in B je matrika, katere stolpci so zapore-
doma produkti matrike A s stolpci matrike B:

AB = Aby, by, -, b,] = [Aby, Ab,,---, Ab,].

Pozor! Ker je za produkt matrike z vektorjem (definicija [1.24) potrebno, da
ima matrika enako Stevilo stolpcev kot ima vektor komponent, mora imeti pri
produktu dveh matrik leva matrika toliko stolpcev, kot ima desna matrika
vrstic.

Pri produktu dveh matrik moramo posebej paziti na velikosti matrik. Ce je
matrika A reda m X n in matrika B reda p X ¢, lahko produkt AB izra¢unamo
le, kadar je n = p. Produkt AB je v tem primeru matrika reda m X gq.

Izracunajmo element c¢;; v i-ti vrstici in j-tem stolpcu matrike C = AB,
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torej i-ta komponenta produkta matrike A in j-tega stolpca b; matrike B.
Cij = @inbij + aioboj + - + Qinbyj -

Tako smo dokazali

Izrek 1.27 Element c;; v i-ti vrstici in j-tem stolpcu produkta C' = AB je
skalarni produkt i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca matrike B

n
Cij = E aikbkj.
k=1

Sedaj pa ni tezko priti do zakljucka, da lahko produkt dveh matrik oprede-
limo tudi na osnovi produkta vrstice z matriko:

Izrek 1.28 Produkt matrik A in B je matrika, katere vrstice so zaporedoma
produkti vrstic matrike A z matriko B:

[i-ta vrstica matrike A]B = [i-ta vrstica matrike AB].

Dokaz: Matriko, ki jo dobimo s tem postopkom, oznac¢imo s C. Element
v 4-ti vrstici in j-tem stolpcu c¢;; matrike C je skalarni produkt i-te vrstice
matrike A in j-tega stolpca matrike B, tako da je po izreku C = AB.
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Primer 1.23 Naj bo

2 1 0 3 -2
A=| -1 4 2 in B=| -2 5
4 2 -3 1 3

Izra¢unajmo produkt AB.

Po definiciji [1.26] je
AB = [Aby, Abs].

Produkt matrike A z obema stolpcema bomo izracunali po definiciji [I.24]

[ 2] [ 1] 0 [ 4]
Aby =3 -1 {(—-2| 4 |+ 2 | = -9 |,
i ] | 2 ] -3 | 5 ]
[ i [ 1] 0 [ 1]
Aby =-2| -1 | +5( 4 | +3 I 28
| 4] | 2 ] -3 | =7 ]
Zato je
4 1
AB=| -9 28
5 —7

Isti produkt izracunajmo po vrsticah (izrek [1.28)). Tako je

2[3, —2] +1[-2, 5] —+0[1, 3] P
AB=| —-1[3, =2] +4[-2, 5] +2[1,3] | =] -9 28
43, —2] +2[-2, 5] —3[1, 3] 5 —7

Dobili smo isti rezultat, kot pri racunanju po stolpcih.
Sedaj pa Se enkrat, produkt AB izracunajmo Se tako, da elemente produkta
poiscemo kot skalarne produkte vrstice matrike A in stolpca matrike B (izrek

L27):

2:3+1-(-2)+0-1 2.(-2)+1-54+0-3 4 1
AB=| (-1)-3+4-(-2)+2-1 (-1)-(-2)+4-54+2-3 | =] -9 28
4-3+42-(-2)4+(-3)-1 4-(-2)+2-5+(-3)-3 5 =7

ponovno isti rezultat.

Oglejmo si Se nekaj lastnosti matri¢nega produkta. Za¢nimo z lastnostjo, ki
je matri¢ni produkt nima:
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Lastnost 1 Matricéni produkt (v splosnem) ni komutativen:

AB # BA.
Dokaz: Pravzaprav le komentar: Naj bosta dimenziji matrik A™*"™ in BP*9,
Ce naj bo produkt AB definiran, mora biti n = p, za produkt BA pa m =
q. Kadar matriki lahko zmnozimo v obeh vrstnih redih, sta oba produkta

kvadratni matriki, vedar lahko razli¢nih dimenizij: AB je m x m in BA je
n X n. Tudi ¢e m = n, oba produkta nista nujno enaka, kar lahko vidimo na

primeru
0 1 . 1 1
A‘[1 o} m B_[o 1]’

saj je

Lastnost 2 Matriéni produkt je homogen: za vsak skalar x je

(xA)B = 2(AB) = A(zB).

Dokaz: V vsakem od treh primerov so vsi elementi produkta AB pomnozeni
s skalarjem x.

Lastnost 3 Za matricni produkt veljata distributivnost z leve
C(A+B)=CA+CB

in distributivnost z desne
(A+ B)C = AC + BC.

Dokaz: Uporabimo definicijo Dovolj je, da pokazemo, da je A(b+c) =

Ab+-Ac, kar je preprosta posledica definicije[T.24]in [distributivnosti mnozenjal
[vektorja s skalarjem| Podobno velja za desno distributivnost.

Lastnost 4 Matriéni produkt je asociativen:

A(BC) = (AB)C'.
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Dokaz: Naj ima matrika B stolpce by, ..., b,. Poglejmo najprej primer, ko
ima matrika C en sam stolpec ¢ = [cy, ..., c,]7T.

e Produkt AB ima stolpce Aby, ..., Ab,, zato je (AB)c = c1Aby +--- +
cnAb,,.

e Produkt Bc ima en sam stolpec ¢iby + -+ + ¢, by, zato je A(Bc) =
A(e1by + -+ 4 ¢, by), kar je isto kot (AB)c.

Tako smo pokazali, da je A(Bc) = (AB)c. Ker isto velja za vse stolpce
matrike C, je tudi A(BC) = (AB)C.

Lastnost 5 Transponirana matrika produkta dveh matrik je enaka produktu
transponiranih matrik v obratnem vrstnem redu:

(AB)T = BT AT,

Dokaz: Najprej se prepricajmo, da ta lastnost velja, ¢e je B stolpéni vektor.

e Ax je (definicija [1.24) linearna kombinacija stolpcev matrike A s ko-
eficienti, ki so komponente vektorja x, zato je (Ax)? vrstica z istimi
elementi.

o xTAT je (definicija [1.25)) linearna kombinacija vrstic matrike AT, torej
stolpcev matrike A, s koeficienti, ki so komponente vektorja x.

(Ax)T in xT AT sta torej enaki linearni kombinaciji istih vektorjev, zato velja
(VAX)T =xTAT.
Ce ima matrika B stolpce B = [x1 ... Xj], potem je (definicija [1.26)
xT AT
(AB)T = [Ax; ..., Ax,)T = = BTAT.
XTAT

Brez dokaza navedimo Se dva nacina za mnozenje matrik.

Izrek 1.29 Vrstice matrike A zn stolpci naj bodo a', . .., a", stolpci matrike
B z n vrsticami pa by, ...,b,. Potem je

AB=a'b; +---+a"b,, .

Matrike lahko razrezemo na bloke (bloki so manjse matrike), véasih tudi na
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ve¢ kot en nac¢in. Naslednjo matriko s 4 vrsticami in 6 stolpci lahko razrezemo

1 21 3 4| 5 6

7 8| 9 10|11 12
13 14|15 16|17 18 |~
19 20|21 22|23 24

kjer imamo 2 x 3 bloéno matriko z bloki 2 x 2, lahko pa takole

1 2 3| 4 5| 6

7T 8 9110 11|12
13 14 15|16 17|18 |’
19 20 21|22 23|24

kjer imamo spet 2 x 3 bloé¢no matriko, tokrat z nepravilnimi bloki, ali pa $e kako
drugace.

Izrek 1.30 Ce delitev na bloke v matriki A ustreza delitvi v matriki B, potem
lahko matriki pomnozimo bloéno:

[ A A ] [ Bi1 Bio } _ [ A11B11 + A12Bo1 A11Bia + A12Boo
Axr Ago By1 B Ao Bi1 + AgeBo1 A1 Bio + Ay By |

Povzemimo, kar smo ugotovili o produktu dveh matik. Produkt dveh matrik
lahko opiSemo na ve¢ na¢inov. Vsak nac¢in ima svoje prednosti.

e po stolpcih (definicija(l.26)): ¢e matriko B sestavljajo stolpci by, ba, ... , by,
potem je
A-B=A-[byby - by = [Aby Aby --- , Ab,] .

Produkt po stolpcih ima prednosti, ko ho¢emo razumeti, kako druga ma-
trika deluje na stolpce prve matrike.

e po vrsticah (izrek [1.28): ée matriko A sestavljajo vrstice a',a?,...,a™,

potem je
al a'B
a? a’B
A-B= . -B =
a™ a™B

Produkt po vrsticah nam pomaga razumeti, kako prva matrika deluje na
vrstice druge matrike.

e Skalarni produkt matrike s stolpcem (izrek|1.27): v produktu C = A- B je
element v ¢-ti vrstici in j-tem stolpcu skalarni produkt i-te vrstice matrike
A in j-tega stolpca matrike B

Cij = E aikbkj.
k
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Produkt matrik kot skalarni produkt vrstic s stolpci je uporaben, kadar
ho¢emo na papirju izrac¢unati produkt dveh matrik.

e Vsota produktov vrstic in stolpcev (izrek [1.29)): Vrstice a® matrike A
pomnozimo s stolpci b; matrike B in te produkte seStejemo

i=1

Ta nac¢in mnozenja je uporaben pri kompresiji in rekonstrukciji podatkov.

e Blo¢no mnozenje (izrek: Obe matriki razrezemo na bloke, ki se dime-
zijsko ujemajo. Bloke potem med seboj mnozimo. Ta nacin je uporaben
v racunalnistvu pri mnozenju zelo velikih matrik, ko z bloki lahko izkori-
stimo prednosti hitrih zacasnih pomnilnikov.

1.2.2 Enotska matrika

Med realnimi stevili ima 1 (enota) posebno vlogo pri mnoZenju: za vsako realno
Stevilo z je 1 -z vedno enako z. Smiselno se je vprasati, ali imamo tako enoto
tudi pri mnozenju matrik.

Zaradi posebnosti matricnega mnozenja

e produkt matrike A™*"™ z matriko B™*P je matrika reda m X p in
e matri¢ni produkt ni komutativen,

moramo vprasanje (pravzaprav dve vprasanji) zastaviti nekoliko drugace:
1. Ali obstaja matrika I, da za vsako matriko A™*™ velja Al = A?
2. Ali obstaja matrika I, da za vsako matriko A™*"™ velja TA = A?
Odgovor na obe vpraSanji je pritrdilen.

Izrek 1.31 Kwvadratna matrika Iy, reda k X k, ki ima vse diagonalne elemente
enake 1, vse ostale elemente pa 0

1 0 0

0 1 0
Ik: . )

0 0 1

ima lastnost, da za vsako matriko A reda m x n velja AI, = A in I[,A = A.
Matrika Iy, se imenuje enotska ali identicna matrika.
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Dokaz: Najprej preverimo, kaj mnozenje z matriko I,, naredi s poljubnim
vektorjem x € R". [Produkt I,,x]izra¢unamo kot linearno kombinacijo stolpcev
matrike I,,:

I,x=x1€1+ -+ xp€,,

kjer so e; zaporedni stolpci matrike I,,, to so vektorji, katerih vse komponente
so 0, razen i-te, ki je enaka 1. Linearna kombinacijo I,,x je zato enaka x.
Produkt I, A [ra¢unamo po stolpcih.] Vsi stolpci matrike A ostanejo nespre-
menjeni, zato je tudi [,A = A.

Da je produkt AI, enak A dokazemo podobno, le da uporabimo
[vrsticahl

1.3 Naloge

1. V koordinatni ravnini narisi vektorje a = { i) ], b = [ _g ] inc =

5]

2. Izracunaj in v koordinatni ravnini narisi vsote a + b in a + c¢ ter razliko
b — ¢ vektorjev iz prej$nje naloge.

. . .. .. . 3 y .

3. V koordinatni ravnini narisi vektorja a = 9 |- Izracunaj

HES

in narisi vektorja 2a + 3b in —a + 2b.

4. Izracunaj linearni kombinacji 3x—2y in ax+ by, ¢e sta vektorja x = { g }

iny = { 4 ] .
-1
5. Koliko morata biti vrednosti skalarjev a in b, da bo linearna kombinacija
a[g]—i—b{?]enaka[g]?
6. Katero mnozico to¢k dolo¢ajo naslednje linearne kombinacije vektorjev
u_[_i}inv—[}]:

1 1.,.
au+35v;

au+bv, kjerje 0 <u<1lin0<u<I;

)
)
¢) au+bv,kjerje -1 <u<1lin -1<u<1I;
) au+ (1 —a)v, kjer je 0 <a < 1;

)

au+ (1 —a)v, kjer je a € R?
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E D
F C
q
A P ~B
Slika 1.18: Pravilni Sestkotnik
D C

A B

Slika 1.19: Diagonali v paralelogramu se razpolavljata
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7. V pravilnem Sesterokotniku ABC DEF naj bo vektor p = AB in q = BC

10.

11.

12.

AC, DF in AE.

. S pomocjo vektorjev se prepricaj, da se diagonali v paralelogramu razpo-

lavljata.

Namig: S pomocjo vektorjev a = AB inb= AD izrazi vektorja AF in
BF' ter izracunaj kolikSen del vektorja AC' je vektor AF' in kolikSen del
vektorja BD je vektor BF (slika[1.19).

D F C
b
K
L
G E
J
I
A H a B

Slika 1.20: Is¢emo plos¢ino manjSega kvadrata

.V kvadratu, ki ima stranico dolzine 1 in z oglis¢i A, B, C in D naj bo

tocka F razpolovisce stranice BC, tocka F razpolovisce stranice C' D, tocka
g razpoloviste stranice DA in tocka H razpolovisée stranice AB. Ko
nariSemo daljice AE, BF, CG in DH, nastane sredi kvadrata manjsi
kvadrat (slika [1.20]). Koliksna je njegova plos¢ina?

Namig: S pomocjo vektorjev a = AB in b = AD izrazi vektorja AJ in
BJ.

Za vektorje u = { 1 }, v = { 4 inw = 9 izracunaj skalarne

produkte u-v, u-w in u-(v—w). Ali distributivnost velja tudi za razliko?

Izracunaj dolzino vsakega od naslednjih vektorjev:

1 0 -1

u:{l] v = 2 w = 0 X = X
2 |’ 9 ’ (I -3

0 1

Koliko je dolzina vektorja b — a, ¢e je ||a|| = 10, ||b|| = 20 in dolzina
vektorja a + b enaka 247
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

23.

POGLAVJE 1. VEKTORJI IN MATRIKE
Nenicelna vektorja x in y sta pravokotna. Koliko mora biti parameter c,
da bo linearna kombinacija x 4+ cy pravokotna na vsoto x +y?

Katere izmed naslednjih enakosti so A) vedno pravilne; B) vedno napaéne;
C) njihova pravilnost je odvisna od izbire vektorjev :

(a+b)-(a—b)=|lal*—|/b||*;
(a-b)? = [a]|* |[b]* ?

(g
(h

(a) allal| = |[af*;

(b) [lalla-a=lal*;

(c) [lal*a =1lall;

(d) a(a-b)=|al*b;

(e) a(b-b)=alb||*;

(f) (a+b)-(a+b)=lal]> +2a b+ |[b||*;
)
)

Izracunaj a-b, ¢e sta a = 3u—2v in b = u+4v, kjer sta u in v pravokotna
enotska vektorjal

V koordinatni ravnini narisi vektorje i = { (1) }, ji= { (1) } X = [ } ],

2. -3 RV .. .. .. .
y = { | |mz= 1 ter izracunaj kote med i in x, j in x, jin y, j
in z, x in z. Preveri, ali izra¢unani koti ustrezajo narisanim!

Izracunaj kosinus kota med vektorjema a = 3u+ 2v in b = u + 5v, kjer
sta u in v pravokotna enotska vektorja!

V prostoru R? imamo tocke A(—6, —4,2), B(2,4,—2) in C(8,1,0). Izracunaj
dolzine stranic in kosinuse kotov trikotnika AABC'!

Izracunaj dolzino vektorja (3i + 4j + 5k) x (i + 6j + 4k) !
Izracunaj koordinate vektorja x, o katerem vemo:

(a) Dolzina ||x|| = 14;

(b) x je pravokoten na vektorja j + 2k in 3i + j;

(¢c) Kot med x in i je manjsi kot 7 /2.

Vektorja a dolzine 7 in b dolzine 6 oklepata kot /6. Izracunaj ||a x b]|!

Trikotnik je dolocen z ogliséi A(1, —1,2), B(5,—6,2) in C(1,3, —1). Izra¢unaj

vigino ve!
Poenostavi naslednje izraze:

(a) ix(+k) —jx(i+k)+kx(G+j+k);
(b) (a+b+c)xc+(a+b+c)xb+(b—c)xa;
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31.
32.

33.

34.

35.
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(c) 2a+b)x(c—a)+(b+c) x (a+b).

Vektorja a in b imata dolzino 5 in oklepata kot 7 /4. Koliksna je plos¢ina
trikotnika, ki ga oklepata vektorja a — 2b in 3a + 2b?

Kaksnim pogojem morata zadoScati vektorja a in b, da bo enacba a =
b x x resljiva glede na x? Koliko resitev obstaja?

Dokazi, da za poljubne tri vektorje a,b,c € R3 velja Lagrangeova identi-
teta
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)!

Preveri, ¢e vektorji a, b in ¢ lezijo v isti ravnini:

2 1 1

(a) a= 3|,b=] -1 [inc= 4 ;

-1 3 —4

[ 1 1 1
(b)ya=]|0|,b=| 1 |inc=]|1 |;

1 0 1

[ 1 -1 2
(c) a= 1 |,b= 1 |inc= 0

| —6 —4 2

Izracunaj prostornino tetraedra z ogliséi A(1, 3, —2), B(—3,2,0), C(4,9, —5)
in D(6,-7,3)!

Tocke A(1,2,—4), B(2,0,—1) in C(1,1,2) so tri oglisca tetraedra. Cetrto
oglisce je na osi z. Dolo¢i ga tako, da bo imel tetraeder prostornino 1.
Kateri izmed naslednjih parov ravnin so vzporedni?

(a) dx +2y—4z=Tin2zx—y—22—-3=0;
(b) x—3y+22=3in —x+3y—2z=5;
(c) 4o — 6y + 10z =8 inx — 3y + 2.5z =4;
(d) 2z —3y + 52z ="71in 4z — 3y — 10z = 14.

Pod koliksnim kotom se sekata ravnini x — 2y + 2z =8 in x + z — 67

Zapisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocko A(2,—1,3) in odseka od koordi-
natnih osi enake segmente!

Zapisi enacbo ravnine, v kateri lezita tocka A(2,—1,4) in B(1,2,0) in je
vzporedna vektorju j + 2k!

V kateri tocki se sekajo ravnine 2z —y+32—9=0,24+2y+22—-3=0
in3z+y—42+6=07

Izracunaj razdaljo od tocke A(1,2,1) do ravnin
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(a) 2z —3y+62=09;
(b) 22 — 2y — z = 13;
(c) 4y + 3z =0.

Napisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocko A(3,1,—1) in je pravokotna na
ravnini 3z —y+ 2z =3 in x + 2y + z = 12!

Napisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocki A(1,2,0) in B(1,1,2) in je pravo-
kotna na ravnino x + 2y =7 !

Zapisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocke A(1,0,2), B(2,—1,3) in C(—3,2,2)!

Izra¢unaj prostornino piramide, ki jo omejujejo vse tri koordinatne ravnine
in ravnina 6x — 3y + 2z = 12.

Katera tocka na ravnini 3z + 4y — 2z = 12 je najblizja koordinatnemu
izhodiscu?

Prva premica je dolo¢ena kot presek ravnin x—y+z = 4 in 2x+y—22z = —5,
druga kot presek ravnin x +y + 2z = 4 in 22 + 3y — z = 6. Zapisi enacbi
obeh premic, nato pa:

(a) Ce se premici sekata, izra¢unaj kosinus kota;

(b) ¢e se ne sekata, izra¢unaj njuno razdaljo.

V kateri tocki in pod kaksnim kotom premica &= = y — 2 = 2= seka
ravnino 3x — 2y + z = 37

Dolo¢i parameter ¢ tako, da se bosta premici ””T_l = y—+12 = Zg‘l in ””_—'*11 =

y—2 _ z—c g
5= = 55 sekalil

Dani sta tocka A(0,1,2) in premica p

xfli 7z+1
9 =y= 0

ki ne vsebuje tocke A (preveri!).

(a) Zapisi enac¢bo ravnine, ki vsebije premico p in tocko A;

(b) Zapisi enacbo ravnine, ki vsebuje tocko A in je pravokotna na premico
p;

(¢) Zapisi enacbo premice, ki vseboje tocko A in pravokotno seka premico
2

(d) Izracunaj razdaljo tocke A od premice p.

x+4 — y+3 _ 247

Za mimobezni (preveri!) premici p s kanoni¢no enacho = = £ = =
in ¢ s kanoni¢no enacbo %ff’ = ”7—712 = %21
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46.

47.

48.

49.

50.

(a) Napisi enacbo ravnine, ki vsebuje premico p in je pravokotna na
premico ¢;

(b) Napisi enac¢bo ravnine, ki vsebuje premico ¢ in je vzporedna premici
p;

(¢) Izracunaj razdaljo med premicama p in g.

3 2 . 2 -1
A:{4 1} in B—[3 _2}

izraCunaj linearno kombinacijo x A + yB, ko je

Za matriki

(a) x=2iny=1;
(b) z=4iny=-3.

Izrac¢unaj produkte matrike z vektorjem:

1 -3 2 2
(a) | 3 —4 1 1]
2 -5 3 3

(5 0 2 3 72
b) |4 1 5 3 E
(3 -1 1 2]|

Zapisi magicno kvadratno matriko M3 dimenzije 3, katere elementi so
stevila 1,2,...,9, razporejena tako, da je vsota Stevil v vsakem stolpcu,
vsaki vrstici in na obeh diagonalah enaka 15. Koliko je produkt ma-
trike M3 z vektorjem [1,1,1]7? Koliko je produkt magi¢ne matrike M,
dimenzije 4 z vektorjem [1,1,1,1]7, ¢e so elementi matrike M, $tevila
1,2,...,167

Kvadratna sudoku matrika S reda 9 ima elemente iz mnozice {1,2,...,9}
razporejeno tako, da so Stevila v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu med se-
boj razliéna. Koliko je produkt matrike S z vektorjem samih enk [1,. .., 1]7?
Izrac¢unaj produkte matrik

e po vrsticah (definicija [1.26));
e po stolpcih (izrek ;
e kot skalarne produkte (izrek ;
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e kot vsoto produktov stolpcev in vrstic (izrek [1.29)):

()

(3 2 2 -1
14 1 3 -2 |
(3 2 —28 93 7 3]
| 7 3 38 —126 2 1 |°
(5 8 —4 3 25
6 9 —5 4 -1 3 |;
|4 7 -3 9 6 5
4 2 3
6 3 2 _g_g 5
2 -3 5 . 1|
-2 3 -1

51. Izra¢unaj potence matrik:

(a)

(b)

f2 —31*

4 -1
1 -2 37°
-7 3 -4 | ;
3 -1 5

52. Izracunaj potence matrik! Navodilo: najprej ugotovi pravilo, potem dokazi
z matematicno indukcijo, da pravilo velja za vsak n € N:

1 21"
0 1 ’
[z On_
1 =z ’

. n
cosa  sina
—sina  cos«o

53. Poiscite vse matrike, ki komutirajo z matriko:

(1 2]
3 4|
3 —
—2

|

o O =
O =N
=N W Ot

54. Poisci vse matrike reda 2 x 2, katerih kvadrat je enak ni¢elni matriki Os!

55. Poisci vse matrike reda 2 x 2, katerih kvadrat je enak enotski matriki I5!
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56. Kako se spremeni produkt AB matrik A in B, ce:

(a) v matriki A zamenjamo i-to in j-to vrstico,

(b) v matriki A pristejemo i-ti vrstici j-to vrstico, pomnoZeno z z,
c¢) v matriki B zamenjamo i-ti in j-ti stolpec,
] J p
)

(d) v matriki B pristejemo i-temu stolpcu z y pomnozen j-ti stolpec ?
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Poglavje 2

Sistemi linearnih enacb

2.1 Vektorji in linearne enacbe

Resevanje sistemov linearnih enach je osnovni problem linearne algebre. Enacbe
so linearne, kadar je vsaka neznanka pomnozena le s Stevilom, nikoli z drugo
neznanko.

V tem poglavju se bomo ukvarjali z reSevanjem sistemov n linearnih enacb
z n neznankami, ki mu vcéasih reCemo kvadratni sistem linearnih enacb, v nasle-
dnjih poglavjih pa bomo pogledali, kako se lotiti reSevanja sistemov linearnih
enacb, ¢e je neznank ve¢ kot enacb ali ¢e je enach ve¢ kot neznank.

Kvadratne sisteme linearnih ena¢b bomo resevali z metodo Gaussove eli-
minacije, ki jo bomo s pomocjo operacij nad matrikami preformulirali kot LU
razcep.

2.1.1 Dve enacbi z dvema neznankama

Za zacetek si oglejmo zelo preprost sistem dveh enach z dvema neznankama in
poglejmo, kaj nam tak sistem enacb lahko pove:

2c +y =4
-z +2y =3. (2.1)

Vrstiéna slika

Najprej si oglejmo ta sistem enacb po wvrsticah, po eno enacbo naenkrat. Prva
enacba 2z + y = 4 predstavlja enacbo premice v ravnini xy. Premico najlaze
narisemo, ée najdemo dve tocki, ki lezita na njej. Ce si za vrednost spremenljivke
x izberemo x = 0, potem iz enacbe ugotovimo, da je ustrezna vrednost druge
spremenljivke y = 4, torej tocka (0,4) lezi na premici. Drugo toc¢ko dobimo, ¢a
za x izberemo kaksno drugo vrednost, na primer x = 2 in iz enacbe ugotovimo,
da je ustrezna vrednost druge spremenljivke y = 0, torej tudi tocka (2,0) lezi
na premici. Obe tocki nariSemo v koordinatnem sistemu in skoznju nariS§emo

99
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Slika 2.1: Sistem enach (2.1]), pogled skozi vrstice.

premico (slika 2.1.1). Vse tocke na tej premici predstavljajo vse resitve prve
enachbe 2z + y = 4.

Drugo premico (—x + 2y = 3) nariSemo podobno. Ce za x izberemo z = 1,
dobimo ustrezen y = 2, torej tocko (1,2), za * = —3 pa y = 0, torej tocko
(—3,0). Tudi ti dve tocki narisemo skupaj s premico, na kateri lezita. Tocke na
tej premici predstavljajo vse resitve druge enacbe —x + 2y = 3.

Resitve sistema enach morajo hkrati resiti obe enachi, torej morajo
lezati hkrati na obeh premicah, kar pomeni, da tocka, ki je presecisce obeh
premic, predstavlja resitev sistema. Zlahka vidimo, da se obe premici sekata v
tocki (1,2). Ta tocka lezi na obeh premicah, torej vrednosti neznank x = 1 in
y = 2 reSita obe enacbi, zato je to resitev sistema enacb.

Ce bi bili premici, ki ju dolo¢ata enacbi, vzporedni ali pa bi se prekrivali, bi
bila seveda slika drugacna. Dve vzporedni premici nimata skupnega presecisca
zato sistem enacb ne bi imel resitve. Ce pa bi se premici prekrivali, bi bila vsaka
njena tocka skupna tocka obeh premic, zato bi bila tudi vsaka resitev ene izmed
obeh enacb tudi resitev druge; sistem enacb bi imel neskonéno mnogo resitev,
ki bi vse lezale na tej premici.

Stolpéna slika

Poglejmo na sistem linearnih enacb (2.1) Se po stolpcih, to je kot wvektorsko
enacbo. Namesto po vrsticah, ga lahko zapiSemo po stolpcih. Tako dobimo eno
vektorsko enacbo, ki je enakovredna obema enac¢bama sistema (2.1

L[l

Sestavili smo dva vektorja: komponente prvega so koeficienti neznanke z
v sistemu enacb (2.1)), komponente drugega so koeficienti neznanke y. I$¢emo
take utezi [linearne kombinacije| obeh vektorjev (slika [2.2]), da bo rezultat enak
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y
3 T (4,3)
27 (1,2)
2. stolpec
1 —_—
| | | |
W W W W z
2 3 4
1. stolpec
(2,_1)

Slika 2.2: Sistem enacb (2.1)), pogled skozi stolpce.

vektorju desnih strani sistema enach b. Ce za utezi izberemo z = 1 in y = 2
(ista resitev kot v vrstiénem primeru), dobimo vektor b.

Vprasamo se lahko tudi, kaj je mnozica vseh linearnih kombinacij teh dveh
vektorjev. V naSem primeru je je mnozica vseh linearnih kombinacij

IR

ker sta vektorja neodvisna, cela ravnina R2, kar pomeni, da bo imel vsak sistem
linearnih enac¢b, ki ima leve strani iste kot sistem (2.1)) resitev, ne glede na to,
kaksen vektor stoji na desni strani.

Dokler sta vektorja, s katerima sta pomnozeni neznanki, nedovisna, lahko
sestavimo njuno linearno kombinacijo tako, da bo enaka kateremukoli vektorju
v R?, kar pomeni, da ima sistem ena¢b regitev ne glede na to, kaksen vektor
stoji na desni strani sistema. Tezave pa se pojavijo, ¢e vektorja nista linearno
neodvisna. V tem primeru vse njune linearne kombinacije lezijo na premici, ki
lezi v smeri tega vektorja in poteka skozi koordinatno izhodisce. Sistem bo imel
resitev le v primeru, ko tudi vektor na desni strani sistema lezi na tej premici.
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Primer 2.1 Poglejmo si Se sistem enacb

x +2y =b
20 +4y =by. (2.3)

Najprej na ta sistem poglejmo po vrsticah: vsaka od enacb predstavlja pre-
mico v ravnini. Ker sta ti dve premici vzporedni, se ne sekata in sistem nima
nobene resitve, razen, kadar se premici pokrivata, kar se zgodi, ¢e je by = 2b;.
V tem primeru je skupnih tock neskonéno, ravno tako pa je neskonc¢no tudi
resitev sistema.

Ce na ta isti sistem enacb pogledamo Se skozi stolpéna ocala, lahko ugotovimo,
da sta vektor a; = [1,2]7, ki je pomnozen z neznanko z in vektor ap = [2,4]7,
ki je pomnozen z neznanko y, linearno odvisna. Vse njune linearne kombi-
nacije ra; + yas so mnogokratniki tega vektorja, torej lahko enaki vektorju
desnih strani b = [by, by]” le, kadar je tudi b mnogokratnik vektorja a;, torej
kadar je be = 2b;. V tem primeru je resitev neskoncno, kot smo ze ugotovili,
ko smo na sistem pogledali skozi vrstice.

Matricni zapis

Sistem linearnih enacb, kot je (2.1)), lahko bolj kompaktno zapisemo v matriéni
obliki. Koeficiente sistema enacb zapiSemo v matriko sistema

2 1
=[]

<[]

ter desne strani enacb v vektor desnih strani b

o[ 1].

pa lahko, v skladu s definicijo [[.24] sistem zapiSemo na kratko kot Ax = b. Za
sistem linearnih enacb bomo v nadaljevanju najpogosteje uporabljali matri¢ni
zapis.

neznanke v vektor x

2.1.2 Tri enacbe s tremi neznankami (pa tudi vec)

Podobno, kot smo obravnavali sistem dveh enac¢b z dvema neznankama, lahko
vzamemo pod drobnogled primer sistema treh linearnih enacb s tremi neznan-
kami:

r+2y+3z2 = 5

—2r4+y—2z = -5 (2.4)

20 —3y+z2z = T.
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Vrstiéna slika

Enacbe v sistemu lahko gledamo po vrsticah, po eno enacbo naenkrat.
Vsaka od enacb dolo¢a ravnino v prostoru R3. Skupna resitev vseh treh enach
ustreza tocki, v kateri se vse tri ravnine sekajo. V tem primeru imamo eno samo
resSitev sistema, tojex =1,y = —11in z = 2.

Ce bi bile tri ravnine v drugaéni medsebojni legi, npr. da bi bili dve ravnini
vzporedni ali bi bila tretja ravnina vzporedna premici, v katerih se sekata ostali
dve, se vse tri ravnine ne bi sekale, zato sistem enacb ne bi imel resitve. V
primeru, ko bi se vse tri ravnine sekale v skupni premici ali bi se celo pokrivale,
bi imele ve¢ skupnih tock in tudi sistem enacb bi imel lahko veé resitev (eno-
ali dvo-parametri¢no druzino resitev).

Stolpcna slika

Na enacbe v sistemu (2.4]) lahko pogledamo tudi po stolpcih. Dobimo vektorsko
enacbo (z vektorji iz R?), ki je enakovredna vsem trem enacbam

1 2 3 5
el =2 |4+y| 1|4z -1 |=]-5]. (2.5)
2 -3 1 7

Is¢emo tako linearno kombinacijo treh vektorjev, da bomo dobili vektor na desni
strani enacbe. Zopet lahko ugotovimo, da je to gotovo resljiva naloga, kadar
trije vektorji na levi strani ne lezijo v isti ravnini. Tedaj obstaja en sam nabor
x, y in z koeficientov linearne kombinacije, ki nam da vektor na desni strani, to
pomeni, da ima sistem enacb natanko eno resitev.

Kadar pa lezijo vsi trije vektorji v isti ravnini, ali pa celo na isti premici,
takrat obstaja resitev le, kadar na tej isti ravnini ali premici lezi tudi vektor na
desni strani enacbe , dobrih linearnih kombinacij je v tem primeru veliko,
prav tako veliko je tudi resSitev sistema . Ce pa vektor desnih strani ne lezi
na ravnini, na kateri so vektorji z leve strani enacbe , z resitvijo te enacbe,
kakor tudi z resitvijo enacbe , ne bo nic.

Vedéji sistemi
Za sisteme linearnih enacb z n > 3 neznankami (in n enacbami) je slika po-
dobna. Na sistem enacb lahko gledamo po vrsticah, vsako enacbo posebe;j.
Vsaka enacba predstavlja n — 1 razsezno hiperravnino v n razseznem prostoru.
Ce se vseh n takih hiperravnin seka v eni sami tocki, ta tocka predstavlja edino
reSitev tega sistema. Kadar pa hiperravnine nimajo nobene skupne tocke, resitev
ne obstaja. Zgodi pa se lahko, da imajo hiperravnine skupno veck kot eno tocko
(skupno premico, ravnino, ...), v tem primeru ima sistem enac¢b eno- dvo- ali
vec-parametri¢no druzino resitev.

Ce na sistem n enacb z n neznankami pogledamo po stolpcih, is¢emo linearno
kombinacijo n vektorjev z n komponentami, ki je enaka vektorju desnih strani.
Obstoj resitve je odvisen od tega, kaksno mnozico predstavlja mnozica vseh
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linearnih kombinacij stolpénih vektorjev. Ce je vektor desnih strani znotraj te
mnozice, sistem ima resitev, v nasprotnem primeru resitve ni.

Pomembno vprasanje, ki ga bomo obravnavali v tem in naslednjem poglavju,
lahko formuliramo kot:

e Ali ima sistem linearnih ena¢b Ax = b resitev za vsak vektor b?
Ce na sistem pogledamo skozi stolpce, lahko isto vprasanje zastavimo drugace:

e Ali lahko vse linearne kombinacije stolpcev matrike napolnijo ves prostor
R™?

Odgovor na to vprasanje je seveda odvisen od matrike A in ga bomo formulirali
v naslednjem poglavju.

2.2 Gaussova eliminacija

V tem poglavju se bomo reSevanja sistemov linearnih enacb lotili sistemati¢no.
Metoda, ki jo bomo uporabljali, se imenuje eliminacija, ker z njeno pomocjo
sistematic¢no izlocamo (eliminiramo) neznanke iz ena¢b. Za¢nimo s primerom.

Primer 2.2 Poskusimo resiti sistem linearnih enacb

x —2y= 1
3z +2y= 11.

Ce prvo enacbo, pomnozeno s 3, odstejemo od druge enacbe, dobimo

r —2y= 1
8y = 8.

Tako smo prvo neznanko (z) iz druge enacbe eliminirali. Ostala je le neznanka
y, zato drugo enacbo lahko resimo, in dobimo y = 1. Ker vrednost za y ze
poznamo, imamo v prvi enacbi le Se neznanko z (poleg znanke y). Tako
dobimo iz prve enacbe x — 2 = 1 Se vrednost neznanke z = 3.

Z eliminacijo smo sistem enacb prevedli v zgornjetrikotno obliko. Sistem
enach, ki je v zgornjetrikotni obliki resimo od zadnje enacbe proti prvi. Na
vsakem koraku moramo resiti le eno enacbo z eno samo neznanko.

Poglejmo Se en primer. Tokrat naj bo sistem treh ena¢h s tremi nezankami, ki
ga bomo, zaradi boljse preglednosti, zapisali v matri¢ni obliki. Da bi vse podatke
o sistemu enacb zapakirali v matriko, bomo uporabili razsirjeno matriko, ki jo
naredimo tako, da matriki A sistema Ax = b dodamo vektor desnih strani kot
poseben stolpec. Razsirjena matrika je tako R = [A|b].
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Primer 2.3 Eliminacija: Resujemo sistem linearnih enach

rz+3y—2z =
3x+8y—5z = (2.6)
20 +4y+ 2z =

[Razsirjena matrika) tega sistema je

1 3 -2|3
R=|3 8 —5|8
2 4 117

Vse potrebne operacije bomo izvajali nad to razsirjeno matriko, zato se spo-
mnimo, da so v prvem stolpcu matrike koeficienti pri neznanki x, v drugem
stolpcu koeficienti pri neznanki y in v tretjem stolpcu koeficienti pri neznanki
z. Zadnji stolpec (locen od ostale matrike z navpitno ¢rto) vsebuje desne
strani sistema enach.

V prvem koraku bomo iz druge enacbe znebili neznanke z, v drugem koraku pa
se bomo x-a znebili Se iz druge enacbe. Pri obeh korakih bo kljucen element 1,
prvi element v prvi vrstici. Ta element, s pomocjo katerega bomo eliminirali
koeficiente v istem stolpcu v nizjih vrsticah, bomo imenovali pivot. Pivote
bomo, zaradi boljSe vidnosti, zaprli v kvadratke.

Stevilo 3 v drugi vrstici, prvem stolpcu (element (2, 1) v matriki) eliminiramo
tako, da od 2. vrstice odstejemo s 3 pomnozeno prvo vrstico

] 3 23] ,, 3 2| 3
3 8 5|8 || 0 -1 1|-1
2 4 1|7 2 4 1| 7

V naslednjem koraku (oznacili ga bomo z (3,1)) bomo eliminirali element (3, 1)
(3. vrstica, 1. stolpec) tako, da bomo od prve vrstice odsteli z 2 pomnozeno
prvo vrstico

3 —2| 3 3 2| 3
0 -1 1|-1 @8]0 1] -1
2 1| 7 0

4 —2 ) 1

—_

Ostane nam Se zadnji korak eliminacije - odstraniti moramo Stevilo —2 na
mestu (3,2). To dosezemo tako, da uporabimo element (2,2) kot pivot in od
3. vrstice odstejemo z 2 pomnozeno 2. vrstico

1] 3 -2 3 1] 3 -—2| 3
A1 0 [=1] 1|1

0 -2 5| 1 o o0 [3]| 3

o
'
—
—_
\
—
—~

S tem smo matriko pretvorili v zgornjetrikotno obliko. Zapisimo Se sistem
linearnih enacb, ki ga opisuje zadnja matrika

z+3y—2z = 3
—y+z = -1 (2.7)
3z = 3.
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V primeru [2.3] smo razsirjeno matriko sistema enacb preoblikovali v zgor-
njetrikotno obliko. Ker smo pri tem uporabljali samo operacije, ki bi jih lahko
uporabljali tudi nad samim sistemom ena¢b (odstevanje mnogokratnika neke
vrstice oz. enacbe od neka druge vrstice oz. enacbe), se pri tem preobikovanju
reSitev sistema enacb ne spremani. Sistem enacb, ki ga opisuje zgornjetriko-
tna matrika, ki je koncni rezultat Gaussove eliminacije, ima isto resitev, kot
prvotni sistem linearnih enacb. Da bi do te resitve prisli, moramo iz dobljenih
enacb v obratnem vrstnem redu (od zadnje enacbe do prve) izracunati vrednosti
neznank, kar naredimo s postopkom obratnega vstavljanja.

Primer 2.4 Ko smo sistem enacb v primeru preoblikovali v zgornjetriko-
tno obliko, ga lahko enostavno resimo. Iz zadnje vrstice razsirjene matrike (za-
dnje enacbe sistema) preberemo vrednost zadnje spremenljivke z = 1. Druga
vrstica matrike (druga enacba) vsebuje neznanko y in sedaj ze znanko z, zato

lahko iz —y + z = —1 izrac¢unamo, da je y = 2. Sedaj, ko poznamo vredno-
sti neznank y in z, prva vrstica matrike (prva enacba sistema) vsebuje le Se
neznanko z, torej lahko iz 4+ 3y — 2z = 3 izracunamo z = —1.

Sistem linearnih enacb lahko resimo v dveh korakih: najprej z Gaussovo
eliminacijo razsirjeno matriko sistema preoblikujemo v zgornjetrikotno obliko,
nato pa z obratnim vstavljanjem racunamo vrednosti neznank od zadnje proti
prvi.

Pri obeh postopkih imajo vazno vlogo pivoti. Pri Gaussovi eliminaciji najprej
s pomocjo pivota izracunamo mnoZitelje

element, ki ga hotemo eliminirati

mnozitelj = - :
pivot v istem stolpcu

to so faktorji, s katerimi pomnozimo vrstico s pivotom, preden jo odstejemo od
vrstice, v kateri hoGemo eleminirati element.

Pri obratnem vstavljanju neznanko, ki jo v tem koraku ra¢unamo, dobimo
kot

desna stran — vsota znank, pomnozenih s svojimi koeficienti

neznanka = - — —
pivot v istl vrsticl

Pri obeh postopkih, Gaussovi eliminaciji in obratnem vstavljanju, je pivot
Stevilo, s katerim delimo, zato ne sme biti enak 0.

Pozor! Pivot nikoli ne sme biti enak 0.
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Gaussova eliminacija — algoritem

Zapisimo algoritem za preoblikovanje matrike sistema v zgornjetrikotno obliko
s pomocjo Gaussove eliminacije. Uporabili bomo notacijo programskega jezika
MATLARB, ki je dobro prilagojen za manipulacije z matrikami.

Algoritem 2.1 Ce je matrika A taka, da je A(k,k) (pivot) v k-ti vrstici
vedno razlicen od ni¢, potem algoritem

for k=1:n-1
fori=k+1:n
M, k) = A(i, k) Ak, k)
for j=k+1:n
AGi,5) = M(i, k) * Ak, )
end
b(i) = b(i) — M(i, k) * b(k)
end
end

sistem linearnih ena¢b Ax = b preoblikuje v ekvivalentni sistem (kar po-
meni, da imata oba sistema iste resitve) enacb Ux = c, kjer je matrika U
zgornjetrikotna.

Gaussova eliminacija — Stevilo operacij

Za prakti¢no uporabo kateregakoli algoritma je pomembno vpraSanje njegova
cena, oziroma Stevilo operacij, ki jih moramo pri izvajanju tega algoritma na-
rediti. Veliki sistemi linearnih enacb se pri znanstvenem rac¢unanju pojavljajo
pogosto, simulacija tridimenzionalnega problema, na primer obtoka zraka okoli
letalskega krila ali vremenska napoved, nas zlahka pripelje do sistemov linear-
nih enacb z milijon ali ve¢ neznankami in pomembno je vedeti, ali lahko resitev
izracunamo preko noci, ali pa bomo potrebovali vec let.

Za oceno prakticne uporabnosti algoritmov je pomembno, da vemo, kako je
stevilo potrebnih operacij (in s tem ¢as izvajanja algoritma) odvisno od velikosti
podatkov, v primeru sistemov linearnih enacb od Stevila neznank.

Prestejmo torej Stevilo operacij v algoritmu V prvem koraku, ko elimi-
niramo elemente v prvem stolpcu, potrebujemo eno mnozenje in eno odstevanje
za vsak nov element pod pivotno vrstico. Vsega skupaj moramo v prvem koraku
na novo izracunati n — 1 elementov v vsaki od n — 1 vrstic, za kar je potrebno
2(n — 1)? operacij, poleg tega pa moramo izracunati se n — 1 ter
n—1 krat popraviti desno stran b(4), torej imamo v prvem koraku 2n(n—1) ope-
racij. Ker nas zanima le vodilni ¢len konénega rezultata, lahko to poenostavimo
v 2n2. V naslednjem koraku ponovimo eliminacijski korak na matriki, ki je za
en stolpec in eno vrstico manjsa od prvotne, torej imamo priblizno 2(n — 1)2
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operacij. Tako nadaljujemo do zadnjega koraka. Skupaj imamo priblizno
2
2(n*+(n—-1)2+(mn—-2>%+ - +22+1%) = Grn+1)@2n+1)

operacij. Ko je stevilo neznank n veliko, je to priblizno enako %, saj lahko

¢lene nizjih redov zanemarimo. Tako lahko zaklju¢imo, da za reSitev sistema
z 2n neznankami potrebujemo priblizno 8 krat toliko operacij (in ¢asa), kot za
sistem z n neznankami, za sistem z 10n neznankami pa 1000 krat toliko, kot za
sistem z n nezankami.

Obratno vstavljanje — algoritem

Zapisimo Se algoritem za resitev zgornjetrikotnega sistema z obratnim vstavlja-
njem.

Algoritem 2.2 Naslednji algoritem izracuna resitev sistema linearnih enacb
Ux = c z zgornjetrikotno matriko U:

z(n) = ¢(n)/U(n,n)
fori=n—1:-1:1
for j=i+1:n
(i) = c(i) — U (i, 5) * z(4)
end
(i) = c(8)/U(4,1)

end

Resitve sistema so ob izteku algoritma shranjene v vektorju x.

Seveda je tudi za uspeSen zakljucek obratnega vstavljanja potrebno, da so
vsi pivoti razliéni od 0.

Obratno vstavljanje — Stevilo operacij

Prestejmo operacije pri obratnem vstavljanju . V notranji zanki (spremenljivka
Jj) vrednosti ze izra¢unanih neznank, pomnozenih s koeficientom wu;;, odstejemo
od desne strani c¢;. Za to sta potrebni 2 operaciji, kar moramo ponoviti za
vsak koeficient w;;, ¢ > j v zgonjem trikotniku matrike U, teh je n(n — 1) zato
je za prenos vseh zZe izracunanih neznank na desno stran potrebnih priblizno
2"72 = n? operacij. V zunanji zanki imamo eno operacijo (deljenje desne strani
¢; s pivotom u; ), kar znese skupaj n operacij, kar lahko zanemarimo v primerjavi
z n?. Zunaj zanke imamo e eno operacijo, ki jo pri Stetju prav tako lahko
zZanemarimo.

Obratno vstavljanje torej potrebuje priblizno n? operacij, da redi sistem
enacb s zgornjetrikotno matriko.
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Direktno vstavljanje — algoritem

V nadaljevanju bomo resevali tudi sisteme Lx = b, kjer je matrika L spodnjetri-
kotna. Zapisimo Se algoritem za resitev takega sistema z direktnim vstavljanjem.

Algoritem 2.3 Naslednji algoritem izracuna resitev sistema linearnih enacb
Lx = b s spodnjetrikotno matriko L:

z(1) =0b(1)/U(1,1)
fori=2:n
for j=1:4qi—-1
l()i(i) =b(i) — U(4,5) * z(j)
(i) = b(2)/U (i, 1)

end

Resitve sistema so ob izteku algoritma shranjene v vektorju x.

Seveda je tudi za uspeSen zakljucek direktnega vstavljanja potrebno, da so
vsi pivoti razliéni od 0.
Stevilo operacij za direktno vstavljanje je, prav tako kot pri obratnem vsta-

vljanju, priblizno n?2.

2.2.1 Ko Gaussova eliminacija odpove

Obicajno lahko z Gaussovo eliminacijo in obratnim vstavljanjem izra¢unamo
reSitev sistema linearnih enach, vendar je zmeraj moznost, da metoda odpove.
Vzrok je seveda v tem, da se na mestu, kjer pricakujemo pivot, pojavi nicla.
Tako tezavo lahko pogosto enostavno odpravimo, vcasih pa je usodna, kar po-
meni, da reSitve ne moremo izracunati. Poglejmo si tri tipicne primere.

Primer 2.5 Pri naslednjem sistemu enach je 0 na mestu, kjer bi moral biti

pivot:
[O 2 4}menjav4a>vrstic —215
3 —2|5 0 e

Tezavo lahko enostavno odpravimo tako, da zamenjamo vrstici v matriki, kar
pomeni, da smo zamenjali vrstni red enacb v sistemu.

V zgornjem primeru je na pivotnem mestu nicla, v stolpcu pod njo pa ele-
ment, razlicen od ni¢. Ko zamenjamo vrstici, na pivotno mesto pride od nic¢
razlicen element, ki ga lahko uporabimo kot pivot in nadaljujemo z eliminacijo.
Taka zamenjava vrstic med Gaussovo eliminacijo se imenuje pivotiranje. S pivo-
tiranjem pripeljemo na pivotno mesto nenicelen element, da lahko nadaljujemo
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z eliminacijo.

Primer 2.6 Po prvem koraku eliminacije se na pivotnem mestu pojavi 0

& Sfa]= 5 )

4 -8 |11 0 0]7

Ker pod ni¢lo na pivotnem mestu ni nenicelnega Stevila, se iz tezave ne
moremo izviti z zamenjavo vrstic. Druga enacba v tem sistemu enacb je
0z + Oy = 7, enacba ocitno nima resitve. Tako tudi prvotni sistem nima
reSitve. Vrsticna slika tega sistema pokaze, da obe enacbi predstavljata vzpo-
redni premici, ki se ne sekata.

Iz stolpéne slike ugotovimo, da sta stolpca matrike sistema kolinearna, vektor
desnih strani pa ne lezi na premici, ki jo dolocata oba stolpca, zato linearna
kombinacija stolpcev matrike, ki bi bila enaka vektorju desnih strani ne ob-
staja.

V naslednjem primeru pa ima sistem vec resitev.

Primer 2.7 Ce v sistemu iz prejénjega primera namesto 11 na desni strani
zadnje enacbe zapiSemo 4, dobimo

1

0

1 =21

Sl
Na mestu drugega pivota je nicla, boljsega kandidata za pivot ni, vendar je
nicla tudi na desni strani druge enacbe 0z + Oy = 0. To enacbo resita vsak
z in y, tako da nam ostane le prva enacba x — 2y = 1. Tukaj lahko vrednost
neznanke y izberemo poljubno (zato re¢emo, da je y prosta neznanka), potem
je vrednost neznanke x doocena kot z =1+ 2y.
Vrsti¢ni pogled na ta sistem enacb nam pokaze dve premici, ki se pokrivata.
Vsaka tocka na teju premici zados¢a obema enacbama.
V stolpéni sliki so sedaj vsi trije vektorji (prvi in drugi stolpec matrike sistema

in stolpec desnih strani) kolinearni, zato lahko najdemo ve¢ kot eno linearno
kombinacijo obeh stolpcev, ki je enaka vektorju desnih strani.

0 0

5

Kadar se Gaussova eliminacija predcasno ustavi, ker je element na mestu,
kjer bi moral biti pivot, enak 0, imamo dve moznosti.

e Ce je v istem stolpcu pod pivotnim mestom kaksen element razlicen od
0, lahko s pivotiranjem (zamenjavo vrstic) na pivotno mesto pripeljemo
element, ki je razlicen od 0 in z eliminacijo lahko nadaljujemo.

e Ce so v stolpcu pod nic¢lo na pivotnem mestu same nicle, eliminacijo na-
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daljujemo na naslednjem stolpcu. Ob koncu eliminacije dobimo eno ali
ve¢ vrstic, ki imajo na levi strani same nicle.

— Ce je v vrstici, kjer so na levi same nicle, na desni strani Stevilo,
razli¢no od ni¢, sistem ena¢b nima resitve.

— Ce so v vseh vrsticah, kjer so na levi same niéle, ni¢le tudi na desni
strani, imamo eno ali ve¢ prostih neznank, katerih vrednosti lahko
prosto izberemo. Vrednosti ostalih neznank so s tem dolocene.

2.2.2 Matri¢na formulacija Gaussove eliminacije

V prejsnjem razdelku smo Gaussovo eliminacijo opisali kot operacije nad ele-
menti vrstic rasirjene matrike sistema R. Ko smo eliminacijo zapisali v obliki
algoritma (algoritem , smo uporabljali elementarne operacije nad elementi
matrik, kar je ugodno, kadar hocemo izracunati zgornjetrikotno obliko sistema
enach.

Za razumevanje delovanja eliminacije bomo v tem razdelku celoten postopek
opisali v jeziku linearne algebre, kot mnozenje matrik. To nam bo odprlo nov
pogled na Gaussovo eliminacijo in omogocilo njen zapis v obliki LU-razcepa
matrike A v produkt spondjetrikotne matrike L in zgornjetrikotne matrike U.
To je oblika Gaussove eliminacije, ki se danes najve¢ uporablja v racunalniskih
programih.

Vsak korak Gaussove eliminacije je operacija nad vrsticami matrike A. Ze v
poglavju, izrek [[.28 smo ugotovili, da v produktu BA matrik B in A matrika
B deluje na vrstice matrike A. Zato bomo vsak posamezen korak Gaussove
eliminacije opisali kot mnoZenje matrike sistema A z leve strani s primerno
eliminacijsko matriko E.

Zafnimo s primerom:
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Primer 2.8 Vzemimo matriko sistema enacb, ki smo ga resili v primeru 2.3

1 3 -2
A=1|13 8 -5
2 4 1

V prvem koraku eliminacije Zelimo dobiti ni¢lo na poziciji (2,1). V ta namen
moramo od druge vrstice odsteti z mnoziteljem 3 pomnozeno prvo vrstico. Da
bi to dosegli, bomo matriko A z leve pomnozili z elementarno eliminacijsko
matriko Es1. MnozZenje z matriko Fo; mora ohraniti prvo in tretjo vrstico
matrike A, od druge vrstice pa mora odsteti 3-kratnik prve vrstice, zato je

1 0 0
Eyy=1] =3 1 0
| 0 0 1
Preverimo _
1 3 =2
Fxq1yA=|0 -1 1
| 2 4 1

Na naslednjem koraku moramo od 3. vrstice odsteti 2-kratnik prve vrstice,
da se znebimo elementa na poziciji (3, 1):

100 1 3 -2 1 3 -2
Es(EnA)=| 0 1 0 0 -1 1|=|0 -1 1
-2 0 1 2 4 1 0 -2 5

V zadnjem koraku bomo 2-kratnik 2. vrstice odsteli od 3. vrstice, da se
znebimo elementa na poziciji (3,2):

1 00][1 3 -2 1
Exp(EsEnA)=[0 1 0|0 -1 1|=|0 -1 1
0 -2 1|0 -2 5 0 0 3

Tako smo dobili zgornjetrikotno matriko U kot produkt U = F35F31Fo1 A,
enako kot v primeru [2.3

Ce hoGemo resiti sistem enachb Ax = b, moramo tudi vektor b z leve po-
mnoziti s produktom eliminacijskih matrik ¢ = E35F31 F21b, da dobimo sistem
Ux = c z zgornjetrikotno matriko, ki je ekvivalenten zaéetnemu sistemu Ax = b.

Posamezni korak Gaussove eliminacije lahko naredimo tako, da matriko po-
mnozimo z leve z elementarno eliminacijsko matriko. Element na poziciji (¢, j),

(¢ > j) eliminira mnozenje z matriko E;;, ki je enaka |enotski matriki| razen na
mestu (4, 7), kjer je z —1 pomnozen mnozitelj, s katerim bomo pomnozili j-to
vrstico, preden jo bomo odsteli od i-te vrstice.
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Celotno Gaussovo eliminacijo bi lahko opisali kot
EA=U,

kjer je E celotna eliminacijska matrika, ki jo dobimo tako, da zmnozimo vse
elementarne eliminacijske matrike. V primeru [2.8|je E = F35F31 Fo;.

Pozor! Pri mnozenju elementarnih eliminacijskih matrik E;; moramo strogo
paziti na vrstni red. Matrika, s katero smo naredili prvi eliminacijski korak je
na desni, naslednje matrike dodajamo na levo v istem vrstnem redu, kot smo
izvajali eliminacije.

Primer 2.9 V primeru [2.8

E = EsEs5En

1 0 0 1 0 0 1 0 0
= 0 10 010 -3 1 0
0 -2 1 || -201 00 1

[ 1 0 o0

= -3 1 0

4 2 1

Izrac¢unajmo Se produkt
1 0 0 1 3 -2 1 38 —2
EFA=| -3 1 0 3 8 5 |=[0 -1 1 | =U

4 -2 1 2 4 1 0 0 3

V razdelku bomo spoznali bolj pripraven nacin, kako Gaussovo elimina-
cijo opiSemo v matricnem jeziku.

2.3 Inverzna matrika

Ugotovili smo ze, da mnoZenje dveh matrik lahko tolmacimo kot ucinek prve
matrike na drugo. Mnozenje matrike sistema A z |elementarno eliminacijsko|
E15 opisuje prvi korak Gaussove eliminacije, ko prvo vrstico matrike A,
pomnozeno s primernim mnoziteljem, odstejemo od druge vrstice. Zanima nas,
ali lahko ucinek, ki ga ima mnozenje z matriko, izni¢imo tako, da rezultat spet
pomnozimo z neko matriko.

Ce je

EA=U,
ali lahko najdemo tako inverzno matriko E~', da bo

E'U=FE"'EA=A?
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Mnozenje z matriko je podobno kot mnozenje s Stevilom. Mnozenje s Stevilom
a lahko izni¢imo, ¢e rezultat delimo z a, ali mnozimo z 1/a. Stevilu a je inverzno
stevilo 1/a, ki obstaja natanko takrat, ko je @ # 0. Pri matrikah je to malo bolj
zapleteno.

Definicija 2.1 Kvadratna matrika A je obrnljiva, ce obstaja taka matrika
A~ da je
AA™ =T in AT'A=1T. (2.8)

Matrika A=Y (ée obstaja) se imenuje matriki A inverzna matrika. Matrika,
ki ni obrnljiva, je singularna.

Poglejmo primer obrnljive matrike.

Primer 2.10 V primeru [2.9] smo v prvem koraku Gaussove eliminacije od
druge vrstice odsteli trikratnik prve vrstice. To smo dosegli z elementarno
eliminacijsko matriko Fy,. Da bi iznicili u€inek te operacije, moramo drugi
vrstici spet pristeti, kar smo ji prej odsteli, torej ji moramo pristeti trikratni
prve vrstice. Zato je

10017 [100
Exll=]-3 10 =310
0 0 1 0 0 1
Da je to res, zlahka preverimo tako, da zmnozimo matriki Fy; in E{ll in

dobimo enotsko matriko.

Poglejmo Se matriko, ki ni obrnljiva, torej je singularna.

Primer 2.11 Matrika
1 2
=1 4]
ima oba stolpca kolinearna vektorju [1, 3]T. Zato ima tudi produkt s poljubno
2 x 2 matriko X zaradi definicij [1.24] in [1.26] oba stolpca kolinearna vektorju
[1, 3]T, torej ne more biti enak |enotski matrikil ki ima linearno neodvisna

stolpca. Matrika A je zato singularna.
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2.3.1 Lastnosti obrnljivih matrik

Ali je matrika obrnljiva je najpogostejse vprasanje, ko govorimo o kvadratni ma-
triki. To Se ne pomeni, da moramo takoj izracunati njeno inverzno matriko. V
vecini primerov inverza nikoli ne izracunamo! Pomembno pa je poznati lastnosti
obrnljivih matrik in njihovih inverzov.

Izrek 2.2 Kvadratna matrika reda n je obrnljiva natanko tedaj, ko pri Ga-
ussovi eliminaciji dobimo n pivotov.

Dokaz: Naj bo A kvadratna matrika reda n. Njena inverzna matrika
(ozna¢imo jo z X), je resitev matriéne enacbe

AX =1.
Ce stolpce neznane matrike X oznacimo z X1,Xa, . .., X,, tako da je
X =[x1x2 -+ Xp],

lahko matriko X izracunamo po stolpcih. Vsak od stolpcev je resitev sistema
linearnih enacb
Axi:ei, 7::1,...7’1,7

kjer je e; i-ti stolpec enotske matrike. Vsi ti sistemi enacb pa so resljivi
natanko takrat, kadar pri Gaussovi eliminaciji matrike A dobimo pivot v
vsaki od vrstic in v vsakem od stolpcev.

Izrek 2.3 Vsaka obrnljiva matrika ima samo eno inverzno matriko.

Dokaz: Denimo, da ima matrika A dve inverzni matriki, X in Y. Ce obe
strani enacbe

AY =1

pomnozimo z leve z X, dobimo
XA Y=XI=X. (2.9)

Ker je tudi X inverzna k matriki A, je X A = I, zato enacba (2.9)) pomeni, da
mora biti X =Y, torej je inverzna matrika ena sama.

Izrek 2.4 Inverzna matrika inverzne matrike A= je matrika A

(A 1=4.
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Dokaz: V definiciji inverzne matrike (2.8)) nastopata A in A~! simetri¢no,
zato sta ena drugi inverz.

Izrek 2.5 Ce je matrika A obrnljiva, potem ima sistem enach Ax = b edino
resitev x = A~ 'b.

Dokaz: Enacbo Ax = b z leve pomnozimo z A~! in dobimo

A" Ax=x=A"b.

Izrek 2.6 Ce obstaja nenicelna resitev x enacbe Ax = 0, matrika A ni obrn-
liva (je singularna).

Dokaz: Nicelni vektor 0 je vedno resitev enacbe Ax = 0. Ce je matrika A
obrnljiva, ima enacba Ax = 0 zaradi izreka [2.5] eno samo resitev, to je x = 0.
Zato matrika A ne more biti obrnljiva, ¢e ima enactba Ax = 0 nenicelno
resitev.

Izrek 2.7 Ce sta matriki A in B istega reda obrnljivi, je obrnljiv tudi produkt
A-Bin
(A-B)"!=B"1.471,

Dokaz: Preverimo neposredno:

(B7YA™Y. (A-By=B YA 'A)B=B"'1-B=B"'B=1.

Inverz produkta matrik je produkt inverznih matrik v obratnem vrstnem
redu.

Za vsako obrnljivo matriko A lahko poleg potenc z nenegativnimi celimi
eksponenti A% = I, A’ = A, A2 = A-A, obravnavamo tudi potence z negativnimi
celimi potencami

AZ=Atoatl A= Attoath At

Potence matrik z racionalnimi ali realnimi eksponenti se uporabljajo precej
redkeje, saj obicajne definicije potenc z racionalnimi eksponenti pogosto niso
enoli¢no dolocene.

Za racunanje s celimi potencami matrik veljajo obi¢ajna pravila

AP AT — APFa
(AP)I = APY) pqeZ.
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Pozor! Pravilo
(AB)P = APBP

velja le v primeru, ko matriki A in B komutirata, torej AB = BA.

Kaksna pa je zveza med inverzom matrike A in inverzom njej transponirane
matrike AT?

Izrek 2.8 Inverz transponirane matrike je transponirana matrika inverza

(A7) = (A7

Dokaz: Uporabimo pravilo za [transponiranje produktal

I=17 = (A14)T = AT(4A 7.

Zelo enostavno je izracunati inverz diagonalne matrike.

Izrek 2.9 Inverz diagonalne matrike z diagonalnimi elementi a;; je diago-
nalna matrika, ki ima na diagonali elemente a;;"

a1l o 17" al_ll 0
0 Qnn 0 a;ﬁ
Dokaz:
ail 0 aﬁl 0
=17.
0 Gnn 0 a,}

2.3.2 Izracun inverzne matrike — Gauss-Jordanova elimi-
nacija
Naj bo A kvadratna matrika reda n. Poglejmo, kako bi lahko u¢inkovito izracunali

njeno inverzno matriko A~!. [Inverzna matrika] A~ mora zadoSéati matriéni

enatbi AA~! =1.
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Primer 2.12 Naj bo matrika

Njena inverzna matrika

mora zadoS¢ati enacbi

e -[he] e

Ker so stolpci produkta dveh matrik (glej definicijo [1.24)) zaporedoma enaki
produktu prve matrike s stolpci druge, je matri¢na enacba ekvivalentna dvema
sistemoma linearnih enacbh

A
L= ]

Matrika je pri obeh sistemih ista, zato ju lahko resujemo hkrati. Razsirjeno
matriko zapiSemo z obema desnima stranema, torej s celotno enotsko matriko,
in naredimo Gaussovo eliminacijo

in

1 2(1 0@yl 1l 2 1 0
[3 401}—>{0 —2| -3 1] (2.11)
Prvi stolpec inverzne matrike [a c]Z, bomo izracunali s pomocjo tretjega
stolpca razsirjene matrike [1 — 3]7, zato je ¢ = 3/2 in @ = —2. Za drugi
stolpec inverza [b d]T pa uporabimo zadnji stolpec razsirjene matrike [0 1],
zato je d = —1/2 in b = 1. Inverzna matrika je tako

[é 421}_1:{3/; —1/%]'

Da je rezultat pravilen, se prepri¢aj tako, da zmnozis AA~".

V zgornjem primeru smo izra¢unali inverzno matriko tako, da smo izvedli
Gaussovo eliminacijo nad razsirjeno matriko [A|I] in z obratnim vstavljanjem
izrac¢unali rezultat.

Ideja Gauss-Jordanove metode pa je, da, ko pridemo do zgornjetrikotne ma-
trike, nadaljujemo eliminacijo in eliminiramo Se elemente nad diagonalo in vsako
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vrstico delimo z diagonalnim elementom. Tako na levi strani enacbe dobimo
enotsko matriko, zato je na desni strani inverzna matrika.

Primer 2.13 (nadaljevanje primera[2.12) V (2.11)) smo razsirjeno ma-
triko pripeljali do zgornjetrikotne oblike. Sedaj lahko dobimo diagonalno ma-
triko, ¢e drugo vrstico, pomnozeno z —1, odstejemo od prve vrstice
1 2 10 1.2 1 0|-2 1
0 -2(-3 1 0 —2|-3 1

in konc¢no drugo vrstico delimo z —2

1 o0l-21]_ [t o0
0 -2

—2 1
-3 1 0 1(3/2 —-1/2 |°
Na levi strani imamo sedaj enotsko, na desni strani inverzno matriko.

Gauss-Jordanovo eliminacijo nad razsirjeno matriko [A|I] torej izvedemo v
treh korakih:

1. Obic¢ajna Gaussova eliminacija, s katero matriko A predelamo v zgornje-
trikotno obliko. Elementi na diagonali so pivoti, torej vsi razli¢ni od 0;

2. Jordanova eliminacija, s katero pridelamo nicle tudi nad glavno diagonalo.
Matrika je sedaj diagonalna, na diagonali so Se vedno pivoti;

3. Vsako vrstico delimo s pivotom. Tako dobimo enotsko matriko 1.

Vse operacije, ki jih vklju¢uje Gauss-Jordanova metoda, so vrsticne opera-
cije. Zato vsako od njih lahko opisemo kot mnozenje [elementarne eliminacijske)
z razdirjeno matriko [A|I]. Ce produkt vseh elementarnih eliminacijskih
matrik oznac¢imo z F, lahko z matrikami Gauss-Jordanovo eliminacijo zapisemo
kot

E[A|Il =[I|X], kar pomeni,daje EA=Iin EI=2X.

1z zveze F A = I lahko ugotovimo, da mora biti celotna eliminacijska matrike F
kar inverzna matrika A~1, zato mora biti na desni strani (razsirjeni del matrike)
X =A"

Gauss-Jordanovo metodo smo opisali kot metodo za ra¢unanje inverza ma-
trike, tako da smo resili matriéno ena¢bo AX = I, katere resitev je A~!. Metoda
pa je uporabna tudi za druge matri¢ne enacbe, kot je AX = B. Za reSitev te
enacbe moramo Gauss-Jordanovo metodo uporabiti na razsirjeni matriki [A|B],
da jo preoblikujemo v [I|X], kjer je X resitev. Pri tem je matrika B lahko pra-
vokotna s poljubnim Stevilom stolpcev, seveda pa mora imeti isto Stevilo vrstic
kot matrika A. Ce ima matrika B le en stolpec, imamo sistem linearnih enacb,
ki ga tudi lahko resujemo z Gauss-Jordanovo eliminacijo. V tem primeru je prvi
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korak Gauss-Jordanove eliminacije (ni¢le nad diagonalo in deljenje enacb s pi-
voti) isti kot algoritem drugi in tretji korak pa sta ekvivalentna obratnemu
vstavljanju (algoritem [2.2)).

2.4 LU razcep kvadratne matrike

Veliko kljuénih idej v realni algebri lahko formuliramo kot racep matrike: prvo-
tno matriko A lahko zapiSemo kot produkt dveh ali ve¢ enostavnejsih matrik.
Prva od takih faktorizacij, ki je morda najpomembnejSa, je tesno povezana z
Gaussovo eliminacijo. Poglejmo si, kako lahko matriko A zapiSemo kot produkt
spodnjetrikotne matrike L in zgornjetrikotne matrike U, torej A = LU ter kako
lahko to uporabimo pri reSevanju sistema linearnih enacb.

V razdelku smo ugotovili, da lahko Gaussovo eliminacijo opisemo kot
EA = U, kjer je U zgornjetrikotna in E spodnjetrikotna matrika, produkt
elementarnih eliminacijskih matrik E;;.

3 4
potrebujemo le en korak Gaussove eliminacije: trikratnik prve vrstice mo-
ramo odsteti od druge vrstice. To lahko zapiSemo z elementarno eliminacijsko
matriko Fo; kot E91 A = U oziroma podrobneje

s i)=lo 2]

To enacbo pomnozimo z leve z Ey*. Ta je (glej primer [2.10]) enaka

_ 1 0
E211|:3 1:|7

S ERI R ERYIEE

Tako smo matriko A zapisali kot produkt spodnjetrikotne matrike L =

1 _3 ],torejALU.

Primer 2.14 Ce resujemo sistem enacb Ax = b z matriko A = [ 12 ],

zato dobimo

[ é (1) ] in zgornjetrikotne matrike U = { 0

Pri vecjih sistemih enacb je celotna eliminacijska matrika E, s katero dosezemo
zgornjetrikotno obliko EA = U, produkt ve¢ elementarnih eliminacijskih ma-
trik E;;. Pri sistemih 3 x 3, naprimer, je E = F3yF31 2. Z matriko L = E!
lahko to zapiSemo kot A = L - U. Matrika L je seveda, zaradi izreka enaka
L=E"1= E;llE?jll Eg;. Ker je E produkt elementarnih eliminacijskih matrik
E;j, ki so vse spodnjetrikotne, je tudi sama spodnjetrikotna, prav tako pa je
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spodnjetrikotna tudi njena inverzna matrika L.

Primer 2.15 V primeru [2.§|smo izracunali tri elementarne eliminacijske ma-
trike za matriko

1 3 =2
A=|3 8 -5 |,
2 4 1
in sicer
1 0 0
Exy=1| -3 1 0 |,
0 0 1
1 0 0
E3 = 0 1 0
-2 0 1
in
1 0 0
FEs =10 1 0
0 2 1

in

Da bi dobili matriko L, jih moramo zmnoziti v obratnem vrstnem redu, kot
za matriko F, torej

1 00 1 00 1 00 1 0 0
L=|310]|-/01O0(-{]010]=|31F20
0 0 1 2 01 0 2 1 2 2 1
Matrika L je torej spodnjetrikotna z enicami na diagonali. V spodnjem tri-
kotniku pa je na poziciji (i, 5) s katerim smo eliminirali element

na poziciji (4, 5), ko smo prvotno matriko A transformirali na zgornjetrikotno
obliko U.
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Iz primerjave matrik F (primer [2.9) in njene inverzne matrike L (primer
2.15)) lahko ugotovimo, da je matrika

1 0 0 0

ma1 1 0 0

L = m371 m372 O O
Mp1 Mp2 Mpn—1 1

)

mnogo enostavnejsa, saj so njeni poddiagonalni elementi /55, i > j kar[mnozitelji,
s katerimi smo eliminirali element na poziciji (, 7), pri matriki F pa so mnozitelji,
zaradi drugacnega vrstnega reda mnozenja, bolj skriti.

Povzemimo dosedanje ugotovitve o LU razcepu:

Izrek 2.10 Ce je matrika A taka, da pri Gaussovi eliminaciji ni potrebno
menjavanje vrstic, potem lahko A zapisemo kot produkt

A=1LU,

kjer je L spodnjetrikotna matrika z enkami na diagonali in pod
diagonalo in U zgornjetrikotna matrika s pivoti na diagonali.

Algoritem za LU razcep

LU razcep matrike je glavno orodje za ucinkovito reSevanje sistemov linearnih
enacb, zato zapiSimo algoritem, ki nam za dano matriko A izrac¢una matriki L

inU.
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Algoritem 2.4 Ce je kvadratna matrika A reda n taka, da pri Gaussovi
eliminaciji niso potrebne zamenjave vrstic, potem algoritem

L = eye(n)
fork=1:n—-1
fori=k+1:n
L(i k) = A(i, k) JA(k, k)
for j=k+1:n
end
end
end
U = triu(4)

izracuna spodnjetrikotno matriko L z enicami na diagonali in zgornjetrikotno
matriko U, obe kvadratni reda n in taki, da je LU = A.

Stevilo operacij za LU razcep

Prestejmo torej stevilo operacij v algoritmu V prvem koraku, ko elimini-
ramo elemente v prvem stolpcu, potrebujemo eno mnozenje in eno odstevanje
za vsak nov element pod pivotno vrstico. Vsega skupaj moramo v prvem koraku
na novo izracunati n — 1 elementov v vsaki od n — 1 vrstic, za kar je potrebno
2(n — 1)? operacij, poleg tega pa moramo izracunati se n — 1 torej
imamo v prvem koraku (n —1)(2n — 1) operacij. Ker nas zanima le vodilni ¢len
konénega rezultata, lahko to poenostavimo v 2n?. V naslednjem koraku pono-
vimo eliminacijski korak na matriki, ki je za en stolpec in eno vrstico manjsa
od prvotne, torej imamo priblizno 2(n — 1)? operacij. Tako nadaljujemo do
zadnjega koraka. Skupaj imamo priblizno

2(n2+(n_1)2+(n_2)2+...+22+12):%n(n+l)(2n+l)

operacij. Ko je stevilo neznank n veliko, je to priblizno enako %, saj lahko ¢lene
nizjih redov zanemarimo. Zaklju¢imo lahko, da je Stevilo operacij, potrebnih
za LU razcep matrike, podobno kot Stevilo operacij, potrebnih za Gaussovo
eliminacijo (algoritem [2.1)).

Resitev sistema Ax =b z LU razcepom

Ko poznamo razcep A = LU, je U zgornjetrikotna matrika, ki je konéni re-
zultat Gaussove eliminacije, v matriki L pa je spravljena informacija o poteku
eliminacije. Kako si s tema matrikama pomagamo pri reSevanju sistema enacb

Ax =b?
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Namesto sistema Ax = b reSujemo enakovreden sistem
LUx =b,

kar lahko naredimo v dveh korakih. Najprej zamenjamo produkt Ux z novo
neznanko y. To novo neznanko izra¢unamo tako, da resimo spodnjetrikotni
sistem

Ly=b,

ki ga resimo z algoritmom potem pa nam ostane Se zgornjetrikotni sistem
Ux=y,

ki ga zlahka resimo z algoritmom

Stevilo operacij, potrebnih za resitev sistema enacb z LU razcepom je enako
Stevilu operacij z Gaussovo eliminacijo: za LU razcep in direktno vstavljanje
skupaj potrebujemo enako Stevilo operacij kot za samo Gaussovo eliminacijo,
v obeh primerih pa moramo na koncu resiti zgornjetrikotni sistem z obratnim
vstavljanjem.

2.4.1 Simetriéne matrike

Simetri¢ne so tiste matrike, ki so, ki se ne spremenijo pri transponiranju.

Definicija 2.11
Matrika A je simetricna < AT = A.
Za elemente a;; simetricne matrike velja a;; = aj;.

Poglejmo primer:

Primer 2.16 Matriki

1 2 3 10 0
A=[2 4 5| =4A4T in D=0 2 o0 |=D"T
3 5 6 0 0 -3

sta simetri¢ni, medtem ko matrika

1
B=]3 £ BT
5

S =N
~N Ot W

ni simetri¢na.
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Izrek 2.12 Ce je A simetricna in obrnljiva, je tudi A~ simetricna.

Dokaz: Ce je matrika A obrnljiva, je (A™N)7T (zaradi izreka enaka
(AT)=1. Ce je A Se simetricna, je (AT)~™' = A~', zato je tudi inverzna
matrika A~! simetri¢na.

Simetricne matrike nastopajo pri mnogo pomembnih primerih in so med
najvaznejsimi skupinami matrik. Najpogosteje do simetri¢nih matrik pridemo,
¢e zmnozimo poljubno matriko z njeno transponirano matriko.

Izrek 2.13 Ce je R poljubna (lahko tudi pravokotna) matrika, sta RTR in
RRT simetricni matriki.

Dokaz: Najprej za za RTR:

(R"R)" = R"(R")" = R™R,
nato se za RRT:

(RRT")T = (R")TR" = RRT .

Oglejmo si to Se na primeru.

Primer 2.17 Ce je

1 2 3
A—[4 5 6}’
je
w1 &
A _{32 77
in
17 22 27
ATA=1] 22 29 36
27 36 45

Obe matriki, AAT in AT A, sta simetri¢ni.

2.4.2 Permutacijske matrike

Z elementarnimi eliminacijskimi matrikami F;; lahko opiSemo posamezne korake
Gaussove eliminacije v matri¢nem jeziku. Kako pa v matri¢nem jeziku lahko
opisemo zamenjavo dveh vrstic v matriki, ko je to potrebno, da se izognemo
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nicli na pivotnem mestu?

Definicija 2.14 Permutacijska matrika ima vrstice [enotske matrikd v poljub-
nem vrstnem redu.

Oglejmo si nekaj primerov permutacijskih matrik.

Primer 2.18 Pri matrikah z dvema vrsticama imamo dve moznosti: vrstici
lahko pustimo v istem zaporedju ali jih zamenjamo. Zato imamo 2 permuta-
cijski matriki 2 x 2

1 0 . 0 1
I|:01:| m P12|:10:|

Obe matriki sta obrnljivi, vsaka je svoj inverz: I=' =TI in Plgl = Pjo.
Pri matrikah s tremi vrsticami imamo ze 6 moznosti

1 0 0 01 0 0 0 1
I=|0 10|, Po=|1001|, P3=|01 0]/,
0 0 1| 001 100
[1 0 0] 0 1 0 0 0 1
ngz 0 0 1 ,P231: 0 0 1 ,P312: 1 0 0
[0 1 0| 100 010

Vse te matrike so obrnljive. Matrike, ki zamenjajo le dve vrstici so same sebi
inverz, medtem ko je Py} = Psja.

Pri matrikah z ve¢jim Stevilom vrstic Stevilo permutacijskih matrik hitro
nara$ca. Pri matrikah z n vrsticami imamo n! permutacijskih matrik.

Ko zmnozimo dve permutacijski matriki, spet dobimo permutacijsko matriko:

Izrek 2.15 Produkt dveh permutacijskih matrik je permutacijska matrika.

Dokaz: Elementi produkta P; P, dveh permutacijskih matrik so
Vrstic matrike P; in stolpcev matrike P5. Ker sta P; in P, permutacijski,
imata v vsaki vrstici natantno eno enko, vendar tako, da je tudi v vsakem
stolpcu natanéno ena enka. Izmed skalarnih produktov i-te vrstice matrike
P, s stolpci matrike P so torej enaki 0 vsi, razen produkta s tistim stolpcem,
ki ima enko na istem mestu kot i-ta vrstica matrike P;.

Zato ima produkt P; P, v vsaki vrstici natanko eno enko. Ker isto velja tudi
za njene stolpce, je produkt permutacijska matrika.
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Vse permutacijske matrike so obrnljive, inverz permutacijske matrike je tudi
permutacijska matrika.

Izrek 2.16 Ce je P permutacijska matrika, je obrnljiva in P~' = PT.

Dokaz: V produktu PP7 mnozimo vrstice matrike P s stolpci matrike P7,
torej z vrsticami matrike P. Diagonalni elementi produkta so enaki 1, saj se
enka v vrstici matrike P ujame z enko v istem stolpcu matrike P”, izvendia-
gonalni elementi produkta pa so enaki 0, ker so enke v vrstici matrike P na
drugih mestih kot enke v vseh ostalih stolcih matrike P7.

Permutacijska matrika P;;, s katero zamenjamo i-to in j-to vrstico, je ma-

trika, ki jo dobimo, ¢e v [enotski matriki zamenjamo i-to in j-to vrstico.

Primer 2.19 Mnozenje permutacijske matrike

Py3 =

O O =
= o O
O = O

z matriko A zamenja drugo in tretjo vrstico v matriki A:

1 0 0 1 2 3
0 0 1 4 5 6 | =
01 0 7 8 9

LN
Ul 00 N
D © W

S permutacijsko matriko lahko zamenjamo tudi ve¢ kot dve vrstici naenkrat.
Ce v enotski matriki zamenjamo veé vrstic med seboj, dobimo permutcijsko ma-
triko P, s katero lahko zamenjamo iste vrstice v matriki A tako, da izra¢unamo
produkt PA.

Primer 2.20 Ce v enotski matriki cikli¢tno zamenjamo vse vrstice: zadnjo
vrstico na prvo mesto, vse ostale pa za eno mesto navzdol dobimo permuta-
cijsko matriko P, ki bo na enak na¢in u¢inkovala na vsako matriko A, s katero
jO pomnozimo:

O = O O
— O O O
S S - o
O TQ o
" o~ > X
s.mgg
Sl o 3
> o O
SIS U ST

a
e
1

m

o O = O
OO O

S pomocjo permutacijske matrike lahko menjavamo tudi vrstni red stolpcev
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v matriki A, le da moramo v tem primeru matriko pomnoziti s permutacijsko
matriko z desne, torej AP. Permutacijsko matriko dobimo iz enotske tako, da
zamenjamo vrstni red stolpcev na isti nacin, kot hotemo zamenjati vrstni red
stolpcev v matriki A.

Primer 2.21 Ce hocemo v matriki A dimenzije 3 x 3 urediti stolpce v obra-
tnem vrstnem redu (zamenjati prvi in zadnji stolpec), moramo matriko A
pomnoziti s permutacijsko matriko, ki je enaka enotski matriki s stolpci v
obratnem vrstnem redu

2.4.3 LU-razcep s pivotiranjem

Ce je pri Gaussovi eliminaciji potrebna zamenjava vrstic, potem razcep A = LU,
kot v izreku ne velja veg.

Matriko L smo dobili kot produkt inverzov elementarnih eliminacijskih ma-
trik L = Eo' Byyt -+ E,. ! . Kadar moramo med eliminacijo menjavati vrstice,
moramo med matrike Eigl na primernih mestih dodati permutacijske matrike,
tako da je A = (Ey'--- Pyt EN - Pyt )U.

Ker bi lahko vse potrebne zamenjave vrstic naredili pred Gaussovo elimina-
cijo, (¢e bi vedeli, katere bodo potrebne), lahko vse permutacije zberemo na
zatetku produkta, zato je PA = LU, kjer je P permutacijska matrika, ki dolo¢a
potrebne menjave vrstic. Tako smo pokazali, da velja

Izrek 2.17 Za vsako obrnljivo matriko A velja
PA=LU,

kjer je P permutacijska matrika, ki opisuje vse potrebne menjave vrstic med
Gaussovo eliminacijo, L spodnjetrikotna matrika z enojkami na diagonali in
pod diagonalo in U zgornjetrikotna matrika s pivoti na diagonali.

smo uporabili le v primerih, ko se je med eliminacijo na mestu,
kjer smo pricakovali[pivot] pojavila ni¢la. PrireSevanju vecjih sistemov linearnih
enach z racunalnikom, majhni pivoti povzroc¢ajo velike numeri¢ne napake, zato
pri "resnem”rac¢unanju za pivot izberemo najvecji mozni element (po absolutni
vrednosti najveéje Stevilo v pivotnem stolpcu pod diagonalo). V tem primeru so
v matriki P tudi permutacije, ki s stali¢a linearne algebre niso nujno potrebne.
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2.5 Naloge

1. Resi naslednje sisteme linearnih enac¢b ter narisi vrsticno in stolpéno sliko.

3z =5y = 13
(a) 20 =Ty = —17

3z -4y = 1
(b) 3z +4y =19

2. Naslednje sisteme enacb resi z Gaussovo eliminacijo

2z +y +0z = 5
(a) x40y +3z =16
Ox +5y —=z 10

r +y -2z = 6
(b) 2x +3y —7z =16
5 +2y +z =16

z +y —b5z +0u = —10

(©) 2z +0y +3z —u = 10
Oz +3y +2z +0u = 1

4z +4y +52z +bu = O

3. Imamo sistem linearnih enacb

r+2y+3z = 7
r -3y —z =-2 .
2z —y +2z = 4
(a) Al je ta sistem resljiv?
(b) Ali sta katerikoli dve ravnini (od treh) med seboj vzporedni?

(c) Izberi take vrednosti desnih strani, da bo sistem imel resitev.
4. Za singularni sistem linearnih enacb
dz -1y =13
—6x +2y = ¢

izberi vrednost parametra c, da reSitve ne bo. Izberi Se tako vrednost
parametra c, da bo imel sistem ve¢ resitev in zapisi dve resitvi.

5. V sistemu linearnih enacb

2¢ +3y =8
6z +ay = b

izberi za parameter a tako vrednost, da bo matrika sistema singularna,
nato za b izberi tako vrednost, da bo sistem resljiv. Pois¢i dve resitvi tega
sistema.
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. Za katero Stevilo a pri reSevanju sistema enacb

ar +2y =8
20 +4y = b

dobimo na pivotnem mestu 0

(a) tako da lahko nadaljujemo eliminacijo po zamenjavi vrstic;

(b) ne moremo nadaljevati eliminacije (ni resitve)?

. Za katere vrednosti parametra a ima sistem enacb

axr +4y =6

T tay =3
(a) eno samo resitev;
(b) neskonéno resitev;

(¢) nima nobene resitve?

. Zakaj sistem linearnih ena¢b ne more imeti natanko dveh resitev?

Ce sta x = [r1, 22,737 in y = [y1,92,y3]T dve resitvi sistema enach z
matriko A in desno stranjo b, zapisi Se kaksno resitev tega sistema.

. Poisci splosno resitev sistema enacb ali ugotovi njegovo neresljivost:

20—y 4z -2
+2y +3z —1
r -3y -2z 3
3z =2y =52z +u = 3
20 =3y 4z +du = -3
+2y +0z —4u = -3
r —y —4z +9u = 22

2r —y 4z 42t = +3u =2
() 6r —3y +2z +4t = +b5u =

6 —3y +4z +8t = +13u =

4o =2y 4z +t = +2u =1

()

8

(b)

8

10. Ugotovi kako je resljivost sistema enacb odvisna od parametra A in zapisi

splosno resitev, kadar ta obstaja:

5r —3y +2z +4u
dxr =2y +3z +Tu
8x —6y —z —du
Tr =3y +7z +17Tu
dr —y +3z +2u
(b) 6z —2y +5z +4u =
8r =3y +7z 6u

10z —4y +9z +du =1

(a)

I
> o~ w

|
— O =J Ut
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Ax 4y +z =1
() zAxy+z =1
x4y Az =1

11. S pomocjo Gauss-Jordanove metode izra¢unaj inverze naslednjih obrnlji-
vih matrik:

(a) A=

W O >
Tt ©
W = W
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Poglavje 3

Vektorski prostori

Ozrimo se na kratko na pot, ki smo jo ze prehodili. V prvem poglavju smo
se seznanili z vektorji in matrikami. Spoznali smo operacije nad vektorji in
matrikami. Videli smo, da so matrike sestavljene iz stolpcev (ki so vektorji) in
da dobimo vektor Ax, ¢e matriko A pomnozimo z vektorjem x.

V tem poglavju bomo Se globje pokukali v linearno algebro. Namesto s
posameznimi vektorji, se bomo ukvarjali z mnozicami vektorjev. S pomocjo
vektorskih prostorov in posebej vektorskih podprostorov, bomo lazje razumeli
sisteme linearnih ena¢b in Se marsikaj, kar nas ¢aka v nadaljevnaju.

3.1 Vektorski prostor

Vektorski prostor je naravni "dom”, v katerem zivijo vektorji, to pomeni, da so
tudi produkti z vsemi skalarji in vsote poljubnih dveh vektorjev v tem vektor-
skem prostoru.

Definicija 3.1 Realni vektorski prostor V' je mnoZica "vektorjev” skupaj s

[pravild za

e sestevanje vektorjev,

e mnoZenje vektorja z realnim Stevilom (skalarjem).
Ce sta x in'y poljubna vektorja vV, morajo biti vV tudi

o vsota X +Yy in

o produkti ax za vse o € R.

93
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Pozor! Ker so v vektorskem prostoru vsi mnogokratniki vektorjev iz V in vse
vsote vektorjev iz V', morajo biti v vektorskem prostoru V' tudi VSE linearne
kombinacije ax + By.

Pravila za operacije v vektorskih prostorih

Operaciji sestevanja vektorjev in mnozenja vektorja s skalarjem v vektorskem
prostoru morajo zadoscati naslednjim pravilom:

1. x +y =y + x (komutativnost seStevanja);

2. x+ (y+z) = (x+y)+ z (asociativnost seStevanja);

3. obstaja en sam nicelni vektor 0, da velja x + 0 = x;
4. za vsak x obstaja natanko en —x, da je x + (—x) =0
5. 1.-x=x;

6. (aB)x = a(Bx);

7. a(x+y) = ax + ay (distributivnost);

8. (a+ B)x = ax + Bx.

Realni vektorski prostor je vsaka mnozica elementov (vektorjev), v kateri
imamo operaciji seStevanja in mnozenja z realnim Stevilom. Rezultati vseh
operacij pa morajo tudi biti elementi v tem vektorskem prostoru. Obe operaciji

morata ustrezati navedenim osmim [pravilom!

Poglejmo si nekaj mnozic, ki so vektorski prostori.
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Primer 3.1 Vse naslednje mnozice zados¢ajo vsem navedenim kriterijem,
torej so vektorski prostori:

e R™ - vektorski prostor stolpcnih vektorjev z n realnimi komponentami;

e C" - vektorski prostor stolpénih vektorjev z n kompleksnimi komponen-
tami;

o R™*™ _ yektorski prostor vseh realnih matrik z m vrsticami in n stolpci;

e (C(a,b) - vektorski prostor vseh funkcij, zveznih na odprtem intervalu
(a,b);

e (C™(a,b) - vektorski prostor vseh funkcij, ki imajo na odprtem intervalu
(a,b) zveznih prvih n odvodov;

e P, - vektorski prostor vseh polinomov ene realne spremenljivke, stopnje
ne vec kot n;

e P - vektorski prostor vseh polinomov ene realne spremenljivke;
e 7/ - vektorski prostor, ki ga sestavlja samo nicelni vektor.

V vektorskih prostorih matrik so ”vektorji” matrike, v prostorih funkcij so
”vektorji” funkcije ali polinomi. Vektorski prostor Z vsebuje en sam vektor,
nicelni vektor 0. Edino sestevanje v tem prostoru je 04+0 = 0, ki je spet vektor
v Z. Prav tako lahko vektor 0 pomnozimo s poljubnim realnim Stevilom in
spet dobimo rezultat nicelni vektor: a0 = 0.

3.1.1 Vektorski podprostori

V vektorskem prostoru lahko obstaja prava podmnozica, ki je sama zase vek-
torski prostor.

Definicija 3.2 PodmnoZica U vektorskega prostora V je vektorski podpro-
stor, ce je za vsak par vektorjev x in'y iz U in vsako realno stevilo a tudi

e x+yecUin

e axeU.

Preprosta posledica te definicije je:
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Posledica 3.3 MnoZica vektorjev U je vektorski podprostor natanko tedaj, ko
je vsaka linearna kombinacija vektorjev iz U tudi v U.

7 operacijama seStevanja vektorjev iz podprostora in mnozenja vektorja iz
podprostora s skalarjem vedno ostanemo v podprostoru, zato veckrat recemo, da
je podprostor vektorskega prostora zaprt za seStevanje in mnozenje s skalarjem.

Za operacije v podprostoru velja istih osem kot za operacije v ce-
lem vektorskem prostoru. Da bi preverili, ali je neka podmnozica vektorskega
prostora podprostor, moramo ugotoviti le, ali vsebuje vse linearne kombinacije
svojih elementov.

Primer 3.2 Vektorski prostor R? sestavljajo vsi vektorji z dvema komponen-
tama. Ce si v njem izberemo nek vektor x # 0, vsi njegovi mnogokratniki
sestavljajo vektorski podprostor

X = {u e R*u=ax} CR?,

(premica v smeri vektorja x skozi koordinatno izhodisée) saj so vse vsote
mnogokratnikov vektorja x spet mnogokratniki vektorja x

ax+bx=(a+b)x € X,
prav tako pa tudi mnogokratniki mnogokratnikov vektorja x

blax) = (ab)x € X .

S podprostori je bogatejsi, zato tudi zanimivejsi, vektorski prostor R3.
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Primer 3.3 Elementi tridimenzionalnega vektorskega prostora R? so vek-
torji s tremi komponentami. Ce si izberemo en nenicelni vektor, vsi njegovi
mnogokratniki, tako kot v prejSnjem primeru, sestavljajo vektorski prostor
(premico).

Izberimo Se en vektor y # 0, ki ne lezi na premici, ki jo dolo¢a x. Vse linearne
kombinacije vektorjev x in y sestavljajo ravnino, ki vsebuje vektor 0. Tudi
ta ravnina je podprostor, saj vsota dveh vektorjev iz te ravnine vedno lezi
v tej ravnini, prav tako produkt vsakega vektorja iz te ravnine s katerikolim
realnim Stevilom.

Ta ravnina ni vektorski prostor R2?, ¢eprav mu je podobna. Vektorji iz te
ravnine imajo tri komponente, torej pripadajo prostoru R?. Ravnina je pod-
prostor znotraj vektorskega prostora R3.

Ugotovimo lahko, da imamo v prostoru R? &tiri vrste podprostorov:

1. Z, ki ima le en element, nic¢elni vektor 0O;
2. Premice skozi izhodisce;
3. Ravnine skozi izhodisce;

4. Cel prostor R3.

Preprosta posledica definicije vektorskega podprostora je tudi

Lastnost 1 Vsak vektorski podprostor nujno vsebuje nicelni vektor 0.

Dokaz: Ker morajo biti v podprostoru tudi vsi mnogokratniki vektorjev iz
podprostora, mora biti tudi produkt vseh vektorjev s stevilom 0, torej nicelni
vektor 0.

Zanimivo vprasanje je, ali je unija oziroma presek dveh vektorskih podpro-
storov tudi podprostor.

Primer 3.4 Vektorja a = [1 2|7 in b = [3 — 1]7 dolo¢ata podprostora
(premici)
Ua ={ta} in Up = {tb}

v vektorskem prostoru R? (ravnini). Njuna unija U = U, UUy, sta dve premici
v ravnini. Vzemimo vektorja a in b, ki sta oba v uniji U in ju seStejmo. Vsota
a+b = [4 1]7 ni v uniji, saj ne lezi na nobeni od obeh premic (slika [3.1]).

Iz primera lahko ugotovimo, da unija dveh podprostorov ni podprostor.
Kako pa je s presekom?
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a+b

Uy

Slika 3.1: Unija podprostorov ni podprostor

Lastnost 2 Presek dveh podprostorov vektorskega prostora je tudi podprostor.

Dokaz: Naj bosta U; in Uz podprostora vektorskega prostora V. Pokazati
moramo, da je za poljubna vektorja a in b iz preseka U; N Uz tudi poljubna
linearna kombinacija t,a + t;b € U; N Us.

Ker je U; podprostor, je t,a+ tpyb € Uy. Ker je Us tudi podprostor, je prav
tako tpa+tpyb € Us. Ker je tga+tyb v Uy in v Us, je tudi v preseku U; NUs.

Poglejmo si Se nekaj druga¢nih primerov vektorskih podprostorov.
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Primer 3.5

1. V prostoru matrik R?*2? vse zgornjetrikotne matrike

a b
0 d sesta-
vljajo podprostor U. Vsota dveh zgornjetrikotnih matrik je zgornjetri-
kotna, pa tudi produkt zgornjetrikotne matrike s skalarjem je zgornje-

trikotna matrika.

. Tudi vse simetricne matrike [ Z d } sestavljajo podprostor vektor-

skega prostora R2*2, saj je vsota dveh simetri¢nih matrik vedno sime-
tricna, prav tako vsak mnogokratnik simetri¢ne matrike.

. 'V vektorskem prostoru kvadratnih polinomov p(x) = az? + bx + ¢ vsi

polinomi, ki imajo za x = 1 vrednost 0 sestavljajo podprostor. Vsota
dveh takih polinomov ima pri x = 1 tudi vrednost 0, prav tako produkt
takega polinoma z realnim Stevilom.

. 'V prostoru C]0, 1] funkcij, ki so zvezne na intervalu [0, 1], funkcije, ki

imajo na tem intervalu tudi zvezen prvi odvod, sestavljajo podprostor,
saj je vsota dveh zvezno odvedljivih funkcij tudi zvezno odvedljiva, prav
tako produkt zvezno odvedljive funkcije z realnim stevilom.

Da bi lahko bolje razumeli pojem vektorskega podprostora, si oglejmo Se

nekaj mnozic, ki niso podprostori.

Primer 3.6 1. Naj bo U C R? mnozica tistih dvokomponentnih vektor-

jev, ki imajo obe komponenti pozitivni, na primer [2,3]7. Kljub temu,
da je vsota dveh vektorjev iz U vedno v U, to ni podprostor, ker produkt
z —1, to je vektor [-2,—3]T ni v U.

. Tudi ¢e v U vklju¢imo Se vse vektorje, ki imajo obe komponenti ne-

gativni, na primer [—3,—2], to ne bo podprostor, ker vsota vektorjev
[2,3]T in [-3,-2]T, to je [-1,1]T ni v U.

.V mnozici linearnih polinomov p(z) = ax + b naj bo U podmnozica

tistih polinomov, ki imajo v 0 vrednost 1. Ker ima vsota dveh takih
polinomov v 0 vrednost 2, to ni podprostor.

3.1.2 Stolpc¢ni prostor matrike

Najpomembnejsi podprostori so tesno povezani z matrikami. Ce matrika A ni
obrnljiva, je sistem linearnih enacb Ax = b za nekatere vektorje b resljiv, za
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druge pa ne. Radi bi dolo¢ili mnozico vektorjev, za katere je sistem resljiv,
to je mnozico vektorjev, ki jih lahko zapisemo kot produkt matrike A z nekim
vektorjem x.

Spomnimo se: Ax je vektor, ki je linearna kombinacija stolpcev
matrike A. Za vse mozne vektorje x dobimo vse vektorje b, za katere je sistem
enatb Ax = b resljiv.

Definicija 3.4 Stolpé¢ni prostor C(A) matrike A € R™*™ je tisti podprostor
vektorskega prostora R™, ki vsebuje natanko vse linearne kombinacije stolpcev
matrike A.

Pozor! Stolpéni prostor C'(A) za matriko A € R™*" je podprostor vektor-
skega prostora R™.

Ker je produkt matrike A z vektorjem x linearna kombinacija stolpcev ma-
trike A, je C'(A) ravno mnozica vseh produktov Ax za vse mozne x.

Stolpcni prostor C'(A) je najmanjsi vektorski podprostor prostora R™, ki
vsebuje vse stolpce matrike A.

Izrek 3.5 Sistem linearnih enachb Ax = b je resljiv natanko tedaj, ko je vektor

b e C(A).

Dokaz: Ce je b v stolpénem prostoru C'(A), ga lahko zapisemo kot linearno
kombinacijo stolpcev matrike A. Koeficienti te linearne kombinacije so resitev
x enatbe Ax = b.

Velja tudi obratno: ¢e je x reSitev sistema enacb Ax = b, potem je vektor
b linearna kombinacija stolpcev matrike A, torej lezi v stolpénem prostoru

C(A).
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Primer 3.7 Za matriko

2 -4

A:{l =2

je stolpéni prostor C(A4) mnoZica vseh linearni kombinacij stolpcev matrike A

cw-{al 2] o= [ 2]}

Ker sta stolpca je to premica v smeri vektorja a = [1 2|7 skozi
izhodisce 0.

Sistem linearnih ena¢b Ax = b ima resitev le, ¢e vektor b tudi lezi na tej
premici, to je takrat, kadar je b = ta.

Za matriko
1 -2
=[; )

ki ima[nekolinearnastolpca, je mnozica vseh linearnih kombinacij vsa ravnina,
torej C(B) = R?, zato je sistem enacb Bx = b resljiv za vsak vektor b.

Do podprostorov vektorskega prostora R™ pridemo lahko tudi brez matrike.
Dovolj je, da v R™ izberemo nekaj vektorjev ay, ... ,a,. MnoZica vseh njihovih
linearnih kombinacij

U= {t1a1 —|—~~+tpap}

je podprostor vektorskega prostora R™. Retemu mu linearna lupina vektorjev

ai,...,a,. Prav tako recemo, da vektorji ay, ... ,a, napenjajo podprostor U.
Ko so ay, ... ,a, vsi stolpci matrike A, je podprostor U seveda stolpéni prostor
C(A).

3.1.3 Nicelni prostor matrike: resujemo Ax =0

V tem razdelku nas bodo zanimale vse regitve sistema linearnih enacb Ax = 0,
kjer je matrika A lahko kvadratna n x n ali pravokotna m x n. Takemu sistemu
enach, kjer so na desni strani same nicle, pravimo homogen sistem. Homogen
sistem enacb ima o¢itno vedno vsaj eno resitev, to je x = 0 (nicelna resitev).

Ce je matrika A kvadratna in obrnljiva, je to edina resitev. Za singularne
matrike A pa ima sistem Ax = 0 tudi nenicelne resitve.

Resitve homogenega sistema linearnih enac¢b imajo zanimivo in pomembno
lastnost: ¢e sta x; in x5 resSitvi sistema Ax = 0, potem je tudi njuna poljubna
linearna kombinacija t1x1 + toXo resitev istega sistema. Z drugimi besedami:

Izrek 3.6 Naj bo matrika A € R™*™. MnoZica reSitev homogenega sistema
linearnih enacb je podprostor v vektorskem prostoru R™.
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Dokaz: Naj bosta x; in x5 resitvi homogenega sistema Ax = 0, torej

Ax; =0 in Ax9=0.

Potem je, zaradi [homogenosti| in [distributivnosti matriénega produkta,

A(t1X1 + thg) =t1AX] + toAXo = (tl + tg)O =0,

ne glede na to, koliko sta t; in to, kar pomeni, da so vse linearne kombinacije
reSitev homogenega sistema tudi resSitve istega homogenega sistema, kar je
zaradi posledice [3.3] dovolj.

Podprostor, ki ga sestavljajo vse resitve homogenega sistema enach Ax =0
zasluzi svoje ime:

Definicija 3.7 MnoZica vseh resitev sistema linearnih enachb Ax = 0 se ime-
nuje nicelni prostor matrike A. Oznacéimo ga z N(A).

Pozor! Nicelni prostor N(A) za matriko A € R™*" je podprostor vektorskega
prostora R™

Ker je resitev homogenega sistema Ax = 0, v primeru, ko je matrika A
obrnljiva, ena sama, velja

Posledica 3.8 Ce je matrika A kvadratna in obrnljiva, potem N(A) vsebuje
samo vektor 0.
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Primer 3.8 Naj bo A singularna matrika

1 2
A= { L } |
Izra¢unajmo njen nicelni prostor!

Poiskati moramo wse reSitve homogenega sistema linearnih enach Ax = 0.
Zactnemo z Gaussovo eliminacijo in po prvem koraku dobimo

9 1]-[93]

-2 -4 0

kar pomeni, da imamo eno samo enacbo (in en sam pivot), saj je druga Oz +
Oy = 0 na izpolnjena za vsako vrednost x in y. Vrednost zadnje spremenljivke
si torej lahko izberemo poljubno, prva je njen (—2)-kratnik, saj je prva enacba
x4+ 2y =0.

Iz vrsticne slike (razdelek lahko ugotovimo, da je resitev sistema Ax = 0
premica y = —x/2, kar je tudi iskani nic¢elni prostor N(A).

Zgornji primer je dovolj enostaven, da nimamo tezav pri opisu nicelnega
prostora. Kako pa opiSemo nicelni prostor za vecje matrike? [Stolpcéni prostor|
matrike smo opisali tako, da smo vsem stolpcem dodali Se vse njihove linearne
kombinacije. Podobno bi radi opisali tudi ni¢elni prostor, vendar za to potrebu-
jemo nekaj vektorjev (ogrodje podprostora), katerih linearne kombinacije bodo
sestavljale cel nic¢elni prostor.

V primeru je potreben samo en vektor, u = [—2 1]7, vse ostale resitve
sistema Ax = 0 pa so mnogokratniki te resitve x = tu.

Primer 3.9 Pois¢imo Se nicelni prostor matrike

O N = =
=W N =
= W N =
N o~ W

Zagnimo, kot ponavadi, z Gaussovo eliminacijo. Potrebni so trije koraki

1

0
0

=2

(el Ol

—_ W N =
— W N =
N = W =
=
- -~
— = = =
NN~
=
O O = =
O O N =

Koncéni rezultat eliminacije je matrika z dvema pivotoma. Stolpec oziroma
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vrstico, v kateri je pivot, imenujemo pivotni stolpec oziroma pivotna vrstica,
stolpec oziroma vrstico brez pivota pa imenujemo prosti stolpec oziroma prosta
vrstica. Vsakemu stolpcu matrike v sistemu linearnih ena¢h Ax = b pripada
svoja neznanka. Neznanke, ki pripadajo pivotnim stolpcem, bomo imenovali
pivotne neznanke, neznanke, ki pripadajo prostim stolpcem, pa proste neznanke.

Proste neznanke so tiste, ki jim lahko prosto izberemo vrednost. Ko izberemo
vrednost prostih neznank, so vrednosti pivotnih neznank enoli¢no dolo¢ene. Da
bi bila koné¢na reSitev ¢im enostavnejsa, bomo za vrednosti prostih neznank
izbirali le vrednosti 0 in 1 in sicer za vsak vektor iz ogrodja nicelnega prostora
bomo eni prosti neznanki izbrali vrednost 1 in ostalim vrednost 0. Z vsako
izbiro prostih neznank dobimo eno reSitev homogenega sistema Ax = 0. Te
reSitve bomo imenovali posebne resitve. Vektor, ki ima za komponente vrednosti
posebnih resitev, je element nicelnega prostora N(A). Vsi vektorji, ki pripadajo
posebnim resitvam, sestavljajo ogrodje nicelnega prostora, ves nicelni prostor
pa sestavljajo vse linearne kombinacije posebnih resitev.

Linearna kombinacija dveh ali ve¢ resitev homogenega sistema je, zaradi
izreka m spet resitev istega homogenega sistema. Ce vzamemo vse linearne
kombinacije vseh posebnih resitev iz prej$njega odstavka, dobimo vse resitve
homogenega sistema. Zato bomo linearno kombinacijo vseh posebnih resitev
imenovali splosna resitev homogenega sistema. Tako je nicelni prostor N(A)
matrike A enak splosni resitvi homogenega sistema Ax = 0. Lahko ga opiSsemo
tudi tako, da vse posebne resitve zlozimo kot stolpce v matriko X, ki ji recemo
matrika nicelnega prostora. Ni¢elni prostor matrike A je tako enak stolpénemu
prostoru matrike nicelnega prostora N(A) = C(X).

Nadaljevanje primera Ker is¢emo nicelni prostor matrike, moramo
(glej definicijo izracunati resitev homogenega sistema Ax = 0. Ker sta
tretji in Cetrti stolpec matrike prosta, sta prosti neznanki x3 in x4. Najprej
izberemo za njuni vrednosti x3 = 1 in x4 = 0, od koder iz druge enacbe
Z9 + x3 + 224 = 0 dobimo vredost (pivotne) neznanke x5 = —1 ter nazadnje
iz prve enacbe x1 + x2 + x3 + x4 = 0 Se vrednost (pivotne) neznanke z; = 0.
Tako smo dobili prvi vektor iz ogrodja ni¢elnega prostora x = [0 — 1 1 0]7
Drugi vektor bomo dobili z drugo izbiro vrednosti prostih neznank. Tokrat
bomo izbrali x3 = 0 in x4 = 1. Iz druge ena¢be dobimo, da mora biti x5 = —2
ter iz prve enacbe 1 = 1. Drugi vektor iz ogrodja nicelnega prostora je tako
y=[1 -2017T

Tako smo dobili obe posebni resitvi. sestavljajo vse linearne

kombinacije posebnih resitev, to pa je tudi nicelni prostor N(A)

1

N(A) = {e1x1 + cax2; 1,00 ER} = ¢ ¢4 + c2 ;1,00 ER

0

0
-1
1
0 1

Ugotovili smo (izrek [3.6]), da vse resitve homogenega sistema linearnih enacb
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Ax = 0 sestavljajo podprostor v vektorskem prostoru R™. Poglejmo Se, kako je
z reSitvami nehomogenega sistema Ax = b, kjer je b # 0. Najprej primer.

Primer 3.10 Naj bo A singularna matrika iz primera [3.8]

=[]

in vektor b = [—3 6] desna stran sistema linearnih ena¢h Ax = b. Poig¢imo
splosno resitev.
Zacnemo z Gaussovo eliminacijo na razsSirjeni matriki in po prvem koraku

dobimo
2|-3]_,[[1] 2|-3
—2 4| 6 0 0] 0]

Imamo eno samo nenicelno vrstico, en pivotni in en prosti stolpec, neznanka
x1 je pivotna, xs pa prosta. Za vrednost proste neznanke izberemo xo = ¢ in
s tem je vrednost pivotne neznanke dolocena. Iz prve enacbe x1 + 229 = —3
dobimo z; = —2c¢ — 3. V vektorski obliki je resitev

-3 —2c -3 —2
x:[ ) ]:[ O]ﬂ{ 1]. (3.1)
Mnozica resitev (3.1)) za vse ¢ € R ne sestavlja vektorskega prostora ker (vsak
od naslednjih razlogov je sam po sebi zadosten za to trditev):
e Ne vsebuje vektorja O;

e Vsota dveh resitev (3.1)) ni resitev;

e Produkt resitve s katerimkoli Stevilom ¢ # 1 ni reSitev.

Tako vidimo, da reSitve nehomogenega sistema Ax = b niso vektorski pod-
prostor, za razliko od reSitev homogenega sistema Ax = 0, ki so vektorski
podprostor (ni¢elni prostor N(A)).

3.2 Pravokotni homogeni sistemi linearnih enacb

V tem razdelku si bomo ogledali resitve sistemov linearnih enach, pri katerih
Stevilo enacb ni enako Stevilu neznank. Naucili se bomo tudi ¢im uc¢inkoviteje
izracunati resitve teh sistemov enach. Ob tem bomo pozorni, kaj se dogaja s
stolpénim in ni¢elnim prostorom matrike sistema.
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3.2.1 Stopnicasta oblika matrike

Matrika A naj bo pravokotna m x n. Kadar delamo Gaussovo eliminacijo nad
pravokotno matriko A seveda ne moremo pri¢akovati, da bo kon¢na matrika U
zgornjetrikotna. Ce je na pivotnem mestu nicla in pod njo ni primernega pivota,
z eliminacijo nadaljujemo v naslednjem stolpcu.

Primer 3.11 Poglejmo, kaj nam prinese Gaussova eliminacija na matriki
2 3 45 6
A=1]12 3 5 8 11
4 6 6 6 4
Tudi tokrat bomo pivote poudarili s kvadrati. Dobimo

2] 3 4 5
2 35 8 1
4 6 6 6

2] 3 4 5 6

— |0 o[1] 3 s5|—

0 0 -2 -4 -8

=~ = o

3 4 5 6
0 [1] 3 5
0 0 [2] 2

Vse tri vrstice so[pivotne vrstice| prvi, tretji in ¢etrti stolpec so [pivotni stolpcl]
drugi in zadnji stolpec pa sta [prostal

o o]

Namesto zgornjetrikotne oblike matrike, kot smo jo srecali pri obrnljivih ma-
trikah, imamo kot kon¢ni rezultat pri pravokotnih matrikah stopnicasto obliko.

Definicija 3.9 Matrika ima stopnicasto obliko, kadar se vsaka od njenih vr-
stic zacne z vsaj eno niclo vec kot prejsnja vrstica.

Prvi element, razlicen od ni¢ v vsaki vrstici, je pivot. Stevilo pivotov v
matriki je pomembno za Stevilo reSitev sistema enacb, kot tudi za velikost
stolpénega in nic¢elnega prostora matrike, zato zasluzi posebno ime.

Definicija 3.10 Stevilo pivotov v matriki se imenuje rang matrike.
Rang matrike A zapisemo rang(A).
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Izrek 3.11 Rang matrike ni vecji od Stevila vrstic in ni vecji od Stevila stolp-
cev matrike.

Dokaz: Rang matrike je enak Stevilu pivotov. Pivot pa je v vsaki vrstci ali
stolpcu kvec¢jemu eden.

Poglejmo Se, kako lahko pois¢emo nicelni prostor pravokotne matrike:

Primer 3.12 Pois¢imo nicelni prostor N(A) za matriko

A:

=N N
D W W

4
)
6

S o Ot
—_
= = O

iz primera Stopnicasto obliko matrike A smo ze izracunali

2] 3 4 5 6
0 0 [1] 3 5
0 0 0 [2] 2

Matrika A ima rang 3. Prosti neznanki sta x5 in 5. Njuni vrednosti dolo¢imo
najprej kot x5 = 1 in x5 = 0 ter z obratnim vstavljanjem (podrazdelek [2.2])

izra¢unajmo vrednosti pivotnih neznank z4 =0, 3 = 0 in z; = —3/2.
Ce pa za vrednosti prostih neznank izberemo zo = 0 in 5 = 1, dobimo za
pivotne neznanke x4 = —1, x3 = —2 in 1 = 7/2.

Ogrodje nicelnega prostora tako sestavljata nekolinearna vektorja x; =
[-3/21000]7 in x5 = [7/20 —2 —1 1]T, nicelni prostor pa sestavljajo vse
njune linearne kombinacije (definicija |1.5]

~3/2 7/2
1 0
N(A) =14 0| +c| -2 |;c,0€R
0 -1
0 1

Ker pri Gaussovi eliminaciji delamo samo vrsti¢ne operacije, to so operacije,
ki ohranjajo resitve sistema linearnih enach, se ohranja tudi nicelni prostor ma-
trike. Tako ima zacetna matrika A isti nicelni prostor kot konc¢na stopnicasta
matrika U, ki jo dobimo po koncu Gaussove eliminacije. Nicelni prostor N(A)
zato dobimo kot linearno kombinacijo posebnih resitev homogenega sistema
Ux = 0. Ker posebne resitve dobimo tako, da vsaki¢ eni prosti nezanki damo
vrednost 1, ostalim pa vrednost 0, imamo toliko posebnih resitev, kot je prostih
neznank. Ker pa so proste neznanke vse razen pivotnih, ki jih je r = rang(A4),
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je stevilo prostih neznank enako n — r, to je razlika med stevilom vseh neznank
(stevilom stolpcev matrike A) in rangom matrike A. S tem smo dokazali

Izrek 3.12

Stevilo prostih neznank = stevilo stolpcev — rang matrike

Nasprotno od nicelnega prostora pa se stolpéni prostor matrike pri Gaussovi
eliminaciji ne ohranja. Poglejmo si to na primeru:

Primer 3.13 Matrika

1 1
A=|1 0
1 1
ima stolpéni prostor
1 1 C1 = C2
C(A): C1 1 + c2 0 ; c1,c0 ER 3 = Cc1 ; c1,c0 ER B
1 1 c1+ co

to so vektorji, ki imajo enaki prvo in zadnjo komponento. Matrika U po
Gaussovi eliminaciji

1 1 1 1
A=|1 0| — | 0 -1 |=U
1 1 0 0
pa ima stolpéni prostor
1 1 c1 + co
CU)=Rec1 | 0| 4+ec| -1 |;c,0ERH = —co i cl,c0 €R B
0 0 0

to so vektorji, ki imajo zadnjo komponento enako 0. O¢itno C(A) # C(U).

3.2.2 Reducirana stopnicasta oblika

Iz stopnicaste oblike lahko naredimo Se en korak. Podobno kot smo v podraz-
delku z Gauss-Jordanovo eliminacijo iz polne matrike prek zgornjetrikotne
oblike prisli do diagonalne matrike, lahko iz stopnicaste oblike pridemo do re-
ducirane stopnicaste oblike. To naredimo v dveh korakih:

1. pivotne vrstice delimo s pivotom, da so na koncu vsi pivoti enaki 1,
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2. z odstevanjem mnogokratnika pivotne vrstice od visje lezecih vrstic dose-
zemo, da so vsi elementi nad pivoti enaki 0.

Primer 3.14 V primeru [3.11] smo pravokotno matriko A Ze preoblikovali v
stopnicasto obliko

2] 3 4 5 6 2] 3 4 5 6
A=| 2 35 8 11 |—| 0 0][1] 3 5|=U,
4 6 6 6 4 0 0 0 [2] 2

sedaj pa transformacijo nadaljujemo do reducirane stopnicaste oblike. Najprej
vsako vrstico delimo s svojim pivotom (prvo in tretjo vrstico z 2, v drugi je
pivot ze enak 1)

[1] 3/2 2 5/2 3
u—| o0 o1 3 5|—
0 0

0 1

nato pa eliminiramo Se elemente nad pivoti. Najprej od druge vrstice
odstejemo 3-kratnik tretje vrstice

nato pa od prve vrstice odstejemo 2-kratnik druge vrstice in 2.5-kratnik zadnje

vrstice
3/2 0 0 —7/2
0 0 0 2 | =R.

o o o [1] 1

V reducirani stopnic¢asti matriki R imajo pivotni stolpci 1 na pivotnem me-
stu, drugod same 0. Se veé: kvadratna matrika, sestavljena iz samo pivotnih
stolpcev in pivotnih vrstic, je enotska matrika reda r, kjer je r = rang(A).
Ker je stevilo pivotov v prvotni matriki A, stopnicasti matriki U in reducirani
stopnicasti matriki R enako, imajo vse te matrike isti rang r.

Ce je rang 7 matrike manjsi od Stevila vrstic m, imata stopnicasta oblika
U in reducirana stopnicasta oblika R zadnjih m — r vrstic sestavljenih iz samih
nicel, kar pomeni, da se te vrstice v prvotni matriki dajo zapisati kot linearna
kombinacija pivotnih vrstic. V sistemu linearnih enacb so enacbe, ki ustrezajo
nicelnim vrsticam v stopnicasti obliki razsirjene matrike, linearna kombinacija
prejsnjih enacb in zato pravzaprav odvec.

Podobno velja za stolpce matrike: proste stolpce v prvotni matriki lahko
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vedno zapiSemo kot linearno kombinacijo pivotnih stolpcev. Nobenega od pivo-
tnih stolpcev pa ne moremo zapisati kot linearno kombinacijo ostalih pivotnih
stolpcev.

Posebne resitve in reducirana stopnicasta oblika

Do reducirane stopnicaste oblike matrike A smo prisli v dveh korakih. Najprej
smo matriko A z Gauusovo eliminacijo preoblikovali v stopnicasto obliko U,
nato pa smo po delitvi pivotnih vrstic s pivoti in eliminaciji elementov nad
pivoti izracunali reducirano stopnicasto obliko R. Iz te oblike zlahka preberemo
posebne resitve sistema Rx = 0. Zaradi enostavnosti razlage vzemimo, da je
prvih r stolpcev matrike R pivotnilﬂ Potem reducirano stopnicasto obliko
lahko zapisemo v blo¢ni obliki kot
I F
kjer je I enotska matrika reda r, matrika F' dimenzije r X n — r, nic¢elni matriki

pa imata m — r vrstic ter n in n — r stolpcev. V bloé¢ni obliki lahko zapiSemo
homogen sistem enacb

I F pivotne neznanke
0 0 proste neznanke |’

kar lahko zapisemo tudi kot

pivotne L proste (3.2)
neznanke | neznanke '
Za vrednosti prostih neznank izberemo vsaki¢ eno 1 in ostale 0. Ce vse izbire
po stolpcih zlozimo v matriko, je to enotska matrika: [proste neznanke] = I.

Vstavimo v sistem ((3.2)) pa imamo

[ pivotne } — _FI,
neznanke
od koder takoj dobimo

[pivotne neznanke] = —F .

Ce si za vrednosti prostih neznank izberemo zaporedoma stolpce enotske matrike
reda n — r, so ustrezne vrednosti pivotnih neznank zaporedoma stolpci matrike
—F. Celotno resitev torej lahko zapisemo kot jmatriko nicelnega prostoral

¥ — { —F } r  pivotnih neznank (3.3)

I n —r prostih neznank

1Ce so med pivotne stolpce pomesani prosti stolpci, lahko s preureditvijo vrstnega reda
neznank dosezemo, da so vse pivotne nezananke pred vsemi prostimi. S tem bodo tudi vsi
pivotni stolpci pred vsemi prostimi.
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Ce smo menjali vrsti red neznank (stolpcev v matriki), da smo dobili vse
pivotne stolpce levo od vseh prostih, moramo sedaj spraviti neznanke v prvotni
vrstni red tako, da ustrezno zamenjamo vrstice matrike X. Stolpci matrike X

tako postanejo homogenega sistema Ax = 0.

Splosna resitev homogenega sistema so vse linearne kombinacije posebnih
resitev, torej stolpéni prostor C'(X) matrike ni¢elnega prostora X.
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Primer 3.15 V primeru [3.12] smo nielni prostor matrike

6
11
4

A:

=N N
D W W
S O
Sy Co Ot

poiskali tako, da smo matriko A najprej z Gaussovo eliminacijo preoblikovali
v stopnicasto obliko, sistemati¢no izbrali za vrednosti prostih neznank stolpce
enotske matrike in z obratnim vstavljanjem dobili N(A).

Za isto matriko smo v primeru [3:14] izracunali reducirano stopnicasto obliko

1] 3/2 0o 0o -7/2
R=|0 0 [1] 0 2

o o o [1] 1

Da bi v matriki R pivotne stolpce postavili pred proste, moramo neznanke
[x1 o @3 x4 5] preurediti v [z1 23 T4 T2 x5], s tem se tudi vrstni red stolpcev
v matriki R spremeni v

0 0 3/2 —7/2
0 0 0 2
0 0 0 1

Prvi trije (pivotni) stolpci sestavljajo enotsko matriko, zadnja dva (prosta)
pa matriko F'. Tako dobimo

—3/2 7/2

0 -2
SRRE
1 0

0 1

Da bi dobili resitev kot v primeru [3.12] moramo le Se urediti spremenljivke
v pravi vrstni red, kar dosezemo, Ce predzadnjo vrstico prestavimo takoj za
prvo vrstico, tako da je matrika nicelnega prostora

—-3/2 7/2

1 0

X= 0 -2
0 -1

0 1

To lahko preverimo tako, da izracunamo produkt RX.

Poglejmo si Se en primer.
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Primer 3.16 Tokrat pois¢imo nicelni prostor (torej resitve homogenega si-
stema Ax = 0) matrike

S
Il
DD U W N
= 00 Ut W N
—_
N W O O

11 1

Najprej izracunamo stopnicasto obliko U, potem pa Se reducirano stopnicasto
obliko R

2 2 4 [2] 2 4 2] 2 4 10 1
3 3 6 0 0 0 0o [1] 1 01 1
4 5 9| — 01 1(—| 0o o0o0]|]—/[000
5 8 13 0 3 3 0 0 0 00 0
6 11 17 05 5 0 0 0 0 0 0

A— U— R

Rang matrike je enak 2, torej imamo 2 pivotni in eno prosto neznanko. Po-
sebno resitev lahko izracunamo (kot v primeru [3.12) iz stopnicaste oblike U
z obratnim vstavljanjem ali pa (kot v primeru z reducirane stopnicaste
oblike R. V obeh primerih dobimo isto matriko nic¢elnega prostora

-1
X=1 -1
1

3.3 Nehomogeni pravokotni sistemi

Nehomogeni sistemi linearnih ena¢h se nekoliko razlikujejo od homogenih siste-
mov. Medtem ko je nic¢elni vektor 0 vedno resitev homogenega sistema Ax = 0,
nic¢elni vektor nikoli ni resitev nehomogenega sistema Ax = b. Prav tako line-
arna kombinacija dveh resitev nehomogenega sistema ni resitev tega nehomoge-
nega sistema enacbe, kar pomeni, da resitve nehomogenega sistema enacb niso
vektorski podprostor. Se ve¢: nehomogen sistem mogoce sploh nima resitve. To
se zgodi (glej izrek natanko tedaj, kadar desna stran b & C(A).

Vsekakor je pametno matriko sistema preoblikovati v stopnicasto obliko, to
pomeni, da bomo pri reSevanju sistema Ax = b uporabili Gaussovo eliminacijo.
Za razliko od homogenega sistema, kjer imamo na desni strani ni¢le in nam ni
treba skrbeti zanje, saj vemo, da se med Gaussovo eliminacijo ne bodo spre-
minjale, moramo pri nehomogenih sistemih iste operacije, kot jih izvajamo nad
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vrsticami matrike, izvajati tudi nad desnimi stranmi. To pomeni, da je pametno
Gaussovo eliminacijo narediti nad [razsirjeno matriko| [4|b].

Ce je b € C(A), je linearni sistem Ax = b resljiv. Ima lahko eno samo
resitev (pravimo, da je sistem enoli¢no resljiv) ali pa neskonéno resitev. Splosna
resitev nehomogenega sistema vsebuje ni¢ ali ve¢ parametrov tako, da lahko z
vsemi moznimi vrednostmi parametrov dobimo vse resitve sistema. Partikularna
reditev je ena izmed resitev, torej (fiksni) vektor x,, da je Ax, = b.

Poglejmo si najprej na primeru, kako lahko izra¢unamo resitve nehomoge-
nega sistema linearnih enacb.

Primer 3.17 Izracunajmo resitve sistema enacb

2x1 + 3xo + 43 + Sy + 625
2x1 + 3x9 + dx3 + 8xy + 1l =
4z + 629 + 623 + 624 + 425 = 9

Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo nad razsirjeno matriko

2] 3 4 5 6|7 2] 3 4 5 6| 7
A=|2 35 8 118 —| 0 0 [1] 3 5| 1|—
4 6 6 6 49 0 0 —2 —4 -8|-5
2] 3 4 5 6] 7
0o 0 [1] 3 5| 1|=U
0 0 0 [2] 2|-3

Zadnja neznanka je prosta, zato njeno vrednost lahko poljubno izberemo, na
primer x5 = c¢;. Iz zadnje enacbe lahko izra¢unamo z4 = —3/2 — ¢, iz
predzadnje pa 3 = 11/2 — 2¢;. Neznanka x5 je prosta, zato njeno vrednost
lahko poljubno izberemo, na primer x5 = c3. Ostane Se prva enacba, iz katere
izra¢unamo 1 = 15/4 + Teq /2 — 3ea/2.

Resitev zapiSimo Se v vektorski obliki

—15/4+7c1/2 — 3¢/2 ~15/4 7/2 ~3/2
Co 0 0 1
X = 11/2 — 2¢1 = 11/2 | +e1 | =2 | +e 0
—3/2 -1 —3/2 -1 0
€il 0 1 0

Splosna resitev je sestavljena iz dveh delov. Prvi del splosne resitve je vektor
[-15/4 0 11/2 —3/2 0]T, ki je sam po sebi reitev zgornjega nehomogenega
sistema enacb (preveri!). Drugi del resitve pa je linearna kombinacija dveh
posebnih resitev homogenega sistema Ax = 0 (tudi to preveri!).
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Vzorec, ki smo ga opazili v primeru [3.17] velja pri vseh sistemih linearnih
enach.

0(0,0)
N(4)

Slika 3.2: Splosna resitev (zelena ravnina) nehomogenega sistema Ax = b je
nic¢elni prostor (modra ravnina) N(A), premaknjen za partikularno reitev x,

Izrek 3.13 Splosna resitev X nehomogenega sistema linearnih enacb Ax = b
Jje vsota[partikularne resitve|x, nehomogenega sistema in splosne resitve N (A)
homogenega sistema Ax = 0 (slika

X =x,+N(4).

Dokaz: Naj bo x,, neka resitev nehomogene enacbe Ax = b in N(A) nicelni
postor matrike A. Potem je za vsak x;, € N(A) tudi x, + x;, reditev enacbe
Ax = b, saj je

A(xp +xp) = Ax, + Axp, =b+0=Db.

Po drugi strani pa velja: ¢e je x poljubna resitev enacbe Ax = b, je razlika
X — X, v nicelnem prostoru matrike A, saj je

Alx—x,) =Ax - Ax,=b—-b =0,
torej lahko x zapiSemo kot x = x, + x5, za neki x;, € N(A4).
Omenili smo ze, da resitve nehomogenega sistema enacb niso vektorski pod-

prostor. Iz izreka |3.13| pa lahko ugotovimo, da mnozica reSitev nehomogene
enacbe ni dale¢ od vektorskega prostora: ¢e vsem resitvam odstejemo neko (fi-
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ksno) resitev, dobimo nicelni prostor N(A) (slika [3.2).

3.3.1 Razvrstitev enacb glede na dimenzijo in rang ma-

trike

Za konec teme o sistemih linearnih enac¢h si poglejmo Se, kako so resitve sistema
odvisne od stevila enac¢b, stevila neznank in od ranga matrike sistema.

ReSujemo sistrem Ax = b. Matrika A naj ima m vrstic (sistem ima prav
toliko ena¢b) in n stolpcev (sistem ima prav toliko neznank), njen rang pa naj bo
rang(A) = r. Iz same definicije ranga matrike (deﬁnicija smo Ze ugotovili
(izrek [3.11)), da za rang matrike veljata omejitvi 7 < m in r < n.

Definicija 3.14

1.

Visoka in ozka matrika (m > n) ima poln stolpéni rang, kadar je
rang(A) = n;

Nizka in $iroka matrika (m < n) ima poln vrstiéni rang, kadar je
rang(A) = m;

. Kvadratna matrika (n = m) ima poln rang, kadar je rang(A) = m = n.

Poglejmo si vsakega od teh primerov posebe;j.

Sistemi polnega stolpCnega ranga

Izrek 3.15 Za vsako matriko A s polnim stolpénim rangom r = n < m, velja:

1.
2,

Vsi stolpci A so pivotni stolpci;

Sistem enachb Ax = 0 nima prostih neznank, zato tudi nima posebnih
resitev;

Nicelni prostor N(A) vsebuje le nicelni vektor N(A) = {0};

Kadar ima sistem enachb Ax = b regitev (kar ni vedno res!), je resitev
ena sama;

Reducirana vrsticna oblika matrike (A) se da zapisati kot

I n X n enotska matrika
R = = . o .
0 m — n vrstic samih nicel
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Dokaz:

1.

Ce je rang(A) = n (definicija , imamo n pivotov, torej n pivotnih
stolpcev.

. Ker je n pivotnih stolpcev, ni nobenega prostega stolpca, torej nobene

proste neznanke. Tako tudi posebnih resitev ni.

. Ker ni posebnih regitev, ima homogen sistem Ax = 0 le nicelno resitev

0.

Splosna resitev nehomogenega sistema Ax = b je vsota partikularne
reSitve nehomogenega sistema in splosne resitve ustreznega homogenega
sistema Ax =0 (izrek. Ker ima homogen sistem le nicelno resitev,
ima nehomogen sistem kve¢jemu eno resitev.

. Ker je n pivotov, je tudi n pivotnih vrstic in zato m — n vrstic samih

nicel. Preostanek matrike je obrnljiva matrika dimenzije n x n, katere
reducirana stopnicasta oblika je enotska matrika.
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Primer 3.18 Vzemimo matriko

=W N =
S Ot = W

1. Da bi ugotovili stevilo pivotnih stolpcev (ali so res vsi?) za¢nimo z
Gaussovo eliminacijo

3

5] | —o.

0
0

[=]

w

OODH
Bl

Res sta oba stolpca pivotna.
2. Prostih stolpcev ni.
3. Edina resitev homogenega sistema Ax = 0 je nicelni vektor.

4. Za vektor desnih strani b = [4 3 7 9 |7 sistem Ax = b nima nobene
resitve (preveri!), za vektor [4 3 8 10]7 pa je edina resitev x = [1 1]
(preveri!)

5. Izracunajmo Se reducirano stopnicasto obliko

I ] 1 ] o
U:O—>O—>O:R.
0 O 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0
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Sistemi polnega vrsticnega ranga

Izrek 3.16 Za vsako matriko A s polnim vrsticnim rangom r = m < n velja:

1. Vse wvrstice so pivotne, ni prostih vrstic in U (stopnicasta oblika) in R
(reducirana stopnicasta oblika) nimata nicelnih vrstic.

2. Sistem enacb Ax = b je resljiv za vsak vektor b.

3. Sistem Ax = b ima n—1r = n—m prostih neznank, zato tudi prav toliko
posebnih resitev.

4. Stolpéni prostor C(A) je ves prostor R™.

Dokaz:

1. Ce je rang(A) = m (definicija[3.10)), imamo m pivotov, torej m pivotnih
vrstic. Nobena vrstica torej ni prosta in stopnicasta oblika in reducirana
stopnicasta oblika ne moreta imeti vrstic s samimi ni¢lami.

2. Ker v stopnicasti obliki U ni nobene ni¢elne vrstice, lahko ne glede na
vrednosti desnih strani resimo vse enacbe z jobratnim vstavljanjem}

3. Ker je m pivotov, je tudi m pivotnih neznank, torej ostane n —m prostih
neznank. Ker posebne resitve izbiramo tako, da je vedno ena od prostih
neznank enaka 1, ostale pa 0, dobimo n — m posebnih resitev.

4. Ker je sistem enacb Ax = b resljiv za vsak vektor b, lahko vsak vektor
b € R™ zapiSemo kot kombinacijo stolpcev matrike A.

Ker je pri sistemih ena¢b s polnim vrsti¢nim rangom (r = m < n) enacb
manj kot neznank in reSitev vedno obstaja, take sisteme imeujemo poddoloceni
sistems.
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Primer 3.19 Naj bo A transponirana matrika iz primera [3.1§]

T

=W N =
S O = W
I
| ——|
w =
= N
ot W
S
—_

Pois¢imo resitve sistema enacb Ax = [by bo]7.

1. Naredimo Gaussovo eliminacijo (dovolj bo en korak) na razsirjeni ma-
triki

234b1} 1] 2 3 4 by
{3156 Tl 0 [B] -4 —6|b—3b |

Imamo dva pivota, poln vrsti¢ni rang, dve pivotni vrstici in nobene
b )
proste. Stopnicasta oblika nima nobene nicelne vrstice.

2. Resitev sistema obstaja: za prosti spremenljivki lahko izberemo vredno-
sti z3 = 0 in x4 = 0. Iz zadnje enacbe —5xy = by — 3b; izracunamo
To = % — _sz in nato iz prve enacbe x1 + 2x5 = by pa x1 = _Tbl + %

Resitev torej obstaja za vse vrednosti b; in bs.

3. Eno posebno resitev dobimo, ¢e si izberemo vrednosti prostih spremen-
ljivk 3 = 1 in 4 = 0, drugo pa za vrednosti z3 = 0 in 24 = 1. SploSno
resitev lahko bralec izracuna sam.

4. Stolpéni prostor matrike A je mnozica vseh linearnih kombinacij stolp-
cev matrike A, vendar zZe vse linearne kombinacije prvih dveh stolpcev
[1 3] in [2 1] pokrijejo celo ravnino R?, saj prva dva stolpca nista

Licalilal
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Kvadratni sistemi polnega ranga

Izrek 3.17 Za vsako kvadratno matriko A polnega ranga (rang(A) = m = n)

velja:
1.
2.

Reducirana vrstiécna oblika matrike A je enotska matrika.

Sistem enacb Ax = b ima natancéno eno resitev za vsak vektor desnih
strani b.

Matrika A je obrnljiva.

. Nicelni prostor matrike A je samo nicelni vektor N(A) = {0}.

Stolpcni prostor matrike A je cel prostor C(A) = R™.

Dokaz: Naj bo A kvadratna matrika reda n in r = rang(A) = n.

1.

Matrika A ima rang n, torej je m pivotov. Vsaki vrstici in v vsakem
stolpcu je po en pivot. Z zamenjavo vrstic lahko dosezemo, da so pivoti
na diagonali. Stopnicasta oblika matrike je zgornjetrikotna (definicija
, v reducirani stopnicasti obliki so vsi pivoti enaki 1 in vsi elementi
v matriki nad pivoti enaki 0.

. Matrika ima poln vrstiéni rang, zato (izrek|3.16)) ima sistem enacbh Ax =

b vedno resitev. Ker je matrika tudi polnega stolpénega ranga (izrek
3.15]), sistem Ax = b ne more imeti ve¢ kot eno resitev. Torej ima vedno
natanko eno resitev.

3. Naj bo e; i-ti stolpec enotske matrike. Ker imajo vsi sistemi enacbh
Ax; = e; natanko eno resitev, za matriko X = [x; X2 ---X,] velja, da
je AX enotska matrika, torej je X inverz matrike A, ki je zato obrnljiva.

4. Ker je A polnega stolpénega ranga (izrek|3.15]), ima sistem enach Ax = 0
le nicelno resitev.

5. Ker ima matrika A poln vrstiéni rang, je (izrek [3.16]) stolpéni prostor
C(A) cel prostor R™.

Povzetek

Se enkrat na kratko poglejmo moznosti, ki jih imamo pri resevanju sistemov
linearnih enacb. Kadar resujemo sistem Ax = b, je Stevilo resitev odvisno od
Stevila enacb m, Stevila neznank n in ranga matrike r. Imamo v glavnem §tiri
moznosti:
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1. m = n = r matrika A je kvadratna in obrnljiva, polnega ranga, C'(A) =
R™ in N(A) = {0}. To je najbolj pogost in zato zelo pomemben primer.
[Reducirana stopnicasta oblikal je R = I. Enac¢ba Ax = b ima vedno na-
tan¢no eno resitev. Podrobno smo take sisteme obravnavali v[2] poglavju.

2. r = m < n matrika je Siroka in nizka, polnega vrsti¢nega ranga, C(A) =
R™. [Reducirana stopnicasta oblikal je R = [I F] (obi¢ajno je potrebno
spremeniti vrstni red neznank, sicer so stolpci matrik I in F' premesani).
Enacba Ax = b ima vedno neskon¢no mnogo resitev, dobimo jih kot
vsoto [partikularne resitve| in linearne kombinacije n — r posebnih resitev

homogene enatbe Ax = 0. Take sisteme smo podrobeje obravnavali v
razdelku

3. r = n < m matrika je ozka in visoka, polnega stolpcnega ranga, N(A) =

{0}. |Reducirana stopnicasta oblikal je R = é . Enatba Ax = b ima
eno resitev ali pa nobene. Take sisteme smo podrobneje obravnavali v
razdelku 3.2

4. r < nin r < m matrika ni polnega ranga. To je teoreti¢no najbolj splosen
I F

0 0 }

(obi¢ajno je potrebno spremeniti vrstni red neznank, sicer so stolpci matrik

I in F premesani). Ena¢ba Ax = b ni resljiva ali pa ima neskon¢no mnogo

resitev, dobimo jih kot vsoto [partikularne resitve]in linearne kombinacije

n — r posebnih resitev homogene enatbe Ax = 0.

in najbolj redek primer. [Reducirana stopnicasta oblikal je R = [

3.4 Linearna neodvisnost, baze, dimenzije

Ta razdelek je pomemben, ker bomo v njem odgovorili na vprasanje o ”veliko-
sti” vektorskih prostorov in podprostorov. Za dobro definicijo ”velikosti” vek-
torskega prostora bomo potrebovali "neodvisne” vektorje. Ko bomo sestavljali
"ogrodje” vektorskega prostora, to je mnozica vektorjev, ki prostor,
bomo neodvisnost potrebovali, da bo ogrodje ”baza” prostora. Stevilu vektorjev

v bazi bomo rekli ”dimenzija” prostora in to je dobra mera za velikost prostora.

3.4.1 Linearna neodvisnost vektorjev

Intuitivno bi lahko rekli, da so vektorji v mnozici {x1, X2, ...,X,} "neodvisni”,
kadar nobenega izmed njih ne moremo izraziti kot linearno kombinacijo ostalih
vektorjev v tej mnozici. Da bi se izognili tezavam z nicelnim vektorjem, pa je
bolj korektna naslednja definicija.
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Definicija 3.18 Vektorji x1,...,%X, so linearno neodvisni, ce je
0x1 4+ 0x5 + - - - + 0x,,

edina njihova linearna kombinacija, ki je enaka vektorju 0.
Vektorji x1, . ..,X, so linearno odvisni, ¢e niso linearno neodvisni.

7 drugimi besedami: e so vektorji x;, ¢ = 1,...,n linearno neodvisni, je

oX] +asXg+ -+ apx, =0

samo tedaj, ko so wsi skalarji «; enaki nic.

Posledica 3.19 Ce so vektorji odvisni, lahko vsaj enega izrazimo z ostalimi.

Dokaz: Ce so vektorji x1,...,X, linearno odvisni, potem obstaja vsaj ena
njihova linearna kombinacija, da je

a1X1] +aoXo + -+ apx, =0, (3.4)

kjer niso vsi a; enaki 0. Brez skode na splosnosti lahko predpostavimo, da je
a1 # 0. Potem lahko enacbo (3.4]) delimo z a4 in vektor x; izrazimo z ostalimi

Poglejmo si nekaj primerov linearno neodvisnih in linearno odvisnih vektor-
jev.
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Slika 3.3: Ce sta vektorja u in v iz prostora R? nekolinearna, sta tudi linearno
neodvisna

Primer 3.20 Najprej poglejmo vektorje v ravnini.

1. Naj bo u € R2. Ali sta vektorja u in v = 2u odvisna ali neodvisna?

Ker je linearna kombinacija 2u + —1v = 0, sta vektorja u in v odvisna.

2. Ali sta vektorja u € R? in 0 € R? linearno neodvisna?

Ker je linearna kombinacija Ou 4+ c0 = 0 za vsak ¢ € R, sta vektorja
odvisna.

3. Naj bosta u in v dva vektorja v prostoru R2?. Ali sta
linearno odvisna ali neodvisna (slika|3.3))?

Koliko sta lahko koeficienta linearne kombinacije a = zju + zov, da
bo enaka a = 0?7 Ker je dolzina vektorja zov sorazmerna oddaljenosti
vektorja a od premice, na kateri lezi vektor u, vektor O pa lezi na tej
premici, mora biti zo = 0, kar pomeni, da je a = z7u. Sedaj je pa jasno,
da mora biti tudi ;3 = 0. Linearna kombinacija dveh nekolinearnih
vektorjev v R? je torej enaka 0 samo ée sta oba koeficienta linearne
kombinacije enaka 0, torej sta vektorja neodvisna.
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4. Vektorji u, v in w naj bodo iz R%n naj ne lezijo na isti premici. Ali so
lahko linearno neodvisni?

Tri vektorje zlozimo v stolpce matrike A
A— [ Uy V1 wy }
U2 V2 W2

pa lahko linearno kombinacijo treh vektorjev zapisemo kot produkt ma-
trike A z vektorjem koeficientov linearne kombinacije

iU+ 19V + x3W = AX.

Vektorji so linearno neodvisni, kadar ima edina njihova kombinacija,
ki je enaka vektorju 0 vse koeficiente z; enake 0 (definicija , kar
pomeni, da mora sistem linearnih enacb Ax = 0 samo nicelno resitev,
torej mora imeti matrika A v ni¢elnem prostoru le vektor 0. Vendar
ima matrika A tri stolpce in le dve vrstici, torej je njen rang kvec¢jemu
2 (izrek . Zato ima vsaj en prosti stolpec in sistem enacb Ax = 0
ima neniéelne resitve. Zato trije vektorji v R? ne morejo biti neodvisni.

Iz prve totke primera lahko sklepamo, da sta dva kolinearna vektorja
vedno linearno odvisna, pa tudi ve¢ja mnozica vektorjev je linearno odvisna,
kadar vsebuje par kolinearnih vektorjev. Iz 3. tocke pa lahko ugotovimo, da sta
dva nekolinearna vektorja linearno neodvisna. Zanimiva posledica druge tocke

pa je

Izrek 3.20 Ce je med vektorji uy, ..., u, tudi nicelni vektor, so vektorji li-
nearno odvisni.

Dokaz: V linearni kombinaciji vektorjev, med katerimi je tudi nicelni vektor,
je lahko koeficient pri 0 razlicen od 0, vsi ostali pa enaki 0, da dobimo rezultat
0, torej so vektorji odvisni.

Tudi zadnjo to¢ko primera lahko posplosimo.

Izrek 3.21 Vsaka mnoZica n vektorjev iz R™ je odvisna, kadar je n > m.

Dokaz: n vektorjev iz R™ lahko po stolpcih zlozimo v matriko A reda m x
n, m < n. Sistem ena¢h Ax = 0 ima rang manjsi od n, zato (izrek ima
n — rang(A) > 0 prostih neznank, torej ima nenicelne resitve. Zato je tudi
linearna kombinacija Ax stolpcev matrike A lahko enaka 0, ne da bi bili vsi
koeficienti x; enaki 0.
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V dokazu izreka smo vektorje kot stolpce zlozili v matriko. Pogosto pa
ravnamo tudi obratno: na stolpce matrike gledamo kot na vektorje. Tako smo
spotoma dokazali tudi

Posledica 3.22 Stolpci matrike A so linearno neodvisni natanko tedaj, ko
ima homogena enacba Ax = 0 edino resitev x = 0.

Ker poznamo lastnosti matrik s polnim stolpénim rangom (izrek 3.15)), lahko
z lahkoto preverimo tudi, da velja

Posledica 3.23 Kadar je rang(A) = n, so stolpci matrike A € R™*™ line-
arno neodvisni.
Kadar je rang(A) < n, so stolpci matrike A € R™*™ linearno odvisni.

Podobno kot velja za vrstice, velja tudi za stolpce matrike.

Posledica 3.24 Kadar je rang(A) = m so vrstice matrike A € R™*"™ line-
arno neodvisne.
Kadar je rang(A) < m so vrstice matrike A € R™*™ linearno odvisne.

Dokaz: Posledico uporabimo na matriki AT

3.4.2 Vektorji, ki napenjajo podprostor

Naj bodo vektorji x1,...,Xx, iz vektorskega prostora V. Vprasamo se lahko,
kateri podprostor prostora V je "najmanjsi” podprostor, ki vsebuje vse vektorje
X1, Xp -

Ze v podrazdelku smo zapisali, da mnozica vektorjev x1,...,x,

vektorski prostor U natanko tedaj, ko je vsak vektor iz U linearna kombinacija
vektorjev x1,...,X,. Vektorji, ki napenjajo podprostor so ogrodje podprostora
U, podprostor U pa je[linearna Iupina)vektorjev X1, . . ., X,,. Tako stolpci matrike
A razpenja stolpéni prostor C(A). Podobno lahko definiramo tudi za vrstice
matrike.

Definicija 3.25 Vrstiéni prostor matrike A je podprostor v R™, ki ga
razpenjajo vrstice matrike A.
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Posledica 3.26 Vrsticni prostor matrike A je C(AT), stolpéni prostor ma-
trike AT

Dokaz: Vrstice matrike A so stolpci matrike A7

Vrstiéni prostor C'(AT) matrike A je torej mnozica vseh linearnih kombinacij
vrstic matrike A, ko jih zapiSemo kot (stolpéne) vektorje.

3.4.3 Baza vektorskega prostora

Koncepta, ki smo ju srecali v prej$njih dveh razdelkih, sta si deloma v nasprotju.
Mnozica neodvisnih vektorjev bo Se vedno neodvisna, tudi ¢e ji kaksen vektor
odvzamemo. Nasprotno pa lahko postane odvisna, ¢e ji vektor dodamo. Torej je
za neodvisnost bolje, da imamo ¢im manj vektorjev. Nasprotno pa, ¢e mnozici
vektorjev, ki napenja podprostor, kaksen vektor odvzamemo, mogoce ne bo vec
napenjala celega podprostora. Ni¢ pa ne skodi, ¢e ji dodamo kakSen vektor iz
podprostora.

Primer 3.21 Dva vektorja ne moreta napenjati prostora R?; tudi ¢e sta ne-
odvisna, dologata samo ravnino v R3. Po drugi strani §tirje vektorji, tudi ce
napenjajo prostor R?, ne morejo biti neodvisni. V tem prostoru je najmanjse
ogrodje, ki ga sestavljajo trije linearno neodvisni vektorji.

Definicija 3.27 Baza vektorskega prostora je mmnoZica vektorjev, ki
1. je linearno neodvisna in

2. napenja cel prostor.

Kombinacija teh dveh lastnosti je v linearni algebri klju¢na. Vsak vektor x iz
vektorskega prostora V' je linearna kombinacija baznih vektorjev vq,..., v, ker
bazni vektorji napenjajo cel prostor V. Velja Se ve¢: zaradi linearne neodvisnosti
baznih vektorjev je taka linaearna kobinacija ena sama.

Posledica 3.28 Vsak vektor iz vektorskega prostora lahko na en sam nacin
izrazimo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev.
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Dokaz: Naj bo x vektor iz vektorskega prostora V, v katerem so vektorji
Vi,...,Vy, baza. Ker so baza, je vsak vektor iz V', tudi x, njihova linearna
kombinacija, na primer

X=cVy+--+cpvy,.

Vzemimo, da lahko vektor x zapiSemo kot linearno kombinacijo baznih vek-
torjev v; Se na kak drug nacin, na primer

X=d1vy+- - +d,v,.
Ce ti dve enacbi odstejemo, dobimo
0= (Cl _dl)V1+"'+(cn_dn)vna

kar pa pomeni, ker so bazni vektorji linearno neodvisni, da so vsi koeficienti
c; —d; enaki 0, torej so vsi ¢; = d;, zato je razvoj po baznih vektorjih en sam.

Kako dobiti bazo vektorskega prostora?

Primer 3.22 Pois¢imo baze prostorov R? in R3:

1. V vektorskem prostoru R? vektorjev v ravnini sta baza vektorja

<[] = -[2)

2. Tudi v prostoru R3 je enostavno poiskati bazne vektorje

1 0 0
i=[0]|, j=|1| in k=0
0 0 1

V vsakem prostoru R™ je najbolj obi¢ajna baza (ne pa edina) sestavljena iz
stolpcev Taki bazi pravimo standardna baza.

Kako pa lahko preverimo, ¢e je neka mnozica vektorjev baza? Odgovor nam
daje naslednji izrek.

Izrek 3.29 Vektorji xi,...,%X, so baza prostora R™ natanko tedaj, kadar je
matrika, sestavljena iz stolpcev X1, .. .,Xy, obrnljiva.

Dokaz: Naj bo A obrnljiva matrika. Stolpci matrike A so linearno neodvisni,
ker je edina resitev sistema enacb Ax = 0 nicelni vektor x = A~10 = 0.

Stolpci tudi napenjajo cel prostor R™, ker je sistem Ax = b resljiv za vsak
b.



3.4. LINEARNA NEODVISNOST, BAZE, DIMENZIJE 129

Posledica 3.30 Prostor R™ ima za n > 0 neskoncno mnogo razlicnih baz.

Poglejmo Se nekaj baz razlicnih vektorskih podprostorov.

Primer 3.23
e Stolpci enotske matrike so baza (standardna baza) prostora R™;
e Pivotni stolpci matrike A so baza stolpénega prostora C'(A);
e Pivotne vrstice matrike A so baza vrsti¢nega prostora C'(AT);

e Baza vrstitnega prostora matrike A so tudi pivotne vrstice njene redu-
cirane stopnicaste oblike R.

Kako poiskati bazo podprostora, ki ga napenja mnozica vektorjev? Poglejmo
kar na primeru.

Primer 3.24 Oglejmo si naslednji problem: imamo n vektorjev iz prostora
R™. Kako pois¢emo bazo podprostora, ki ga ti vektorji napenjajo?
Dani naj bodo vektorji iz prostora R3

1 3 1 0
X1 = 0 Xo = 2 X3 = 2 Xy = 2
1 1 —1 —2
Is¢cemo bazo (najmanjSega podprostora, ki vsebuje vse Stiri

vektorje).

Pravzaprav iS¢emo bazo stopénega prostora C(A) matrike A, katere stolpci
so ti vektorji. Bazni vektorji stolpénega prostora so pivotni stolpei (ker so
pivotni stolpci med seboj neodvisni in ker proste stolpce lahko zapisemo kot
linearno kombinacijo pivotnih stolpcev), zato matriko A v Gaussovo elimina-
cijo preoblikujemo v stopnicasto obliko

10

2 2|1 —1 0
-1 -2 0 O

—_

=]

—_

10
2 2
0 0

== O
— N W

Pivotna stolpca sta prvi in drugi, baza podprostora sta vektorja x; in Xs.
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3.4.4 Dimenzija vektorskega prostora

Ugotovili smo Ze, (posledica[3.30]) da ima vsak vektorski prostor, razen prostora,
ki vsebuje le vektor 0, veliko baz, vendar velja

Izrek 3.31 Ce sta mnozici vektorjev {vi,..., vy} in {uy,...,u,} obe bazi
istega vektorskega prostora, potem je m = n.

Povejmo Se drugace: wvse baze istega vektorskega prostora imagjo isto Stevilo
vektorjev.

Dokaz: Denimo, da imamo v vektorskem prostoru V dve bazi, vi,...,v,
in uy,...,u, tako, da je n > m. Pokazali bomo, da nas taka predpostavka
pripelje do protislovja.

Ker vektorji v; sestavljajo bazo, lahko vektor u; zapisemo kot njihovo linearno
kombinacijo uy = a11vi+- -+ am1Vm, to je prvi stolpec matri¢cnega produkta
VA

aix  ccc QAin
U[uluQ...un]{vva...vm] : : =VA.

Am1  *°° Omn

Ostali stolpci so linearne kombinacije, ki so enake ostalim vektorjem u;. Ma-
trika A ima torej ve¢ stolpcev kot vrstic, zato ima sistem enach Ax = 0
reSitve x, razliéne od 0. Vzemimo eno tako reSitev in izracunajmo V Ax = 0,
kar je isto kot Ux = 0, kar pomeni, da je linearna kombinacija vektorjev u;
enaka 0, torej vektorji uy, ..., u, niso linearno neodvisni, kar je v protislovju
s predpostavko, da sestavljajo bazo prostora.

Ker do podobnega protislovja pridemo tudi pri predpostavki, da je n < m,
nam ostane le moznost, da je m = n.

Ker imajo vse baze istega vektorskega prostora isto Stevilo vektorjev, je to
§tevilo znacilno za sam prostor.

Definicija 3.32 Dimenzija vektorskega prostora je Stevilo baznih vektorjev.

Dimenzijo vektorskega prostora V' bomo zapisali kot dim(V'). Oglejmo si,
kaksno dimenzijo imata stolp¢ni in vrsti¢ni prostor matrike.

Posledica 3.33 Dimenziji stolpénega prostora C(A) in wrsticnega prostora
C(AT) sta enaki rangu matrike A

dim(C(A)) = dim(C(AT)) = rang(A).
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Dokaz: V primeru [3:24] smo ze ugotovili, da pivotni stolpci sestavljajo bazo
stolpénega prostora C(A). Ker je pivotnih stolpcev prav toliko kot pivotov,
je (definicija dimenzija C(A) enaka rang(A).

Za vrstiéni prostor velja isti sklep za transponirano matriko A”.

Koliko pa je dimezija nicelnega prostora N(A)?

Izrek 3.34 Dimenzija nicelnega prostora N (A) matrike A zn stolpci in ranga
r je enaka dim(N(A)) =n —r.

Dokaz: Stevilo neodvisnih resitev homogenega sistema enach Ax = 0 je
enako Stevilu prostih stolpcev, to pa so vsi stolpci razen pivotnih, torej n —r.

Poglejmo si Se dimenzije nekaterih matri¢nih prostorov.

Primer 3.25

1. Prostor vseh 2 x 2 matrik ima dimenzijo 4. Ena izmed moznih baz je

10 0 1 0 0 0 0
m=loo]m=[oo] m=[V 5] 0 V]

Matrike E7, Fo, E3 in E4 so linearno neodvisne — zakaj?

Po drugi strani pa vsako matriko z dvema vrsticama in dvema stolp-
cema lahko zapisemo kot linearno kombinacijo matrik Fy, E5, F3 in Ejy.
Tako sta obe zahtevi iz definicije [3.27] izpolnjeni, zato te Stiri matrike
sestavljajo bazo. Zaradi definicije je dimenzija tega prostora enaka
dim(R%%2) =4

2. Dimenzija podprostora zgornjetrikotnih 2 x 2 matrik je 3. Za bazo
podprostora lahko vzamemo F,, E5 in Ej.

3. Tudi dimenzija prostora simetricnih 2 x 2 matrik je 3. Mozna baza je
El, E2 + E3 in E4.

4. Dimenzija prostora diagonalnih 2 x 2 matrik je 2. Bazni matriki sta F;
in E4.

3.4.5 Stirje osnovni podprostori matrike

Naj bo A neka matrika. Dobro ze poznamo stolpéni prostor C(A) (definicija

3.4) in nicelni prostor N(A) (definicija [3.7). Omenili smo ze tudi
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C(AT), ki ni ni¢ drugega kot stolpéni prostor matrike A”. Ce tem trem
prostorom dodamo $e nicelni prostor transponirane matrike N(A”), ki ga bomo
imenovali levi nicelni prostor matrike A, bo slika zaokrozena.

Preden nadaljujemo, moramo Se razloziti pomen izraza ”levi nic¢elni prostor”.
Rekli smo, da je to ni¢elni prostor matrike AT, torej mnozica resitev homogenega
sistema enacb ATy = 0. Ko ta sistem enacb transponiramo, dobimo y” A = 07
Levi nicelni prostor matrike A je torej mnozica resitev sistema enacb y” A = 07,
kjer vektor neznank kot vrstico pomnozimo z matriko z leve strani.

Naj bo A matrika z m vrsticami in n stolpci. Njen rang naj bo r. Zanimali
nas bodo stirje osnovni podprostori matrike

1. Stolpéni prostor C(A), ki je podprostor v R™;

2. Vrsti¢ni prostor C(AT), ki je podprostor v R™;

3. Nicelni prostor N(A), ki je podprostor v R™;

4. Levi nicelni prostor N(AT), ki je podprostor v R™.

Sedaj pa ze imamo vse podrobnosti glavnega rezultata tega poglavja.

Izrek 3.35 (Osnovni ozrek linearne algebre, 1. del) Stolpéni prostor
C(A) in vrsti¢ni prostor C(AT) imata oba dimenzijo r. Dimenzija nicelnega
prostora N(A) je n — r, Dimenzija levega nicelnega prostora N(AT) pa je
m—r.

Dokaz: Za stolpéni in vrsti¢ni prostor smo izrek ze dokazali (posledica [3.33)),
za nicelni prostor tudi (izrek , za levi nicelni prostor pa je rezultat isti
kot za nicelni prostor transponirane matrike.

Povejmo Se, kako lahko za vsakega od §tirih osnovnih prostorov matrike iz-
beremo bazo. Naj bo R reducirana stopnicasta oblika matrike A.

1. Baza prostora stolpénega prostora C'(A) so pivotni stolpci matrike A (pri-
mer |3.24). Tukaj ne smemo vzeti pivotnih stolpcev matrike R, ker se
stolp¢ni prostor matrike pri elementarnih vrstiénih operacijah ne ohranja.

2. Baza vrsti¢nega prostora C'(AT) so pivotne vrstice matrike R (ali A). Pri
vrstiénem prostoru je vseeno, ali vzamemo pivotne vrstice matrike R ali A,
saj se vrsti¢ni prostor pri elementarnih vrstiénih operacijah ne spreminja.

3. Baza nicelnega prostora N(A) so posebne resitve homogenega sistema
enacb Ax = 0 (dobimo jih lahko iz matrike R kot v enacbi (3.2)));

4. Pot do baze levega nicelnega prostora N(AT) je nekoliko daljsa. Spo-
mnimo se, kako smo v podrazdelku z Gauss-Jordanovo eliminacijo
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izracunali inverz matrike. Tudi v tem primeru bomo matriko A dopolnili
z enotsko matriko I. Ker matrika A ni obrnljiva, se bomo zadovoljili z
reducirano stopnic¢asto obliko

[Amxn|Im><m] — [Rmxn‘mem} .

Tukaj smo z E oznacili matriko, v katero se je spremenila enotska matrika
I, ko smo matriko A preoblikovali v reducirano stopni¢asto obliko. Zaradi

E[A|l] = [R|E]

je matrika F tista, ki prvotno matriko A spremeni v reducirano stopnicasto
obliko FA = R. ZapiSimo to Se v blo¢ni obliki

kjer smo s simbolom F, oznacili prvih r vrstic matrike E, z F,,_, pa
njenih zadnjih m — r vrstic. Enacbi levega nicelnega prostora yZ A = 07
torej ustreza zadnjih m — r vrstic matrike F.

Recept za bazo levega nicelnega prostora je torej: Izracunamo reducirano
stopnicasto obliko razsirjene matrike [A|I], rezultat je [R|E]. Baza levega
ni¢elnega prostora N (A7) je zadnjih m — r vrstic matrike E, to so vrstice,
ki ustrezajo nic¢elnim vrsticam matrike R.
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Primer 3.26 Pois¢imo baze vseh 4 osnovnih prostorov matrike

A:

DO = =
SN W
S W Ot
ORI

1

Zaradi levega nicelnega prostora N (A7) je najbolje, da izra¢unamo reducirano
stopnicasto obliko razsirjene matrike [A|I]

13 5 1[1 00 1] 0o -1 10|-2 3 0
12 34/010f—|o0 [1] 2 -3|-1 10
2 6 10 2|0 0 1 0 0 0 0[-2 01

Rang matrike je rang(A) = 2.

1. Pivotna stolpca sta prvi in drugi, torej sta baza stolpénega prostora
C(A) vektorja [1 1 2]7 in [3 2 6]T.

2. Pivotni vrstici sta prva in druga, torej lahko za bazo vrsti¢nega prostora
C(AT) vzamemo vektorja [1 35 1]7 in [0 —1 —2 3]T. Lahko bi pa vzeli
tudi prvi dve vrstici reducirane stopnicaste oblike, torej [1 0 — 1 10}
in[012 —3]%.

3. Posebni resitvi homogenega sistema Ax = 0 sta [1 —2 1 0]T in
[-10 3 0 1]T. To je tudi baza nicelnega prostora N(A).

4. Baza levega nicelnega prostora N(AT) je vektor [-2 0 1]T, vrstica, ki
je nadaljevanje zadnje, nicelne vrstice reducirane stopnicaste oblike ma-
trike [A|I].

3.4.6 Matrike ranga 1

Matrike, ki imajo rang enak 1, imajo posebno enostavno obliko in jih v linearni
algebri pogosto uporabljamo kot gradnike, s katerimi lahko sestavimo matrike
vi§jih rangov.

Ce ima matrika rang 1, so vsi njeni stolpci mnogokratniki istega vektorja,
prav tako so vse njene vrstice mnogokratnik iste vrstice, saj imata oba, stolpéni
prostor C'(A) in vrsti¢ni prostor C(A”), dimenzijo 1. Zato je dovolj, da povemo,
kaksna sta prvi stolpec in prva vrstica matrike. S tem so vsi ostali elementi v
matriki natan¢no doloceni.
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Primer 3.27 Zapisimo matriko A ranga 1, ki ima prvi stolpec u = [1 —2 3]T
in prvo vrstico vl =[1 —2 —34]!
Najprej zapiSimo matriko s prvim stolpcem in prvo vrstico

1 -2 -3 4
A=| -2 . . ],
3

nato pa zapolnimo ostale elemente. Druga vrstice mora biti (—2)kratnik prve
(v nasprotnem primeru bi bili vrstici neodvisni in matrika bi imela rang vsaj
2), tretja vrstica pa 3-kratnik prve:

1 -2 -3 4
A= =2 4 6 -8
3 —6 -9 12

Matriko lahko zapisemo tudi kot produkt stolpca in vrstice A = uv?’. Preveri!

Zapis matrike kot produkt stolpca in vrstice velja za vse matrike ranga 1:

Izrek 3.36 Vsako matriko ranga 1 lahko zapisemo kot produkt (stolpénega)

vektorja z vrsticnim vektorjem A =uv’.

Dokaz: Matrike ranga 1 imajo vse vrstice [kolinearne] zato za v’ izberemo
vrstico, ki je kolinearna z vrsticami matrike, vektor u pa vsebuje ustrezne
mnogokratnike.

3.5 Naloge
1. Dani so vektorji
2 1 1 -1
a= i , b= 7‘;’ , €= 7(1) , d= (2) )
2 —4 2 7

Poisci vektor x, ki ustreza enacbi

(a) 2x+3a—b+3d=0;

(b) a+b+c+d=4x;

(¢) 2(a—x)+3(c+x) =0;
(d) b+2x+2(d—x)=0.
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2. Katere izmed naslednjih mnozic so podprostori vektorskega prostora R3*3

kvadratnih matrik reda 37
(a) Vse zgornjetrikotne matrike;

(b) vse diagonalne matrike;

(¢) vse matrike s celostevilskimi elementi;

(d) vse matrike, ki imajo v prvem stolpcu v prvi vrstici stevilo 1;

(e) vse matrike;

(f) vse matrike;
)
)

g) vse matrike, ki imajo v zadnjem stolpcu zadnje vrstice niclo;

h) vse matrike.

3. Naj bo P? vektorski prostor kavdratnih polinomov. Ali je mnozica kva-
dratnih polinomov p(z) = ax? + bx + ¢, za katere je

(
(

(a) a=0

(b) b=0

(¢) a+c=0

(d) a+b=

(e) a=c

(f) a+b+c=0
(g) p(0)=0

(h) p(1) =0

(i) p(0) =1

(3) p(0) +p(1) =0
(k) p(0) +p(1) =1

podprostor v P2?

4. Kateri izmed vektorjev

so elementi stolpénega prostora matrike

1
A=13
5

=N O
[
~

Kako ste to ugotovili?
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5. Poiséi vse vrednosti spremenljivke x, za katere lahko vektor u = [7 —2 z]7

10.

zapiSemo kot linearno kombinacijo vektorjev

2 3 1
a=|[3]|, b=]|7 in c=| —6 |!
5 8 1

V kaksni zvezi je ta naloga s stolpénim prostorom matrike?

. Ugotovi, ali so vektorji

1 2 3 4
1 1 1 . 1
a= |, | b= 3] €= | o in d= 1
1 0 1 1
linearno neodvisni!
.V vektorskem prostoru R? imamo vektorje
1 1 -1
ai=|1|, aa=| -1 ], in az= 2
0 0 -1

(a) Prepricaj se, da so vektorji aj,as in ag baza v prostoru R3.

(b) Poisci koordinate vektorja x =i — 2j 4+ 2k v tej bazi.

. Za matriko

-1 2 -1 3
A= 2 -1 5 =3
0 1 -1 1

izracunaj rang in bazo vseh stirih osnovnih prostorov.

. Naj bo M C R? mnozica takih vektorjev, da je vsota njihovih komponent

enaka 0.

(a) Ali je mnozica M podprostor v R3?

(b) Koliksna je njena dimenzija?

(¢c) Zapisi vsaj eno bazo mnozice M.

(d) Zapisi matriko, katere nicelni prostor je mnozica M.
(e) Kaksen geometrijski objekt predstavlja mnozica M?

Koliko je dimenzija prostora kvadratnih matrik reda 37 Zapisi vsaj eno
bazo tega prostora.

(a) Koliko je dimenzija podprostora zgornjetrikotnih matrik? Zapisi
bazo!

(b) Koliko je dimenzija podprostora simetriénih matrik? Zapisi bazo!
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(c) Koliko je dimenzija podprostora diagonalnih matrik? Zapisi bazo!
11. Koliko je dimenzija prostora kvadratnih matrik reda n?

(a) Koliko je dimenzija podprostora zgornjetrikotnih matrik?
(b) Koliko je dimenzija podprostora simetri¢nih matrik?

(¢) Koliko je dimenzija podprostora diagonalnih matrik?



Poglavje 4

Ortogonalnost

V tem poglavju nas bo zanimala ortogonalnost vektorjev, posebej baznih vek-
torjev, ter njihovih (pod)prostorov. Navadno nam dejstvo, da so vektorji v neki
mnozici ortogonalni, precej olajsa racunanje.

Glavni del tega poglavja (obenem zadnji del obravnave sistemov linearnih
enacb) bo posvecen obravnavi sistemov enach Ax = b, kjer vektor desnih strani
ni v stolpénem prostoru matrike b ¢ C(A). Iz izreka vemo, da tak sistem
enacb sploh nima resitve. Kljub temu, da resitve ni, bomo poskusali dobiti tak
vektor x (tako "resitev”), da bo sistem enacb Ax = b ¢im bolj izpolnjen.

Nato bomo pogledali, kaksne prednosti imajo ortogonalne baze prostorov in
ortogonalne matrike, naucili se bomo konstruirati take baze, spotoma pa bomo
spoznali Se, kako lahko matriko zapisemo kot produkt ortogonalne in trikotne
matrike,

4.1 Ortogonalnost vektorjev in njihovih podpro-
storov

Ze v poglavju smo ugotovili (glej izrek7 da sta dva vektorja u in v iz pro-
stora R™ ortogonalna natanko tedaj, kadar je njun skalarni produkt u’v = 0.
V tem razdelku bomo pojem ortogonalnosti posplosili na ortogonalnost podpro-
storov in posebej pogledali, kako je z ortogonalnostjo $tirih osnovnih matri¢nih
prostorov.

4.1.1 Ortogonalnost podprostorov
Najprej povejmo, kdaj sta dva podprostora ortogonalna.

139
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Definicija 4.1 Podprostora U in V wvektorskega prostora sta med seboj
ortogonalna, ce je vsak vektor u € U ortogonalen na vsak vektor v € V.

Dva podprostora, ki sta med seboj ortogonalna, imata en sam skupni vektor,
to je nicelni vektor 0. Ta vektor je edini, ki je ortogonalen nase, ker je 070 = 0.

Slika 4.1: Premica p in ravnina Y sta pravokotni, sekata se v koordinatnem
izhodiscu.
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Primer 4.1 Podprostori v tridimenzionalnem prostoru R? so
1. nicelni podprostor, ki vsebuje le vektor 0;
2. premice skozi izhodisce;

3. ravnine skozi izhodisce in

=~

. cel prostor R3.
Pri tem velja:
e Nicelni podprostor je vedno ortogonalen na katerikoli drug podprostor.

e Premica s smernim vektorjem u skozi izhodisce je pravokotna na pre-
mico s smernim vektorjem v skozi izhodisce, ¢e sta oba smerna vektorja
ortogonalna u’v = 0, sicer enodimenzionalna podprostora nista orto-
gonalna.

e Premica s smernim vektorjem u skozi izhodisce je pravokotna na ravnino
skozi izhodisce, ki jo dolocata linearno neodvisna vektorja v in w, kadar
je u ortogonalen na oba vektorja v ravnini, v in w. To pomeni, da je u
kolinearen z [vektorskim produktom| v x w (glej sliko [4.1]).

e Dve pravokotni ravnini nista ortogonalna podprostora, tudi kadar sta
med seboj pravokotni, saj se sekata v premici, ki lezi v obeh ravninah.
Nenicelni vektor u, ki dolo¢a smer presecne premice lezi v obeh ravninah
in ni pravokoten sam nase, saj je u’u = ||u||?> > 0 (slika.

Slika 4.2: Dve ravnini skozi koordinatno izhodisce nista ortogonalna podprostora
v R3, eprav sta pravokotni
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4.1.2 Ortogonalnost osnovnih matri¢nih podprostorov

Glavni primeri podprostorov v linearni algebri so osnovni matri¢ni prostori. Za
vsako matriko A se vrsti¢ni prostor C(AT) in nicelni prostor N(A) stikata le
v koordinatnem izhodis¢u 0, prav tako stolpcéni prostor C(A) in levi nicelni
prostor N (AT). Velja pa Se veé:

R™ R™

C(A)

dim =r

Slika 4.3: Dva para ortogonalnih podprostorov matrike A,,x, ranga r

Izrek 4.2 Za vsako matriko A € R™*™ velja:

1. Nicelni prostor N(A) in vrstiéni prostor C(AT) sta ortogonalna podpro-
stora prostora R™;

2. Levi nicelni prostor N(AT) in stolpéni prostor C(A) sta ortogonalna
podprostora prostora R™.

Na sliki so shemati¢no predstavljeni vsi §tirje osnovni prostori matrike
A reda m x n, ki ima rang r, skupaj z njihovimi dimenzijami.



4.1. ORTOGONALNOST VEKTORJEV IN NJIHOVIH PODPROSTOROV143

Dokaz: Za dokaz tocke 1 izreka si oglejmo produkt matrike A s poljubnim
vektorjem x iz nicelnega prostora N(A) matrike A. Zaradi lasnosti prostora
N(A) mora biti Ax = 0. Vsaka vrstica matrike A se v tem sistemu enacb
pomnozi s stolpcem x:

1. vrstica A 0
Ax = : x| =

m-ta vrstica A 0

Prva enacba v tem sistemu trdi, da je skalarni produkt prve vrstice matrike
A in stolpca x enak 0, kar pomeni, da je prva vrstica matrike A ortogonalna
na vektor x, ki spada v nicelni prostor N(A). Ostale enacbe pomenijo, da
so tudi vse ostale vrstice matrike A ortogonalne na x. Zato je x ortogonalen
tudi na vse linearne kombinacije vrstic matrike A, torej na celoten vrsti¢ni
prostor C'(AT). Ker smo za x vzeli poljuben vektor iz N (A), mora biti vrsti¢ni
prostor C(AT) ortogoanlen na N (A).

Drugo tocko izreka dokazemo na podoben naéin z enacbo ATy = 0, kjer je y
poljuben vektor iz levega nic¢elnega prostora N(AT).

Poglejmo primer.

1 2 3
Primer 4.2 Matrika A najbo A= | 2 3 4 |. Bazo njenega nicelnega
4 7 10

prostora N (A) in njenega levega nic¢elnega prostora bomo nasli, ¢e izracunamo
reducirano vrsti¢no obliko razsirjene matrike [A|I]

1 2 3|1 0 O 1 2 3 1 00
23 4/010|—(0 -1 -2|-21 0]
4 7 100 0 1 0 -1 -2|-4 0 1

1 2 3 1 0 0 1 0 —-1|-3 2 0
0 1 2 2 -1 0| =01 2 2 -1 0
00 0|-2 -1 1 0 0 0|—-2 -1 1

)

od koder ugotovimo, da je rang matrike A enak 2, torej imata nicelni in levi
nicelni prostor oba dimenzijo 1. Nicleni prostor N(A) ima edini bazni vektor

1 =2
—2 |, levi nicelni prostor N(A”) pa ima edini bazni vektor | —1
1 1

Prepricamo se lahko, da je bazni vektor ni¢elnega prostora N(A) ortogonalen
na vse vrstice matrike A, torej tudi na vrsti¢ni prostor C'(AT), bazni vektor
levega nic¢elnega prostora pa na vse stolpce matrike A, torej tudi na stolpéni
prostor C(A).
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4.1.3 Ortogonalni komplement in osnovni izrek LA

Vrstiéni in nicelni prostor matrike nista samo ortogonalna (izrek [4.2). Tudi
njuni dimenziji se sestejeta do dimenzije celega prostora (izrek [3.35). Ravno
tako velja za levi nicelni in stolpéni prostor.

Primer 4.3 Dve premici, cetudi sta ortogonalni, ne moreta biti vrsti¢ni in
nic¢elni prostor v R3. Vsaka premica ima dimenzijo 1, vsota obeh dimenzij je
2, kar je manj kot 3, dimezija prostora R3.

Mnozica vseh vektorjev, ki so pravokotni na vse vektorje iz danega podpro-
stora, zasluzi posebno ime.

Definicija 4.3 Ortogonalni komplement V- podprostora V vsebuje VSE vek-
torje, ki so ortogonalni na V.

Sedaj pa ze lahko dokon¢amo osnovni izrek linearne algebre.

Izrek 4.4 [Osnovni izrek linearne algebre 2. del] Naj bo A matrika
dimezije m X n.

1. Nicelni prostor N(A) je ortogonalni komplement wvrsticnega prostora
C(AT) v prostoru R";

2. Levi nicelni prostor N(AT) je ortogonalni komplement stolpénega pro-
stora C(A) v prostoru R™.
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Dokaz: Da bi dokazali tocko 1, moramo pokazati:

a. da je vsak vektor iz nicelnega prostora N(A) pravokoten na vse vektorje
iz vrsti¢nega prostora C'(AT) in

b. da so vsi vektorji, ki so ortogonalni na vrstiéni prostor C (A7) vsebovani
v ni¢elnem prostoru N(A).

Tocka [a] je posledica izreka

Za dokaz tocke [b] predpostavimo, da obstaja vektor u, ki je ortogonalen
na niéelni prostor N(A) in ni v vrsti¢nem prostoru C(AT). Ce bi vrstico
u” dodali matriki A, bi povecali dimenzijo vrstiénega prostora za 1, s
tem pa bi prekrsili izrek (Osnovni izrek LA 1. del), saj bi se povecala
vsota dim(C(AT)) + dim(N(A)), ki mora ostati enaka n. Ker nas je
predpostavka o obstoju takega vektorja pripeljala do protislovja, zunaj
vrstiénega prostora C(AT) ne more biti nobenega vektorja, ki bi bil
ortogonalen na nicelni prostor N(A).

Ker sta za vsako matriko A vrsti¢ni prostor C(AT) in ni¢elni prostor N(A)
ortogonalno komplementarna, lahko vsak vektor x € R™ zapiSemo kot vsoto
dveh vektorjev, komponente x,. v smeri C(AT) in komponente x,, v smeri N(A),
torej x = x,. + x,,. Kaj se zgodi, ko matriko A pomnozimo z vektorjem x7

Ax = A(x, +xp,) = Ax, + 0 = Ax € C(4A).

Rezultat mnozenja je vedno v stolpénem prostoru in je odvisen le od kom-
ponente X, vektorja x v smeri vrstiénega prostora C(AT) (slika |4.4)).

Slika 4.4: Delovanje matrike A na vektor x = x, + x,, (dopolnitev slike

Velja pa tudi obratno:
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Izrek 4.5 Za vsak vektor 'y v stolpénem prostoru C(A) obstaja v vrstiénem
prostoru C(AT) en sam vektor x, da je Ax =y.

Dokaz: Naj bosta x,. in x. dva vektorja iz vrsti¢nega prostora C(AT), da je
Ax, = Ax]. Ker je

A(x, — %) = Ax, — Ax,. = 0,

je njuna razlika x, — x/. v ni¢elnem prostoru N (A), hkrati pa tudi v vrsticnem
prostoru C(AT). Ker sta ta dva prostora ortogonalna (izrek [4.4), mora biti
X, — X, = 0. Zato je x, = x...

V vsaki matriki A z rangom r > 0 obstaja obrnljiva (kvadratna) podmatrika
reda r. To podmatriko dobimo tako, da v matriki izberemo le pivotne vrstice
in pivotne stolpce.

Primer 4.4 V primeru [£.2] smo za matriko

kjer smo matriko R razdelili tako, da sta levo od navpicne ¢rte pivotna stolpca,
desno prosti stolpec. Nad navpicon ¢rto sta pivotni vrstici, pod njo nicelna
vrstica. Ce v prvotni matriki izberemo pivotni vrstici in pivotna stolpca,
dobimo obrnljivo matriko
1 2
s=[1 2]

4.2 Pravokotne projekcije

V tem poglavju se bomo Se zadnji¢ vrnili k resevanju sistema linearnih enacb
Ax = b. V[2] poglavju smo resevali sisteme, kjer je bila matrika A kvadratna
in obrnljiva, zato je imel sistem vedno enoli¢no resitev. V poglavju smo
se ukvarjali s sploSnejsimi sistemi, kjer je matrika A lahko pravokotna in ima
sistem, kadar je resljiv, vec resitev. Ugotovili smo tudi pogoj za resljivost sistema
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Ax = b: sistem je resljiv natanko tedaj, kadar je vektor desnih strani b v
stolpénem prostoru C'(A) matrike A. Tukaj pa si bomo pogledali primer, ko
vektor desnih strani b ni v stolpénem prostoru C(A), torej sistem Ax = b sploh
nima resitve. Kljub temu lahko pois¢emo priblizno resitev X, za katero je napaka
e = AX — b najmanjsa.

4.2.1 Projekcija na premico

Za zacetek poglejmo, kako bi lahko s pomocjo vektorjev resili naslednjo prepro-
stro geometrijsko nalogo. Dana sta nekolinearna vektorja a in b. Na premici
skozi izhodis¢e v smeri vektorja a is¢emo vektor p, ki je najblizji vektorju b.

e=b-p

1

19) P a

Slika 4.5: Projekcija vektorja b na vektor a je vektor p

Klju¢ za reSitev naloge (in razlog, da se s tem problemom ukvarjamo v
poglavju o ortogonalnosti) je, da mora biti premica, ki povezuje b in p, kot je
razvidno iz slike pravokotna na vektor a.

Ker je vektor p v smeri vektorja a, morata biti vektorja p in a kolinearna,
torej p = za za neko Stevilo 2, ki ga bomo dolo¢ili tako, da bo vektor e := b—p
pravokoten na smer, ki jo dolo¢a vektor a, torej e’a = 0. Tako pridemo do
enacbe

a’(b—2a)=0,

a’b

1o, od koder najdemo Se vektor p =

ki ji mora zadoscati . Njena resitev je & =
Z;—:a. Vektor p bomo imenovali pravokotna projekcija vektorja b na premico,
ki jo doloca vektor a.

Rezultat te naloge lahko predstavimo na tri nacine:
1. Kot stevilo Z, s katerim moramo pomnoziti vetor a, da dobimo vektor p
a’b

—_ 4.1
aTa’ (4.1)

j’;:
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2. Kot vektor, ki je rezultat projekcije

p=—a (4.2)

in

3. Kot projekcijsko matriko P, ki jo moramo pomnoziti z vektorjem b, da
dobimo rezultat p = Pb. Ker velja

a(a’b) (aal)b

= a{i’ = = s
P aTa aTa
je projekcijska matrika enaka
T
aa

Pozor! Matrika P ima rang 1, ker smo jo dobili kot produkt stolpca a in
vrstice al (glej razdelek [3.4.6). Stolpéni prostor C'(P) matrike P pa je enak
a, vektorju, na katerega projeciramo.

Projekcijska matrika P je odvisna le od vektorja a na katerega projeciramo,
neodvisna pa od vektorja b, ki ga projeciramo. To pomeni, da lahko poljuben
vektor x projeciramo na vektor a tako, da izra¢cunamo produkt Px.

Poglejmo si nekaj posebnih primerov.
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Primer 4.5

1. Kaj se zgodi s projekcijo p, ¢e vektor b pomnozimo s skalarjem, na
primer z 27

Ce v enacbo (4.2) namesto b vstavimo ¢ = 2b, dobimo

aTq aT2b 9
= ——a=—a=— .
1= aTa aTa 1
Projekcija vektorja z dvojno dolzino ima torej dvojno dolzino v primer-
javi s prvotno projekcijo.

2. Kaj se zgodi s projekcijo p, ¢e namesto vektorja a, na katerega projeci-
ramo, vzamemo vektor 2a?

2aTb 9 aT’b
a — a—
2aT2a aTa P

torej projekcija ni odvisna od dolzine vektorja, na katerega projeciramo.

3. Kaksna je projekcija, ¢e je vektor b z vektorjem a?
Ce v enacbo 1D namesto b vstavimo aa, potem je

aTaa

i = =«
aTa ’

zato je p = aa = b. Projekcija na vektor a torej ohranja vse vektorje,
ki so kolinearni z vektorjem a.

4. Kaksna je projekcija, ¢e je vektor b pravokoten na a?

Zalpravokotna (ortogonalna)|vektorja je skalarni produkt (deﬁnicija
bTa enak 0. Zato je v enacbi (4.1) & = 0, torej je p = 0. Pravokotna
projekcija nekega vektorja na pravokoten vektor je torej vedno nicelni
vektor.

Pa Se en racunski primer.
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Primer 4.6 Izracunajmo projekcijo vektorja b = [2 1 3]7 na vektor a =
111)7.
Rezultat bomo predstavili na vse tri nacine:

1. Koeficient Z je

. a'h 1-24+1-14+3-1 6
xr = = :—:2_
aTa 1-1+1-1+1-1 3

2. Projekcija p je

a’b T
p= Ea:2a: [2 2 2]
3. Projekcijska matrika P je
aal 1 1 1 1
aa 11 1

Projekcijska matrika P je simetri¢na (definicija , kar lahko preverimo,
¢e izracunamo njeno transponirano matriko. Iz enacbe je
1 1 1
PT = E(aaT)T = E(aT)TaT = EaaT =P,
torej res velja PT = P, kar je definicija simetri¢ne matrike.

Kaj se zgodi, ¢e projekcijo vektorja b na premico, ki jo doloca vektor a
naredimo veckrat zaporedoma, na primer dvakrat? S prvo projekcijo dobimo
p = Pb, z drugo pa Pp = P(Pb). Zanima nas torej, kaksna matrika je P2. Iz
geometrijske slike (glej sliko [4.5)) lahko sklepamo: ker je vektor p kolinearen z
vektorjem a, je (glej primer tocka 3) Pp = p, torej mora za projekcijsko
matriko veljati P? = P. Izkazalo se bo, da ta lastnost projekcijske matrike
skupaj s simetri¢nostjo PT = P popolnoma karakterizira projekcijske matrike.

Poglejmo Se, kaj so osnovni prostori projekcijske matrike. Ker je matrika
P simetriéna, se ujemata vrstiéni C(PT) in stolpéni C'(P) prostor, kakor tudi
ni¢elni N (P) in levi ni¢elni N(PT) prostor. Najprej lahko iz enacbe ugoto-
vimo, koliko je njen rang. V imenovalcu imamo a”a produkt vrstice in stolpca,
kar je skalarni produkt, torej stevilo. V stevcu aa’ pa je produkt stolpca in
vrstice, kar je (izrek matrika ranga 1. Ker je projekcijska matrika P kva-
dratna reda n, je torej njen stolpéni prostor C(P) dimenzije 1 (izrek [3.35), prav
tako vrstiéni prostor C(PT), nicelni prostor N(P) in levi nicelni prostor pa
imata oba dimenzijo n — 1.

Poglejmo se baze teh prostorov. Stolpéni prostor C'(P) ima samo en bazni
vektor, to je kar vektor a, na katerega projeciramo. Nicelni prostor N(P) pa
je ortogonalni komplement enorazseznega prostora {za;x € R}. Njegovo bazo
sestavlja n — 1 linearno neodvisnih vektorjev, ki so vsi ortogonalni na vektor a.
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4.2.2 Projekcija na podprostor

Problem pravokotne projekcije na premico smo uspesno resili. Zdaj pa si zasta-
vimo malo tezji, vendar podoben problem: v vektorskem prostoru R imamo
podprostor V' dimenzije n, podan z bazo aj,as, ..., a,, in vektor b, ki ni v pod-
prostoru V. Is¢emo vektor p, ki je izmed vseh vektorjev v V' najblizjevektorju
b, torej projekcijo vektorja b na podprostor V', ki je dolocen z bazo, sestavljeno
iz vektorjev aj,as, ..., a,.

Slika 4.6: Projekcija vektorja b na podprostor V

7 drugimi besedami: iS¢emo linearno kombinacijo p = Z1a1 4+ - - - + T, a,, ki
je najblizje danemu vektorju b. Ce vektorje aj,as, ..., a, zlozimo kot stolpce
v matriko A

A= [al as ... a,|,

lahko to linearno kombinacijo zapiSemo kot p = Ax in podprostor V je enak
stolpénemu prostoru C(A).

Is¢emo tako linearno kombinacijo stolpcev p = Ax (pravokotno projekcijo),
ki bo najblize vektorju b. To bo takrat, ko bo vektor napake e := b — AX
pravokoten na podprostor V. Da bi bil e pravokoten na V', mora biti pravokoten
na vse bazne vektorje aj, as,...,a, torej mora biti

AT(b - A%) =0,
kar zapisemo v obliki sistema linaernih enacb
ATAx = ATb, (4.4)

ki ga imenujemo normalni sistem enacb. To je sistem enacb ki ga dobimo tako,
da sistem Ax = b z leve pomnozimo z matriko AT. Matrika A7 A je kvadratna
dimenzije n in simetri¢na. Ker so stolpci matrike A neodvisni, je tudi obrnljiva,
zato obstaja inverzna matrika (AT A)~L.
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Izrek 4.6 Ce so stolpci matrike A linearno neodvisni, je matrika AT A obrn-
ljiva.

Dokaz: Naj bo A matrika reda m x n, kjer so stolpci linearno neodvisni.
Matrika AT A je torej reda n x n. Naj bo vektor x iz N (AT A), torej je resitev
enacbe AT Ax = 0. Ce to enacbo z leve pomnozimo z x7, je

xT (AT Ax) = (xTAT) Ax = (Ax)TAx =x"T0=0,

kar pomeni, da je dolzina vektorja Ax (definicija enaka 0, torej je vektor
Ax = 0. Ker pa so stolpci matrike A linearno neodvisni, je to mogoce le,
kadar je x = 0, kar pomeni, da nicelni prostor N (AT A) vsebuje le vektor 0.
V tem primeru je rang matrike AT A (izrek [3.35) enak n, matrika je polnega
ranga in zato (izrek obrnljiva.

Za n =1 je enacba (4.4) ista kot pri projekciji na premico, katere resitev ze
poznamo. Resitev tudi v primeru projekcije na podprostor, kot pri projekciji
na premico, lahko predstavimo na tri nacine:

1. kot vektor X koeficientov linearne kombinacije

x=(ATA) 1A, (4.5)

2. kot vektor, ki je rezultat projekcije

p=A(ATA)1ATb; (4.6)

3. in kot projekcijsko matriko P, ki nam poljuben vektor b preslika v pravo-
kotno projekcijo p = Pb na podprostor V'

P=AATA)T AT, (4.7)

Pozor! Pogled na matriko P = A(ATA)7'AT je lahko zava-
jajoc. Ce (ATA)~! zapisemo kot A~'(AT)~! (izrek [2.7), dobimo P =
AAY(AT)7LAT = [, kar je narobe.

Napako smo naredili, ker smo pozabili, da je matrika A pravokotna, torej ne
more biti obrnljiva in A~! ne obstaja.
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Primer 4.7 Izracunajmo projekcijo vektorja b = [3 2 1]7 na podprostor, ki
ga dolocata vektorja a; = [1 2 3|7 in ap = [2 3 2]7.
Rezultat bomo predstavili v vseh treh oblikah:.

1. Koeficiente x linearne kombinacije Z1a; + Zoas dobimo kot resitev sis-
tema linearnih enacb

ATAx = A™b. (4.8)
Ker je matrika A
1 2
A=1]2 3|,
3 2
je -
1 2 -
1 2 3 14 14
ATA= [ } 2 3| = }
28 2] 55| 1w
in -
1 2 3 3 [ 10
Ty, _ _
SIS [ 2 3 2 } 2= 14 } ’
1| L
o . T A~ T . A~ 1 _13
reSitev normalnega sistema A* AX = A" b pa je X = 5 98 |

2. Projekcijo p dobimo kot linearno kombinacijo p = AX, torej

43

1
P=57| %
17

3. Projekcijska matrika je P = A(ATA)~1 AT torej

17 20 —5
P=—1| 2 2 4
2 5 4 on

4.2.3 Projekcijske matrike

V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da so matrike, s katerimi projeciramo na
podprostor, simetriéne in njihov kvadrat je enak matriki sami. Matrikam, ki
imajo ti dve lastnosti, bomo rekli projekcijske matrike.
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Definicija 4.7 Matrika P je projekcijska, kadar
o je simetricna: PT = P in

e velja P2 = P.

Najprej preverimo, ¢e matrika iz enac¢be (4.7)) zadosca tema dvema lastno-
stima. Da bi preverili simetri¢nost, transponirajmo matriko, potem pa uposte-
vajmo [transponirane matrike produktal in izrek ter [lastnost dvojnega tran-|

sponiranjal matrike

PT _ (A(ATA)—lAT)T _ (AT)T((ATA)—l)TAT _ A(ATA)—lAT _ P,

torej matrika P je simetri¢na.
Da bi preverili drugo lastnost, je potrebno izraéunati P2?. Uporabili bomo
asociativnost matricnega produkta

P?=PP (A(AT A)7TAT)(A(AT A)~1AT)
= AATA)TI((ATA)(ATA)~HAT

(
AATA)TITAT = P,

torej projekcija, ki jo naredimo dvakrat, drugi¢ ne naredi nicesar.

Ce je P projekcijska matrika, ki projecira na podprostor U, potem je tudi
I — P projekcijska matrika, ki projecira na ortogonalni komplement U-~.

S projekcijo smo vektor b razstavili na vsoto dveh pravokotnih vektorjev:
pravokotne projekcije p vektorja b, ki lezi v podprostoru V in na[vektor napake|
ali ostanek e, ki je ortogonalen na podprostor V. Pri tem je b=p + e.

Vektor pravokotne projekcije p lahko izracunamo kot Pb, potemtakem je
e=b-—p=1Ib— Pb=(I—-P)b. Ceje P projekcijska matrika na podprostor
V', mora biti I — P projekcijska matrika na ortogonalni komplement prostora V.
Preverimo, da je tudi I — P projekcijska matrika, ¢e je P projekcijska. Preveriti
moramo, da tudi za matriko I — P veljata obe lastnosti iz definicije [47]

Najprej preverimo simetriénost. Uporabili bomo |lastnosti transponiranjal

I-P)T=1"-pP'=1-P,
torej matrika I — P je simetri¢na. Poglejmo $e, éemu je enaka matrika (I — P)2.
(I-P?=(I-P)I-P)=1-2P+P>=1-P,

kjer smo upostevali, da je P projekcijska matrika, za katero velja P? = P.
Tako matrika I — P izpolnjuje obe zahtevi iz definicije zato je projekcijska
matrika, ki projecira na ortogonalni komplement podprostora V. S tem smo
dokazali
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Izrek 4.8 Ce je P projekcijska matrika, ki projecira na podprostor U, potem
je I — P projekcijska matrika, ki projecira na U, ortogonalni komplement
podprostora U .

In v kaksni vzezi so pravokotne projekcije s Stirimi osnovnimi prostori ma-
trik? Projekcijo p smo dobili kot linearno kombinacijo Ax stolpcev matrike A
(to je matrika, katere stolpci so baza podprostora, na katerega projeciramo),
torej je p € C(A) in (zaradi izreka |4.4) je p ortogonalen na levi nicelni prostor
N(AT).

Nasprotno pa je vektor napake e pravokoten na stolpéni prostor C(A), torej
so skalarni produkti stolpcev matrike A (to je vrstic matrike AT) z vektorjem
e enak 0, kar pomeni ATe = 0. Vektor napake e je torej v levem ni¢elnem
prostoru matrike A.

4.3 Predoloceni sistemi

V matematiki je splosno znano dejstvo, da skozi dve tocki v ravnini poteka
natanko ena premica. Najbosta A = (x4,ya) in B = (zp,yp) dve tocki, podani
s svojima koordinatama. Premico opiSemo z linearno funkcijo y = kx+n. Kako
izberemo parametra k in n, da bo premica potekala skozi tocki A in B?

Ce koordinati vsake od toc¢k vstavimo v enaébo premice, dobimo sistem
linearnih enacb

kxa+n = ya
kxp+n = wyp.

V tem sistemu enacb sta neznanki parametra k in n. Ce zapiSmo vektor neznank
X, vektor desnih strani b in matriko koeficientov A

a=ma]oeeln] e 0)
rp 1 YB n

lahko sistem linearnih ena¢h zapiSsemo v obliki Ax = b, kot smo vajeni. Kadar
sta x4 # rp ima ta sistem natanko eno resitev, ker je matrika A obrnljiva, ne
glede na to, koliko sta vrednosti y4 in yg.

V teoriji torej problemov ni. So pa v praksi. Pogosto podatki (tocke) niso
povsem zanesljivi, prisotne so napake (Sum v podatkih), ki so ¢esto posledice
merskih napak (ko so podatki izmerjeni) ali racunskih napak (ko so podatki
izracunani). Pri reSevanju prakti¢nih problemov iz realnega sveta zato pogosto
kvaliteto (natan¢nost podatkov) nadomestimo s kvantiteto (pove¢amo Stevilo
podatkov). Tako moramo premico pogosto potegniti skozi veliko (na primer m,
ve¢ kot dve) tock, ki pogosto le priblizno lezijo na isti premici. To pomeni, da
moramo resiti sistem veliko linearnih enacb (vsak podatek oz. tocka pomeni eno
enacbo) z dvema neznankama (parametra k in n premice). Matrika A takega
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sistema Ax = b ima torej veliko Stevilo vrstic in le dva stolpca, torej ima rang
najvec 2.

Vektor b (desna stran sistema) ima m komponent, stolpéni prostor C'(A) pa
ima dimenzijo enako 2, kar pomeni, da sistem Ax = b ne bo resljiv (in obic¢ajno
tudi ni). Ker to¢na resitev ne obstaja, bi radi izrac¢unali vsaj ” priblizno” resitev.
Resitev ne bo "priblizna v smislu, da bo ”blizu” prave resitve, saj ta sploh ne
obstaja, ampak v smislu, da bodo z njo vse enacbe ”priblizno” izpolnjene.

Namesto vektorja b, ki ni v C(A) je za desno stran sistema smiselno vzeti
vektor, ki je vektorju b najblizji v stolpénem prostoru C(4), torej ortogonalno
projekcijo p vektorja b na podprostor C'(A). Sistem enacb Ax = p, ki ga tako
dobimo, je zagotovo resljiv, ker je desna stran sistema p € C(A).

Edino kar ostane je, da iz sistema enacbh izracunamo koeficiente X, ki
so najboljsi nadomestek za neobstojeco resitev x. Z drugimi besedami: kadar
sistem Ax = b nima resitve (kar pomeni b ¢ C(A)), resujemo raje sistem
AT A% = ATb, ki nam da najmanjsi ostanek e = A% — b.

Povejmo isto e kot recept: enatbo Ax = b z leve pomnozimo z AT, da
dobimo AT Ax = A”b, kar je kvadraten sistem. Kadar so stolpci matrike A
linearno neodvisni, je matrika ATA je obrnljiva, torej ima sistem eno samo
resitev X.

L 4 L >
Aq Ao

Slika 4.7: Tri tocke, skozi katere bi radi narisali premico
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Primer 4.8 Najpogosteje naletimo na predolocene sisteme enach, ko iS¢emo
premico, ki se kar najbolje prilagaja mnozici tock. Za ilustracijo tega pro-
blema, poskus$ajmo potegniti premico skozi tri tocke: A; = (0,0), A2 = (1,0)
in As = (2,1).

Ze ko tri tocke narisemo v koordinatnem sistemu (slika je jasno, da naloga
ni resljiva. Tudi ¢e za premico y = kx+n napisemo tri enacbe, ki bi jim morala
zadoscati koeficienta k in n

0k +n =0
k +n =0
2k 4+n =1

in jih poizkusamo resiti, je hitro jasno, da resitve ni. Sistem enacb Ax = b za

0 1 2 0
A=|1 1|, x= { } in b=|{0
2 1 " 1
ni resljiv. Namesto njega bomo raje resili sistem AT Ax = ATb.
Ker je
0 1
01 2 5 3
ATA = [ } 11 |= { ]
1 1 1 9 1 3 3
in
0
v [0 1 2 12
DS { 1 1 1 (1) R

je normalni sistem enacb AT Ax = ATb, to je
5 3 E| |2
3 3 n| | 1]

SHRED!

Tako smo dobili rezultat, da se danim trem tockam najbolje prilega premica
y=12%—1 (slikaftg).

Radovedni bralec je verjetno opazil, da je vektor desnih strani sistema b vektor
ordinat tock, jih se jim zelimo s premico ¢im bolj priblizati. Vprasamo pa se
lahko, kje sta v tem primeru projekcija p na stolpéni prostor C'(A) in vektor
napake e.

katerega resitev je
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Projekcija p so ordinate tistih tock na premici, ki ustrezajo abscisam tock
Ay, As in As. Ce bi te imele ordinate p namesto ordinat b, bi lezale na isti
premici in na$ problem iskanja premice skozi vse tri tocke bi bil enostavno
resljiv. Koliko pa je p? Ker smo projekcijo p zapisali kot linearno kombinacijo
stolpcev matrike A, je

0 1 ~1/6
p=Ax=|1 1 [_%]: 1/3
2 1 5/6
Vektor napake e pa je
0 -1/6 1/6
e=b—-p=|0| - 1/3 [ =1 -1/3 |,
1 5/6 1/6

to so navpiéni odmiki tock na premici od prvotnih tock A; (slika [4.8]).

Na koncu lahko Se preverimo, ali je vektor napake e res pravokoten na stolp¢ni
prostor C(A), kot tudi na projekcijo p. V ta namen je dovolj izra¢unati produkt
ATe, saj je tudi p € C(A). Podrobnosti prepuséamo bralcu.

Predolocen sistem enach Ax = b nima reSitve. S tem, ko desno stran tega
sistema Ax = b nadomestimo s p, pravokotno projekcijo vektorja b na C(A)
dosezemo, da je novi sistem enacb Ax = p resljiv, obenem pa je vektor napake
e = b — p najmanjsi.

Ker je

AXx—b=Ax—-p—e=—e,

saj je AX = p, smo dosegli tudi, da je kvadrat dolzine vektorja
[|A% — b||* = [le|”

najmanjsi, s tem pa tudi sama dolzina najmanjsa. Komponente vektorja Ax—b
pomenijo napako pri posamezni enacbi, ko namesto neznanih (in neobstojecih
x) vstavimo resitev X [normalnega sistemalenach. Zato je vsota kvadratov napak
pri resitvi posamezne enacbe najmanjsa in pravimo, da smo s tem resili problem
nagmangsih kvadratov.

Pokazali smo, kako lahko konstruiramo premico, ki se najbolje prilega mnozici
m > 2 tock. Seveda pa lahko postpek, ki smo ga uporabili za premico, lahko
uporabimo tudi pri konstrukciji bolj zapletenih krivulj, kot so

1. kvadratne parabole y = ax? + bx + ¢;
2. kubi¢ne parabole y = ax® + 22 + cx + d;
3. polinomske krivulje stopnje n, kot je y = apx” +an_12" '+ - -+ar1x+ao;

4. linearne kombinacije elementarnih funkcij, kot je y = a1 + asx + az3e%2* +
a4 sin 3x + a5 cos 3.
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by
el / b; :
/ D1

Slika 4.8: Premica, ki se najbolje prilega trem tockam

Ceprav so vse te krivulje nelinearne, dobimo linearen normalni sistem enacb, ¢e
le neznani parametri a; v njih nastopajo linearno. V vsakem od teh primerov

ima normalni sistem| enach toliko neznank, kot je Stevilo parametrov, s katerimi

smo opisali krivuljo.

4.4 Ortogonalne baze in Gram-Schmidtova or-
togonalizacija

Vektorji, ki sestavljajo bazo prostora, morajo biti neodvisni (definicija .
Med seboj lahko oklepajo katerekoli kote, razen praznega (0° ali 0 radianov) ali
iztegnjenega (180° ali 27 radianov). Kadarkoli pa nariSemo koordinatni sistem,
si koordinatne osi vedno prestavljamo med seboj pravokotne. Na ta nacin je
slika preglednejsa in racunanje lazje.

4.4.1 Ortogonalne baze

Vektorji qi, . .., q, so med seboj paroma ortogonalni, kadar so skalarni produkti
q/ q; = 0, kadarkoli je i # j.

Ce je v podprostoru dana baza iz ortogonalnih vektorjev, je tudi racunanje
veliko lazje. Kadar so stolpci matrike A paroma pravokotni, je matrika A7 A
diagonalna.
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Definicija 4.9 Vektorjiqi,qo,...,q, soortonormirani, kadar so ortogonalni
im imajo vsi dolZino 1, torej

r. _ |0 ko je i # j  pravokotni vektorji
4 9 1 kojei=j enotski vektorji

Za matriko Q = [q1 q2 -+ qn] velia QTQ = 1.

q2

q1

Slika 4.9: Ortonormalna baza prostora R?

Dva primera ortonormiranih baz v prostorih R? in R3:

Primer 4.9

1. [Standardno bazo| v vektorskem prostoru R™ za vsak m € Z sestavljajo
ortonormirani vektorji. V R? so to vektorji

1 0 0
i=|of|, j=|1]|, in k=10
0 0 1

2. V R? je za vsako vrednost ¢ ortonormirana baza

| cosp | —sing
ql_[sincp}’ qz_{ cosgo]

Parameter ¢ je kot med standardnim baznim vektorjem i in q; (slika

19).



4.4. ORTOGONALNE BAZE IN GRAM-SCHMIDTOVA ORTOGONALIZACIJA161

4.4.2 Ortogonalne matrike

Kaksne lastnosti ima matrika, katere stolpci so ortonormirani?

Izrek 4.10 Vektorji qi,...,d, naj bodo ortonormirani v prostoru R™. Po-
tem za matriko

Q= |:CI1 qz - qn}

velja, da je QTQ = I,, enotska matrika reda n.

Dokaz: Izracunamo produkt

al
al

QTQ = ; |:q1q2"'qn:|1na
al

saj so q; [ortonormirani

Matrike z ortonormiranimi stolpci so Se posebej zanimive, kadar so kvadra-
tne.

Definicija 4.11 Matrika @ je ortogonalna, kadar je
1. kvadratna in

2. ima ortonormirane stolpce.

Pri ortogonalnih matrikah je vprasanje obrnljivosti in inverzne matrike eno-
stavno.

Izrek 4.12 Ce je Q ortogonalna matrika, potem je obrnljiva in Q= = QT.

Dokaz: Ce ima @ ortogonalne stolpce (izrek , je QTQ = I, torej je
Q—l — QT-
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Primer 4.10 [Permutacijska matrikal (to je enotska matrika s premesanimi
vrsticami) je ortogonalna, saj je

1. kvadratna
2. stolpci so enotski vektorji (definicija|1.8)) in
3. stolpci so paroma ortogonalni.

Tako je, na primer

01 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 001 |=]100 0 0 1 |=1I
1 0 0 1 00 01 0 1 00

Se nekaj primerov ortogonalnih matrik:
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Primer 4.11 Ortogonalna je rotacijska matrika

| cosp —singp
~ | singp Cos

za vsako vrednost spremenljivke ¢, saj je kvadratna, stolpca sta ortogonalna
in imata dolzino enako 1 (definicija [1.7)).
Ortogonalna je tudi matrika

pa tudi matrike

Hy = 1| H H Hs = L | Hy Hy
V2| Ho —Hy | "°7 5| Hi —Hy]’

Hie = 1 | Hs Hs Hyy = 1 | Hig  Hie
V2 | Hs —Hg |’ V2 | Hie —His

in vse matrike, ki jih dobimo z nadaljevanjem tega postopka

i H2n H2n
V2 | Hyn —Hp |-

Matrike Han, ki smo jih tako konstruirali, se imenujejo Hadamardove matrike.
Ortogonalna matrika H, reda n je Hadamardova, Ce so njeni elementi le 1 in
—1. V racunalnistvu se uporabljajo pri teoriji kodiranja. Eden od zanimivih Se
odprtih problemov v linearni algebri je, za katera naravna Stevila n obstajajo
Hadamardove matrike.

H2n+1 =

Se eno zanimivo lastnost ortogonalnih matrik opisuje naslednji izrek.

Izrek 4.13 MmnoZenje z ortogonalno matriko ohranja dolzino vektorjev in kote
med njimi. Ce je @ ortogonalna matrika, potem je

[|Qx|| = ||x|| =za vsak vektor x in

(Qx)'Qy =x"y  za vsak vektor x iny.
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Dokaz: Za ortogonalno matriko Q je QT Q = I, zato je
1Qx[1* = (@x)"Qx = x"QTQx = x"x = [|x||?

in
(@x)"Qy =x"Q"Qy =x"y.

Produkt dveh ortogonalnih matrik je spet ortogonalna matrika.

Izrek 4.14 Ce sta Q in Qo ortogonalni matriki, je tudi produkt Q = Q1Q-
ortogonalna matrika.

Dokaz: Ker je QTQ, =1 in QTQy =1, je

QTQ=(Q1Q2)"(Q1Q2) = Q3 (QTQ1)Q2= QI Q> =1.

4.4.3 Projekcija z ortogonalno bazo: () namesto A

Kaj nam pomaga, ¢e je baza podprostora sestavljena iz ortogonalnih ali celo or-
tonormiranih vektorjev? Ce so bazni vektorji ortonormirani, potem se projekcija
na podprostor zelo poenostavi.

Naj bodo vektorji qi,...,q, ortonormirana baza podprostora V v vektor-
skem prostoru R". Matrika @ naj bo sestavljena iz stolpcev

Q= {Ch qz - qn} .

V primeru, ko bazni vektorji niso bili ortonormirani, smo projekcijo vektorja
b na podprostor V dobili kot p = AX, kjer smo neznani vektor koeficientov x
izrac¢unali iz pormalnega sistemal enacb . Za ortonormirane bazne vektorje
pa imamo namesto normalnega sistema

QTQx=Ix=%=Q"b,

torej dobimo vektor koeficientov kar eksplicitno, brez resevanja sistema enacb.
Prav tako dobimo za projekcijsko matriko P na podprostor namesto enacbe
(4.7) dosti enostavnejso formulo

P=QQTQ)'Q" =QIQ" =QQ",

kjer ni potrebno ra¢unati inverza matrike QT Q, saj je QT Q kar enotska matrika.
Pri ortonormalni bazi se zelo poenostavi tudi problem razvoja vektorja po

bazi. Naj bo ay,...,a, poljubna baza vektorskega prostora R™. Vektor b € R

razvijemo po bazi, kadar izracunamo koeficiente [linearne kombinacije]

b = x1a; + 1085 + - - + Tra,, (49)
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s katero vektor b izrazimo z baznimi vektorji.

Primer 4.12 Da bi v vektorskem prostoru R? izrazili vektor b = [7 1 5]
kot linearno kombinacijo baznih vektorjev

2 -3 1
ag=|1 |, ay= 4 in ag=1| 2 |,
1 —4 0

moramo reSiti sistem linearnih enacb
r1a1 + T2az +r3a3 = b,

katerega resitev je x = [1 — 1 2]7.

Ce je qi,...,q, ortonormirana baza vektorskega prostora in @ matrika s
stolpci q;, potem je @ lortogonalna matrikal V tem primeru moramo poiskati
reSitev sistema enacb Qx = b, ki je, zaradi izreka M, enaka x = QTb. Posa-
mezne komponente vektorja x (koeficiente linearne kombinacije lahko tako
izracunamo kot skalarne produkte

T = qlTb, ciry Ty = qu, (4.10)

kar je mnogo lazje, kot resiti sistem linearnih enacb.
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Primer 4.13 Izracunajmo razvoj vektorja b = [1 2 3 4] po ortonormirani
bazi, ki jo sestavljajo vektorji

1 -1 -1 1

111 1 1 11 -1 . 1] —
Q1=2 11 01225 1 |- QS:§ 1 m Q4=§ -1
1 1 1 1

Iz enacb (4.10)) ta primer dobimo

1
1 2
—5[1111] 3 =5,
4
1
1 2
To = 2 —11 —11] 3 =1,
4
1
1 2
T3 = 2 -1 —111] 3 =2
4
in
1
1 2
2[1—1—11 3 =0
4
zato je

b =5q: +q2 + 2q3 + 0q4 .

Preveri, ce je res!

Kadar je baza, po kateri razvijamo, samo ortogonalna in njeni vektorji niso
enotski, moramo vsakega od koeficientov deliti s kvadratom dolzine ustreznega
baznega vektorja. Naj bodo qi,...,q, ortogonalna baza prostora R™. Potem
lahko koeficiente razvoja vektorja aR™ po ortogonalni bazi izracunamo kot

T =

Tn

alar’ 77" dlan
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4.4.4 Gram-Schmidtov postopek

Ugotovili smo, da je racunanje dostikrat znatno enostavnejse, ¢e poznamo orto-
normirano bazo prostora. Ostaja pa vpraSanje, kako iz poljubne baze narediti
ortonormirano bazo?

Idejo Gram-Schmidtovega postopka ortogonalizacije pokazimo na primeru,
ko imamo tri linearno neodvisne (ne ortogonalne) vektorje a;, as in ag. Pri tem
bomo izkoristili dejstvo, da je ostanek e = b — p pri [pravokotni projekciji| p
vektorja b na podprostor V' pravokoten na V.

Za smer prvega baznega vektorja sprejmemo kar prvi vektor by := a;. Druga
smer mora biti pravokotna na b;, zato od as odstejemo njegovo projekcijo na
smer, ki jo doloca by:

12, (4.11)

Tako smo zagotovili, da sta vektorja by in bs med seboj pravokotna.

Ce hocemo, da bo tretja smer pravokotna na prvi dve, moramo od vektorja
a3 odstejeti njegovi projekciji na by in bg:

. b’{ag
bTb,

bga3
bTb,

b3 = as bl — b2 . (4.12)

Tako smo dobili tri ortogonalne vektorje by, bs in bg, ki jih moramo Se deliti z

njihovo dolzino, da dobimo jortonormirane| vektorje

a1 = by/|[b1]|, a2=by/|/bs||, in q3=bs/|[bs]l.

S tem je proces ortogonalizacije zakljucen, saj so vektorji qi,qs in qs ortonor-
mirana baza prostora, ki ga napenjajo vektorji a;,as in ag.
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Primer 4.14 Pokazimo kako deluje Gram-Schmidtova ortogonalizacija na
primeru linearno neodvisnih vektorjev

1 2 3
ai=| —1 |, ay= 0 in ag=| —3
0 —2 3

Smer prvega vektorja sprejmemo brez spremembe b; = ap, drugi vektor pa
mora biti ortogonalen na to smer, zato v skladu z enacbo (4.11)

2 o[ 1 1
be=| 0|-5|-1|=| 1
-2 0 -2

Smer tretjega vektorja dobimo tako, da od az odstejemo njegovi projekciji na

b; in by, v skladu z enac¢bo (4.12))

3 1 1 1
b= | —3 —g -1 _%6 1] =11
3 0 7 1

Na koncu vektorje se normaliziramo (delimo z njihovo dolzino). Ortonormi-
rana baza je torej

1 1 1

1 1
= -1, = in = |1
w=15 0 L=5 i B=7 "

Ideja Gram-Schmidtovega procesa je torej preprosta: od vsakega novega
vektorja odstejemo njegove projekcije na ze dolo¢ene smeri. Na koncu vsakega
od vektorjev delimo z njegovo dolzino. Tako dobljeni vektorji so ortonormirani.

4.4.5 (@R razcep matrike

V 2| poglavju smo Gaussovo eliminacijo opisali v matri¢nem jeziku kot razcep
matrike A na produkt spodnjetrikotne matriko L in zgornjetrikotne U, torej
A = LU. Podobno bomo sedaj naredili tudi za Gram-Schmidtov postopek
ortogonalizacije baze.

V matriko A po stolpcih zlozimo vektorje prvotne baze, v matriko @ pa,
prav tako po stolpcih, vektorje ortonormirane baze, ki smo jo dobili z Gram-
Schmidtovim postopkom. Kako sta ti dve matriki povezani?

Ker so vsi stolpci matrike @ linearne kombinacije stolpcev matrike A, obstaja
taka matrika R, da je A = QR. To je QR-razcep matrike A. Ugotoviti moramo,
kaksna je matrika R.
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neodvisni ortogonalni ortonormirani
a = by ~ q
as > o > Q2
as > b3 > a3
a, > b, > dn

Slika 4.10: Tok podatkov pri Gram-Schmidtovi ortogonalizaciji

Izrek 4.15 Iz linearno neodvisnih vektorjev ai,...,a, z Gram-Schmidtovo
ortogonalizacijo dobimo ortonormirane vektorje qi, . ..,qn. Matriki A in Q s
temi stolpci zadoSéajo enacbi A = QR, kjer je R zgornjetrikotna matrika.

Dokaz: Poglejmo najprej za matrike 3 x 3:
Enacbo A = QR z leve pomnozimo z Q7. Ker ima @ ortogonalne stolpce, je
QTQ =1, zato je QT A = R, kar pomeni, da enacba A = QR izgleda kot

oo : : : qfa qfb qfc
a b c|=|a g g3 a;b Q3TC
Matrika R je zgornje trikotna, saj so skalarni produkti g2 a, q'a in qZ'b enaki

0, ker so kasnejsi stolpci matrike @@ ortogonalni na prejsnje stolpce matrike A.
Za vecje matrike velja podoben sklep.
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Primer 4.15 V primeru [£.14] smo imeli vektorje, ki jih lahko zlozimo v ma-
triki

1 1 1

1 2 3 A8 R
A=| -1 0 =3 | in Q=|7% &% =
0 -2 3 0 =2 1

/6 V3

1 =1 0

V2 V2 2 3 V2 V2 32
R=QTA=| & = H# -1 0 -3 |=| 0 v6 —6

1 1 1 0 -2 3 0 0 V3

V3 V3 VB

4.5 Fourierove vrste

V tem razdelku bomo naredili izlet iz konénodimenzionalnih vektorskih prosto-
rov v prostore z neskon¢no dimenzijo. V konénodimenzionalnih prostorih smo
zaceli z vektorji, linearnimi kombinacijami in skalarnim produktom. Te osnovne
koncepte bomo morali prilagoditi neskonéni dimenziji.

4.5.1 Neskonéno dimenzionalni prostori

Neskonéno dimenzionalni prostori se zelo razlikujejo od konéno dimenzional-
nih, ki smo jih spoznavali do sedaj, vendar nekatere koncepte lahko, nekoliko
spremenjene, Se vedno s pridom uporabimo.

Kako lahko opiSemo vektor v neskon¢no dimenzionalnem prostoru? Imamo
dve moznosti:

1. vektorji so neskonéna zaporedja x = (x1,z2,...). Na primer

11 1
L= == ).
( 2°6 n! )

2. vlogo vektorjev prevzamejo funkcije. Na primer f(z) = cosz.

Pogledali si bomo obe moznosti.

Ko smo videli, kako izgledajo vektorji z neskon¢no dimenzijami, si poglejmo,
kako lahko izracunamo skalarni produkt teh vektorjev.
Skalarni produkt za neskonéna zaporedja

Naravna posplositev skalarnega produkta dveh neskon¢nih vektorjev

u = (u,uz,...) in v=(v1,vq,...)
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na neskoncna zaporedja je vrsta
o0
u-v=ujv] +ugvg +--- = E U;V; -
=1

Problem nastane, ¢e vrsta ne konvergira. V tem je najvecja razlika med konéno-
dimenzionalnimi in neskonénodimenzionalnimi vektorji, saj pri konénodimenzi-

onalnih vektorjih tega problema nismo srecali.

Primer 4.16 Ce izberemo u = v = (1,1,...), vrsta prav gotovo ne konver-

gira, saj vrsta

divergira. Ker sta u in v enaka, pravzaprav racunamo u - u = ||u||?, kvadrat
dolzine. Vektor (1,1,...) ima torej neskonéno dolzino.

Zaradi tezav s konvergenco skalarnega produkta se omejimo na vektorje u,

katerih dolzina ||ul| je konéna:

Definicija 4.16 Vektorski prostor £y je mnoZica vseh neskoncnih zaporedij u
s koncéno dolZino

ulP =u-u=u?+uj+-- <oo.

Primer vektorja s konc¢on dolzino:

Primer 4.17 Vektor u = (1, %, %7 ey 2%, ...) je v prostoru {s, saj je kvadrat

njegove dolzine enak
= |

|[ul|? 1+1+1+
uj"=u-u= = qF == qroco = =
4 16 £ 2

To je geometrijska vrsta s kvocientom %, zato je [[ul|? = 15+ = % in [Jul| =
4

l . - o
75 torej kon¢na dolzina.

Za vektorja u in v iz prostora {5 je tudi skalarni produkt konc¢no stevilo
o0
u-v=1uv; +u2v2+---zz<oo.
i=1

Za tako definiran skalarni produkt Se vedno velja Schwarzova neenacba (izrek
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1)

lu-v| <= [[uf[||v]],

prav tako je tudi kot med vektorjema u in v enak ¢, za katerega je

u-v
CoSp = —F——— .
[alf - {Iv]]

Skalarni produkt za funkcije

Poglejmo se, kako lahko skalarni produkt in dolzino definiramo tudi za funkcije.
Za funkcije na intervalu [a, b] dobimo naravno posplositev vektorskega produkta,
¢e vsoto zamenjamo z integralom.

Definicija 4.17 Skalarni produkt funkcij f(x) in g(z) na intervalu [a,b] je

b
(fag):/ f(@)g(z) dz .

Podoben problem, kot smo ga imeli pri vektorjih z neskon¢nim stevilom kom-
ponent, sre¢amo tudi pri funkcijah. Funkcije morajo biti na [a, b] integrabilne,
integral njihovega kvadrata pa koncen.

Definicija 4.18 Vektorski prostor Ls[a,b] je mnoZica vseh funkcij f, defini-
ranih na intervalu [a,b], za katere je kvadrat norme ||f||

b
MP§/FMM<W-

V prostoru Lo (a, b) imamo skalarni produkt, zato lahko izra¢unamo kot med
poljubnima funkcijama iz tega prostora.
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Primer 4.18 Izracunajmo kot med linearno odvisnima funkcijama f(z) =
in g(z) = ax na intervalu [0, 1].

Ker je kot dolocen z cosp = % (glej izrek , moramo izracunati
skalarni produkt (£, g) in obe normi || f|| in ||g]|:

(19)= [t do= [ aaar =1,

1 1
1P = [ Pede= [ eaa=3,

1 1 2
a

||9H2:/ gz(x)dm:/ a’x?dr = —.
0 0 3

(f,9)  _ a/3
AT Mgl (1/v/3)(a/V/3)

Kot med linearno odvisnima funkcija je tako, podobno kot pri vektorjih, enak
0.

Zato je

cosp = =1 = ¢=0.

Od vseh moznih kotov med funkcijami je, tako kot pri vektorjih, dale¢ najbolj
zanimiv pravi kot. Funkciji f in g sta na intervalu [a,b] ortogonalni, kadar je
njun skalarni produkt enak 0:

b

(f,9)= [ flx)g(x)dr=0.

a
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Primer 4.19 Za trigonometri¢ne funkcije cosx, cos2z,... ter sinz, sin2z,
je primeren interval [—m, 7]. Norma funkcije f(z) = sinz na tem intervalu je

Il = VT =y [ sy dz = v,

T

1 1 1
sin? x = 5(1 —cos2x) in / 5(1 —cos2x) dx = §m|iw =7.

ker je

—T

Skalarni produkt f(x) in g(z) = cosx pa je

s 1 T
(f,g):/ sin:ccosxdxzi/ sin2xdr =0,

—T —T

torej sta sinx in cosx ortogonalni na [—, 7).

Se vec: vse funkcije zaporedja 1 = cos 0z, cosz, sinx, cos 2z, sin 2z, cos 3z,
sin 3z, ... so med seboj ortogonalne.

4.5.2 Fourierove vrste

Videli smo ze, kako lahko v kon¢nodimezionalnem prostoru poljuben vektor
[razvijemo po baznih vektorjihl Videli smo tudi, kako nam pomaga, kadar je
baza prostora sestavljena iz ortogonalnih vektorjev (glej enac¢bo )
Poglejmo, kako lahko funkcijo (iz neskonénodimenzionalnega prostora) raz-
vijemo po sistemu ortogonalnih funkcij.
Ce je funkcija f(x) odsekoma integrabilna na intervalu [—m, ), jo lahko
razvijemo po sinusih in kosinusih:

f(z) = ag+ ajcosx + by sinx + ag cos 2z + basin 2z + - - - . (4.13)

Ker razvijamo po funkcijah, ki so ortogonalne na [—m, ), lahko koeficiente
izra¢unamo, podobno kot v enac¢bi (4.10)

1, ("
ao = 21{3 o | f(z)dz,
" 1 ["
ay :% ==/ f(x)coskrdr, k=1,2,..., (4.14)

~ (sin kz,sin kx) T

. 1 /7
by _ _(sinkaf) 2 f@)sinkxdx, k=1,2,....
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Primer 4.20 Po trigonometri¢nih funkcijah zelimo razviti odsekoma kon-

stantno funkcijo

f(z) =

Najprej izracunamo koeficiente

ag = i foﬂ dil?
ar = < [ coskxdx
b = %foﬂ sin kz dz
Zato je bop, = 0 in by = ﬁ
1 o0
fl@)=5+
e

{

2
2k — 1)

1 O<z<m
0 7<z<0

1
C 2
1
= —sinkz|] =
1—(-1)*
= — coskz|f = IE )
™

Konéno lahko zapisemo razvoj

in(2k —1)z.
7Tsm( K

Grafi delnih vsot te Fourierove vrste so na sliki {171

1.4 1.4
1.2 F B 1.2
1t . 1r
0.8 R 0.8
0.6 [ R 0.6 [
0.4 1 ] 0.4l
0.2 - ] 0.2
ot . or
-0.2 1 1 1 1 1 1 1 -0.2 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
1.4 1.4
1.2 . 1.2 F
1t . 1+
0.8 1 . 0.8 1
0.6 . 0.6
0.4 b 0.4 1
0.21 b 0.2 |
o R o
-0.2 1 1 1 1 1 1 1 -0.2 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 4.11: Delne vsote Fourierove vrste (4.15)) z 2, 4, 6 in 11 ¢leni.

(4.15)
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Trigonometriéne Fourierove vrste na intervalu [—a, a

Z enacbami (4.14) si lahko pomagamo tudi, kadar imamo funkcijo, dano na
intervalu, katerega dolzina ni enaka 2.

S transformacijo ¢ — = iz funkcije f(x), definirane na [—a,a], dobimo

funkcijo f(z) = f(%) = g(t), definirano na [—m, 7]. Zato f lahko zapiSemo kot
vsoto Fourierove vrste

s kmx . kmx
f(x) =ap+ Z (akcosa + bksma) ,
k=1
kjer koeficiente izracunamo kot
= o | s
a = o 9 x)dz
1 /¢ k
ar = - f(x)cos T g
aj_, a
1 /¢ k
b, = - f(x)sinﬂdx.
a a

—a

4.5.3 Ortogonalni polinomi

Oglejmo si monzico polinomov
P= {p(l’), p(x) =ag+a1x + (12562 + - } ,

definiranih na intervalu [—1,1]. Mnozica P je vektorski prostor, saj zadosca
vsem zahtevam definicije [3.1]

Kaj je prostora P? Najenostavnejso bazo sestavljajo monomi, to so
polinomi z enim samim ¢lenom 2™, m = 0,1,.... Na intervalu [—1, 1] monomi
med seboj niso ortogonalni, saj je

1 1 pmtntl |l
(™, ™) = / Mz dx = / 2"y = |
-1 -1 m + n + 1 1

kar je razli¢no od 0, ¢e je m + n sodo Stevilo.
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Primer 4.21 Iz monomske baze ay = 1, a1 = z, as = 22 in a3 = > prostora

polinomov P3 stopnje ne veé kot 3 z Gram-Schmidtovim algoritmom (razdelek
izra¢unajmo bazo, ki bo ortogonalna na intervalu [—1, 1].
Uporabili bomo podobne oznake kot v primeru a; so polinomi prvotne
monomske baze in b; ortogonalni polinomi. Tako je by = ag = 1,

1
rdx
blzal—(iovzl)bozx—f_i =,
(bo, bo) J- dx
1 1
. (bo, az) (bi,a2), o J 2%de [ 2Pdx oo 1
by = az — by — by =z — —5 . [
(bo, bo) (b1,b1) S da S x?dx 3
(bo, a3) (b1, a3) (b2, as)
bs = az— by — by — b
¥ 57 (bosbo) 0 (bi,br) t (baybe)
5 f_ll 3 dx f_llx4 dx f_ll x® dx , 1 s 3
= —-= - = T — — - <x)xm
J- dx [, a%da Jo (2% = 3)de 3 5

Ortogonalnih polinomov v tem primeru nismo normirali, saj je pri polinomih
v uporabi ve¢ razlicnih nac¢inov "normiranja”. Najpogostejsi so

e vsi polinomi naj imajo normo enako 1. Polinom, ki ni normiran, delimo z
njegovo normo;

e vsi polinomi naj imajo vrednosti 1 pri nekem xg za vse polinome. Polinom
"normiramo” tako, da ga delimo z vrednostjo v xy. Seveda mora biti xg
tocka, v kateri noben polinom nima nicle.

e vsi polinomi naj imajo vodilni koeficient enak 1. Polinomom, ki imajo vo-
dilni koeficient enak 1, pravimo monicni polinomi. Polinom ”normiramo”,
¢e ga delimo z vodilnim koeficientom.

Definicija 4.19 Polinomi po(x),p1(x),...,pn(x),... sestavljajo zaporedje
ortogonalnih polinomov, kadar

1. pi(z) je polinom stopnje i;
2. (pi(z),pj(z)) =0, kadarkoli je i # j.

Ko imamo zaporedje ortogonalnih polinomov na intervalu [a, b], lahko vsako
integrabilno funkcijo projeciramo na podprostor polinomov stopnje k. Po-
dobno kot v enac¢bi (4.13), lahko vsako integrabilno funkcijo f razvijemo v
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posploseno Fourierovo vrsto po polinomih iz zaporedja ortogonalnih polinomov
po(x),p1(2), ..., pnlT),. ..

f(z) = copo(z) + c1p1(x) + -+ + capn(z) + -+,

kjer koeficiente ¢; izra¢unamo kot

(pi(x), f(x) _ [y pi(@)f(x)dx
(pi(2), pi(x)) fabpf(x)dx .

C; =

(4.16)

\
0.8 y

0.6

0.4

0.2

-0.2

Slika 4.12: Polinom z# (zelen) in njemu najblizji kubiéni polinom ps(z) = % +
S(@* — 1)+ 0(2® — £x) (moder).
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Primer 4.22 Izra¢unajmo pravokotno projekcijo polinoma z* na podprostor,

ki ga dolocajo prvi stirje ortogonalni polinomi (na intervalu [—1, 1]) iz primera
4.21L to je bo(z) =1, by(z) =z, ba(z) = 2? — L in by(z) =23 — 2.
Vsak kvadratni polinom lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo ortogonalnih
polinomov bg(z), bi(x), ba(z) in b3(x), torej cobo(x) + c1b1(x) + caba(z) +
c3bs(x), kjer koeficiente ¢; izra¢unamo po formuli

(bo(@),ah) _ [Latde 2

€ = (bO -T),bo(l’)) f_ll dx - 5

P (1€ 5 B [t 25 da _

1 (b1(x),b1(x)) fil 2 do

P (ba(x), z*) _ f,ll(l‘Q - %)x4d:c _ 6
2 (ba2(z), b2 (x)) f_ll(SEQ —Ledr T
o — (ba(x),2%) _ Jo,(° — dw)atde _

(b3(x), bs(z)) fil(:z:3 —32)2dx

tako, da je polinomu z* v prostoru kubi¢nih polinomov najblizji polinom

ps(z) = 1 + 0z + &(2? — 1) + 0(2® — 2z) (Slika [£.12).

4.6 Naloge

1. Zapisi baze stolpCnega, nicelnega, vrsticnega in levega nicelnega prostora
naslednjih matrik in preveri veljavnost izreka

[0 2 0
(a) A=12 1 0
10 2 0

1 1 4 1

21 30

(b) B = 31 2 1

4 1. 10

2. V prostoru R* imamo podprostor V, ki je napet na vektorja

—
=
4
]

O = = N

Poiséi bazo podprostora V' in njegovega ortogonalnega komplementa.
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Izracunaj pravokotno projekcijo vektorja b na premico, ki jo doloca vektor
a, Ce je

(a) b=[12]T ina=[11]7;

(b)) b=[213Tina=[1117;

(c)b=[1 -2 -21Tina=[2 -362]".

izracunaj projekcijsko matriko P, ki projecira na premico, ki jo doloca
vektor a, Ce je

(a) a=[1 —2;
(b) a=[123]";
(c)a=[1 -2 —21]T.

Izraéunaj pravokotno projekcijo vektorja b = [3 5 2 0]7 na podprostor, ki
ga dolocajo bazni vektorji

(a) a;=[10 —1]T in ay = [-1 2 1]7;

(b) ag=[1221]T ina, =[1145]T;
(c)ay=[1221]T, ay=[1145]Tinag=[1210]T.
Pomagajte si z racunalnikom.

Izrac¢unaj projekcijsko matriko, ki projecira na podprostor, ki ga dolocajo
bazni vektorji

(a) a;=[12 —1]T inay =[1 2 1]}

(b) a; =[1221)T inag=[1153|;
(c)a;=[1221T,aa=[1153Tinaz=[1010]T.

V formuli za projekcijsko matriko (4.7) imamo A(AT A)~*AT. Ce upora-

bimo izrek [2.7] za inverz produkta, potem pa Se [asociativnost matricnegal

[produktal dobimo
A(ATA)TTAT = AT(AHAT) T A) = AATH (AT AT =1,

kar bi pomenilo, da je vsaka projekcijska matrika enotska. Kaj je narobe
pri tem sklepanju? V katerem posebnem primeru je ta sklep pravilen?

Z Gram-Schmidtovim algoritmom ortonormiraj naslednje baze v R?:

AL el 13 ods] 3T

V vektorskem prostoru R? enacba ravnine skozi koordinatno izhodisce
z1 + 3x9 — 223 = 0 doloca podprostor. Dolo¢i ortonormirano bazo tega
podprostoral!
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10. Vektorji a; = [2 3 5]7, ay = [0 2 1]7 in a3 = [0 0 1]7 so linearno neodvisni
(preveril), zato so baza prostora R3.

(a) Vektorjeu=[111T, v=[1 —11]Tinw=[2 —1 — 3|7 izrazi z
vektorji baze aj, as, as.

(b) Z Gram-Schmidtovim postopkom pois¢i ortogonalno bazo qi,qs,qs
in vektorje u, v in w izrazi v tej ortogonalni bazi.

11. Polinomi ag(x) =1, a;(x) =z, ag(z) = z(x—1) in az(z) = z(z—1)(z—2)
so linearno neodvisni (preveri!), zato so baza prostora polinomov stopnje
3. Polinom p(z) = 323 + 222 — 42 + 1 izrazi v tej bazi.
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Poglavje 5

Determinante

Vsaki (realni) kvadratni matriki pripada realno stevilo, ki mu re¢emo determi-
nanta te matrike, kar bomo zapisali kot det(A), véasih tudi kot |A|. To stevilo
nam pove glavne informacije o sami matriki. Ce je determinanta enaka 0, je
matrika singularna. Kadar je vrednost determinante matrike A razli¢na od
0, je matrika A obrnljiva in determinanta inverzne matrike det(A~!) je enaka
1/ det(A).

S pomocjo determinant lahko inverzno matriko tudi izra¢unamo, vendar je
postopek racunsko preve¢ zahteven, da bi bil uporaben. Prav tako lahko de-
terminante uporabimo za resevanje sistema linearnih enacb s Cramerjevim pra-
vilom; tudi to je zaradi zahetevnega racunanja poleg zelo majhnih sistemov
(dve enacbi z dvema neznankama) uporabno bolj kot teoreti¢no orodje. Bolj
pa se uporaba determinant obnese pri ra¢unanju plos¢in in prostornin, tudi za
vecdimenzionalne objekte.

Kako lahko determinanto izracunamo? Spoznali bomo tri nacine:

Pivotna formula: 7 Gaussovim algoritmom matriko predelamo na trikotno
obliko. Determinanto dobimo kot produkt pivotov;

Velika formula: Sestejemo n! produktov po n §tevil;

Kofaktorska formula: Izracunamo linearno kombinacijo n determinant reda
n — 1.

Pri definiciji determinante imamo ve¢ moznosti. V vecini ucbenikov je de-
terminanta definirana kar z veliko formulo, nekateri avtorji pa deteminante de-
finirajo rekurzivno s kofaktorji ali pa, tako kot bomo storili tukaj, determinanto
opredelimo z njenimi lastnostmi. Seveda so vse te definicije deteminante ena-
kovredne, tako da lahko iz vsake od teh definicij ostale izpeljemo kot lastnosti.

Najlaze je izrac¢unati determinanto dvovrstne kvadratne matrike

Determinanta matrike [Z Z} je

183
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5.1 Lastnosti determinant

Determinanto bomo definirali tako, da bomo navedli tri osnovne lastnosti, ki jim
mora vsaka imeti determinanta. Vse ostale lastnosti determinant bomo izpeljali
kot posledice teh treh osnovnih lastnosti.

5.1.1 Osnovne lastnosti determinant

Vse lastnosti determinant so popolnoma doloc¢ene s tremi osnovnimi lastnostmi,
katerih veljavnost bomo sproti preverjali na determinanti reda 2, doloceni z
enacbo (5.1)). Nastejmo tri osnovne lastnosti:

Lastnost 1 Determinanta enotske matrike je det(l) = 1.

Primer 5.1 Preverimo to lastnost na determinanti reda 2:
’ 1 0

0 1 ‘:1-1—0~0:1.

Lastnost 2 Determinanta spremeni predznak, ce med seboj zamenjamo dve
urstici.

Primer 5.2 Preverimo

d b
b d |’

‘:cb—ad:—

Cc a
a C

S pomocjo prvih dveh lastnosti lahko izra¢unamo determinanto vsake permu-
tacijske matrike. S postopnimi menjavami vrstega reda vrstic iz permutacijske
matrike vedno lahko dobimo enotsko matriko. Zato je determinanta permuta-
cijske matrike enaka +1, ¢e dobimo enotsko matriko po sodem stevilu zamenjav
vrstic, ¢e do enotske matrike pridemo po lihem Stevilu zamenjav vrstic, je de-
terminanta permutacijske matrike enaka —1.

Tretja lastnost determinante je bolj zapletena, zato jo bomo razdelili v dve
"podlastanosti”. Tretja lastnost (skupaj s prvima dvema) natanko doloca vse
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deterimante.

Lastnost 3 Determinanta je linearna funkcija vsake vrstice posebej. To po-
meni da se

a. determinanta pomnoZi s faktorjem t, ée eno vrstico determinante (vsak
element v tej vrstici) pomnoZimo s faktorjem t

a b |
c d |’

ta tb
c d

-

b. determinanta je vsota dveh determinant, ki se razlikujeta le v eni vrstict,
ce je v prvotni determinanti ta vrstica vsota obeh vrstic, ostale vrstice
pa so enake v vseh treh determinantah:

a b
c d

at+a b+b
@ d

a
C

b
d‘+

Pozor! Kadar mnozimo matriko A s skalarjem ¢, se vsak element matrike po-
mnozi s skalarjem. Ko racunamo determinanto produkta matrike s skalarjem
tA, skalar t izpostavimo iz vsake vrstice posebej, zato je det(tA) = t"™ det(A),
kjer je n Stevilo vrstic (ali stolpcev) determinante.
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Primer 5.3 Preverimo obe lastnosti za determinante 2 x 2. Najprej mnozenje
s skalarjem — leva stran je enaka

ta tb
‘ ¢ d ‘ = tad — tbc
desna stran pa
a b
tl . d‘—t(ad—bc),

kar je enako na obeh straneh.
Preverimo Se drugi del pravila. Najprej levo stran

at+a b+¥

. d =(a+a)d— (b+V)c,

nato pa Se desno stran

a b

a
c d

=ad—bc+ad'd—"bec,

bl
d

in spet se leva in desna stran ujemata.

Lastnosti 1-3 so pravzaprav aksiomi (zato jih nismo dokazovali), s katerimi
je determinanta poljubne kvadratne matrike natanko dolo¢ena. Poglejmo, kako
s pomocjo teh treh lastnosti izpeljemo formulo ([5.1)).
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Primer 5.4

D =

a+0 O+b‘

b
d @ d

a
c
Upostevajmo [lastnost 30, da dobimo dve determinanti

D =

o O

+

b | a 0
d| |c+0 0+d

0 b ’

0
d c+0 0+d

(¢
C

Se enkrat uporabimo [lastnost 3b tokrat na drugi vrstici, da dobimo Stiri

determinante

a 0
p-|@ ¢ ‘+

b
[+ a]

a 0
0 d 0 d

+

Sedaj lahko uporabimo iz vsake vrstice vsake od determinant
izpostavimo skupni faktor

D =ac

— O

0 1 0 1
‘+bc 1 0‘+bd‘0 1‘.

1 0 1
1 0‘+ad‘0

Dobili smo stiri determinante, sestavljene le iz nicel in enic. Druga determi-

0 1

nanta <’ 0 D je [determinanta enotske matrikel torej je zaradi lastnosti

10 zamenjamo obe vrsticil

se zaradi lastnosti 2 determinanti zamenja predznak, dobimo pa |[determi-|
[nanto enotske matrike] ki je zaradi lastnosti 1 enaka 1, torej moramo faktor

v in zadnj UL
10 a2 \lo 1

determinanta. Ce tema dvema determinantama [zamenjamo obe vrstici, se
determinanti ne spremenita, obenem pa, zaradi lastnosti 2 morata spremeniti
predznak. Edino realno Stevilo, kateremu se vrednost ne spremeni, ¢e mu
zamenjamo predznak, je 0. Zato sta prva in zadnja determinanta obe enaki
0.

Konc¢ni rezultat torej je

1 enaka 1. Ce pri tretji determinanti <‘ U

bc odsteti. Tako nam ostaneta Se prva (

D=ac-0+ad-1+bd-(—1)+bd-0=ad—be,

kar se ujema z rezultatom, ki smo ga zapisali ze v enacbi (5.1).
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5.1.2 Izpeljane lastnosti determinant

Naslednje lastnosti determinant so posledice prvih treh lastnosti, opisanih v
prejsnjem razdelku, zato moramo pri vsaki posebej pokazati, da njena veljavnost
sledi iz prvih treh (osnovnih lastnosti).

Lastnost 4 Matrika, ki ima dve enaki vrstici, ima determinanto enako 0.

Dokaz: Ce med seboj zamenjamo vrstici, ki sta enaki, se matrika (in s tem
deteminanta) ne spremeni, obenem pa mora, zaradi lastnosti 2
Edino realno &tevilo, kateremu se vrednost ne spremeni, ée mu
zamenjamo predznak, je 0, zato mora biti determinanta z dvema enakima
vrsticama enaka 0.

Primer 5.5 Preverimo to lastnost na primeru determinante 2 x 2 z dvema,
enakima vrsticama

a b
0 b ‘—ab—ab—O.

Lastnost 5 Ce v matriki od poljubne vrstice odstejem mnogokratnik neke
druge vrstice, se njena determinanta ne spremen.

Dokaz: Determinanto, v kateri smo eni od vrstic odsteli (ali pristeli) mnogo-
kratnik neka druge vrstice, lahko, zaradi razdelimo v dve deter-
minanti: prvotno, nespremenjeno determinanto in determinanto, kjer je ena
od vrstic mnogokratnik neke druge vrstice. Ko ta mnogokratnik fizpostavimo)
[(zaradi lastnosti 3a)} dobimo determinanto |z dvema enakima vrsticamal ki je
zaradi lastnosti 4 enaka ni¢. Tako nam ostane le prvotna detrerminanta.

Primer 5.6 Na primeru dvovrsti¢ne determinante:

a b

c—ta d—tb = a(d — tb) — b(c — ta) = ad — tab — bc + tab = ad — be.

Na osnovi lastnosti 1-5 pridemo do pomembne ugotovitve, da se pri Gaussovi
eliminaciji determinanta matrike ohranja ali kve¢jemu spremeni predznak, ce
zamenjamo vrstni red vrstic:
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Izrek 5.1 Naj bo A poljubna kvadratna matrika n x n in U njena vrstiéno-
stopnicasta oblika, ki jo dobimo z Gaussovo eliminacijo. Potem je

det(A) = +det(U) .

Dokaz: Operacije, ki jih uporabljamo pri Gaussovi eliminaciji so

e (Odstevanje mnogokratnika neke vrstice od neke druge vrstice. Zaradi
se pri tem determinanta ne spremeni.

e Zamenjava dveh vrstic. Zaradi se pri tem spremeni le pred-

znak determinante.

Zaradi izreka smo problem racunanja determinante reducirali na pro-
blem racunanja determinante zgornjetrikotne matrike.

Lastnost 6 Determinanta, ki ima vrstico samih nicel, je enaka 0.

Dokaz: Naj ima matrika A nicelno vrstico. Ce niGelni vrstici odstejemo neko

drugo vrstico, pomnozeno z (—1), se zaradi [lastnosti 5| determinanta ne spre-
meni, dobimo pa matriko, z dvema enakima vrsticama, katere determinanta

je enaka 0. Torej je tudi determinanta matrike A enaka 0.

Primer 5.7 Preverimo lastnost determinante z nicelno vrstico na determi-

nanti ({5.1])

a b
0 0 'aoOb-OO.

Iz izreka vemo, da je determinanta matrike (do predznaka) enaka deter-
minanti zgornjetrikotne matrike, ki jo dobimo po Gaussovi eliminaciji. Ugotoviti
moramo le Se, koliko je determinanta zgornjetrikotne matrike.

Lastnost 7 Determinanta trikotne matrike A je produkt diagonalnih elemen-
tov:
det(A) = 111022 " Qpn .
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Dokaz: Naj bo A trikotna matrika. Lociti moramo primera, ko so vsi diago-
nalni elementi razli¢ni od ni¢ od primera, ko je vsaj en element ne diagonali
enak nic.

e Ce so vsi diagonalni elementi razli¢ni od 0, lahko zunaj diagonalne ele-
mente eliminiramo po obi¢ajnem postopku:

— V primeru, ko je A zgornjetrikotna matrika, elemente v zgornjem
trikotniku eliminiramo tako, da odstevamo mnogokratnike spo-
dnjih vrstic od zgornjih vrstic, kot pri Jordanovi eliminaciji v raz-

delku 2321

— Ko je A spodnjetrikotna matrika, elemente v spodnjem trikotniku
eliminiramo tako, da mnogokratnike zgornjih vrstic odstevamo od
spodnjih vrstic, kot pri Gaussovi eliminaciji v razdelku

Pri teh postopkih se determinanta ne spremeni (izrek oziroma
, prav tako se ne spremenijo diagonalni elementi. V obeh pri-
merih dobimo diagonalno matriko, v kateri v vsaki vrstici izpostavimo
diagonalni element

aiq 0 1 0
= Q11" 0npn

0 Ann 0 1

Ker je determinanta enaka 1, smo lastnost 7 dokazali

za primer, ko so vsi diagonalni elementi razli¢ni od 0.

o Kaj, ce je kakSen od diagonalnih elementov enak 0?7 V tem primeru
lahko z Gaussovo eliminacijo dobimo ni¢elno vrstico, pri ¢cemer se deter-

minanta zaradi izreka ne spremeni, zaradi pa je enaka 0,
kar je spet enako produktu diagonalnih elementov (vsaj eden med njimi

je enak 0.)

Primer 5.8 Poglejmo trikotno matriko 2 x 2:

g Z —ad—b-0=ad,

kar je produkt diagonalnih elementov, ali pa

=ad—0-c=ad,

a 0
c d

prav tako produkt diagonalnih elementov.
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S pomocjo determinante lahko preverimo, ali je kvadratna matrika obrnljiva
ali singularna.

Lastnost 8 Determinanta singularne matrike je enaka 0, determinanta obrn-
ljive matrike je razlicna od 0.

Dokaz: Na matriki A izvedemo Gaussovo eliminacijo, da dobimo zgornjetri-
kotno matriko U.

e Ce je A singularna, ima U vsaj eno nicelno vrstico. Zaradi
je det(U) = 0, zaradi izreka[5.1] je det(A) = det(U), torej mora biti tudi
det(A4) = 0.

e Ce je A obrnljiva, ima U na diagonali n pivotov (razliénih od 0), torej

je zaradi tudi det(A) # 0.

Primer 5.9 Kako ta lastnost izgleda pri determinanti 2 x 2?7 Na matriki

A=Y

naredimo Gaussovo eliminacijo.

b
d

e Ce je a # 0, prvo vrstico pomnozeno s ¢/a odstejemo od druge

a b
0 d—%b |-

a
Cc

b p—
7=
Matrika je obrnljiva, kadar je element v spodnjem desnem vogalu d — £
razlicen od 0, torej, kadar je ad — bc = |A| # 0 in singularna, kadar je
d— £b =0, torej, kadar je ad — bc = |A| = 0.

e Ce je a = 0, zamenjamo vrstici

d
b

b c
c d ‘ |0 ‘ = ~be.
Kadar sta b in ¢ oba razli¢na od 0, je matrika obrnljiva in njena deter-
minanta |A| = —bc # 0. Ce pa je b ali ¢ enak 0, je matrika singularna

in njena determinanta enaka 0.

Zanimiva je tudi zveza med determinanto in produktom kvadratnih matrik.
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Lastnost 9 Determinanta produkta dveh matrik je enaka produktu determi-
nant obeh matrik:
det(AB) = det(A) det(B) .
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Dokaz: Loceno bomo obravnavali dva primera:

e Ce je matrika B singularna, je det(B) = 0 zaradi [lastnosti 8 Ker pa
je tudi produkt AB singularna matrika, je pravtako det(AB) = 0 in
lastnost 9 velja.

e Ce je matrika B obrnljiva, potem je det B # 0.

V tem primeru si podrobneje poglejmo, kaksne lastnosti ima kvocient D(A)

det(AB)/det(B). Ce za D(A) veljajo osnovne lastosti [l l l in [3b, potem
je D(A) determinanta matrike A.

1 Za A = I enotsko matriko je

D(I) = det(IB)/ det(B) = det(B)/ det(B) = 1.

2 Naj bo A’ matrika, ki jo dobimo tako, da v matriki A med seboj zamenjamo
dve vrstici. Potem (zaradi izreka [1.28]) tudi produkt A’B dobimo iz
produkta AB tako, da med seboj zamenjamo isti dve vrstici. Zato je

D(A’) = det(A'B)/ det(B) = — det(AB)/ det(B) = — det(A)

torej D(A) spremeni predznak pri medsebojni zamenjavi dveh vrstic
matrike A.

3a Naj bo A matrika, ki jo dobimo tako, da v matriki A eno izmed vrstic
pomnozimo s Stevilom ¢. Potem se (zaradi izreka [1.28]) tudi ista vrstica
matrike AB pomnozi s t. Zato je

D(A) = det(AB)/ det(B) = tdet(AB)/ det(B) = tD(A),
torej se D(A) pomnoZi s ¢, ¢e eno od vrstic matrike A pomnozimo s t.

3b Naj bo A matrika, ki jo dobimo tako, da v ni¢elni matriki i-to vrstico 1 <
i < n zamenjamo s poljubnim vrsti¢nim vektorjem v’ kjer je v € R”
in A matrika, ki jo dobimo, ée v matriki A i-to vrstico zamenjamo z v7 .
Potem je A 4+ A matrika, ki ima vse vrstice razen i-te iste kot A, i-ta

vrstica pa je vsota prvotne i-te vrstice in dodanega vrsticnega vektorja.

Zaradi izreka je tudi produkt (A+A) B matrika, ki je v vseh vrsticah
razen i-ti enaka matriki AB, i-ta vrstica pa je vsota i-te vrstice matrike
AB in produkta v B. Zato je

D(A+ 4) = det((lft?—BJ;l)B _ det(Angt?—B(f)let AB _ D(A) + D(A),

torej kvocient D(A) ustreza tudi osnovni lastnosti 3b.

Ker D(A) ustreza vsem osnovnim lastnostim determinant, je determinanta,

torej D(A) = det(A), zato je tudi det(AB) = det(A) det(B).
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Primer 5.10 Preverimo za dvovrstne determinante. Po eni strani
najprej zmnozimo dve matriki in nato izracunamo determinanto:

a b e f| | ae+bg af+bh
c d g h | | ce+dg cf+dh

= (ae+bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg)

= acef + adeh + befg + bdgh
—acef — adfg — bceh — bdgh
= adeh+ befg — adfg — beeh .

ae+bg af +bh
ce+dg cf +dh

Po drugi strani pa najprej izracunamo obe determinanti in ju nato zmnozimo

e

a b
c d

£ ' = (ad — bc)(eh — fg) = adeh — adf g — beeh + befg .

V obeh primerih smo dobili istri rezultat.

Ta lastnost ima dve uporabni posledici.

Posledica 5.2 Determinanta inverzne matrike je enaka
det(A™1) =1/ det(A)
in determinanta potence A™ matrike A je

det(A™) = (det(A4))".

Dokaz: Ker je

1 =det(I) = det(A7'A) = det(A™ 1) det(A),

in ker je, ¢e A™! obstaja, zaradi [lastnosti determinante obrnljive matrike|

det(A) # 0,

det(A™1) = 1/ det(A).

Ce hotemo izracunati det(A™), moramo veckrat uporabiti lastnost
dveh matrik.
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Primer 5.11 Preverimo, ¢e ta posledica velja za najenostavnejsi primer -

matriko 2 x 2. Naj bo
a b
as]o 2],

Najprej moramo izra¢unati inverzno matriko A=, najbolje z Gauss-Jordanovo

eliminacijo (glej razdelek [2.3.2)):

a b|1 0 L|oe b 1 0 Lla b 1 0 N
coalo 1] 7 o w1701 ot
{a b| 1 0 ]_}{aouadbfbc adf‘,;]_)
0 1 adicbc adibc 0 1 ad:cbc adibc

d —b
|: Lo ad—bc ad—bc :|

—c a 0
0 1 ad—bc ad—bc

Tako smo prisli do inverzne matrike

1 d —b
Al = .
ad — bc [ —c a H

njena determinanta je det(A~!) = (jj__bbcc)z = ﬁ.

Da velja det(A?) = (det(A))? lahko preveri bralec sam (naloga .

Povezavo med determinanto in transponiranjem opisuje naslednja lastnost.

Lastnost 10 Transponirana matrika AT ima isto determinanto kot A.
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Dokaz: Loceno bomo obravnavali dva primera:

e Ce je matrika A singularna, je singularna tudi A” in obe imata deter-
minanto 0;

e Ce matrika A ni singularna, izraéunamo njen LU-razcep PA = LU. Ker
so permutacijske matrike ortogonalne, lahko to enacbo z leve pomnozimo
s PT, da dobimo A = PTLU. Ce obe strani transponiramo, dobimo

AT = UTLTP. Zaradi moramo primerjati
det(A) = det(PT) det(L) det(U) z det(AT) = det(UT) det(LT) det(P).
Ugotovimo lahko, da

1. ker je matrika P permutacijska, je det(P) = det(PT), saj pri obeh
lahko z istim Stevilom menjav vrstic pridemo do enotske matrike;

2. ker je matrika L spodnjetrikotna in LT zgornjetrikotna, obe z eni-
cami na diagonali, je (po [lastnosti 7)) det(L) = 1 = det(L7);

3. ker je matrika U zgornjetrikotna in U” spodnjetrikotna, je (zopet

zaradi [lastnosti 7)) determinanta obeh matrik enaka (saj so diago-
nalni elementi obeh matrik isti).

Zato mora biti tudi det(A) = det(AT).

Primer 5.12 Poglejmo Se to lastnost na primeru determinante 2 x 2:
a b
c d

‘—adbc in

kar je isto.

ima zelo pomembno posledico:

Posledica 5.3 Vsaka lastnost, ki velja za vrstice determinante, velja tudi za
njene stolpce. Med drugim:

e Determinanta spremeni predznak, ce med seboj zamenjamo dva stolpca;
e Determinanta je enaka 0, ¢e sta dva stolpca enaka;

e Determinanta je enaka 0, ¢e so v vsaj enem stolpcu same nicle.

Dokaz: Namesto matrike A gledamo njeno transponirano matriko A7, ki ima

zaradi [[astnosti 10] isto determinanto.
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5.2 Racunanje determinant

V tem razdelu se bomo posvetii ra¢unanju determinant. Podrobneje bomo pre-
gledali tri nacine, s katerimi lahko pridemo do det(A):

Pivotno formulo, ki je povezana z Gaussovo eliminacijo in z LU-razcepom in
je obicajno najbolj ucinkovit nacin;

”Veliko formulo”, s katero lahko eksplicitno zapiSemo deteminanto matrike
s pomocjo njenih elementov, vendar je za racunanje vecjih determinant
veliko preve¢ zapletena in

Kofaktorsko formulo, s katero racunanje determinante prevedemo na racu-
nanje vecjega Stevila manjsih determinant. Primerna je predvsem, kadar
je veliko elementov v matriki enakih 0.

5.2.1 Pivotna formula

Ze v dokazu smo ugotovili, da je za izra¢un determinante det(A)
dovolj izracunati LU razcep PA = LU. Ker je L spodnjetrikotna matrika z
enicami na glavni diagonali, je zaradi[lastnosti 7 njena determinanta det(L) = 1.
Matrika P je permutacijska (dobljena iz enotske matrike I z zamenjavo vrstic),
torej je zaradi [lastnosti 1 in [lastnosti 2| njena determinanta det(P) enaka 1 ali
—1. Zato je determinanta do predznaka enaka produktu pivotov.

Izrek 5.4 Ce je PA= LU LU razcep matrike A, je
det(A) = SE det(U) = :I:u11u22 s Upp - (52)

Predznak + ali — je odvisen od tega, koliko zamengjav vrstic je bilo potrebno za
LU razcep matrike A. Ce je bilo Stevilo zamenjav vrstic sodo, velja predznak
+, za liho stevilo zamenjav pa predznak —.
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Primer 5.13 S pomocjo pivotne formule izracunajmo determinanto

1 2 -3
Al=[2 3 3
3 -1 1

Uporabimo Gaussovo eliminacijo

2 -3 2 -3 2 -3
2 3 3|—=1|o0 9| =10 9
3 -1 1 0 —7 10 0 0 [-53

Iskana determinanta je produkt pivotov, torej 53.

S pomocjo formule (5.2)) lahko izra¢unamo determinanto matrike, ¢e po-
znamo vse pivote in Stevilo zamenjav vrstic pri Gaussovi eliminaciji. Velja pa
tudi obratno: s pomoc¢jo determinant lahko izracunamo pivote. Poglejmo kako.

Definicija 5.5 Ce je A kvadratna matrika n X n, potem je njena k-ta glavna
vodilna poddeterminanta deteminanta, ki jo dobimo tako, da vzamemo iz ma-
trike A pruih k vrstic in stolpcev.

Primer 5.14 Matrika

1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 12

13 14 15 16

ima 1-vo vodilno glavno poddeterminanto |1|, drugo vodilno glavno poddeter-
minanto

1 2

5 6

in tretjo vodilno glavno poddeterminanto

© ot =
S O N
N

Naj bo A poljubna matrika dimenzije n x n in naj bodo A, k=1,...n —
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1 njene podmatrike reda k x k v levem zgornjem kotu, tako da je det(Ay)
k-ta vodilna glavna poddeterminanta. Ce element a;; # 0, zamenjava prve
vrstice ni potrebna in a11 je ze prvi pivot di, hkrati pa tudi prva vodilna glavna
poddeterminanta.

Ce pri Gaussovi eleminaciji tudi pri naslednjih korakih ni zamenjav vrstic,
je prvih k pivotov di odvisnih le od matrike Ag. Pri tem je produkt prvih &
pivotov dj - - - dy, enak k-ti vodilni glavni poddeterminanti det(Ay)

det(Ak) =didg---dy.
Konéno lahko k-ti pivot dj izra¢unamo kot kvocient dveh determinant

d1 e dk—ldk det(Ak)
d, = =

d1 L dk,1 - det(Ak,1) ’

5.2.2 Velika formula za determinanto

Pivotna formula je dobra za rac¢unanje determinante, vendar bi v radi zapisali
tudi eksplicitno formulo, ki bi vkljucevala elemente a;; originalne matrike A.
Za¢nimo najprej s formulo za determinanto reda 3.

Determinanta 3 x 3

V primeru smo izracunali determinanto matrike reda 2 samo s pomocjo
osnovnih lastnosti determinante. V tem razdelku bomo izra¢unali determinanto
kvadratne matrike reda 3. Ker je to precej bolj zahteven primer, bomo upora-
bljali vse lastnosti determinant.

Podobno lahko izra¢unamo determinanto matrike 3 x 3

a1l aiz ais
a1 a2z a23
as31 agz as33

Vsako vrstico razélenimo v 3 enostavnejse vrstice (npr. [a1; 0 0]) s pomoéjo
lastnosti 3b. Tako dobimo 27 enostavnih determinant. Ko spustimo tiste,
ki imajo vsaj eno nicelno vrstico ali stolpec, nam ostane 6 determinant brez
nenicelnih vrstic in stolpcev

ai1 aiz2 a13
Q21 Q22 az23
aszr azz2 as3
ail 0 0 0 a1 0 0 0 ais
= 0 a9 0 0 0 as3 a1 0 0
0 0 ass a3z 0 0 0 asz2 0
ail 0 0 0 a2 0 0 0 ais
+ 0 0 a3 a1 0 0 0 a9292 0
0 as9 0 0 0 ass asi 0 0
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7 upostevanjem lastnosti 3b lahko zapiSemo
|A] = anazass + aiza23a31
+  a13a21a32

+ aii1a23a32

+ aiga21033 + aizazas;

OR O OO OO
OO = HPFOO OO
— OO OO, = OO
— OO OO, = OO
oL, O HFOO OO =
OO OO OO

Za vsako determinanto Se prestejemo, s koliko menjavami vrstic dobimo enotsko
matriko in konéno

Al = a11a22a33 + a12a23a31 + a13021a32

— 011023032 — (12021033 — 413022031

Determinanta reda n x n

Podobno lahko naredimo za determinante reda n x n. Od 0 razliéni bodo le
prispevki enostavnih determinant, ki bodo imele le en od 0 razlicen element v
vsaki vrstici in v vsakem stolpcu. Zato iz vsake vrstice in iz vsakega stolpca
izberemo po en element, izra¢unamo njihov produkt, ga opremimo s pravim
predznakom, vse take produkte sestejemo in pridemo do eksplicitne formule.

Izrek 5.6 Determinanta kvadratne matrike reda n je
|A| = Z det(P)ataass - - - anw, (5.3)

kjer sestevamo po wseh m! permutacijah stolpcev P = (a, 3,...,w) enotske
matrike.

Velika formula nam sicer daje eksplicitno zvezo med elementi matrike in
determinanto, vendar je za prakti¢no uporabo prevec¢ zapletena, saj Stevilo pro-
duktov, ki jih moramo seSteti, z narastajo¢im redom determinante zelo hitro
naraSca. Pri determinanti reda 2 sta dva, pri 3 jih je 6, pri 4 ze 24, potem 120
in 720. Pri determinanto reda n je n! =n(n —1)(n —2)---,3-2 -1 produktov,
pri n = 11 je to ze skoraj 40.000.000 produktov, kar pomeni, da je pri vec¢jih
n velika formula za ra¢unanje determinant popolnoma neuporabna. Pri pivotni
formuli pridemo pri ve¢jih determinantah veliko hitreje do rezultata.
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Primer 5.15 Z veliko formulo ({5.3]) izracunajmo determinanto matrike

A:

N O Ww o
o o O O
S O =N

1
0
)
0

Ker je veliko elementov v matriki enakih 0, v formuli (5.3)) ostaneta le dva
produkta, razlicna od 0. Dobimo ju, ¢e vzamemo oznacene elemente

0 4
) 0
0 0

—

2
n

0
0
6

Prvi produkt je 1-4-6 -7 = 168, potrebujemo eno zamenjavo vrstic, da
elemente postavimo na diagonalo, zato je ustrezen predznak —. Drugi produkt
2-3-5-8 = 240, ker sta za postavitev na diagonalo potrebni dve zamenjavi
vrstic, je usrezni predznak +. Determinanta je det(A) = —168 + 240 = 72.

OO@O =
o O

OHO —
~ OHO

5.2.3 Kofaktorji in kofaktorska formula

S kofaktorsko formulo determinanto prevedemo na ve¢ determinant manjSega
reda. Idejo, na kateri sloni kofaktorska formula za izra¢un determinante, si
oglejmo na primeru determinante reda 3.
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Primer 5.16 Veliko formulo (5.3)) za determinanto 3 x 3

|A| = ai1a22a33 + ai2a23a31 + a13a21032

— 110230432 — Q12021033 — 413022031

lahko preuredimo tako, da zberemo skupaj produkte, v katerih so posamezni
elementi prve vrstice

|A| = a11(a22a33 — azzasz) + a12(azzas) — aziass) + aiz(aziass — azasi) .

V tej formuli so faktorji a1; pomnozeni s svojimi kofaktorji C1;. Kofaktor
C11 je tako asoass — aszase. Ce uporabimo kofaktorje, je formula

|A] = a11C11 + a12C12 + a13C13.

Vse kofaktorje, skupaj s faktorji, lahko za determinanto reda 3 predstavimo
kot

a/l 1 . . . a12 . . . 0/13
D = © age a3 | + | ax < azz |+ | az1 a2
aszy ass a3y - a3z a3y as

Kofaktorji C'1; so, do predznaka natancno, determinante A;; dimenzije 2 x 2,
ki jih dobimo, ko v prvotni determinanti izpustimo vrstico in stolpec, v katerih
se nahaja faktor a;;. Predznak kofaktorja je 4+ za Cj; in Ci3 ter — za Cho.

Odlocitev, da smo zbrali skupaj produkte, v katerih so posamezni elementi
prve vrstice je bila poljubna. Ravno tako bi se odlocili, da grupiramo pro-
dukte, v katerih so posamezni elementi druge ali tretje vrstice. Tako bi dobili

a21C21 + a22C22 + a23C53

ali
a31031 + az2C32 + a33C33 .

Zaradi lastnosti [lastnosti determinante transponirane matrikel bi lahko gru-
pirali tudi posamezne elemente kateregakoli stolpca. Tako bi dobili

|A| = CLlelj + a2j02j + ang’gj, j = 1, 2, ali 3.

Pri determinantah reda n je podobno kot pri determinantah reda 3. Kofaktor
elementa a;; v i-ti vrstici in j-tem stolpcu je Cy;, poddeterminanta, ki jo dobimo,

ko v prvotni determinanti zbrisemo ¢-to vrstivo in j-ti stolpec, pomnozena z
(_1)i+j.
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Izrek 5.7 (Kofaktorska formula) Ce je A kvadratna matrika reda n,
njeno determinanto lahko izracunamo z razvojem po i-ti vrstici

det(A) = a;1C;1 + a;2Cio + - -+ + a;nCip - (54)

Kofaktorje C;; izracunamo kot Ci; = (—1)"I D;;, kjer je D;; determinanta,
ki jo dobimo, ée v A izbrisemo i-to vrstico in j-ti stolpec.

Dokaz: Skica dokaza: V veliki formuli grupiramo produkte, ki vsebujejo po-
samezne elemente ¢ vrstice in pogledamo kofaktorje, ki so z njimi pomnozeni.

Preizkusimo kofaktorsko formulo na dobro znanem primeru determinante
drugega reda.

Primer 5.17 Ce razvijamo po prvi vrstici

a b
c d

' =a-d+b(—c),
kar je Ze znan rezultat. Ce razvijemo po drugem stolpcu,

Z‘:b(—c)+d~a7

a
C

dobimo isti rezultat.

Razvoj po kofaktorjih je uporaben predvsem takrat, ko ima matrika veliko
elementov enakih 0, posebej, kadar je veliko nicel v isti vrstici ali stolpcu.
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Primer 5.18 Izracunajmo determinanto matrike

o= OO
W wNn D
N Ot O W
= O O O

13 1

Ker je v prvem stolpcu le en element razlicen do ni¢, determinanto razvijmo
po prvem stolpcu

6 3 0
det(A)=1| 2 0 0
13 12 4

Dobljeno determinanto razvijmo po drugi vrstici

3 0

det(A)=1.(—2)‘ 5 4

‘:1-(—2).3|4|:—24,

kjer smo determinanto reda 2 razvili po prvi vrstici.

5.3 Uporaba determinant

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj problemov, pri katerih lahko pridemo do
reSitve z uporabo determinante:

e Cramerjevo pravilo za reSevanje sistemov linearnih enacb;
e izracun inverzne matrike;
e Izracun ploscine romboida in prostornine paralelepipeda.

V naslednjem poglavju pa se bomo spoznali z lastnimi vrednostmi in lastnimi
vektorji matrike, kjer determinante tudi igrajo vazno vlogo.

5.3.1 Cramerjevo pravilo

S Cramerjevim pravilom lahko eksplicitno zapisemo resitev sistema enach Ax =
b. Na videz izgleda kot bliznjica, s katero se izognemo ra¢unanju resitve z Ga-
ussovo eliminacijo in LU razcepom, vendar se izkaze, da je Cramerjevo pravilo,
Ceprav privla¢no na prvi pogled, precej daljsa pot do resitve od eliminacije, ki
smo jo podrobno spoznali v [2[ poglavju.

Do Cramerjevega pravila nas pripelje preprosta ideja: ¢e prvi stolpec enotske
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matrike reda n nadomestimo z vektorjem neznank x, dobimo matriko

1 0 -+ 0
z, O 1

ki ima determinanto x1. To matriko z leve pomnozimo z A. Prvi stolpec tako
dobljene matrike je Ax, torej b, ostali stolpci so isti kot v matriki A:

z1 0 O by a2 a3
A X9 1 0 = b2 22 423 = Bl
zz3 0 1 bs asz2 ass

Ko izracunamo determinante teh treh matrik dobimo

o det(Bl)
~ det(A)

det(A)x; = det(B) torej X

Ker lahko v enotski matriki z x zamenjamo katerikoli stolpec, lahko podobno
izra¢unamo tudi vrednosti vseh drugih neznank:

Izrek 5.8 (Cramerjevo pravilo) Ce je A kvadratna matrika reda n in
det(A) # 0, potem lahko resitev sistema Ax = b zapiSemo s pomocjo de-
terminant:

o det(B;) S det(Bs) . det(B,,)
YT det(A) T TP det(A)” " det(4)

kjer je vsaka od matrik B; dobljena tako, da v matriki A zamenjamo j-ti
stolpec z vektorjem b.
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Primer 5.19 V primeru [2.3] smo izracunali resitev sistema linearnih enacb

r+3y—2z =
3xr+8y—5z =
20+ 4y + 2z =

z eliminacijo. Za primerjavo ga resimo Se s Cramerjevim pravilom. Potrebu-
jemo $tiri determinante

1 3 -2 3 3 =2
det(A)=1| 3 8 -5 | =-3, det(By)=|8 8 -5 | =3,
2 4 1 7 4 1
1 3 -2 1 3 3
det(B2) =3 8 -5 | =-—6 in det(B3)=| 3 8 8 | =-3
2 7 1 2 4 7
Vrednosti neznank so zato

3 —6 -3

xlz_—?):—l, ;vgz_—3:2 in :Ug:_3=17

kar je enako, kot smo dobili v primeru [2:3]

Za resitev sistema n enacb z n neznankami s Cramerjevim, moramo izracunati
n+1 determinanto reda n. Ceprav za izra¢un determinante uporabimo najuéin-
kovitejso metodo, t.j. Gaussovo eliminacijo, je to veliko dela. Kot vemo, je za
resitev sistema enacb dovolj ena sama Gaussova eliminacija.

Pozor! Cramerjevo pravilo je za reSevanje sistemov z ve¢ kot 3 neznankami
zaradi prevelikega Stevila potrebnih operacij popolnoma neprimerno!

5.3.2 Inverzna matrika

S pomo¢jo determinant (in [kofaktorjev]) lahko dobimo tudi lepo formulo, s katero
lahko eksplicitno zapisemo elemente inverzne matrike. Na zalost ima ta formula
skupno lastnost s Cramerjevim pravilom: $tevilo potrebnih operacij zelo hitro
narasca z narasc¢ajo¢im redom matrike.

Za motivacijo s Cramerjevim pravilom pois¢imo inverz matrike

[z 4]
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kot resitev enacbe AX = I, ki jo zapiSemo po stolpcih:

a b xn*linab zi2 | |0
c d zo1 | | O c d oo | |1
Za izra¢un elementov matrike X po Cramerjevem pravilu potrebujemo pet de-
terminant
0 b
’ 1 d

Zadnje stiri determinante so d, —c¢, —b in a, kar so ravno |[kofaktoryi| elementov

matrike A, zato je
1 d =b
A7l = .
ad — bc { —c a }

Sedaj pa ze lahko "uganemo”, kaksSen je rezultat za determinante reda n.

a 1 a 0
e O e 1

1 b
0 d

a b | .
e 4| m

Izrek 5.9 Inverzna matrika A~' matrike A je transponirana matrika kofak-
torjev, deljena z determinanto |A|:
-1 _ cT
det(A)’

kjer je C matrika kofaktorjev matrike A.

Dokaz: Izrek velja natanko tedaj, ko je ACT = det(A)I, zato bomo izrek
dokazali tako, da bomo izra¢unali produkt ACT.

a1 a2 - Qin Cii Cy -+ Cu
ACT a1 a2 - Qon Cia Coy -+ Cpo
an1 an2 ccc Qpp Cln CQn o Cnn

Element matrike ACT na poziciji (1,1) je skalarni produkt elementov prve
vrstice matrike A z njihovimi kofaktorji, zato je (izrek enak det(A). Tudi
vsi ostali diagonalni elementi matrike AC” so, ravno tako zaradi kofaktorske
formule, enaki determinanti matrike A.

Element matrike ACT na poziciji (2,1) je skalarni produkt druge vrstice ma-
trike A s kofaktorji prve vrstice. Ker je to isto, kot da s kofaktorsko formulo
racunamo determinanto matrike A, ki smo ji prvo vrstico prepisali z drugo
(torej ima matrika enaki prvo in drugo vrstico), mora biti rezultat enak 0 za-
radi [lastnosti determinante z dvema enakima vrsticamal Zaradi istega razloga
so enaki 0 tudi vsi ostali zunajdiagonalni elementi matrike AC”, zato je ACT
enotska matrika, pomnozena z det(A) in izrek je dokazan.
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Primer 5.20 Izracunajmo inverz matrike

2 -3 5
A= 1 -1 2
=2 3 4

Izra¢unati moramo det(A) =9 in matriko kofaktorjev

—-10 -8 1
C = 27 18 0
-1 1 1
Inverzna matrika je
1 -10 27 -1
ATl = 5| 8 1B 1
1 0 1

Preizkusi, ¢e je res!

5.3.3 Ploscine in prostornine

Naredimo $e majhen skok v geometrijo. Eden najenostavnejsih problemov, ki se
jih spomnimo iz osnovne Sole, je racunanje plos¢ine pravokotnika. Za pravoko-
tnik z osnovnico a in viSino b je plos¢ina enaka ab. Ni¢ tezji ni problem plosc¢ine
paralelograma (romboida). Paralelogram z osnovnico a in visino v ima plos¢ino
av. Ker je trikotnik polovica paralelograma, je plos¢ina trikotnika z osnovnico
a in visino v enaka av/2.

Kaj pa ¢e trikotnik ni podan s svojo osnovnico in vi§ino, ampak poznamo
le koordinate vseh treh oglis¢? Seveda lahko iz oglis¢ z nekaj ra¢unanja dobimo
osnovnico in visino, vendar to ni najboljsa pot do plos¢ine. Tukaj nam lahko
pomagajo determinante.
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A

Slika 5.1: Plos¢ina paralelograma je produkt osnovnice in visine

Primer 5.21 Izrac¢unajmo plos¢ino paralelograma z ogliséi v tockah A(0, 0),
B(2,1), C(1,2) in D(3,3) (slika[5.1).

Naj bo stranica AB osnovnica. Njena dolzina je |AB| = v1+22 = /5.
Nekoliko ve¢ dela je z visino. Pravokotnica iz tocke C' seka osnovnico v tocki
E. Dobimo jo kot presecisce nosilke osnovnice y = 2/2 in nosilke pravokotnice
y—2 = —2(zx — 1). Ker resevanje sistemov linearnih enacb ze obvladamo,
povejmo le, da ima tocka E koordinate (8/5,4/5). Visina paralelograma je
v =I[CE| = /(2)>+ (£)? = 3. Plos¢ina paralelograma je tako |ABJv =

5 V5
V5 =3.
Bolj preprosto do istega rezultata pridemo s pomocjo vektorjev in deter-
minante. Paralelogram je dolocen z vektorjema a = AB = [2 1] in
b = AC = [1 2]7, determinanta matrike A z stolpcema a in b pa je

2 1
Al=labl=| 5 |-3.

kar je isti rezultat, vendar dobljen po krajsi in enostavnejsi poti.

Rezultat, ki smo ga dobili s pomoc¢jo determinante je sicer res pravilen,
vendar se moramo vprasati, ali ni to nakljucje.

Izrek 5.10 Ploscina paralelograma, doloéenega z vektorjema a in b € R? je
enaka det ([a b]), to je absolutni vrednosti determinante s stolpcema a in b.
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a—+ a

a-+ a’

Slika 5.2: Plos¢ina paralelograma se sesteva, kot se seSteva vsaka stranica

Dokaz: Pokazali bomo, da ima ploS¢ina iste tri osnovne lastnosti, s katerimi
smo definirali determinante. Zato je plo$¢ina enaka determinanti!

1. Ko je A = I, je paralelogram kvadrat s stranico 1. Njegova plos¢ina je
1.

2. Ce zamenjamo dve vrstici, determinanta spremeni predznak, vendar ab-
solutna vrednost ostane ista. Paralelogram pa tudi ostane isti.

3. Ce vrstico pomnozimo s faktorjem ¢, se za ta faktor podaljsa ena stranica
paralelograma, zato se za faktor ¢ poveca plos¢ina.

Paralelogram naj bo napet na vektorja a in b. Ce vektorju a pristejemo
vektor a’, dobimo paralelogram, ki ima isto plogéino, kot je vsota parale-
logramov s stranicama a in a’ (druga stranica vseh treh paralelogramov
je isti vektor b, glej sliko saj je plos¢ina obeh trikotnikov z dvema
modrima in eno rdeco stranico ista).

Zgornji dokaz izreka lahko zlahka posplosimo na n dimenzionalne pro-
store. 'V R™ dolo¢a n linearno neodvisnih vektorjev n-dimenzionalno skatlo,
katere n-dimenzionalna prostornina je enaka determinanti kvadratne matrike
reda n, ki ima teh n vektorjev kot stolpce.
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Tako je prostornina paralelepipeda, ki ga dolo¢ajo linearno neodvisni vektorji
a, b in ¢ v R3 absolutna vrednost determinante [a b ¢]. Prostornina tetraedra,
ki ga napenjajo ti trije vektorji je % prostornine paralelepipeda.

Do podobnega rezultata smo prisli, ko smo v poglavju obravnavali lastnosti

[mesanega produktal To sploh ni ¢udno, saj velja

Lastnost 4 (lastnost meSanega produkta) Mesani produkt vektorjev a,
b in c je enak determinanti matrike, ki ima te tri vektorje kot stolpce.

Dokaz: Ta lastnost sledi iz mesSanega produkta in iz izreka [5.10
in njegove poslpositve na n dimenzionalne prostore.

5.4 Naloge

1. Za matriko
{ a
c

preveri, da je det(A42%) = (det(A))2.

i)

2. Izracunaj determinante

2 3 2 8 6 —9 3 6
3)45’]3)‘17’6)58"(1)‘27"
3. Izracunaj determinante
cost sint a+b a—1b THs 17s
a)‘ —sint cost |’ b) a—"b a+b" ) =L 1
i+
4. Za katere vrednosti spremenljivke z je determinanta ; * 3 f . enaka
07
5. Poiscite resitve enacb
r l—x | 1+2 22 .
a) 1 1+= =2, b)‘3—x 1—x TE=0
6. S pomocjo pivotne formule izracunaj determinante
1 2 3 1 2 3 2 11
a)l4 5 6|, b3 3 2|, ¢|b 2 3
7 8 9 4 3 3 4 5 2
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7. Skiciraj graf funkcije

1 1 z z?
f(z) = 5 1 a a
T b b2
8. Izracunaj determinanti
1 —9 3 4 1 2 -1 -1 3
3 1 4 6 2 4 -3 1 6
a) , by -1 7 3 9
3 7T 2 -5
1 9 _3 4 11 -1 -1 2
-3 2 0 3 2
9. S pomocjo "velike” formule izrac¢unaj determinanti
10 3 0 00 3 4
00 -4 6 01 -4 0
D32 0 50 P 37 00
-1 0 -3 4 -1 0 0 4

1 2 3 4 0 2 3 0
2 4 —4 0 5 13 0 0
Al 39 o0l Pl o 700
10 00 1 8 3 4



Poglavje 6

Lastne vrednosti in lastni
vektorji

Vzemimo neko [kvadratno matriko] A reda nxn. Izberimo si e nek vektor x € R"
in izracunajmo produkt Ax. Veéina vektorjev spremeni smer, ko jih pomnozimo
z matriko. Lahko pa se zgodi, da smo pri izbiri vektorja imeli sre¢no roko in sta

vektorja x in Ax [kolinearnal torej

Ax = Ax (6.1)

za neko realno stevilo A. Poglejmo si nekaj primerov:

Primer 6.1 Ce za matriko izberemo enotsko matriko I, potem je za vsak
vektor Ix = x. Enotska matrika torej ohranja smer vsakega vektorja. Ne
samo smer, tudi dolzino, saj je v enachi Ix = Ax Stevilo A\ enako 1 za vsak
vektor x.

213
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Primer 6.2 Ce permutacijsko matriko P = [ (1) (1) } pomnozimo z vektor-

jem [ il ], dobimo
Z2

Vektorja x = [ ;1 } in Px = [ iQ } sta kolinearna le v dveh primerih:
2 1

1. Kadar sta z1 in x5 enaka. V tem primeru je Px = x, torej je Stevilo A

iz enacbe (6.1)) enako 1.

2. Kadar sta z; in x5 nasprotna, x1 = —x3. V tem primeru je A = —1.

Primer 6.3 Naj bo sedaj P projekcijska matrika, ki v R3 projecira na rav-
nino ¥. Kateri vektorji x € R? so kolinearni s Px?

Zaradi konstrukcije projekcijske matrike, lezijo vektorji Px v ravnini 3. Velja
Se vec: Vektorje, ki lezijo v ravnini ¥ mnozenje z matriko P ohranja: Px = x
za vsak vektor x € ¥. Zato je za vse vektorje iz ravnine ¥ enacba
izpolnjena za A = 1.

Poseben primer pri projekcijski matriki P so vektorji, ki so pravokotni na
ravnino ¥. Premica, pravokotna na ¥ je namre¢ nicelni podprostor N(P)
matrike P. Tako je za vektor x, ki je pravokoten na ¥, produkt Px = 0.
Tudi v tem primeru je enacba izpolnjena in sicer za A = 0.

6.1 Definicija in racunanje

Vektorji, ki po mnozenju z matriko ohranjajo smer, so dovolj pomembni, da
zasluzijo svoje ime:

Definicija 6.1 Vektorx # 0, za katerega je Ax = \x je lastni vektor. Stevilo
A je lastna vrednost.

Pozor! Izraz lastni vektor je lahko zavajajo¢, saj pomeni samo smer (enodi-
menzionalni podprostor). Vsak vektor v tej smeri je lastni vektor z isto lastno
vrednostjo. Lastna vrednost pomeni, za koliko se pri mnozenju z matriko A
vektorji v smeri x podaljsajo ali skrcijo.
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Pozor! Nicelni vektor 0 ne more biti lastni vektor. Lahko pa je lastna
vrednost enaka 0.

Primer 6.4 V primeru [6.1] smo ugotovili, da je lastna vrednost enotske ma-
trike I enaka A = 1, lastni vektor je vsak vektor iz R"™.

V primeru [6.3]smo videli, da je za [projekcijsko matriko] P ena lastna vrednost
enaka 1, lastni vektor je katerikoli vektor iz stolpénega podprostora C(P)
(lastni podprostor). Druga lastna vrednost je 0, lastni vektor je katerikoli
vektor iz nicelnega prostora N(P) (spet lastni podprostor).

V zgornjem primeru smo za nekaj tipov matrik lastne vrednosti in lastne
vektorje kar uganili iz znanih lastnosti matrik. Kako pa za neko matriko lahko
izracunamo lastne vrednosti in lastne vektorje? V enaCbi Ax = Ax nastopata
dve neznanki: vektor x in skalar A. Enacba ni linearna (saj sta A in x med seboj
pomnozena), zato ne moremo uporabiti metod za reSevanje linearnih enacb.

Enacbo za lastne vrednosti in lastne vektorje Ax = Ax lahko zapiSemo tudi
v obliki (A — AI)x = 0. Da bi ta enacba kot enacba za lastni vektor x imela
nenicelno resitev, mora biti matrika A— A\I singularna. Lastne vrednosti so torej
resitve enacbe

det(A—A)=0. (6.2)

Ta karakteristicna enacba je algebrajska enacbe stopnje n, ker je det(A — AI)
polinom stopnje n, zato ima n korenov, nekateri koreni so lahko veckratni, kom-
pleksni koreni nastopajo vedno kot par konjugiranih stevil (dokler so koeficienti
matrike realna Stevila).

Ko poznamo vse lastne vrednosti, lahko za vsako lastno vrednost A lastne
vektorje izracunamo kot nic¢elni podprostor matrike A — A\I. Za vsako k-kratno
lastno vrednost je dimenzija nicelnega prostora najvec k.

Na ta nacin smo locili neznanki v nelinearni enacbi Ax = Ax. Lastne vre-
dnosti A dobimo kot resitev nelinearne karakteristi¢ne enacbe , za, vsako
lastno vrednost pa dobimo ustrezen lastni vektor kot reSitev homogenega sis-
tema linearnih enacb (A — A\I)x = 0.
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Primer 6.5 Pois¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

1 -1
(4]
Najprej zapisimo karakteristicno enacbo, iz katere bomo dobili lastne vredno-

sti. Matrika, ki jo dobimo tako, da matriki A po diagonali odstejemo A\ mora
biti singularna, torej mora biti njena determinanta enaka nic:

1—X =1 || _ 2 _
‘ _6 2)\’—(1—)\)(2—)\)—6—)\ —32—-4=0.
Izracunamo lastne vrednosti A\; = —1 in Ay = 4.
Ko poznamo lastne vrednosti, se lotimo Se racunanja lastnih vektorjev. Za
prvo lastno vrednost \; = —1 dobimo homogen sistem enacb s singularno

matriko
2 -1
{ 6 3 :|X—0.

Nadaljni postopek ze obvladamo. Najprej matriko z eliminacijo predelamo na

[stopnicasto obliko|
2 -1 . 2 -1
—6 3 0 0|’

od koder ugotovimo, da je prvi lastni vektor x; = [1, 2]7.
Za drugo lastno vrednost A\; = 4 dobimo sistem

-3 -1
{—6 _2:|X—0.

Matriko (tudi ta je singularna) spet z eliminacijo preoblikujemo v stopnicasto

obliko, od koder dobimo e drugi lastni vektor x5 = [—1, 3]7.
Matrika ima torej dve lastni vrednosti. Lastni vrednosti A\; = —1 pripada
lastni vektor x; = [1, 2]7, lastni vrednosti Ay pa lastni vektor xo = [—1, 3]7.

Seveda so tudi vsi vektorji, kolinearni z lastnim vektorjem, lastni vektorji z
isto lastno vrednostjo, saj je pri lastnom vektorju pomembna le smer in ne
njegova dolzina.

Matrika reda n, pri kateri lahko najdemo n linearno neodvisnih lastnih
vektorjev, kot v zgornjem primeru, je ”lepa’matrika, ki nam pri reSevanju
problemov, na katere bomo naleteli v tem poglavju, ne bo povzrocala vecjih
nevsecnosti.

Oglejmo si Se en, nekoliko drugacen primer.
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Primer 6.6 Izracunajmo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

s=[ 11].

Spet najprej resimo karaktreristi¢cno enacbo

‘1—)\ 1

N2 _
O 3_)\‘_>\ AA+4=0,

od koder izracunamo eno samo, vendar dvojno lastno vrednost A5 = 2.
Nato poiscéemo lastni vektor kot reSitev homogenega sistema

{ :} } ] x=0.
Lastni vektor je x = [1 1]7. Matrika B ima torej le eno (dvojno) lastno

vrednost, ki ji pripada en lastni vektor. Matriko, ki ima ima manj lastnih
vektorjev, kot je njen red, imenujemo degenerirana matrika.

Kasneje bomo videli, da so veckratne lasne vrednosti vir problemov pri upo-
rabi lastnih vrednosti.

Tudi naslednji primer nam po pokazal novo plat problema lastnih vresdnosti:
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Primer 6.7 Oglejmo si, kaksne lastne vrednosti in lastne vektorje ima rota-
cijska matrika @, ki nam vsak vektor v ravnini zavrti za pravi kot

0 -1
o-[1 3]
Lotimo se racunanja lastnih vrednosti kot v prejsnjih dveh primerih. Karak-
teristicna enacba

-2 -1
1 =X

‘—A2+1—0

v realnih stevilih sploh nima resitve, v kompleksnih stevilih pa najdemo lastni
vrednosti \; = ¢ in Ay = —i. Ce zelimo izracunati lastni vektor, ki pripada
lastni vrednosti A1, moramo resiti homogen sistem linearnih enacbh, tokrat v
kompleksnih Stevilih
—i =1
{ 1 i ] x=0.

Druga vrstica je ista, kot ¢e bi prvo vrstico pomnozili z i, torej je odve¢, lastni
vektor je torej x; = [i 1]7. Za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti Ay,
moramo resiti sistem
i —1
[ 1 ; } x=0

in podobno kot prej dobimo x5 = [—i 1]7.

Omenili smo Ze, da mnozenje z matriko ) vsak vektor v ravnini R? zavrti za
pravi kot, kar pomeni, da po mnozenju z matriko @ noben vektor iz R? ne
ohrani svoje smeri. Sicer smo nasli dva lastna vektorja (po enega za vsako la-
stno vrednost), vendar ta dva vektorja nista iz prostora R?, temveé iz prostora
C?, saj so njune komponente kompleksna stevila.

V prjsnjih treh primerih smo si tri matrike, kjer smo nasli tri razlicne tipe
rezulatov:

1. V primeru je imela matrika A dve lastni vrednosti, vsaki je pripadal
svoj lastni vektor in oba lastna vektorja sta bila linearno neodvisna. Ma-
trike, ki imajo toliko linearno neodvisnih lastnih vektorjev, kolikor je red
matrike, so ”lepe”, ker pri uporabi ne povrocajo tezav.

2. V primeru[6.6]je imela matrika B dvojno lastno vrednost in le en sam lastni
vektor. Pri matrikah z veckratno lastno vrednostjo se lahko zgodi, da ima
lastni podprostor manjso dimenzijo, kot je veckratnost lastne vrednosti,
kar pomeni, da ima matrika manj linearno neodvisnih lastnih vrednosti,
kot je red matrike. Take matrike pri uporabi povzrocajo tezave, zato
moramo biti pazljivi, ko jih uporabljamo.

3. V primeru[6.7]je imela matrika Q kompleksne lastne vrednosti. To pri upo-
rabi ne povroca terzav, vendar se moramo zavedati, da se pravila ra¢unanja
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s kompleksnimi vektorji nekoliko razlikujejo od pravil racunanja z realnimi
vektorji.

Pozor! Metoda za ra¢unanje lastnih vredosti, kot smo jo opisali (lastne vre-
dnosti dobimo kot nicle karateristicnega polinoma), je uporabna le za matrike
majhnega reda n < 3. Pri matrikah vecjega reda je ta metoda neuporabna
zaradi nestabilnosti. Za vecCje matrike je bolj priporocljivo uporabljati nu-
meri¢ne metode.

6.2 Osnovne lastnosti

Poglejmo si nekaj lastnosti lastnih vrednosti in lastnih vektorjev, ki jih bomo
potrerbovali v nadaljevanju. Najprej, kako so lastne vrednosti in lastni vektorji
kvadrata matrike povezani z lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji osnovne
matrike.

Izrek 6.2 Ce ima matrika A lastno vrednost X in lastni vektor x, potem ima
matrika A? lastno vrednost A% in isti lastni vektor x.

Dokaz: Ce je Ax = \x, potem je

A’x = A(Ax) = A(\x) = Mx = A2x .

Preverimo ta rezultat Se ne primeru:
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Primer 6.8 V primeru [6.5 smo za matriko

1 -1
1= )
izracunali lastno vrednost —1 z lastnim vektorjem x; = [1 2]7 in lastno vre-
dnost 4 z lastnim vektorjem xo = [—1 3]?. Izra¢unajmo Se lastni vrednosti
matrike A%
Ker je

soll A2 2 )

Njene lastne vrednosti dobimo iz karakteristi¢cne enacbe

7T—A -3
—18 10— A

'_A217A+16_O,

katere resitvi sta Ay = 1 in Ao = 16. Ustreznih lastnih vektorjev niti ni
treba rac¢unati, prepricati se moramo le, da za lastna vektorja matrike A velja
A?x; = x; in A?xy = 16X, kar prepuséamo prizadevnemu bralcu.

Iz izreka lahko hitro ugotovimo, da imajo tudi vigje potence matrike
podobno lastnost.

Posledica 6.3 Ce ima matrika A lastno vrednost \ in lastni vektor x, potem
ima matrika A* lastno vrednost \* in isti lastni vektor x.

Dokaz:
Afx = AP Tax = AF 20 %x = . .- AN 1x = \rx

Podobno lahko ugotovimo tudi lastne vektorje in lastne vrednosti za inverzno
matriko:

Posledica 6.4 Ce ima matrika A lastno vrednost \ in lastni vektor x, potem
ima inverzna matrika lastno vrednost 1/X in lastni vektor x.

Dokaz: Enacbo Ax = Ax z leve pomnozimo z A~! in delimo z ), da dobimo

1
A x = XX.

Poglejmo Se ne primeru:
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Primer 6.9 V primeru [6.5 smo za matriko

1 -1
]
izracunali lastno vrednost —1 z lastnim vektorjem x; = [1 2]7 in lastno vre-
dnost 4 z lastnim vektorjem x, = [—1 3]7. Sedaj izracunajmo e lastne
vrednosti Inverzne matrike A~1.

Ker je

-1[2 1
,1_7
A _4[6 1}’

dobimo lastne vrednosti iz karakteristicne enacbe

1 1
—=— A —= ‘ 3 1
2 4 =X _-SA--=0
3 1 )
—3 1A 40 4
torej sta lastni vrednosti A\; = —1 in Ay = i, ki sta res inverzni vrednosti

lastnih vrednosti matrike A. Lastnih vrednosti spet ne bomo racunali, temvec
bomo samo preverili, ali sta x; in x5 (lastna vektorja matrike A) tudi lastna
vektorja matrike A~!. Podrobnosti prepus¢amo bralcu.

Pred nadaljevanjem potrebujemo $e eno novo besedo:

Definicija 6.5 Sled kvadratne matrike A reda n je vsota njenih diagonalnih
elementov

n
sled(A) = Zaii =ai1+ -+ any,-
=1

Zvezo med lastnimi vrednostmi in sledjo matrike nam odkriva naslednji izrek:
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Izrek 6.6 Sled matrike je enaka vsoti vseh lastnih vrednosti, stetih z njihovo
veckratnostjo. Ce so Ay, ..., \, lastne vrednosti matrike reda n, potem je sled
matrike enaka vsoti

n
sled(A) =Y A=A+ + An,
i=1
determinanta matrike pa produktu lastnih vrednosti

det(A) =[N =X .
i=1

Dokaz: Zapisimo karakteristi¢ni polnom matrike A. Po eni strani je karak-
teristi¢ni polinom determinanta

air — A a2 - a1n
as1 ag2 — A --- a2n
an1 A2n e Apn — )\

Zanimata nas vodilna dva ¢lena polinoma, to pomeni koeficienta pri potencah
A" in pri A»7!. Ker je determinanta vsota produktov elementov, po enega
iz vsake vrstice in vsakega stolpca, nas torej zanima le produkt diagonalnih
elementov (ai; — A) -+ (@pn — A). Cleni, v katerih je eden izmed faktorjev
zunajdiagonalni element a;; imajo namre¢ stopnjo najve¢ n — 2, saj ne more
vsebovati vsaj dveh faktorjev z A, to sta a;; — A in a;; — A. Zato je zacetek
karakteristicnega polinoma

(=A)" 4 sled(A)(=A"1) 4 - - (6.3)

Po drugi strani pa je karakteristi¢ni polinom, ¢e poznamo vse lastne vrednosti
Ai, ©=1,...,n enak produktu

=0 O = 2) = (X7 + O+ M) (A o

zato je Ay + -+ + A, = sled(4).
Drugi del izreka (produkt lastnih vrednosti je enak determinanti) dobimo, ¢e
v obeh oblikah karakteristicnega polinoma izberemo A = 0.

Poglejmo, kako je bilo s tem v dveh primerih, kjer smo izrac¢unali lastne
vrednosti matrike.
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Primer 6.10

1. V primeru [6.5 smo za matriko

A= ]
izracunali lastni vrednosti Ay = —1 in Ay = 4. Sled matrike je sled(A) =
1+2=3= )\ + Ay, determinanta pa det(4) = —4 = A\ Xa.
2. Matrika -
S

v primeru je imela lastni vrednosti A\; = Ay = 2, sled matrike je
sled(B) =1+ 3 =4 = A1 + A2, determinanta pa det(B) = 4 = Aj \a.

Zanimiva in uporabna je tudi ta lastnost:

Izrek 6.7 Ce ima matrika A lastno vrednost X\, ki ji pripada lastni vektor x,
potem ima matrika A+ cl lastno vrednost X + ¢ z istim lastnim vektorjem x.

Dokaz:
(A+c)x=Ax+cIx =X x+cx=(A+0o)x

Pozor! Zgornji izrek seveda ne velja, ¢e namesto enotske matrike I v zgor-
njem izreku vzamemo poljubno matriko B. Ce poznamo lastne vrednosti
in lastne vektorje matrik A in B, ne moremo sklepati o lastnih vrednostih
matrike A + B.
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Primer 6.11 Ce matriki

1 -1
A= )
iz primera[6.5] ki ima lastni vrednosti \; = —1 in Ay = 4 z lastnima vektorjema
x1 = [1 2] in xo = [-1 3]7, pristejemo matriko 21, dobimo
3 -1
asu=] 31

Njena karakteristicna enacba

’ F—A =l

—\2 _ —_
i 4)\]_)\ A +6=0,

katere resitvi sta 1 in 6, kar je ravno za 2 ve¢ kot lastni vrednosti prvotne
matrike A

Bralec lahko zlahka sam preveri, da sta lastna vektorja matrik A in A + 21
ista.

Naslednji izrek nam omogoca, da pri trikotnih matrikah zelo enostavno naj-
demo lastne vrednosti.

Izrek 6.8 Lastne vrednosti trikotne matrike so enake diagonalnim elemen-
tom.

Dokaz: Naj bo A zgornjetrikotna matrika z elementi a;;, ¢ = 1,...,n na
diagonali. Ker je tudi matrika A — Al zgornjetrikotna, je
det(A — XI) = 0 enaka

(all*)‘)"'(ann*A):Oa

njene resitve pa so ravno diagonalni elementi \; = a;.

6.3 Diagonalizacija matrike

V tem razdelku bomo pokazali, kako lahko znanje o lastnih vrednostih in lastnih
vektorjih matrike uporabimo. Ce je x lastni vektor matrike A, potem se produkt
Ax poenostavi v mnozenje s Stevilom Ax. Tako lahko zelo enostavno izra¢unamo
tudi produkt A233x, ki je enak A?33x in ne potrebujemo mnozenja z matriko.
Kadar ima matrika dovolj linearno neodvisnih lastnih vektorjev, da lahko iz
njih sestavimo bazo prostora R™, lahko bistveno poenostavimo mnozenje matrike
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s poljubnim vektorjem iz prostora, tudi ¢e ta ni lastni vektor. Za¢nimo kar s
kjuénim rezultatom.

Izrek 6.9 Denimo, da ima matrika A € R™*™ n linearno neodvisnih lastnih

vektorjev X1, Xa, ..., X,. Ce jih zlozimo kot stolpce v matriko S
S=[x1%x2 -+ %],
potem je A =: ST'AS diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi X\;, i =
1,...,n na diagonali
A1
ST1AS =A =
An

Dokaz: V produktu AS matriko A mnozimo z vsakim stolpcem matrike S,
torej z vsakim lastnim vektorjem. zato je

AS= Al X1 0 X | = | Mix1i o Anxy

Sedaj pa lo¢imo lastne vrednosti A\; od lastnih vektorjev x;. Ker so stolpci po-
mnozeni vsak s svojo lastno vrednostjo, moramo matriko S z desne pomnoziti
z matriko lastnih vrednosti A

A1
)\lxl e )\nxn = )\lxl e )\nxn °5 = SA.

An

Matrika S je obrnljiva, ker ima n linearno neodvisnih stolpcev, zato lahko
enacbo AS = SA z leve pomnozimo z S11971.

Pozor! Kadar so lastne vrednosti matrike med seboj vse razlicne, so la-
stni vektorji zagotovo neodvisni. Vsako matriko, pri kateri se nobena lastna
vrednost ne ponovi, lahko torej diagonaliziramo po tem izreku.

Vec pazljivosti je potrebno, kadar ima matrika veckratne lastne vrednosti. Te-
daj moramo za vsako veckratno lastno vrednost pogledati dimenzijo nicelnega
prostora N (A — AI). Ce je ta manjsa od veckratnosti lastne vrednosti za vsaj
eno lastno vrednost, je lastnih vektorjev premalo, matrika S ni kvadratna in
S~1 ne obstaja.
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Primer 6.12 Matrika naj bo

1 -1
A= { i ] |
Najprej iz karakteristi¢ne enac¢be det(A— AI) = 0 izra¢unamo lastni vrednosti
A1 = —11in A\s = 4, potem lastna vektorja kot resitev sistemov (A—\;I)x = 0.
Dobimo x; = [1 27 in x5 = [-1 3]7T.

Sestavimo matriko S in izraéunamo njen inverz S—!
1 -1 1] 3 1
s=12 5 | =55 1]

Konéno izra¢unajmo S~1AS = { _(1) 2 ] =A.

Pozor! Lastni vektorji v matriki S morajo biti v istem vrstnem redu kot
lastne vrednosti v matriki A.

V dokazu izreka smo ugotovili, da je AS = SA. S tem smo dokazali
trditev izreka, da je S~'AS = A, diagonalna matrika, katere diagonalni elementi
so lastne vrednosti. Isti rezultat pa lahko interpretiramo $e drugace: matriko A
lahko zapisemo kot produkt A = SAS~!. Tako imamo poleg dveh dekompozicij,
ki smo ju ze obravnavali (LU razcep|in|Q) R razcepl|) sedaj e tretjo: razcep lastnih
vrednosti.

6.3.1 Potence matrike

Pozor! Vse trditve o uporabi diagonalizacije v nadaljevanju tega poglavja
veljajo le, ¢e ima matrika toliko linearno neodvisnih lastnih vektorjev, kot je
red matrike.

Naslednji rezultat nam lahko bistveno pomaga pri racunanju potenc matrike.

Izrek 6.10 Ce je A= SAS™!, potem je A¥ = SA¥S—! za vsak k € N.
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Dokaz: Kot je
A% = (SAST1)(SAS™Y) = SA(STIS)AS™H = SAZST,
je tudi
AR = (SAS™H) .- (SAS™H) = S(A(STIS)A - - (STLS)A)STL = SAkS !

za vsak k € N.

Potence diagonalne matrike izracunamo preprosto:
AR =1

zato lahko preprosto izracunamo tudi potence poljubne diagonalizabilne ma-
trike.

Primer 6.13 V primeru [6.12| smo diagonalizirali matriko
I I e O I I S | -1 0|1 3 1| rou1
N R RS

Izrac¢unajmo matriko A®
V skladu z izrekom je A® = SA°S~1, torej

A5 — 1 -1 (<> o1 3 17_ 409 —205
12 3 0 45 |5 =2 1| | =1230 614 |-

Pravilnost rezultata lahko bralec preveri bodisi z direktniom racunom, bodisi
s pomocjo racunalnika.

6.3.2 Uporaba potenc matrike

Vzemimo matriko A reda n X n z n linearno neodvisnimi vektorji (kar pomeni,
da se da diagonalizirati). Vzemimo nek vektor yo, € R™. Zanima nas, kako
se obnasa zaporedje vektorjev, definirano rekurzivno s pravilom yr11 = Ayg.
Tako je y1 = Ayo, nato yo = Ay; = A2y, in tako dalje yx = Ayr_1 = AFyo.
Posebej nas zanima, ali to zaporedje konvergira in kaj je limitni vektor.

Obnasanje zaporedja yj je predvsem odvisno od lastnih vrednosti \;, i =
1,...,n matrike A.
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Izrek 6.11 Naj bo A kvadratna matrika reda n, ki ima n linearno neodvisnih
vektorjev in yg € R™. Zaporedje vektorjev iz R™ naj bo definirano z ypi1 =
Ayy. Potem velja

o Ce je za vsaj eno lastno vrednost [Xi| > 1, potem zaporedje yj neomejeno
narasca.

o Ce s0 vse lastne vrednosti |\| < 1, potem zaporedje yi konvergira proti
nicelnemu vektorju 0.

e Ce je ena lastna vrednost enaka \; = 1, vse ostale pa |A| < 1, zaporedje
yi konvergira proti ¢;x;.

Dokaz: Najprej yo razvijemo po bazi lastnih vektorjev
Yo = c1X1 + C2Xo2 + -+ CnXp
in pomnozimo z A
Ayg = c1M1X1 + coXoXo + -+ + cpA\n Xy -

Prav tako je
Ao = ey + s\ - e\ (6.4)

1. Ce je vsaj ena lastna vrednost |Ai| > 1, ta ¢len neomejeno narasca, zato
tudi zaporedje y, neomejeno narasca.

2. Ce so vse lastne vrednosti |A| < 1, potem vsi cleni razvoja (6.4)) konver-
girajo proti 0, zato tudi zaporedje y; — 0.

3. Ce so vse lastne vrednosti po absolutni vrednosti manjse od 1, razen
A; = 1, potem v razvoju (6.4) vsi ¢leni konvergirajo proti 0, razen ¢;x;,
ki se ne spreminja.

Poglejmo si, kako lahko metode, ki smo jih odkrili, uporabimo, da ugotovimo,
kako hitro narasca zaporedje Fibonaccijevih stevil.

Definicija 6.12 Zaporedje, ki zado$ca rekurziji F1o = Fy11+Fk, se imenuje
zaporedje Fibonaccijevih stevil FJ,.

Da zaporedje Fibonaccijevih Stevil dolo¢imo, moramo poleg rekurzijske for-
mule podati Se prvi dve Stevili iz zaporedja. Ostala so potem popolnoma
doloc¢ena z rekurzijsko formulo.
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Primer 6.14 Ce izberemo Fy = 0 in F; = 1, so naslednja Fibonaccijeva
stevila 1,2, 3,5, 8,13, .... Radi bi odgovorili na vprasanje kako hitro narascajo
Fibonaccijeva $tevila? Zanima nas, na primer, koliko je F3g57

F3g5 sicer lahko izracunamo s pomocjo rekurzije Fyio = Fii1 + F}, vendar
za to potrebujemo precej potrpezljivosti. Ker bi radi poleg odgovora dobili
tudi nekaj vpogleda v sam problem, poglejmo, kako si lahko pomagamo z
diagonalizacijo matrike.

Fibonaccijevo zaporedje, ki je dvoclenska (skalarna) rekurzija, lahko zapisemo
kot enoclensko vektorsko rekurzijo yi+1 = Ay, ki jo ze obvladamo. Zacetna
vrednost naj bo yo = [Fy Fi]T = [1 0]T. Naj bo yx = [Fxr1 Fi]T. Potem
Frpio=Fypn + Fy

lahko zapiSemo v matri¢ni obliki kot
Fit1 = Frn

pravilo

11
Yk+1={1 O}Yk-
Izra¢unamo lastne vrednosti in lastne vektorje te matrike:
det(A—X)=X-\A—-1=0,
torej A\ = 1+T\/5 ~ 1.618 in Ao = 1_7‘/5 ~ —0.618. Ustrezna lastna vektorja

sta x; = [A\1 1]7 in x3 = [\ 1]T. Zacetni vektor yo = [0 1]T izrazimo kot
kombinacijo lastnih vektorjev

17 1 AL || A2 ali X1 —Xa
0] M- 1 1 = N =g

0d tod
A = g
365 = N
365 365
Tako je Faes = = [(Hﬁ) _ (%ﬁ) ] ~ 8.5311 - 1075. Ker je A > 1

in [A\2] < 1, je pri vecjih k vrednost A5 zanemarljivo majhna. Zato cleni
Fibonaccijevega zaporedja narascajo priblizno tako hitro kot A¥ ~ 1.618" ne
glede na to, kaksne so bile zacetne vrednosti.

6.4 Simetriécne matrike

Simetri¢ne matrike (definicija|2.11)) so v linearni algebri zelo pomembne, tako v
teoriji, kot tudi pri uporabi. V tem razdelku nas bo zanimalo, kaksne so lastne
vrednosti in lastni vektorji simetri¢nih matrik.
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Izrek 6.13 Vse lastne vrednosti realne simetricne matrike so realne.

Dokaz: Enacbo

Ax = Ax, (6.5)
konjugiramo ~
Ax = Ax
transponiramo B
T A =Xz

ter pomnozimo z x z desne
%' Ax = \xxTx.

Enacbo, ki smo jo tako dobili, primerjajmo z enacbo, ki jo dobimo, ¢e v (6.5
obe strani z leve pomnozimo z x*

xTAx = MxTx.
Ker se levi strani obeh enacb ujemata, se morata ujemata tudi desni strani
MxTx = MxTx

in ker je xTx = |21|2+- -+ |7,/ > 0 za x # 0, mora biti A = A, torej realen.

Primer 6.15 Izracunajmo lastne vrednosti simetricne matrike
2 2 2
A=1[12 0 0
2 0 0

Iz karakteristicne enacbe

2-\ 2 2
2 =X 0 | ==X+22248\=0,
2 0 X

dobimo tri realne lastne vrednosti

)\1:—27 )\220 in )\3:4.

Pri simetri¢nih matrikah se nam torej ni treba bati, da bi dobili kompleksne
lastne vrednosti. Tudi naslednji rezultat je pomemben za prakti¢no uporabo
simetri¢nih matrik.
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Izrek 6.14 Lastni vektorji realne simetricne matrike, ki pripadajo razlicnim
lastnim vrednostim, so med seboj pravokotni.

Dokaz: Naj bo A realna simetri¢na matrika, ki ima razli¢ni lastni vrednosti
A1 (z lastnim vektorjem x) in Ao (z lastnim vektorjem y). Tako je

Ax = \1x in Ay = \y.
Prvo ena¢bo pomnozimo z leve z y*, drugo z x':

yIAx = \yTx in xTAy = Xox'y.

Tako je
vy (ax) =y (Ax) = (y" A)x = (ATy)"x,

kjer smo pri zadnjem enacaju uporabili|lastnost transponiranja produktajdveh
matrik. Ce upostevamo, da je matrika A simetriéna (definicija|2.11)), je

(ATy)Tx = (Ay)Tx = \yTx.
Tako smo ugotovili, da je
MyTx = Xoy'x.

Ker je A\; # Mg, je to mogoce le, ¢e je y'x = 0, torej morata biti x in y
ortogonalna.
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Primer 6.16 V primeru [6.15|smo izracunali lastne vrednosti simetri¢ne ma-
trike. Izracunajmo Se pripadajoce lastne vektorje.

1. Izracunati moramo nicelni prostor matrike A — A\ I = A + 21

4 2 2 2 1 1 2 1 2 1 1

2 2 0f(—=12 2 0|—160 1 -1 | =0 1 -1

2 0 2 2 0 2 0 -1 1 0 0 0
Pripadajoci lastni vektor je torej x; = [~1 1 1]7.

2. Nicelni prostor matrike A — Aol = A dobimo iz

2 2 2 2 2 2 2 2 2
200|—-(0 -2 -2|—=(0 -2 =2
2 0 0 0 -2 -2 0 0 0

Pripadajoci lastni vektor je xo = [0 — 1 1]T.

3. Se nicelni prostor matrike A — \g] = A — 41

=2 2 2 =2 2 2 =2 2 2
2 -4 0| — 0 -2 2 | = 0 -2 2
2 0 —4 0 2 2 0 0 0

Tretji lastni vektor je torej x3 = [2 1 1]7.

Hitro se lahko prepricamo, da so vsi trije lastni vektorji ortogonalni.

Izrek nam zagotavlja, da so lastni vektorji, ki pripadajo razlicnim la-
stnim vrednostim, med seboj ortogonalni. Ostane nam Se vprasanje: kaj je z
lastnimi vektorji, ki pripadajo isti veckratni lastni vrednosti?

V primeru smo videli, da ima lahko matrika z dvojno lastno vrednostjo le
en linearno neodvisen lastni vektor (enodimenzionalni lastni podprostor). Ven-
dar matrika v tem primeru ni bila simetricna. Za simetricne matrike velja,
da vsaki lastni vrednosti pripada toliko linearno neodvisnih lastnih vektorjev,
kot je veckratnost lastne vrednosti. Do tega rezultata bomo prisli postopoma.
Za¢nimo s Schurovim izrekom:
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Izrek 6.15 Schurov izrek Za vsako kvadratno matriko reda n, ki ima le
realne lastne vrednosti, obstaja taka|ortogonalna matrikd Q, da je

QTAQ =T

zgornjetrikotna matrika, ki ima lastne vrednosti (lahko so kompleksne) matrike
A na diagonali.

Dokaz: Is¢emo tako ortogonalno matriko @, da bo AQ = QT kjer mora biti
matrika T zgornjetrikotna. Prvi stolpec q; matrike @@ mora biti lastni vektor
matrike A, zato, da sta prva stolpca matrik AQ in QT enaka Aq; in t11q;.
Ostali stolpci matrike @ niso lastni vektorji, ker je T' zgornjetrikotna in ne
diagonalna. Stolpec q; dopolnimo s poljubnimi n — 1 stolpci, ki jih ortonor-
miramo z Gram-Schmidtovim postopkom (glej razdelek do ortogonalne
matrike Q1. Zaenkrat imamo

¢
af 0
QT AQ: = S |Aqr - Agn | = |
qT o A2
n 0

Izrek bomo dokazali z indukcijo glede na red n matrike.

Za n = 1 izrek oc¢itno velja.

Ce izrek velja za matrike reda n — 1, za matriko Ay, ki je reda n — 1, obstaja
ortogonalna matrika @2, da je

Q3 A2Q2 = T
zgornjetrikotna matrika. Ker je tudi matrika

10 --- 0

0
P =

: Q2

0
ortogonalna, je (glej izrek ortogonalna matrika tudi produkt Q = Q1 Py,
za katero je QT AQ zgornjetrikotna, tako da izrek velja tudi za matrike reda
n. S tem, po indukciji, velja za matrike poljubnega reda.

6.4.1 Spektralni izrek za simetricne matrike

S pomocjo Schurovega izreka lahko pokazemo, da so vse simetri¢ne matrike
diagonalizabilne, kar pomeni tudi, da ima vsaka simetri¢na matrika toliko ne-
odvisnih lastnih vektorjev, kolikor je red matrike.
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Izrek 6.16 [Spektralni izrek] Vsako realno simetricno matriko A lahko
razcepimo v produkt A = QAQT, kjer je Q ortogonalna matrika lastnih vek-
torjev, A pa diagonalna z lasnimi vrednostmi matrike A na diagonali.

Dokaz: Simetricna matrika ima le realne lastne vrednosti, zato po Schuro-
vem izreku (izrek [6.15) obstaja ortogonalna matrika Q, da je QTAQ = T
zgornjetrikotna matrika. Zaradi simetrije matrike A je

T = (QTAQ)T =QTAQ =T,

torej je matrika 7' tudi simetri¢na. Ker je zgornjetrikotna in simetri¢na, mora
biti diagonalna.

Primer 6.17 V primeru [6.15] smo izracunali lastne vrednosti —2, 0 in 4, v
primeru [6.16[ pa lastne vektorje

-1 0 2
X = 1], xg=1| —1 in x3=1|1
1 1 1
matrike
2 2 2
A=|2 0 0
2 0 0

Iz lastnih vektorjev, ki so ortogonalni, sestavimo ortogonalno matriko (lastne
vektorje moramo le normalizirati — deliti z njihovo dolzimo)

=1 0 Z
°Tle 2 ¥
V3 V2 V6

iz lastnih vrednosti sestavimo diagonalno matriko

-2 0 0
A= 0 0 O
0 0 4
in izracunamo
2 2 2
QTAQ=1]2 0 0| =4
2 0 0

Ker je ortogonalna matrika ) po stolpcih sestavljena iz lastnih vektorjev,
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vidimo, da ima simetri¢na matrika reda n vedno n lastnih vektorjev, ki so med
seboj ortogonalni. Videli smo ze, da so lastni vektorji, ki pripadajo razlicnim
lastnim vrednostim (izrek [6.14), med seboj ortogonalni. Iz spektralnega izreka
(izrek pa lahko ugotovimo, da vsaki k-kratni lastni vrednosti simetri¢ne
matrike pripada k linearno neodvisnih lastnih vektorjev, ki jih lahko izberemo
tako, da so med seboj ortogonalni.

Posledica 6.17 Vsako realno simetriéno matriko lahko zapisem kot linearno
kombinacijo matrik ranga 1

A= aiq] + Adeqs + ... + A\anal

kjer so q; stolpci matrike Q (torej lastni vektorji matrike A).

Dokaz: Produkt QAQT iz izreka lahko vedno zapiSemo kot

QAQT = Miqiq! + Xoqeal + ...+ Mang? .

Matrike q;q! so projekcijske matrike, ki projecirajo na premico, ki jo dolo¢a
vektor q;. Tako lahko vsako simetricno matriko zapiSemo kot linearno kombi-
nacijo med seboj ortogonalnih projekcijskih matrik.

Primer 6.18 Matriko iz primerov [6.15] [6.15] in [6.17] zapisimo kot linearno
kombinacijo ortogonalnih matrik ranga 1.

Iz posledice vemo, da je

A= MNaid] +Xq2q] + ...+ A\anql

torej
-1 [0 2
-2 1 |[-111]/34+0| =1 |[0 —11]/2+4| 1 |[211]/6=
1 1 1
-2/3  2/3  2/3] 8/3 4/3 4/3 2 2 2
= 2/3 —-2/3 —2/3 | +|4/3 2/3 2/3 |=|2 0 0|,
2/3 —-2/3 —2/3 | 4/3 2/3 2/3 2 0 0

kar je res enako zacetni matriki A.

Ko smo izvedeli, da imajo simetricne matrike vse lastne vrednosti realne,
se lahko sprasujemo dalje: koliko lastnih vrednosti je pozitivnih, koliko lastnih
vrednosti je enakih 0 in koliko je negativnih. Pri simetri¢nih matrikah lahko na
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ta vprasanja odgovorimo, ne da bi eksplictno racunali lastne vrednosti.

Mnogo lazje, kot racunati lastne vrednosti velike matrike, je izracunati njene
pivote. Edina povezava med lastnimi vrednostmi in pivoti matrike, ki jo do sedaj
poznamo, je

produkt vseh lastnih vrednosti = produkt vseh pivotov,

ker sta oba produkta enaka determinanti, ¢e seveda matrika ima dovolj pivotov.

Zveza med pivoti in lastnimi vrednostmi pa je pri simetri¢nih matrikah precej
mocnejsa:

Izrek 6.18 Za simetriéno nesingularno matriko A je stevilo pozitivnih pivo-
tov enako Stevilu pozitivnih lastnih vrednosti.

Dokaz: Nesingularna matrika A naj ima A = LU. Matrika L
je spodnjetrikotna z enojkami na diagonali, U pa zgornjetrikotna s pivoti na
diagonali.

Ce zunajdiagonalne elemente matrik L in U zmanjsujemo proti 0 in obe dia-
gonali pustimo konstantni, matrika A konvergira proti diagonalni matriki, ki
ima pivote matrike A na diagonali. Njene lastne vrednosti so enake pivotom
(matrika je diagonalnal), torej je zanjo Stevilo pozitivnih lastnih lastnih vre-
dnosti enako Stevilu pozitivnih pivotov, prav tako je stevilo negativnih lastnih
vrednosti enako Stevilu negativnih pivotov.

Pri tem, ko smo zunajdiagonalne elemente matrik U in L zmanjSevali proti 0,
so pivoti ostali isti in nobena lastna vrednost ni mogla spremeniti predznaka,
ker bi se sicer morala premakniti preko nicle, pri tem pa bi matrika postala
singularna, kar pa ne more, ker se pivoti ne spreminjajo.

Zato se tudi pri matriki A stevilo pozitivnih lastnih vrednosti ujema s Stevilom
pozitivnih pivotov.
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Primer 6.19 Preverimo trditev iz izreka [6.18| za matriko

A:

W N =

2 3
5 7
7 6
Najprej izracunamo pivote

[1] 2 3 [1] 2 [1] 2 3
2 5 7= o0 [1] 1|=]| 0 [1] 1
3 76 0 1 -3 0 o [4]

torej so pivoti enaki 1, 1 in —4 (dva pozitivna in en negativen).
Lastne vrednosti matrike A (izra¢unane z MATLABom) so

M~ —1.70375, Ao~ 0.17352, )3~ 13.53023,

torej dve pozitivni in ena negativna lastna vrednost.

S pomocjo izrekov in lahko izracunamo, koliko lastnih vrednosti
matrike A lezi na poljubnem intervalu (a, b). Stevilo pozitivnih pivotov matrike
A — al nam pove, koliko lastnih vrednosti matrike A je ve¢jih od a, Stevilo
pozitivnih pivotov matrike A — bl pa, koliko lastnih vrednosti matrike A je
vecjih od b. Iz razlike vidimo, koliko lastnih vrednosti matrike A je med a in b.

6.4.2 Pozitivno definitne matrike

V tem razdelku si bomo ogledali lastnosti simetri¢nih matrik, ki imajo vse lastne
vrednosti pozitivne. Ce smo v prejsnjem razdelku videli, da imajo simetri¢ne
matrike kar nekaj lastnosti, ki nam moc¢no olajsajo racunanje z njimi (realne
lastne vrednosti, ortogonalni lastni vektorji), velja to Se toliko bolj, ¢e so vse
lastne vrednosti pozitivne.

Definicija 6.19 Kwadratna matrike je pozitivno definitna, kadar so wvse
njene lastne vrednosti pozitivne.
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Primer 6.20 Matrika

2 1
je pozitivno definitna, ker sta njeni lastni vrednosti, ki sta resitvi kvadratne
enache

A —4N+3=0,

enaki \; =1 in A\s = 3 in torej obe pozitivni.

Pri matrikah reda 2 niti ni potrebno racunati njenih lastnih vrednosti, da bi
ugotovili, ali je pozitivno definitna. Zaradi izreka je dovolj, ¢e preverimo,
da sta pozitivni determinanta in sled matrike.

Posledica 6.20 Kwvadratna matrika reda 2 je pozitivno definitna natanko te-
daj, kadar sta pozitivni sled in determinanta matrike.

Dokaz: Sled matrike je enaka vsoti lastnih vrednosti (izrek, determinanta
pa produktu. Ce sta vsota A\; + A2 in produkt A\ \s pozitivni, sta pozitivni
tudi lastni vrednosti A1 in As.

Po drugi strani je sklep Se lazji. Ce sta pozitivni obe lastni vrednosti, sta
pozitivni tudi njuna vsota in njun produkt, torej sled in determinanta

Tudi pri ve¢jih simetri¢nih matrikah ni potrebno ra¢unati lastnih vrednosti,
¢e hotemo ugotoviti, ali je matrika pozitivno definitna. Ker je pivote precej

lazje izracunati kot lastne vrednosti, lahko uporabimo izrek in preverimo,
ali so vsi pivoti pozitivni.
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Primer 6.21 Preveriti zelimo, ali je matrika

A:

W N =
co Ut N
= 00 W

pozitivno definitna.
7 Gaussovo eliminacijo bomo izra¢unali pivote. Ker je matrika simetri¢na, se
predznaki pivotov ujemajo s predznaki lastnih vrednosti (izrek [6.18)).

[1] 2 3 1] 2 3 1] 2 3
5 8= |0 [1] 2|—=|o0 [1] 2
8 14

2
3 8 1 0 2 5 0 o0 [1]

pivoti so vsi pozitivni, zato so pozitivne tudi vse lastne vrednosti, matrika A
je torej pozitivno definitna.

Simetri¢ne pozitivno definitne matrike imajo Se eno zanimivo lastnost:

Izrek 6.21 Simetriéna matrika A reda n je pozitivno definitna natanko tedaj,
ko je za vsak vektor x # 0 € R™

xTAx > 0.
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Dokaz: Najprej pokazimo, da je matrika pozitivno definitna, ¢e je za vsak
nenicelni vektor x” Ax > 0. Za vektor x izberimo lastni vektor z lastno
vrednostjo A. Potem je

xTAx = xTAx = )\HX||2 >0.

Ker je ||x|| > 0, mora biti A > 0. Ker je bila A poljubna lastna vrednost,
morajo biti vse lastne vrednosti pozitivne, torej je A pozitivno definitna ma-
trika.

Pokazati moramo Se obratno smer: Ce je matrika A simetri¢éna in pozitivno
definitna, mora za vsak neni¢elni vektor x veljati x7 Ax > 0. Ker je matrika A
simetri¢na, obstaja ortogonalna baza {x;,7 = 1,...,n}, sestavljena iz lastnih
vektorjev. To pomeni, da lahko vsak vektor x razvijemo po lastnih vektorjih
X = Z?:l c;X;. sedaj pa izracunajmo

n n n
T T T
x Ax = chxj A (Z cixi> = Z CiCiNiX; Xi
j=1 i=1 ij=1
kar je zaradi ortogonalnosti vektorjev xj enako > i | c¢Z)\;||x;||? > 0, saj so
zaradi pozitivne definitnosti vse lastne vrednosti A; > 0.

Primer 6.22 Pokazimo, da za pozitivno definitno matriko iz primera [6.21]

1 2 3
A=1]2 5 8
3 8 14
velja izrek
Naj bo x = [z1 @2 x3]T. Potem je
1 2 3 1
xTAx =[xy 20 23] | 2 5 8 T
3 8 14 x3
Ko ta produkt izracunamo, dobimo
xTAx = a:? + dx1z0 + 5x§ + 62 — lag + 16zox3 + 14x§

= (%1 + 229 + 323) + (22 + 273)% + 235 > 0,

ne glede na vrednosti komponent vektorja x.

Izrek ima tudi zanimivo posledico. Pri sestevanju dveh matrik je tezko
ugotoviti, kaj se dogaja z njihovimi pivoti in lastnimi vrednostmi. Za pozitivno
definitne matrike pa velja:
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Posledica 6.22 Ce sta matriki A in B pozitivno definitni, je pozitivno defi-
nitna tudi njuna vsota A + B.

Dokaz: Ker sta A in B pozitivno definitni matriki, je x” Ax > 0 in x” Bx > 0
za vsak x # 0. Zato je tudi

x"(A+B)x=x"Ax+x"Bx >0 zavsak x#0.

Pozitivno definitnost matrike lahko ugotovimo tudi s pomocjo determinant.

Izrek 6.23 Matrika A je pozitivno definitna, kadar so vse mnjene
lglavne poddeterminantd pozitivne.

Dokaz: k-ta glavna vodilana poddeterminanta je produkt prvih k£ pivotov

(izrek [5.4).

V [] poglavju smo imeli pri projekcijah precej opravka z matrikami oblike
AT A. Med drugim smo ugotovili, da je AT A obrnljiva matrika, ¢e so le stolpci
matrike A linearno neodvisni (izrek . Sedaj lahko povemo Se vec:

Izrek 6.24 Ce so stolpci matrike R linearno neodvisni, je matrika A = RTR
pozitivno definitna.

Dokaz: Pokazali bomo, da je xT (RT R)x > 0 za vsak vektor x # 0:
xT(RTR)x = (xT RT)(Rx) = (Rx)T(Rx) = ||Rx||*> > 0,

kar pomeni (glej izrek [6.21)), da je matrika A = RT R pozitivno definitna.

Velja pa tudi obratno:

Izrek 6.25 Za vsako simetricno pozitivno definitno matriko A obstaja zgor-
njetrikotna matrika R, da je A= RTR.
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Dokaz: Naj bo A pozitivno definitna simetri¢na matrika. Naj bo A = LU

njen Iz zgornjetrikotne matrike U izpostavimo diagonalne ele-
mente, pa dobimo simetriéno verzijo LU razcepa A = LDL” | kjer mora biti
DLT = U. Ker so elementi matrike D pivoti martike A, so vsi pozitivni (izrek
, zato jih lahko korenimo.

Naj bo v/D diagonalna matrika, katere elementi so koreni pivotov, tako da je

(\FQ = D). Naj bo matrika R = (Lv/D)T. Potem je
RTR = (LVD)(LVD)" = LDLT = A.

Ker je matrika R zgornjetrikotna, so njeni stolpci neodvisni.

Primer 6.23 Izracunajmo zgornjetrikotno matriko R, za katero je
9 6 3
A=|6 8 4 |=R'R.
3 4 3
Najprej naredimo LU razcep matrike A

9] 6 3 3
6 8 4| —=| 2 [4] 2|~
3 4 3 %22

in zapiSemo oba trikotna faktorja

1 007]|[9 6 3
A:LUz%lO 0 [4] 2
3 5 1 o o [1]

Ko iz matrike U izpostavimo pivote, dobimo

1 00 9 0 0 1%%
A=LDL" = %10 040 0 1 3
5 3 1 001 0 0 1

Sedaj pa Se D razdelimo na oba trikotna faktorja, vsak dobi v/ D

A=RTR=

N W

0
2
1

—= O O
o O W
S NN
— = =

Vse dosedanje ugotovitve o simetri¢nih, pozitivno definitnih matrikah lahko
povzamemo na kratko:
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Izrek 6.26 Simetricna matrika reda n, ki ima eno od spodnjih lastnosti, ima
tudi ostale $tiri:

1. Vseh n pivotov je pozitivnih;
Vseh n vodilnih glavnih determinant je pozitivnih;
Vseh n lastnih vrednosti je pozitivnih;

Za vsak x # 0 je xT Ax > 0;

A = RTR za neko matriko R z linearno neodvisnimi stolpci.

Dokaz: Vse trditve smo ze dokazali:
1. v izreku|6.18
2. v izreku [6.23]
3. je definicija [6.19
4. je izrek
5. sta izreka [6.24] in [6.25]

6.5 Razcep po singularnih vrednostih

Za simetri¢no matriko A vemo, da obstaja razcep A = QAQT, kjer je Q orto-
gonalna matrika lastnih vektorjev in A diagonalna matrika lastnih vrednosti.

Za poljubno matriko A € R™*™ pa so z diagonalizacijo A = SAS™! hude
tezave:

e Ce A ni kvadratna, potem enatba Ax = Ax sploh nima smisla. Lastne
vrednosti in lastni vektorji pravokotnim matrikam ”ne pripadajo”.

e Tudi ¢e je A kvadratna, nima nujno dovolj neodvisnih lastnih vektorjev.
e Tudi ¢e ima A dovolj lastnih vektorjev, navadno med seboj niso pravokotni.

Kljub temu lahko poljubno matriko A € R™*™ diagonaliziramo. Za to po-
trebujemo singularne vektorje. Cena, ki jo moramo placati za diagonalizacijo
sploSne matrike v primerjavi s simetri¢no, sta dve razli¢ni ortogonalni matriki
namesto ene same A = UXV7T kjer sta U in V ortogonalni matriki reda m in
n, matrika ¥ pa je diagonalna reda m X n.
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Izrek 6.27 Vsako realno m x n matriko A lahko zapisemo kot produkt A =
UXVT, kjer je matrika U ortogonalna m x m, ¥ diagonalna m x n in V
ortogonalna n X n.

Diagonalni elementi o; matrike ¥ so singularne vrednosti, stolpci matrike U
so levi singularni vektorji, stolpci matrike V' pa desni singularni vektorji.

Namesto dokaza si raje poglejmo, kako je ta rezultat v zvezi z Stirimi osnov-
nimi prostori matrike. Naj ima matrika A rang r. Vsak vektor v € R" se pri
mnozenju z matriko A preslika v nek vektor u € R™.

Naj bo V ortogonalna matrika dimenzije n x n, o kateri govori izrek [6.27]
Njeni stolpci (oznac¢imo jih z vq,...,v,) so ortonormirana baza prostora R™.
Stolpci matrike U dimenzije m x m (ozna¢imo jih z uy,...,u,,) pa so baza
prostora R™.

Zaradi A = USV7 in zaradi ortogonalnosti matrike V' mora veljati AV =
UX. Iséemo torej tako ortonormirano bazo V prostora R™, ki se pri mnozenju
z matriko A preslika v ortogonalno bazo UX. prostora R™ (stolpci matrike U
so stolpci matrike U pomnozeni s diagonalnimi elementi diagonalne matrike X,
ki jih bomo oznagili s o;).

Ker se vektorji iz ni¢elnega prostora N(A) pri monzenju z A preslikajo v
nicelni vektor, nas zanimajo predvsem vektorji iz vrstiénega prostora C(AT).
Zato vektorje iz ortonormirane baze V preuredimo tako, da bo prvih r razpenjalo

vrstiéni prostor, torej vi,...,v, € C(AT). Ostalih n—r torej pripada ni¢elnemu
prostoru vy41,...,v, € N(A). Ker je Av,=0zai=r+1,...,n, so elementi
oi=0zavset=r+1,...,n.

Celotna slika je torej taka:

1. Vektorji vy, ..., v,, ki so baza vrsticnega prostora C (AT, se pri mnozenju
z matriko A preslikajo v vektorje ojuy,...,o.u,, ki so baza stolpénega
prostora C'(A).

2. Vektorji v,41,...,Vy, ki so baza nicelnega prostora, se pri mnozenju z A
preslikajo v nicelni vektor 0.

Poiskati moramo torej tako ortonormirano bazo vrsti¢nega prostora C(AT),
ki se bo pri mnozenju z matriko A preslikala v ortogonalno bazo stolpénega
prostora C(A). Ko to imamo, lahko ortonormirano bazo v C(A”) dopolnimo
z vektorji iz nicelnega prostora N(A) do ortonormirane baze celega prostora
R™ in tako dobimo matriko V. Prav tako lahko ortogonalno bazo stolpcnega
prostora C(A) dopolnimo do ortogonalne baze celega prostora R™ z vektorji iz
levega nicelnega prostora N(AT).

Kako dolo¢iti matriki U in V, oziroma ortonormirano bazo levih singular-
nih vektorjev prostora R™ in ortonormirano bazo desnih singularnih vektorjev
prostora R™?

Pomagali si bomo podobno, kot smo si v razdelku
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Ceje A=UXVT, potem je
ATA=vTuTusv? = veTysv?,

kar je spektralni razcep simetriéne matrike AT A, saj je ¥ diagonalna matrika,
tako kot tudi 7Y, Prav tako tudi

AAT = uxvTyvyTu = ussTu”,

kar je spektralni razcep simetriéne matrike AAT.

To pomeni, da lahko izra¢unamo leve singularne vektorje (stolpce matrike U)
kot lastne vektorje simetri¢ne, pozitivne matrike AAT, desne singularne vektorje
(stolpce matrike V'V') pa kot lastne vektorje prav tako simetri¢ne in pozitivno
defintne matrike AT A. Singularne vrednosti pa lahko izrac¢unamo bodisi kot
korene lastnih vrednosti matrike AAT, bodisi kot korene matrike AT A.

Singularne vrednosti so koreni lastnih vrednosti matrike AT A (pa tudi AAT),
ki so vse realne in nenegativne. Iz njih sestavimo diagonalno matriko . Nava-
dno singularne vrednosti uredimo padajoce o1 > g9 > -+ > g, > 0.

Primer 6.24 Izrac¢unajmo SVD razcep matrike A = [ i _g } .

Najprej izra¢unamo matriko AT A = 3(2) 12 , ki ima lastno vrednost A\; =
32 z lastnim vektorjem x; = [1 0] in lastno vrednost Ay = 18 z lastnim

vektorjem xo = [0 1]T. Ortogonalna matrika V in diagonalna X sta tako

v=[o 8] == s ]

25 7
7T 25
lastnim vektorjem x; = [1 1]T in Ay = 18 z lastnim vektorjem xo = [1 — 1]7.

Tako dobimo Se
o L1 1
B V21 -1 [°

Celotni razcep po singularnih vrednostih je tako

) BN O R | R R

Matrika AAT = [ ima isti lastni vrednosti kot ATA, A\ = 32 z

6.5.1 SVD in 4 osnovni prostori matrike

Matriki U in V' vsebujeta ortonormirana baza stirih osnovnih prostorov matrike

A:
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1. prvih r stolpcev V je baza vrsti¢nega prostora C(AT);
zadnjih n — r stolpcev V' je baza nicelnega prostora N(A);

prvih r stolpcev U je baza stolpénega prostora C(A);

-~ W

zadnjih m — r stolpcev U je baza levega nic¢elnega prostora N(AT).

6.5.2 Uporaba razcepa singularnih vrednosti

Podobno kot pri spektralnem izreku za simetri¢ne matrike, nam tudi SVD razcep
omogoca, da matriko napiSemo kot linearno kombinacijo matrik ranga 1: ce je
A =UXVT matrika ranga r, potem je

T T T
A=o01u1v] +0o2ugvsy + - 0pu, v .

Ta enacba je osnova analize glavnih komponent (angl. Principal Component
Analysis - PCA), metode ki so jo najprej uporabljali v statistiki, danes pa je
nepogresljiva med drugim v rac¢unalniskem vidu in kompresiji podatkov.

Pri procesiranju signalov in govora se razcep po singularnih vrednostih upo-
rablja kot filter, s katerim lahko lo¢imo Sum od signala. Pri govoru, naprimer,
so med posameznimi govornimi enotami presledki tisine, ki lahko zasedajo tudi
polovico ¢asa. Takrat do mikrofona prihajajo predvsem mote¢i Sumi iz oko-
lja. S pomocjo razcepa po absolutnih vrednostih se da izboljsati razmerje med
signalom (govorom) in Sumom.

Pri racunalniski obdelavi slik se razcep po singularnih vrednostih uporablja
za kompresijo slik in za odstranjevanja Suma in s tem izboljSanje jasnosti slike.

Poleg tega je razcep po singularnih vrednostih zelo u¢inkovito orodje za
reSevanje sistemov predoloc¢enih linearnih enacb z metodo majmanjsih kvadra-
tov.

6.6 Naloge

1. Matrika

vsak vektor iz x € R? prezrcali preko ravnine z = 0 v vektor Zx.

(a) Izrac¢unaj lastne vektorje in lastne vrednosti;
(b) Pojasni vlogo lastnih vektorjev in lastnih vrednosti za zrcaljenje z
matriko Z

2. Za matrike
-1 3
)
A? in A+ I izra¢unaj lastne vrednosti. V kaksni zvezi so lastne vrednosti
teh treh matrik?
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3. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrik A, B'in A+ B

-[4) e[20]

Ugotovi, ali so lastne vrednosti matrike A+ B enake vsoti lastnih vrednosti
matrik A in B!

4. Poi&ci lastne vrednosti matrik A, B, AB in BA

(18] s=[33]

(a) Ali so lastne vrednosti matrike AB enake produktu lastnih vrednosti
matrik A in B?

(b) Ali so lastne vrednosti matrike AB enake lastnim vrednostim matrike
BA?

5. (Strang) V primeru smo ugotovili, da je matrika
1 1 1
P=-1111
1 1 1
projekcijska. Izracunaj njene lastne vektorje.

Namig: Lastne vrednosti projekcijske matrike so lahko le 0 in 1.

6. (Strang) Vsaka permutacijska matrika ima eno astno vrednost A\ = 1, saj
ohranja vektor x = [1,...,1]. Izracunaj ostali lastni vrednosti (lahko sta
kompleksni) naslednjih dveh permutacijskih matrik

P1: in P2:

o = O
_— o O
O O =
o O =
_ o O
o = O

7. Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje naslednjih matrik
3 1 2 1 3 1
LR R RS |

8. Prepricaj se, da sled produkta dveh matrik ni odvisna od vrstnega reda
faktorjev. Naj bosta

a b . e f
A:[c d]’ in B:[g h]'

Izra¢unaj sled(AB) in sled(BA).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje naslednjih matrik

1 10 5 -5 2 -1 -2 2 -1
A=|0 -4 0|,B=| 2 -2 —2|,Cc=| 2 1 -2
5 10 1 -1 -2 5 -1 -2 8

Koliko so lastne vrednosti matrik A+ 1, B —2[ in C 4+ 717

Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje naslednjih matrik

3 1 11 0 01 1

2 4 11 01 01
A= 0 0 2 1 » B= 1 01 0|”

0 0 -1 4 1100

Diagonaliziraj matrike (glej izrek

5 -1 -2 0
12 -1

0 1 1 5 0 -4

A‘[4 o}’ P=il 27 952 0 s

0 -2 -1 5

Vektorja u in v naj bosta ortonormirana baza (definicija[4.9) prostora R
matrika A pa naj bo A = uv’. Koliksni sta lastni vrednosti matrike A?
Preveri, ¢e je vsota lastnih vrednosti A\; + Ao enaka sledi matrike A.

Is¢emo matriko A, ki ima lastni vrednosti Ay = —2 z lastnim vektorjem

X = [ _? } inX=32zxy= [ ; } Nasvet: poglej izrek .

Za matriko
0.6 0.2
A= [ 04 0.8 ]

izracunaj A%, A3, A0 in lim;_ ., A¥. Pomagaj si z diagonalizacijo ma-
trike.

Za katere vrednosti parametra a se matrike

1 a
=[]
ne da diagonalizirati? Zakaj?
3 2 3 2
=i e[ 4]

5 7. B 5 6.9
C’—{_g _4}1nD—{_3 _4}

Za matrike

in vektor x = [1 1]7 izracunaj prvih pet ¢lenov zaporedij (A*x), (B*x),
(C*x) in (D*x). Kaj lahko poves o obnasanju teh zaporedij za velike k?
Nasvet: najprej izrac¢unaj lastne vrednosti in lastne vektorje.
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17. Matrika, ki vsak vektor iz R? zasuka za kot ¢ je

R— | €os¥ —singp
| sinp  cosp |’

(a) Izracunaj lastni vrednosti matrike R (pazi: obe lastni vrednosti sta
kompleksni).

(b) Izracunaj Se oba lastna vektorja (prav tako kompleksna).

(c) Diagonaliziraj matriko R.

(d) Preveri, ali velja formula za racunanje potenc matrike R

cosny —sinng

R" =
sin ny cosny |’

Pri tem mora§ upostevati Fulerjevo formulo

e’ =cosp+ising.



250 POGLAVJE 6. LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTORJI



Verzije — Revizije

Verzija 1.0

Zacetna verzija, izdana januarja 2013 pri zalozbi FE in FRI. Obsega
e 225 strani, razdeljenih na 6 poglavij;
e 105 nalog in
e 41 slik

Verzija 1.1
Popravljena in dopolnjena izdaja, ki vsebuje:
1. Popravke Emila Zagarja;
2. Popravke Kristjana Shirgoskega;
3. Vec nalog v 2. poglavju
4. Dopolnjeno 5. poglavje

5. Dopolnjeno 6. poglavje
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