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Predgovor

Pred vami so prvi osnutke skripte, ki nastaja kot pomo¢ pri prvih
sedmih tednih predmeta Matematika 1 na magistrskem Studiju Fakul-
tete za rac¢unalnistvo in informatiko. V prvi del predmeta smo zbrali vec
razli¢neh tem linearne algebre, ki so pomembne v ra¢unalnistvu, pred-
vsem v podatkovnih vedah in strojnem ucenju. Posledi¢no zanj ni na
voljo enotne literature, sploh pa ne v slovenskem jeziku. Zato upam, da
bo nastajajoca skripta v pomo¢ marsikateremu studentu.

Predpostavljali bomo, da ste bralci dobro seznanjeni z naslednjimi
pojmi (ki so zbrani iz kataloga znanj za vpis na magistrski studij):

e Geometrija v R3: vektorji in osnovne racunske operacije, skalarni
produkt, vektorski produkt, enacba premice in ravnine v R3, ortogo-
nalnost, ortogonalne projekcije, Gram-Schmidtov algoritem.

e Resevanje sistemov linearnih enacb, Gaussova eliminacija.

e Matrike: osnovne operacije, rang, obrnljivost matrik, stolpéni in ni-
Celni prostor matrike, determinante, lastne vrednosti in lastni vektorji,

razcep singularnih vrednosti (SVD).

V knjiznici in na spletu je ogromno literature, ki pokriva zgoraj na-
Stete pojme. Materiale v slovenskem jeziku boste nasli med gradivi za
predmete na programih prve stopnje Fakultete za ra¢unalnistvo in in-
formatiko, kot denimo:

[1] Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015.
[2] Polona Oblak: Matematika, Zalozba FRI, 2015, poglavji 5 in 6.
[3] Aleksandra Franc: ReSene naloge iz linearne algebre, 2019.

Tuje literure je neprimerljivo ve¢. Nekaj (po mojem mnenju) dobrih

virov:

[4] Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, Wellesley-Cambrid-
ge Press, 2016, Poglavja 1-6.


https://fri.uni-lj.si/upload/studij/Katalog%20znanj/Katalog_znanj_in_vzorci_nalog_za%20-%20Copy%201.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
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[6] David C. Lay, Steven R. Lay, Judi J. McDonald: Linear Algebra
and its Applications, Pearson, 2016, Poglavja 1-6.

[6] David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, Poglavja 1-3, 6-8, 11-13.

[7] Gilbert Strang, Video Lectures, MIT, 1999.
[8] Youtube channel 3BluelBrown: The Essence of Linear Algebra.

Ker se v zacetne verzije knjig nemalokrat prikradejo napake, boste
po vsej verjetnosti tudi na naslednjih stranch nagli kaksno. Ce najdete
matematicne, slovni¢ne ali tipkarske napake, ali ¢e imate predloge za
izboljsave, bom zelo vesela vasih komentarjev in predlogov.

Polona Oblak


https://ocw.mit.edu/courses/18-06-linear-algebra-spring-2010/
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
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1

Ponovitev in nadgradnja osnovnih poymov matricnega

racuna

1.1 Sled matrike

Sledi matrike se obicajno zgodi krivica in se ji pri prvem poslusa-

nju linearne algebre ne nameni dovolj pozornosti. Izracunati jo je sila

preprosto, saj le seStejemo diagonalne elemente matrike. ALl a1y @3 ... A1y
dap1 2o A3 ... A2y
Definicija. Sled kvadratne matrike A = [a; ;] € R"*" je vsota vseh njenih A= %1 2 B5 ...

diagonalnih elementov. Oznacili jo bomo s simbolom tr( A)
ap1  An2  Ap3 ...

n
tl‘(A) = Zai,i-
i=1

Ker sta operaciji seStevanja matrik in mnozenja matrike s skalarjem

definirani po komponentah, se je rutinsko prepricati, da velja
tr(eA + BB) = atr(A) + ptr(B)

za poljubni matriki A, B € R"*" ter realni stevili a, B € R. Tej lastnosti
pravimo linearnost in vec o tej lastnosti si lahko preberete v poglavju 2.3.
Prav tako je oc¢itno, da za vsako kvadratno matriko A velja

tr(A") = tr(A),

saj se po transponiranju ohrani celotna diagonala kvadratne matrike.
Kljub temu, da mnozenje matrik ni komutativno, pa velja naslednja
trditev.

Trditev 1. Za matriki A € R™*" in B € R™"™ velja
tr(AB) = tr(BA).

Dokaz. Enakost lahko dokazemo tako, da izracunamo diagonalne ele-
mente matrik AB in BA. Po definiciji mnozenja matrik A = [a;;] €
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R™ ™ in B = [b;;] € R™"™ velja
n
(AB);; = Z;ai,jbj,i
]:

in zato je

r(AB) = Y(AB)i = Y - ai by —

i=1 i=1j=1
nom n

= b]',ial',]' = Z(BA)],] = tI‘(BA) O
j=1i=1 i=1

S pomocjo trditve 1 lahko sedaj ugotovimo, da je
tr(PAP™!) = tr(P(AP™1)) = tr((AP~1)P) = tr(A(P1P)) = tr(A),

s ¢imer smo pokazali naslednjo posledico.

1.2 Podobnost matrik

Najprej ponovimo definicijo podobnosti matrik in si oglejmo posebne
vrste podobnost, ortogonalno podobnost.

Definicija. Matriki A € R"™*" in B € R"™*" sta podobni, ¢e velja A =
PBP~! za neko obrnljivo matriko P. Matriki A in B sta si ortogonalno
podobni, ¢e obstaja taksna ortogonalna matrika Q € R"™*"  da velja

A=QBQ".

Ce sta si matriki ortogonalno podobni, sta si torej tudi podobni. Ni
pa nujno obratno. Na primer, simetricna matrika je lahko podobna
tudi nesimetri¢ni matriki, medtem ko je vsaka njej ortogonalno podobna

matrika tudi simetri¢na. Za primer izberimo matriki

leoianlz.
0 2 2 3

Matrika B je simetri¢na, P pa obrnljiva, saj je det(P) # 0. Za tako
izbrani matriki matrika

PBP ! = 5 =2
6 —2

oc¢itno ni simetricna. Po drugi strani pa za vsako simetriéno matriko
B € R™" in vsako ortogonalno matriko Q € R"*" velja

(@BQ")" =(Q")'B'Q" =0QBQ",

torej je QBQ" simetri¢na matrika.
Morda so vam ze znane naslednje lastnosti podobnosti matrik. V tem
primeru preskocite na razdelek 1.3 za uporabo ortogonalne podobnosti.
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Izrek 2. Podobni matriki imata enak karakteristiéni polinom.

Dokaz. Ce je A= PBP~!, velja

det (A — AI) = det (PBP—1 —P(A) P‘1> = det <P (B — Al) P‘1> =
— det (P) det (B — AI) det (pfl) = det (B — AI),

iz ¢esar sledi, da sta karakteristi¢na polinoma matrik A in B enaka. [

Posledica 3. Ce sta si matriki A in B podobni, potem

1. imata enake lastne vrednosti (steto z veckratnostjo),
2. det(A) = det(B),
3. tr(A) = tr(B),

4. rang(A) = rang(B).
Dokaz. Po izreku 2 imata matriki A in B enaka karakteristicna poli-
noma, za so enake tudi ni¢le karakteristi¢nih polinomov. Sledi, da imata
podobni matriki enake lastne vrednosti. Ker je prosti ¢len karakteristic-
nega polinoma enak det(A) in hkrati produktu lastnih vrednosti, velja
det(A) = det(B).

Za podobni matriki A in B obstaja taksna obrnljiva matrika P, da
velja A = PBP~1. Po trditvi 1 sledi

tr(A) = tr(PBP~!) = tr(P~'PB) = tr(B),

zato imata podobni matriki tudi enaki sledi.
Ker je P obrnljiva, mnozenje z njo ohranja rang, in zato rang(A) =
rang(B). O

Definicija. Matrika A € R"™™" je diagonalizabilna, c¢e je podobna kaksni
diagonalni matriki, t.j., ¢e obstajata taksna diagonalna matrika D in
taksna obrnljiva matrika P, da velja

A =PDP L.
Izrek 4. Ce je matrika A diagonalizabilna in A = PDP™1, potem
e so diagonalne vrednosti matrike D natanko lastne vrednosti matrike
A,
o stolpci matrike P pa so natanko lastni vektorji matrike A (zapisani v
pripadajocem vrstnem redu lastnih vrednosti v matriki D).

Posledica 5. Matriko A je mogoce diagonalizirati natanko tedaj, ko lahko
najdemo bazo prostora R", sestavljeno iz lastnih vektorjev matrike A.
(Torej natanko tedaj, ko je veckratnost vsake lastne vrednosti A kot nicle

karakteristicnega polinoma matrike A enaka dim N(A — AI).)

Sledi se bomo zopet posvetili v razdelku 1.4, kjer jo bomo uporabili
za definicijo (Frobeniusovega) skalarnega produkta in norme matrike.
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1.3 Schurov izrek in njegove posledice

Vemo, da ni vsaka matrika diagonalizabilna, torej podobna diagonalni
matriki. V izreku 6 pa bomo pokazali, da je vsaka kvadratna matrika z
realnimi lastnimi vrednostmi podobna zgornje trikotni matriki. Se veg,
obrnljivo matriko, s katero konjugiramo, lahko izberemo tako, da bo
ortogonalna.

Izrek 6 (Schur). ' Naj ima matrika A € R™" realne lastne vrednosti
A, Aa, ..., Ay. Tedaj obstaja taksna ortogonalna matrika Q € R, da

je
Q'AQ

zgornjetrikotna n X n matrika z diagonalnimi elementi Ay, Ao, ..., Ay.

Z drugimi besedami, matrika A je ortogonalno podobna zgornjetriko-
tni matriki Z, katere diagonalni elementi so enaki A1, Ao, ..., Ay, torej
velja A = QZQ".

Dokaz. Dokaz bomo naredili induktivno glede na velikost matrike A.

Za n = 1 opazimo, da je vsaka 1 X 1 matrika zgornjetrikotna, zato
izrek velja, ¢e izberemo Q = [1].

Denimo sedaj, da izrek velja za vsako matriko velikosti najve¢ (n —
1) x (n—1). Naj bo A € R™" 7 realnimi lastnimi vrednostmi A,
Ap,..., Ay in naj bo vq lastni vektor dolzine 1, ki pripada lastni vre-
dnosti Ay. Izberimo ortonormirano bazo vy, ..., v, prostora E{v1}L in
oznaéimo z V" ("=1) matriko, katere stolpci so enaki vy, ..., vy,. Matrika
u:= [Vl V} je ortogonalna matrika in izrac¢unajmo

V1T

VT

vlTAvl VlTAV

U'AU =
VIiAv, VTAV

Al v]= . (1.1)

Ker je vq lastni vektor pri lastni vrednosti A1, je
vil Avy = v (Mvy) = Ao ]* = Ag. (1.2)

Poleg tega je vektor v; pravokoten na vq za vsak i = 2,...,n in zatorej

v, v, V1
VTAV1 = VT(/\1V1) =M v = M =0. (1.3)
a v, vq

Z upostevanjem levega zgornjega elementa (1.2) in levega spodnjega
bloka (1.3) v matriki (1.1), dobimo, da je

/\1 Vi TAV

U'AU =
0 VTAV

. (1.4)

! Issai Schur (1897-1941) je bil ruski
matematik, Student F. G. Frobeniusa,
ki je veCino svojega zivljenja zivel v
Nemciji. Deloval je na podrocjih alge-
bre, kombinatorike in teoreti¢ne fizike.
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Ker je matrika U " AU podobna matriki A, ima desni spodnji (n — 1) x
(n —1) blok V' AV matrike U " AU lastne vrednosti Ay, ..., A,. Po in-
dukcijski hipotezi obstaja taksna zgornjetrikotna matrika Ty z diagonal-

nimi elementi Ay, ..., A, in taksna (n — 1) X (n — 1) ortogonalna matrika

Uy, da velja
Q[ (VIAV)Qi =Ti.
. . N . 1 0", .
Konjugirajmo sedaj matriko U ' AU z matriko R = 0 0 in dobimo
1
1 oT] [N viTAV] 1 o7
UR)"A(UR) = =
(UR) " A(UR) 0 Q/||0 V'AV||0o O
[y wiTag
|07 QJVTAVQ|
_ M viTAQ
~oT T ’

Opazimo, da Q := UR ortogonalna matrika, saj je
V1Tv1 VI VO,
QI Ve QVIVQ
Ker je Ty zgornjetrikotna matrika z diagonalnimi elementi enakimi Ay,

A3, A, je QTAQ = (UR) T A(UR) zgornjetrikotna matrika z diago-
nalnimi elementi Aq, Ay, ..., Ay O]

Q' = = I.

Iz dokaza lahko opazimo, da je konstrukcija matrike Q in zgornje-
trikotne matrike T odvisna od izbire lastne vrednosti Aq. Zatorej niti
matrika Q niti T v izreku 6 nista enoli¢no doloceni z matriko A. 2

Opomba 7. Izrek 6 velja v razsirjeni razlicici tudi v primeru, ko matrika
A nima realnih lastnih vrednosti. V tem primeru bi na diagonali matrike
T dobili (morda kompleksne) lastne vrednosti matrike A, matrika Q pa bi
bila kompleksna matrika, za katero velja @TQ = I,. Taksni kompleksni
matriki, katere inverz je enak njeni konjugirani transponiranki, pravimo

unitarna matrika.

Posledica 8. Vsaka matrika A € R"™™" 2z realnimi lastnimi vrednostmi
A1, Ag, ..., Ay je ortogonalno podobna spodnjetrikotni matriki S, katere
diagonalni elementi so enaki Ay, Aa, ..., An, torej velia A = Q'SQ' .

Dokaz. Naj bo Z = [Z;)];j=12,..n € R"™" zgornjetrikotna matrika iz
izreka 6 in naj bo Z = Q" AQ za neko ortogonalno matriko Q. Naj bo

1

P=[Plij=12,.n = e R™™,

2To se lahko prepri¢ate tudi z reSeva-
njem naloge 4 v razdelku 1.7.

AOpomba 7 nam torej pove, da je
vsaka realna matrika A torej podobna
matriki

\1 *
0 A

z_ |0 \3 ,
o 0 0 ... Ay

ki ima na diagonali lastne vrednosti
matrike A. Ce so lastne vrednosti ma-
trike A realne, je Z realna matrika, po-
dobnost pa ortogonalna, kar smo poka-
zali v izreku 6. V posledici 8 pa vidimo,
da lahko zgornje trikotnost zamenjamo
tudi za spodnje trikotnost.
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Izra¢unajmo elemente matrike PT ZP = PZP. Ker je

1, ifi+j=n+1,
Py = .
0, otherwise,

so vsi sumandi v vsoti
n n
(PTZP);; = (PZP); Z Z 0 Zo kP

enaki 0, razenkojeZzn—l—l—iink:n—i—l—j. Zato velja

(PTZP)ij = Piui1-iZni1—ims1-iPas1-jj = Zns1-imp1—j-  (1.5)

Ker je Z zgornjetrikotna matrika, je z; ; = 0 kadar i > j, kar pa je po (1.5)
ekvivalentno pogoju, da je PTZP spodnjetrikotna matrika. Torej sledi,
da je Q" AQ zgornjetrikotna matrika natanko tedaj, ko je PTQT AQP
spodnje trikotna. Ce oznacimo Q' := QP, trditev sledi. O

Posledica 9. Vsaka simetricna matrika je ortogonalno podobna diago-

nalni matriki (oz. diagonalizabilna v ortonormirani bazi.)

Dokaz. Najbo A € R"*" simetri¢cna matrika. Ker ima vsaka simetricna
matrika A realne lastne vrednosti A1, Ay, ..., Ay, je po Izreku 6 matrika A
oblike A = QZQT, kjer je Q ortogonalna matrika, Z pa zgornjetrikotna
matrika z diagonalnimi elementi enakimi A1, Ay, ..., Ay.
Ker je A simetri¢na, velja
QzQ'=A=AT =(QzQ")T =0Qz"Q".
Ce enakost QZQ"T = QZ Q" pomnozimo z leve strani z matriko Q' in
z desne z matriko Q, in upostevamo, da je QQT = Q'Q =, sledi ZT =
Z. Zatorej je Z zgornjetrikotna matrika, ki je enaka svoji transponirani

matriki, ki pa je spodnjetrikotna, torej mora biti Z diagonalna matrika.
O

Posledica 10. Ce ima matrika A € R™" lastne vrednosti® A1, Aa, ..., An,
potem velja

tr(A) =AM+ A+...+ Ay
mn

det(A) = AMAy. . Ay

Dokaz. Po izreku 6 velja A = QZQT, kjer je Q ortogonalna matrika,
Z pa zgornjetrikotna matrika z diagonalnimi elementi enakimi lastnim
vrednostim Aq, Ay, ..., A, matrike A. Po posledici 7? sledi

tr(A) =tr(QZQ") =tr(Z) = Ay + Aa + ...+ Ay

Podobno vemo, da imata podobni matriki isti karakteristi¢ni polinom,
zatorej je

det(A) = det(QZQ") = det(Z) = AMAy... A, O

A\ Posledica 9 dejansko skriva veliko.
Najprej lahko za vsako n X n simetri¢no
matriko najdemo n paroma ortogonal-
nih lastnih vektorjev. Stolpci matrike
Q so ti normirani lastni vektorji. Poleg
tega je diagonalna matrika sestavljena
iz realnih lastnih vrednosti, ki so zapi-
sani v pripadajocem vrstnem redu kot
lastni vektorji v matriki Q.

3 Ceprav smo dokazali, da velja izrek 6
le za matrike z realnimi lastnimi vre-
dnostmi, lahko po Opombi 7 to pred-
postavko v posledici 10 izpustimo.
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1.4 Frobeniusova norma matrike

Ena od najpogosteje uporabljenih norm matrik v strojnem ucenju,
je Frobeniusova norma. Ta posplosuje evklidsko normo v R”. Da bi
jo lahko definirali preko skalarnega produkta, najprej definirajmo t.i.
Frobeniusov skalarni produkt matrik.

Definicija. Za matriki A € R™*" in B € R™*" definiramo
(A, B) :=tr(ATB).

Izrek 11. Za produkt (A, B): R™" x R™*" — R velja

1. (A,B) = (B,A),

2. (’A+BB,C) =a(A,C)+ B(B,C), za vse &, B € R,

3. (AA) >0,

4. (A, A) =0 natanko tedaj, ko je A =0,

za vse matrike A,B,C € R™ " in realni Stevili &, € R. Zato (A, B)
imenujemo skalarni produkt matrik A in B.

Definicija. Frobeniusova®

kot

norma matrike A = [a;] € R™*" je definirana

|4l = /(A A) = /(AT A).

Ce razpisemo Frobeniusovo normo matrike A po komponentah, opa-
zimo, da velja
2 SR 2
I[AllEF = Z Zaij'
i=1j=1

Zato je za vsako bloéno matriko kvadrat njene Frobeniusove norme enak
vsoti kvadratov posameznih blokov:

Torej Frobeniusova norma posplosuje evklidsko normo vektorjev. To se

2
= || Allz + 1Bl + IClI + DIz (1.6)
F

A B
Cc D

lahko prepricamo tudi z uporabo vektorizacije. Za matriko A € R™*"
ozna¢imo njene stolpce z AW AQ@ A Vektor
A
A2
vec(A)=| . | eR™,

A&n)

4 Ferdinand Georg Frobenius (1849-
1917) je bil nemski matematik, ki
je med drugim prvi pokazal Cayley-
Hamiltonov izrek, naloga 24 v raz-
delku 1.7.

@ To ni edina matriéna norma. Ve&
o raznih matricnih normah si lahko
preberete v knjigi Roger A. Horn and
Charles R. Johnson, Matrix Analysis,
Cambridge, 2006, razdelek 5.6.



14 MATEMATIKA 1, UPORABNA LINEARNA ALGEBRA

ki je sestavljen in stolpcev matrike A, imenujemo vektorizacija matrike
A. Sedaj lahko za matriki A, B € R™*" njun skalarni produkt in Frobe-
niusovo normo poracunamo tudi s pomocjo obicajnega skalarnega pro-
dukta vektorjev in evklidske norme kot

(A,B) = vec(A) " vec(B)

in

[AllF = [ vec(A)].

Lema 12. Oznacimo s 01, ...,0; singularne vrednosti matrike A € R™*™,

Potem velja
rang A

IAllg= Y. o2
=

Dokaz. Po definiciji velja || A[|2 = tr(AT A), kar je po posledici 10 enako
vsoti vseh 1 lastnih vrednosti matrike AT A. Lastne vrednosti matrike
AT A pa so enake kvadratom singularnih vrednosti matrike A. Ker je
rang matrike A enak Stevilu nenic¢elnih singularnih vrednosti matrike A,
lema sledi. O

Izrek 13 (Eckart, Young). Naj bo A = UX VT razeep singularnih vre-

dnosti matrike A € R™*" 'm > n, kjer sta matriki
U=uDu®. . umermmipnv=[vHy@ v eRrm

ortogonalni, singularne vrednosti matrike A, ki so oznacene s 0@ > 0p >

... 2 0y, pa so zapisane v “diagonalni”matriki ¥ kot

[y 0 ... 0]
0 oy ... 0
Z: O 0 Un
0 0 0
100 0]

Potem je matrika A € R™ " ranga k, k < n, ki je med vsemi matri-
kami ranga k v Frobeniusovi normi najblizje matriki A, enaka

(%] 0 0
A = [u(l) u® u(k)] 0 o ... 0 [V(l) ve V(k)]T _
0 0 cee Op

= UMDV 4 u@ (VO 4 4 quB )T (1)

/A Razcep singularnih vrednosti ma-
trike A lahko shemati¢no nariSemo kot:

(%1

On

u 3 VT

Pri tem je pomembnih le prvih n
stolpcev matrike U, saj se stolpci
U(”‘H), e, utm mnozijo z ni¢elnimi vr-
sticami matrike X.

01

On

L]

u 3 vT

Izrek Eckarta in Younga nam pove,
da lahko najboljsi priblizek matrike A
ranga k preprosto izracunamo iz raz-
cepa singularnih vrednosti tako, da se
bolj porezemo matrike U, X in V, in si-
cer obdrzimo le prvih k stolpcev/vrstic
matrik:

: ‘ S
.L*/\
On
u ¥

VT
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Matrika Ay iz (1.7) ima torej lastnost, da je
[[A = AxllF < [|A = X][F

za vse matrike X € R™ ", za katere velja rang(X) = k.

Pri tem je napaka pri aproksimaciji matrike A z matriko Ay enaka

||A—Ak||p: \/0’%+1+...+0'%.

Dokaz. Predpostavimo, da je matrika B € R™*" taksna matrika ranga
k, ki je v Frobeniusovi normi najblizje matriki A. Zelimo torej pokazati,
da je matrika B enaka matriki Ay iz (1.7).

Naj bo B = LIBZBVBT razcep singularnih vrednosti matrike B. Ker je
matrika B ranga k, je tudi matrika X ranga k in zato jo lahko zapisemo
kot

Yp =

Dg O (n—k) ]
Om—k)xk  Om—k)x(n-r)]
kjer je Dp diagonalna k x k matrika z nenicelnimi diagonalnimi lastnimi
vrednostmi.

Velja torej UEIBVB = X, mi pa sedaj mnozimo z leve z matriko U;
in z desne z matriko Vp za¢etno martiko A. Skladno z omenjeno blo¢no
particijo ona¢imo dobljeno matriko kot

X Y

:= Up BV,
zZ W B°VB

kjer je X € RF*k Yy e Rkx(n=K) 7 ¢ Rm=K)xk i W e ROm—K)x(n—k)
Za matriko A torej velja

XY

A=U
Blz w

Vy.

Ce oznacimo diagonalne elemente matrike X z xq1,. .., Xk, naj bo ma-
trika

X11 0 0 - 0
0 X922 0 AN 0

Dy := 0 0 =x33 ... 0] ¢ Rkxk
0 0 0 cee Xkk

sestavljena iz diagonalnih elementov matrike X. Sedaj definirajmo ma-
triko
X—Dx+Dg Y

C:=U
B 0 0

T
Vg,

katere zgornji levi blok se v izvendiagonalnih elementih ujema z matriko
X, njeno diagonalo pa smo zamenjali z nenicelnimi singularnimi vre-

dnostmi matrike B. Opazimo, da je matrika C ranga k, saj je dobljena

15
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kot produkt matrike ranga k z obrnljivima matrikama Up in Vl;r . Torej
je C nek (morda slab) priblizek matrike A ranga k. Da bi videli, kako
dobra je, izracunajmo

XY X—-Dx+Dp Y
1A =ClE = ||Us 7 W Vg — Ug g g 0 Vi || =
F
2
— |lug X Y _ X—-—Dx+Dp Y V];—
zZ W 0 0 F

V nalogi 5 v razdelku 1.7 boste pokazali, da se Frobeniusova norma
matrike ne spremeni, ¢e jo mnozimo z ortogonalno matriko s katerekoli

. E

2
Dx — Dg 01 B

strani. Zato velja

2
X Y

zZ W

X—-Dx+Dg Y
0 0

|A—Clz =

‘ F
2 2 2
= [IDx = Dgl[r + 1Z][F + [WI[E.

F

Z W

kjer smo za zadnjo enakost uporabili (1.6). Ker je po predpostavki B
najboljsi priblizek matrike A ranga k, je (po podobnem razmisleku kot

zgoraj)

2 2 2 2
IDx = Dglle + [|Z]F + IWl[F = |4 = CllF >

2
> |A—B|g=
X Y|+ Dy 0] -
UBZWB uBOOBF
2
X Y Dy 0 -
B(zw 00>BF
2
AIx=-ps Y|
_ y wlll =
F

2 2 2 2
X = Dgllp + IY[IF+ 12l + [WI[E-
Sledi
2 2 2 2 2 2
|Dx — Dgllr = | X = Dgllg + Y|z = [IDx — Dall + [|Y[[r = [[Dx — Dg||¢-

Srednjo neenakost smo dobili, iz opazke, da se matriki X — Dg in Dx —
Dp ujemata v diagonalnih elementih, a ima druga izmed njiju vse izven-
diagonalne elemente enake 0. Iz tako dobljene verige neenakosti, kjer
sta prvi in zadnji izraz enaka, dobimo

[Y[[r=0in |[Dx — Dgl|p = [|X — Dg|[f.
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Iz prve lastnosti sledi Y = 0, iz druge pa (ker se matriki X — Dp in
Dx — Dg ujemata v diagonalnih elementih), da ima matrika X nicelne
izvendiagonalne elemente, torej velja X = Dyx. (Ali ubesedeno: C smo
konstruirali tako, da je bil dejansko zelo dober priblizek matrike A ranga
k. Ker pa je B $e boljsi priblizek matrike A ranga k, mora imeti matrika
UEAVB cel izvendiagonalni blok nicel. ) Simetri¢no lahko s pomocjo
konstrukcije matrike

X—-—Dx+Dg 0

c':=Uu
B z 0

Vg

pokazemo, da mora biti Z = 0. (Poskusite dokazati sami s pomocjo
simetri¢nega dokaza dokazu zgoraj.)
Ce povzamemo, sta matriki A in B oblike

Dx 0
0 W

Dg 0

A=Us 0 0

Vg in B = U Vg, (1.8)

kar pomeni da so v Dy na diagonali zapisane nekatere singularne vre-
dnosti matrike A, ostale pa so skrite v singularnem razcepu matrike W.
Tako so po lemi 12 nenicelne singularne vrednosti o7 > 0o > ... > 0y
matrike A razdeljene na dva dela,

i, 0 0
0 o

Dy = z eRCFin [WIE =02 +...+02. (19)
0 0 N

k

Kot prej izracunamo, da velja
|A—B||z = |Dx — Dl + [|[W|.

Da bo navedena Frobeniusova norma najmanj$a mozna, mora torej ve-
ljati Dp = Dx in tudi ||W||f mora biti najmanjsa mozna. 1z(1.9) sledi
,da so v matriki Dy zapisanih k najvecje singularne vrednosti matrike A
(torej 0y, = 0j za j=1,...,k), v W pa se skrivajo najmanjse singularne
vrednosti matrike A. Torej je

(%] 0 0

0 (%) 0
Dp = Dx =

0 0 cee Of

in zato je po (1.8) matrika B enaka matriki Ay iz (1.7) in

1A = AllE = [WIE = 0y +...+ 07 O

17
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1.5 Kroneckerjev produkt matrik

V tem razdelku se bomo dotaknili multilinearne algebre preko oblike
tenzorskega produkta matrik, Kroneckerjevega produkta.

Definicija. Kroneckerjev produkt (tudi tenzorski produkt) matrik A =
[a;;] € R™*" in B € RP*1 je (mp) x (nq) matrika

El]lB 11123 e alnB
B B ... B

Awpp= |0 ™ 27 ¢ Rmp)x(mg)
ay,B awpB ... auuB

Opazimo, da je Kroneckerjev produkt A ® B velika matrika, ki je
blo¢no sestavljena iz mn kopij veckratnikov matrike B. Oznacimo

[A &® B]l’,]‘ = ai]'B

kot tistega od blokov Kroneckerjevega produkta A ® B, ki se nahaja v
vrsticah (i—1)p+1,...,ip instolpcih (j —1)g+1,...,jg, in mu re¢emo
(i,7)-ti blok Kroneckerjevega produkta A @ B.

Kot manjsi primer, izberimo za matriki A in B kar vektorja. Naj

T -
bosta torej] A =d = [ul . ..am} € R™ in B="b € RF. Potem je
- axb I, S ot
ai®b=| . | =vec ([alb ab .- ~ame =vec(ba'). (1.10)

Torej je Kroneckerjev produkt vektorjev @ in b kar vektorizacija matrike
ba’ ranga 1.

Najprej lahko opazimo, da Kroneckerjev produkt ni komutativna ope-
racija. Za matriki A = [a;;] € R"*" in B € RP*1, za kateri je mp # nq,
sta matriki A ® B in B ® A celo razli¢nih velikosti. A ¢etudi je mp = ng,

vrstnega reda matrik v produktu ne smemo menjati. Denimo, za matriki

A=t % wp=101
3 4 0 0
velja

010 2 0012
0000 00 3 4

A®B = i B® A —
© 03 0 4| ™% 0000
0000 000 0

Pokazimo najprej, da je ® asociativna operacija.
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Izrek 14. Za poljubne matrike A, B in C (poljubnih velikosti) velja
(A®B)®C=A® (B®C).

Dokaz. Dokaz je tehniATen, dolg, a nezahteven, zato ga v trenutni ver-
ziji skripte L e ni. O

Zelo lahko je preveriti, da je Kroneckerjev produkt linearen v vsakem
faktorju.

Izrek 15. Za poljubne matrike A,C € R™*" in B,D € RP*1 ter realno
Stevilo o € R wvelja

(kA)® B=A® (aB) = a(A® B)
mn
(A+C)®B=A®B+C®Bter A9 (B+D)=A®B+A®D.

Dokaz. Najbo A = [a;;] € R™" in C = [c;;] € R"™*". Enakosti bomo
pokazali tako, da bomo pokazali, da so (i,)-ti bloki enaki. Ker velja

[(xA) ® B];; = (aa;j)B = a;j(aB) = [A ® («B)];;
in

[(¢A) ® B];; = (aa;j)B = a(a;;B) = a[A @ B]; ,
sledi prva enakost. Podobno se lotimo druge: ker je

[((A+C)®Bl;j = (A+C);B = (a;;+c;;)B =
= Lli]'B + Cl‘]'B = [A ® B]i,]‘ + [C ® BL',]'.

in
[A® (B+D)];; = a;j(B+ D) = a;;B+a;D = [A® B];; + [A® D],
izrek sledi. O
Na podoben nacin je mogoce rutinsko pokazati, da velja tudi enakost
(A9B) =AT @B". (1.11)

Naslednji izrek nam pove, kako se povezujeta obi¢ajni matri¢ni in
Kroneckerjev produkt.

Izrek 16. Za poljubne matrike A € R™" B € RP*1, C € R"™" in
D € R7** velja

(A®B)(C®D) = (AC) ® (BD).

Resite nalogo 10 v razdelku 1.7 in ena-
kost (1.11) dokazite sami.
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Dokaz. Zopet pokazimo enakost tako, da bomo primerjali (i,)-ti blok
leve in desne strani. Zaénimo z levo stranjo, katere (i,j)-ti blok [(A ®
B)(C ® D)];; je dobljen kot obicajni produkt i-tega bloka vrstic matrike
(A ® B) in j-tega bloka stolpcev matrike (C ® D). Po definiciji matric-
nega mnozenja je torej

n

n
[(A®B)(C® D)] Z a;B) Ck]'D) = 2 llikajBD.
k=1

n
Vsoto ). ajxcy; na desni strani prepoznamo kot (i,j)-ti element matrike

AC, tor;j je enaka (AC);;. Tako dobimo

™=

[((A®B)(C®D)];j = ) (aicy)BD =

1
AC);j(BD) = [(AC) @ (BD)];;. O

—

Trditev 17. Ce sta matriki Q in S ortogonalni, je ortogonalen tudi njun
Kroneckerjev produkt Q ® S.

Dokaz. Ker sta matriki Q € R"™ ™ in § € R" " ortogonalni, velja
Q'Q=1,in STS = I,. Tako po enakosti (1.11) in izreku 16 velja

(Q®S) (Q®S)=(Q'®s)(Q®Ss)=(Q'Q®(S'S) =

:Im®1n:
1-1, 0-I, ... 0-1,
O'In 1‘In ce. O'In

= . . . = In U
O'In O'In ce. 1'[7[

Ker je Q ® S kvadratna matrika, sledi, da je tudi ortogonalna.

V primeru, ko sta matriki A in B kvadratni, lahko o lastnih vredno-
stih njunega Kroneckerjevega produkta sklepamo iz lastnih vrednosti

posameznih matrik.

Izrek 18. Ce ima matrika A € R™™ lastne vrednosti A1, ...,Am € R
in ima matrika B € R™" lastne vrednosti y1,...,un € R, potem je
mnoZica lastnih vrednosti matrike A @ B enaka

{/\iyj,‘ A lastna vrednost A, p; lastna vrednost B}.

Dokaz. Ce ima matrika A € R™" lastne vrednosti Ay, ..., Ay, potem
po izreku 6 obstajata taksna ortogonalna matrika Q € R™*™ in taksna
zgornje trikotna matrika Z z diagonalnimi elementi A1, ..., Ay, da velja
QT AQ = Z. Podobno obstajata taksna ortogonalna matrika S € R"*"
in taksna zgornje trikotna matrika W z diagonalnimi elementi pq, .. ., py,
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da velja STBS = W. Sedaj uporabimo ortogonalni matriki Q in S za
ortogonalno podobnost Kroneckerjevaga produkta A ® B, po trditvi 17
je namre¢ tudi Q ® S ortogonalna matrika. Sedaj po enakosti (1.11)
izreku 16 velja

(Q®S)T(A®B)(Q®S)=(Q"®ST)(A®B)(Q®S) =
=(QTAQ)®(STBS) =Z®W.

S tem smo pokazali, da sta si matriki A ® B in Z ® W (ortogonalno) po-
dobni in imata zato po posledici 3 enake lastne vrednosti. Opazimo, da
je Kroneckerjev produkt zgornje trikotnih matrik Z in W zopet zgornje
trikotna matrika, katere diagonalni bloki so enaki Ay W, A,W ... A, W.
Vsi omenjeni diagonalni bloki so zgornje trikotne matrike, saj so vec-
kratniki zgornje trikotne matrike W, in zato so lastne vrednosti Z ® W
enake

AMp1, Aapa, - Amp, M p2, Aapo, - oy Ao, - .,
Alﬂnr/\ZVnr-'-/)\mVn- O

Izrek 19. Za matrike A € R™*" B € R"™P in C € RP*" velja

vec(ABC) = (C" ® A) vec(B).

Dokaz. V dokazu bomo naredili manjsi trik in na levi strani enakosti
matriko B z desne mnozili z identi¢no matriko

100 0 e/
010 0 e,
<
[p:001~~~0:e3,
000 -+ 1 e,
kjer smo z {eq,...,ep} oznacili standardno bazo R".
Kot ze prej, oznacimo stolpce matrike B z B(l), B(2), ...,B(p) ter
stolpce matrike C z cW, c@, ...,C(P) ter . Sedaj zapiSemo levo stran

enakosti kot

vec(ABC) = vec(A(BI,)C)
p
i=1

(s (E3067)) -

vec(A(BWe)C) = ivec((AB(i))(CTei)T)
1 i=1

I
™=

1

S pomocjo tako izrac¢unanih lastnih vre-
dnosti Kroneckerjevega produkta resite
nalogo 11 v razdelku 1.7.

Izrek nam lahko pride prav, ko zelimo
spremeniti reSevanje matri¢nih enacb v
sisteme linearnih ena¢b. Denimo, da
imamo (ne nujno kvadratni, torej tudi
ne nujno neobrnljivi matriki) A in M in
zelimo iz enacbe

AXM =S

izraziti matriko X.
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V zadnji vsoti sta AB®) € R™ in C'e; € R” vektorja, zato po (1.10)
velja vec((ABW)(CTe;)T) = (CTe;)) T ® (ABW). Sledi

vec(ABC) = Zvec (ABD)(CTep) ") =
=1

P
Z CTeZ (Z))

Po izreku 16 lahko tenzorski produkt obicajnih produktov zapisemo kot
produkt tenzorskih produktov in po tem, ko dvakrat uporabimo ome-
njeno enakost, dobimo

) (CTe;) @ (ABY) =

M‘m

vec(ABC) =

I
—

Y (CT®A)(e;wBY) =

|
=

Il
-

=(CTwA) Xp:(ei ®BW) =
i=1

p )
=(C"®A) Zvec(B(l)elT) =
i=1

= (C" ® A)vec (i B(i)elT> _
i=1
p
:(CT®A)VGC<Z{0 0 BD o .. ODZ

i=1
= (C" ® A)vec(B),

kar smo zeleli pokazati. O

1.6 Pozitivho semidefinitne matrike

Definicija. Simetricni matriki A € R™*™ pravimo

A. pozitivno semidefinitna, ée je x! Ax > 0 za vse x € R™.

B. pozitivno definitna, ée je x' Ax > 0 za vse nenicelne x € R".
C. negativno semidefinitna, ce je x' Ax < 0 za vse x € R".

D. negativno definitna, ée je x' Ax < 0 za vse nenicelne x € R".
E

. nedefinitna, ée je x" Ax > 0 za nekatere x € R" in y' Ay < 0 za
nekatere y € R".

Definicija. Izrazu

x" Ax = f i XX},

i=1j=1
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vadratna forma matrike A = 5

kjer je x = [xl Xy ... xn] vektor spremenljivk, pravimo kvadratna

forma matrike A = [ai,j}i,jzllwn.

Po posledici 9 lahko matriko A zapisemo kot A = QDQT, kjer je
D diagonalna matrika lastnih vrednosti Aq,..., A, matrike A in Q =
[q1 --- qn] ortogonalna matrika pripadajocih lastnih vektorjev. Potem
je kvadratna forma matrike A enaka

x'Ax=x"QDQ"x = (Q"x)'D(Q"x) =u'Du,

kjer oznacimo z u = Q" x vektor novih spremenljivk v kvadratni formi.
Omenjena substitucija je linearna (t.j. vsaka nova spremenljivka je line-
arna kombinacija starih) ter bijektivna (Q' je obrnljiva matrika) in v

b=
novih spremenljivkah u = [ul un} je kvadratna forma matrike
A enaka

x' Ax = u' Du = Aud + Apud + ..+ Al (1.12)
Taksna kvadratna forma v novih spremenljivkah nima ve¢ mesanih ¢le-

nov.

Primer 20. Po Posledici 10 je lahko izrac¢unati lastni vrednosti A in u

5 2
matrike A = ) 2]. Za njiju velja A +p =7 in Ay = 6, torej sta

lastni vrednosti matrike A enaki 6 in 1. Kvadratna forma matrike A je
torej v novih spremenljivkah uq in uy, kjer ne bo imela mesanih clenov,
enaka

ui + 1uj.

Za vajo poracunajte, da je enotski lastni vektor, ki pripada lastni vredno-

T
sti 6 enak qp = % [ } i enotski lastni vektor, ki pripada lastni

1
] . Novi

T
vrednosti 1 enak qp = % [1 72] . Tako je Q = % l )

spremenljivki uq in Uy se izraZata s starima x1 in xp kot
up| QT X1| 1 X1
up X2 V5T 2| |x2

(2x1 + 1x2),

in zato velja®

u —L

G
1

Us :7(19(172)(2).

V5

Ce se $e malo poigramo in to spremembo spremenljivk vstavimo v kva-
dratno formo 6u% + u%, je lahko preveriti, da velja

6 1
6u? 4+ u3 = %(le +x2)% + %(xl —2xp) = 5x% + 4xyxp + 243,

2
je enaka

x% + 2x1xp + 2x2x71 + Zx% =
5% + 4x1x7 + 243
Z malo iznajdljivosti bi lahko preverili,
da je
5x% +4x1xp + 213 =
(261 +x2) 2 + 23+ 23>0

Pri tem je kvadratna forma matrike A
enaka 0 natanko tedaj, ko je x;1 = xp =
0. Zatorej je po definiciji matrika A
pozitivno definitna.

5 Vidite sedaj, kaj smo mislili z linearno
spremembo spremenljivk?
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torej da sta kvadratni formi v spremenljivkah x1,x, in v spremenljivkah
Uy, Uy enaki.

Izrek 21. Simetricna matrika A € R™™" je

A. pozitivno semidefinitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti
nenegativne,

B. pozitivno definitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti pozi-

tivne,6

C. negativno semidefinitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti
nepozitivne,

D. negativno definitna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti nega-
tivne,

E. nedefinitna natanko tedaj, ko ima tako pozitivne kot negativne lastne
vrednosti.

Dokaz. Pokazimo le A. del trditve, ostali deli se pokazejo na podoben
nacin.

Najprej zapisimo kvadratno formo matrike A brez mesanih ¢lenov kot
v (1.12). Opazimo sledece:

(=) Ce ima matrika A vse lastne vrednosti nenegativne, potem je
tudi izraz (1.12) nenegativno Stevilo in tako po definiciji matrika A
pozitivno semidefinitna.

(=>) Ce je matrika A pozitivno semidefinitna, potem je AjuZ + Apu3 +
.+ Anu% > 0 za vse vrednosti spremenljivk uq,...,u;. Izberimo
j€{1,2,...,n} innaj bo u; =1 ter u; = 0 za vse i # j. Potem je

0<x Ax=M0%+ ...+ X107 + L1+ 1,107 + ...+ A,0° = A},

Sledi, da je poljubna lastna vrednost matrike A nenegativna. O

Za matriko A = [a; ;] € R"™" oznaéimo z A ;) njeno vodilno glavno
podmatriko, ali po domace njen levi zgornji k x k vogal. Torej, A(k) =
[ai j]ij=1,.k € Rk in za k = 1,2,3 v posebnem velja

11 412 M3
s Ay = |a21 G2 23

a1 a1
Aqy = [ma], Ap) = l
asz1 4aszp asj

a1 a2

Izrek 22 (Sylvester). Simetriéna matrika A je pozitivno definitna na-
tanko tedaj, ko so determinante vseh vodilnih glavnih podmatrik matrike
A pozitivne, t.j. det A(k) > 0.

Simetricna matrika A je negativno definitna natanko tedaj, ko je de-
terminanta vsake k X k wvodilne glavne podmatrike A pozitivna, ée je k
sodo §tevilo, ter negativna, ée je k liho Stevilo, t.j. (—1)kdetA(k) > 0.

% Ker ima matrika A iz primera 20 la-
stni vrednosti enaki 6 in 1, je pozitivno
definitna. Kar smo sicer z malo izna-
dljivosti znali preverili ze po definiciji
na strani 23.

A Sylvestrov kriterij nam omogoca,
da lahko za karakterizacijo definitnosti
matrike poracunamo le predznake de-
terminat njenih vodilnih glavnih pod-
matrik.

pozitivno negativno
definitna definitna
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Dokaz. Najbo A simetri¢na n X n matrika in si oglejmo kvadratno formo
x' Ax. Ce je A pozitivno definitna, je x' Ax > 0 za vse vektorje x €
R”. Izberimo k € {1,2,...,n} in izberimo poljuben vektor oblike x =
[y, 071, Kjer je yx € RF. Potem je

A *
x"Ax =[y{o"] |" ¥ *] [y"] = Y{ AV

0

Kar pomeni, da so za pozitivno definitno matriko A tudi vse podmatrike
A(k) pozitivno definitne, k = 1,2,...,n. Po izreku 21 velja, da ima pod-
matrika A(k) vse lastne vrednosti pozitivne in zatorej je po posledici 10
det(A(k)) > 0.

Podobno velja, da so za negativno definitno matriko A tudi njene
podmatrike A(k) negativno definitne, k = 1,2,...,n. Po izreku 21 velja,
da ima v tem primeru podmatrika A(k) vse lastne vrednosti negativne
in zatorej je po posledici 10 det(A(k)) produkt k negativnih stevil. V
primeru, ko je k sodo stevilo, je det(A)) > 0, in v primeru, ko je k liho,
je det(A(k)) < 0.

Dokaz obrata Sylvestrovega izreka ni trivialen in ga bomo tu opustilit.
Je pa zanimiv clanek Giorgio Giorgi: Various Proofs of the Sylvester
Criterion for Quadratic Forms, Journal of Mathematics Research; Vol
9, No 6, 2017, kjer imate predstavljenih Sest razliénih dokazov izreka.
Poskusite razumeti vsaj enega. O

Izrek 23. Naj bo A € R"*" simetricna matrika z rangom rang(A) = r.

A. A je pozitivno semidefinitna natanko tedaj, ko obstaja taksna matrika
B € R™", rang(B) =r, da je A= BB'.

B. A je pozitivno definitna natanko tedaj, ko je r = n in obstaja taksna
obrnljiva matrika B € R"™", da je A= BB'.

Dokaz. O

Izrek 24 (Razcep Choleskega). Obrnljiva matrika A € R"™™" ima razcep
Choleskega
A=LL",

kjer je L € R™™ spodnje trikotna matrika, natanko tedaj, ko je A sime-
triéna in pozitivno definitna.

Dokaz. ]

1.7 Naloge


https://pdfs.semanticscholar.org/cf65/bd127bd73b87f8999abcdd23b2ffa3dd99ab.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/cf65/bd127bd73b87f8999abcdd23b2ffa3dd99ab.pdf
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(4) Naloga 1.

Za vsako od naslednjih trditev pokazite, ali drzi ali ne drzi.

A. Ce je matrika A obrnljiva, potem je tr(A™!) =

tr(A) "
B. tr(ABC) =tr(C'BTAT).

C. Obstaja nesimetri¢na matrika, ki ni ortogonalno podobna diagonalni
matriki.

y 1
D. Ceje A=uu', kjer je u = lzl , potem je [|A[[f = 5.

E. Ceje A € R?*2 obrnljiva matrika s singularnima vrednostima o in

T, potem je ||A7Y|p = Vo 2+ 12

F. Za simetri¢no matriko A € R*** za lastnimi vrednostmi 1,2,3,4, je

[|AllF = V10.

(%) Naloga 2.

Dokazite, da je podobnost matrik ekvivalenATna relacija na mnoLlici
vseh kvadratnih n X n matrik. PokaLl’ite, da je tudi ortogonalna podob-
nost matrik ekvivalenATna relacija. Pokaill’ite, da so ekvivalenATni or-
togonalne podobnosti vsebovani v ekvivalenATnih razredih podobnosti.

(%) Naloga 3.
Naj bosta x,y € R" poljubna vektorja in definirajmo A = xyT.

A. Pokazite, da je A € R™" matrika s sledjo xy.

B. Pokazite, da ima A lastni vrednosti 0 (z veckratnostjo n — 1) in x|y
(z veckratnostjo 1).

(4) Naloga 4.
Naj ima matrika A realne lastne vrednosti in naj bosta Q in Z kot v
izreku 6. Torej je QT AQ enaka zgornjetrikotni matriki Z.

A. Poiscite neidenti¢no ortogonalno matriko U, za katero bo tudi ma-
trika U ZU = Z' zgornjetrikotna.

B. Pokazite, da je produkt ortogonalnih matrik ortogonalna matrika,
torej v posebnem je Q' = QU tudi ortogonalna matrika.

C. Prepricajte se, da sedaj tako Q in Z kot Q' in Z' ustrezata sklepu
Schurovega izreka.

Q@ Poskusite nalogo resiti sami preden
si ogledate resitev na strani 55.



PONOVITEV IN NADGRADNJA OSNOVNIH POJMOV MATRICNEGA RACUNA 27

(%) Naloga 5.
Za poljubno matriko A € R™*" ter ortogonalni matriki U € R™*™ ¥ Resitev najdete na strani 55.
in V € R"" dokazite, da velja

[UAV || = [|A][5-

(%) Naloga 6.

Kaj mora veljati za realni Stevili a in b, da bo matrika A =

a 1 c
1 b
R2*? imela || A||r = 2 in det(A) = 0?

(4) Naloga 7.

Pokazite, da za simetricno matriko A € R"*" velja

I|AllF = /A2 +...+ A2,

kjer so Aq,..., A, lastne vrednosti matrike A. Pokazite na primeru, da
enakost ne velja za nesimetri¢ne matrike.

(%) Naloga 8.

Naj bo A = PDP~! simetricna matrika. Pokazite, da je najboljsa
aproksimacija ranga ena matrike A v Frobeniusovi normi enaka Avv',
kjer je A po absolutni vrednosti najvecja lastna vrednost matrike A, v
pa normirani lastni vektor, ki pripada A.

(4) Naloga 9.
Zapisite primer matrik A € R?*2 in B € R3*3, za kateri velja ||A ®
B||r = 10.

(4) Naloga 10.

Pokazite, da za poljubni matriki A in B velja
A (A®B)T=AT®B" in
B. |[A® B[r = || AllF|lBl|¢

(4) Naloga 11.
Pokazite, da za poljubni matriki A € R"*" in B € R™*™ (z realnimi

lastnimi vrednostmi) velja
tr(A® B) = tr(A) tr(B)

in

det(A ® B) = (det A)™(det B)".
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(4) Naloga 12.
Ce sta matriki A € R"™" in B € R"™ ™ obrnljivi, potem pokazite, da
je obrnljiva tudi matrika A ® B in da velja (A® B)"! = A=l @ B~L.

(4) Naloga 13.
Naj bosta A = UsZ 4 VX in B= UgXp VBT singularna razcepa matrik
A € R™"in B € RP*1.

A. Zapisite singularni razcep matrike A ® B.

B. Pokazite, da velja rang(A ® B) = rang(A) rang(B).

(4) Naloga 14.
Naj bosta A € R"™" in B € R™*™ pozitivno semidefinitni matriki.

Pokazite, da je tedaj tudi A ® B pozitivno semidefinitna.

(4) Naloga 15.
Naj bo A € R"*" obrnljiva matrika. Pokazite, da ima matrika A ®
A~1 lastno vrednost 1.

(4) Naloga 16.
Naj bo A € R™" simetriéna (AT = A), B € R™" pa antisimetricna
(BT = —B) matrika.

A. Utemeljite, da velja (A, B) = —(A, B).

B. Sklepajte, da sta poljubna simetri¢na in poljubna antisimetri¢na ma-
trika ortogonalni glede na Frobeniusov skalarni produkt.

(4) Naloga 17.
Poiscite linearno spremembo spremenljivk u = f(x,y,z),v = ¢(x,y,z)
and w = h(x,y,z), v kateri je matrika, ki pripada formi

Q(x,y,z) = 3x% + 4xy — 4xz — 2yz
diagonalna.
(5) Naloga 18.

Ce je simetriéna matrika A pozitivno semidefinitna, pokazite, da je
tudi A¥ pozitivno semidefinitna za vsak k € IN.

(4) Naloga 19.

Naj bo A = B'B takéna pozitivno semidefinitna matrika velikosti
n x n, da za nek vektor x € R" velja x ' Ax = 0. Pokazite, da je Bx =0
in nato sklepajte, da velja tudi Ax = 0.

@ Resitev naloge najdete na strani 56.
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(4) Naloga 20.

Naj bosta A € R"*" ter C € R™*™ simetri¢ni matriki in B € R"*™,
@ Resitev naloge najdete na strani 56.

pozitivno semidefinitna na-

Pokazite, da je blo¢na matrika [BT g

1 pozitivno semidefinitna.

A _
tanko tedaj, ko je matrik
anko teda) O Je matrika l—BT C

(5) Naloga 21.
Naj bo A € R"*" simetri¢cna pozitivno semidefinitna matrika z la-
stnimi vrednostmi Aq > Ay > ... > Ay

A. Dokazite, da velja x" Ax < Aq]|x||? za vsak x € R".

. . T
B. Dokazite, da velja max X-4X = A;.
xeR" X' X

C. Dokazite, da je tudi matrika A — A, I, pozitivno semidefinitna.

(%) Naloga 22.

Naj bosta A, B € R™" simetri¢ni pozitivno semidefinitni matriki.

A. Pokazite, da obstaja natanko pozitivno semidefinitna matrika K, da
velja K? = A.

B. Pokazite, da obstaja natanko ena pozitivno semidefinitna matrika K,
da velja K2 = A. Pravimo tudi, da je K = v/A koren matrike A.

C. Pokazite, da je (A, B) = ||v/AVB|2.

(%) Naloga 23.
Uporabite Schurov izrek, da dokazete, da je rang kvadratne matrike 9 Resitev naloge najdete na strani 57.
A enak velikosti najvecje obrnljive (kvadratne) podmatrike matrike A.

(*) Naloga 24.
Dokazite Cayley-Hamiltonov izrek: Ce je As(x) = det(A — xI,;) ka-
rakteristi¢ni polinom matrike A, potem velja A (A) = 0.

1.8 Nadaljnje branje

1. Roger A. Horn and Charles R. Johnson, Matriz Analysis, Cambridge,
2006, razdelki 2.3, 2.4., 7.0, 7.1, 7.2.

2. Gilbert Strang, Linear algebra and Learning from Data, Wellesley-
Cambridge Press, Wellesley, 2019, razdelka 1.7., 1.9.

3. David A. Harville: Matrix Algebra From a Statistian’s Perspective,
Springer, 1997, razdelka 4.4 in 4.5, poglavji 6, 14.
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Vektorski prostor: in linearne preslikave

2.1 Vektorski prostor

Dobro poznamo, kako ra¢unati z vektorji v IR3. 1. S tem dobi mnozica
vektorjev v IR3 z operacijama sestevanja in mnozenja z realnim stevilom
posebno strukturo, ki jo imenujemo vektorski prostor. V splosnem defi-

niramo realni vektorski prostor na naslednji nacin.

Definicija

Definicija. Abstraktni realni vektorski prostor V' je mnoZica vektorjev

v € V2, za katere imamo definirani dve notranji operaciji
o sestevange vektorjev (u,v € V= ut+v e V) in

e mnoZenje vektorjev z realnimi Stevili (v € V, o € R = av = a-v €

V),

z lastnostmi

(VP1) u+v=v+uin(u+o)+w=u+(v+w),
(VP2) obstaja nicelni vektor 0 in velja v+0=04+0v = v,

(VP3) za vsak v € V obstaja nasprotni vektor —v, za katerega velja

v+ (-v) = (-v) +v=0,
(VP4) 1-0 =10 za vsakv €V,
(VP5) (ap)-v=a-(B-0),
(VP6) (a+B)-v=a-v+p-0,

(VP7) a-(u+v)=a-u+a-v,

za poljubne u,v,w € V in a, B € R.

! Ce ne, potem osvezite znanje. Re-
cimo v razdelku 1.1. knjige Bojan
Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI,
2015, ali pa v Razdelku 5.1 knjige Po-
lona Oblak: Matematika, Zalozba FRI,
2015.

2 Morda ste opazili, da vektorje v R" pi-
Semo s krepkimi simboli, denimo v ali
X, na tablo pa s pus¢icami, kot ¥ ali X.
Elementi vektorskih prostorov so lahko
vektorji v v R", lahko so polinomi p(x)
ali pa kaj tretjega. Zato jih bomo obi-
¢ajno pisali z navadnimi malimi érkami.


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
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Pri tem bomo, kot obicajno v matematiki, simbol - pri produktu
vektorja s Stevilom ve¢inoma izpuscali. Torej bomo pisali tudi av = « - v.

V splosnih vektorskih prostorih lahko stevila izbiramo tudi iz dru-
gih mnozic, ne le iz mnozice realnih stevil (denimo kompleksna stevila,
konéni obsegi, kvaternioni,...). V tem u¢beniku se bomo omejili zgolj na
realne vektorske prostore (torej mnoZenje vektorjev z realnimi Stevili) in

jih bomo zatorej odslej krajse imenovali kar vektorski prostori.

oznaka elementi ‘ seStevanje ‘ mnozenje vektorja z & € R nicelni element
R realna Stevila | seStevanje realnih stevil mnozenje realnih Stevil 0
R" vektorji (u+v);=u;+v; (au); = ay; 0
R™>" matrike (A+B);j = Ajj + Bj; (wA)jj = aAj nic¢elna matrika 0
Ry [x] polinomi (p+q)(x)=p(x)+4g(x) (ap)(x) = ap(x) nicelni polinom p(x) =0

Tabela 2.1: Nekaj ze znanih vektorskih

Primer 25. Hitro se lahko sprehodimo skozi vseh sedem navedenih lastno-
sti in preverimo, da veljajo za poljubne vektorje u,v,w € R3 in realni
stevili &, B € R. Ni pa mnoZica vektorjev v R3 edini vektorski prostor,
ki ga poznamo.

Navedimo nekaj Ze poznanih primerov vektorskih prostorov. V ta-
beli 2.1 je navedenih nekaj vektorskih prostorov, ki jih bomo v nadalje-
vanju srecevali. Se vec, kadarkoli bomo v nadaljevanju omenili vektorski
prostor V, bomo imeli v mislih, da je V bodisi R", R™*" ali R,[x]. Opa-
zimo, da v omenjenih vektorskih prostorih velja, da ¢e poljubni element
pomnozimo s Stevilom 0, dobimo nicelni element vektorskega prostora,
torej

0-v=0.

Prav tako za vsak element v iz R", R™*" ali R,[x] dobimo njemu na-
sprotni vektor tako, da ga pomnoZimo z —1:

—v=(-1) 0.

Torej, nasprotni vektor vektorja x je enak vektorju, katerega kompo-
nente so nasprotno predznacene, nasprotna matrika matrike A = [ai]']
je matrika —A = [—a;] in nasprotni polinom polinoma p(x) = anx" +
a, X"+ 4 ajx +ag je polinom (—p)(x) = —ayx" —a, 1x"1 —
co.—a1x —ag.

V splosnih vektorskih prostorih lahko v lastnosti (VP6) izberemo a =
B = 0 in dobimo enakost

0-v=0-v+0-v (2.1)

za vse v € V. Ker ima po (VP3) vsak vektor nasprotni vektor, na obeh
straneh enakosti (2.1) pristejemo vektor —0 - v, iz ¢esar sledi 0-v = 0 za

prostorov, njihovi elementi in operaciji.
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vsak vektor v € V. Pri tem poudarimo, da je 0 na levi strani enakosti
realno §tevilo, 0 na desni strani pa nicelni vektor vektorskega prostora
V, pa Ceprav ju piSemo s skoraj istim simbolom. S tem smo pokazali
naslednjo trditev.

Trditev 26. Za vsak vektorv eV je0-v = 0.

Definicija. Za vektorje v1,v,...,0, € V in skalarje aq,ap,...,0, € R
imenujemo vektor

X101 + &2V + ... + &y

linearna kombinacija vektorjev v, vy, ..., 0.

Denimo, nicelni vektor 0 = 0-v7 +0-vp +...+0- v, je linearna kom-
binacija poljubnih vektorjev v1,v,...,v, € V. Linearno kombinacijo z

izklju¢no nicelnimi koeficienti imenujemo trivialna linearna kombinacija.

Vektorski podprostor

Definicija. Ce je v podmnozici U vektorskega prostora V
(VPP1) sestevanje notranja operacija (u,v € U= u+v e U) in

(VPP2) mnoZenje vektorjev z realnimi Stevili notranja operacija (v €
UaxeR=avel),

potem jo imenujemo vektorski podprostor prostora V.

Ker lastnosti (VP1), (VP2), (VP4)-(VP7) veljajo za poljubne ele-
mente vektorskega prostora V', veljajo tudi za vse elemente vektorskega
podprostora U v V. Poleg tega je vektorski podprostor po definiciji za-
prt za seStevanje in mnozenje s Stevili, kar pomeni, da sta seStevanje in
mnozenje s skalarji notranji operaciji. Zatorej sta po lastnosti (VPP2)
tudi nicelni vektor 0 = 0 - 1 in nasprotni vektor —v = (—1) - v vsebo-
vana v U. Sledi, da je vsak vektorski podprostor hkrati tudi vektorski
prostor.

Izrek 27. Podmnozica U vektorskega prostora V je vektorski podprostor
natanko tedaj, ko je poljubna linearna kombinacija au + Bv vektorjev
u,v € U tudi vsebovana v U.

Dokaz. Ce je U vektorski prostor in u,v € U, potem sta po (VPP2) vU
tudi poljubna veckratnika au in fv. Po (VPP1) pa velja au + Bv € U.

Da bi pokazali Se obrat, predpostavimo, da je U taksna podmnozica
vektorskega prostora V, da je za vektorja u, v € U tudi poljubna linearna
kombinacija au + Bv vsebovana v U. V posebnem torej U za vsak a €
R vsebuje tudi vektor au +0-v = au (torej velja (VPP2)) in vektor
1-u+1-v=u-+0v (torej velja (VPP1)), iz cesar sledi, da je U vektorski
podprostor v V. O

V vektorski prostor
U vektorski podprostor
vsi veckratniki vektorjev iz U

in vse vsote vektorjev iz U

ostanejo v U
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Vsak vektorski podprostor po (VPP2) vsebuje tudi vektor 0-v =
0. Zatorej podmnozica vektorskega prostora, ki ne vsebuje nicelnega
vektorja, ne more biti vektorski podprostor.

Definicija. Linearna ogrinjaca L£{v{,0s,...,0,} vektorjev v1,0v3,...,0y
je mnozica vseh linearnih kombinacij vektorjev v1,vs,...,0y.

Ker je linearna kombinacija linearnih kombinacij vektorjev v1, vo, ..., v, €

V zopet linearna kombinacija vektorjev v1,vy, ..., vy, je po izreku 27 li-
nearna ogrinja¢a £{v1,vy,...,v,} linearni podprostor v V. Pravimo,
da vektorji v, vy, ..., vy napenjajo prostor L{v1,V2,...,Un}.

Ne le, da je linearna ogrinjaca vektorski prostor. Velja celo vec.

Izrek 28. Linearna ogrinjaca vektorjev vy, vy, ..., vy vektorskega prostora
V je nagmangsi vektorski podprostor vV, ki vsebuje vektorje vq,va,...,0y.

Dokaz. Naj bo U najmanjsi vektorski podprostor vektorskega prostora
V., ki vsebuje vektorje vy,vp,...,v,. Ker je U vektorski podprostor,
po izreku 27 vsebuje vse linearne kombinacije vektorjev vq,v,...,0y.
Zatorej vsebuje tudi £{v1,v,...,v,}. Ker pa je U najmanjsi vektor-
ski prostor, ki vsebuje v1,vs, ..., vy, morata biti U in £{v1,v3,...,0,}
enaka. O

2.2 Baza in dimenzija vektorskega prostora

V tem razdelku bomo povedali, kako merimo dimenzije vektorskih
prostorov. Naslednja pojma nam bosta povedala, ali je mogoce v neki
mnozici vektorjev nekatere vektorje izrazati z ostalimi ali ne. Formalno
definiramo linearno neodvisnost na naslednji nacin.

Definicija. Vektorji v1,vs,...,v,; € V so linearno odvisni, ko obstaja
vektor vy, ki je linearna kombinacija ostalih v1,v3...,0k_1, V41, ,On:

Uk = 0101 + 002 + .o+ X101 + Xpp 10k + - .- + &y Uy,

kjer a; € R. Vektorji v1,vy,...,04 € V so lincarno neodvisni, ¢e niso
linearno odvisni.

Ekvivalentno, v1,vy,...,v,; € V so linearno neodvisni, ¢e je njihova
trivialna linearna kombinacija edina njihova linearna kombinacija, ki je
enaka ni¢elnemu vektorju 0. Z drugimi besedami, vq,vy,...,v, € V so

linearno neodvisni, ¢e iz
w101 + a0+ ...+ a0, =0

sledi
lX]:DQ:...:an:O.

Na primer, E{xlo, X8, xh a2, 1} je
mnozica vseh polinomov stopnje najvec
10 brez ¢lenov lihih stopenj.

A Ce mnozica vektorjev vsebuje ni-
celni vektor 0, potem lahko nicelni
vektor izrazimo kot trivialno linearno
kombinacijo ostalih vektorjev. Zato je
vsaka mnozica, ki vsebuje nicelni vek-
tor, linearno odvisna.
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Naj vektorji uq,uo, ..., uy vektorskega prostora V napenjajo vektor-
ski prostor U = L{u1,up, ..., Um}. Ce so uy,uy, ..., Uy linearno odvisni,
potem lahko enega od vektorjev, denimo uy, izrazimo kot linearno kom-
binacijo ostalih in zatorej je U = L{uq,..., U1, Ugsi1,--., Um}. Torej
obstaja podmnozica {v1,vy,...,0,} C {ug, up, ..., um}, ki prav tako na-
penja prostor U. Najmanjso taksno podmnozico bomo imenovali baza
vektorskega prostora. Dobimo jo tako, da iz mnozice {u1,uy, ..., Uy}
izberemo ¢im manj vektorjev (torej bodo linearno neodvisni), ki bodo e
vedno napenjali prostor U.

Definicija. Mnozica vektorjev {vy,va,...,v,} je baza vektorskega pro-
stora V, ce

(B1) so v1,vy,...,0, linearno neodvisni in
(B2) v1,vy,...,0, napenjajo prostor V.

Izrek 29. Za vsako bazo vektorskega prostora V je zapis poljubnega vek-

torja v € V kot linearna kombinacija baznih vektorjev vedno enolicen.

Dokaz. Denimo, da je B = {v1,v,...,v,} baza vektorskega prostora
V. Ker B napenja V, lahko poljuben v € V izrazimo kot linearno
kombinacijo baznih vektorjev. Predpostavimo, da lahko to naredimo na
dva nacina, torej da obstajajo ay,a,...,a, ter B1, B2, ..., Bn, da velja

U =101 + 002 + ...+ ay0y = B101 + P22 + ...+ BuUn.

Ce na srednji in desni strani pristejemo vektor —B1v1 — Bovp — ... —
Bnvy in uporabimo lastnost (VS6), potem dobimo

(a1 — B1)v1 + (ap — Bo)va + ...+ (ay — Bn)vn = 0.

Ker so elementi v1,vy,...,v,; baze B po definiciji linearno neodvisni,
sledi

061—}31:0(2—/32:...:1)(”—‘3”:0.

S tem smo pokazali, da je a; = B; za i = 1,2,...,n, oziroma, da so
koeficienti a; v razvoju vektorja v po baznih vektorjih B enoli¢no dolo-
Ceni. O

Izrek 30. Vsak vektorski prostor ima nesteto baz. Vse baze vektorskega
prostora imajo enako Stevilo vektorjev.

Dokaz. Prvega dela izreka ne bomo dokazali.

Da bi videli, da imajo vse baze vektorskega prostora enako Stevilo
vektorjev, izberimo bazi B = {v1,vp,...,0,} in C = {uy,up, ..., Un}
vektorskega prostora V in predpostavimo, da sta m in n razli¢ni Stevili.
Po potrebi vlogi vektorjev v mnozicah B in C zamenjamo, tako da velja
m > n. Ker je B baza, lahko po izreku 29 vsak vektor u;, i =1,2...,m,
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enoli¢no izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev iz B. Z drugimi
besedami za vsak i = 1,2,...,m obstajajo aq;, &y;, ..., %,;, da velja

Uj = ®1;01 + K02 + ... + XyiUy. (2.2)

Stevila wji zlozimo v matriko A = [a;] € R"™™. Ker je m > n, ima
A vet stolpcev kot vrstic in zato je njen rang strogo manjsi od stevila
stolpcev. Zato ima homogeni sistem enac¢b Ax = 0 netrivialno resitev,
denimo xg = [B1, B2, .-, Bm] | # 0. Torej za vsak j velja

lleﬁl + Déjzﬁz +..0+ ajmﬁm =0. (2.3)
Sledi

(2.2)

ﬁlu1+ﬁ2u2 + ... ﬁmum =

= ‘31 (0(11?]1 + a0+ ...+ zx,ﬂvn) +...+ ,Bm(vclmvl +...+ Dénm?]n) =

(2:3)

= (B1a11 + Bowiz + - - - Bmt1m)01 + - - Bl )On =
=0
Ker so vektorji uj, up, ..., uy linearno neodvisni, sledi 1 = o = ... =
Bm = 0, kar je v protislovju s predpostavko, da je [B1,B2,--.,Bm]
nenicelni vektor. Sledi, da morata biti m in n enaka, torej imajo vse
baze enako stevilo vektorjev. O

Definicija. Dimenzija prostora V je enaka modci (poljubne) baze prostora
V. Oznaéimo jo z dim V.

Primer 31. Za vektor ¢ = [1,2,1]" naj bo V. C R3*3 mnozica vseh

antisimetricnih matrikd, za katere velja
Ac=A'c. (2.4)
A. Pokazimo, da je V vektorski podprostor v R3*3.
Naj bosta A, B € V antisimetriéni matriki, torej za njiju velja
Al = —A, Ac = ATC, B' = —-B in Bc=B'ec.
Zelimo preveriti, da za poljubna &, B € R velja tudi (xA + BB)' =
—(wA+ BB) (t.j5., da je poljubna linearna kombinacija antisimetricnih
matrik zopet antisimetricna) in (xA + BB)c = («A + BB) ¢ (t.j., da
linearna kombinacija matrik iz V zadoscéa pogoju (2.4)). V te se je
lahko prepricati, saj velja
(kA+PBB)" =aA" + BB’ = —aA — BB = —(aA+ BB)
ter
(0A + BB)c = aAc+ BBc =aA'c+ BB c= (xA+BB)'c.

Linearna kombinacija a A + BB torej ustreza obema zahtevanima la-

stnostma, iz cesar po Izreku 27 sledi, da je V vektorski podprostor v

]R3><3.

A Obravnavali bomo le vektorske
prostore kon¢nih dimenzij, torej le vek-
torske prostore, katerih baze imajo
konéno Stevilo elementov.

3 Matrika X je antisimetriéna, ¢e je
XT =-X.
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B. Pois¢imo kaksno bazo prostora V.

Da bi poiskali bazo prostora V, moramo natancneje pogledati, kaksni
so elementi prostora V. Tega v toc¢ki A. Se nismo potrebovali. Vsaka
antisimetricna matrika A v IR3*3 je oblike

0 a b
A= | —a 0 c
-b —c 0

Pogoj Ac = A c po komponentah zapisemo kot

0 a b 1 0 —a —-b 1
—a 0 c 2 =1a 0 —c
-b —c 0 1 b c 0 1
021TOMa
2a+b —2a—-b
c—a | = a—c
—b—2c b+2c

Od tod sledi b = —2a in ¢ = a. V vektorskem prostoru V so torej le
matrike oblike

0 a —2a 0 1 -2
A= | —a 0 a | =a| -1 0 1
20 —a 0 2 -1 0

Baza za 'V je lahko kar

0 1 -2
By = -1 0 1 )
2 -1 0

(saj za eno samo matriko ni potrebno preverjati pogoja linearne ne-

odvisnosti) in tako je dimenzija prostora V enaka 1.

Primer 32. Vsak od prostorov R", R™*", R, [x] ima posebej lepo bazo,
ki jo imenujemo standardna baza.

1 0 0
0 1 0
A. Vektorji e = 0 , €p = 0 sy €y = | 1| tvorijo bazo prostora
; : 0
0 0 1

R", ki ji re¢emo standardna baza R,

B. VR™" zai=1,2,...,m,j=1,2,...,n, definirajmo matriko Eij,
katere edini nenicelni element lezi v i-ti vrstici in j-tem stolpcu in je
enak 1. MnoZica

{Ejy 1<i<m1<j<n}

je baza prostora R™ " ki jo imenujemo standardna baza R,
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n—1
7

C. V Ry[x] je mnoZica polinomov {x", x ..., x%,x,1} baza prostora

Ry [x], ki jo imenujemo standardna baza IR, [x].

2.3 Linearne preslikave

V matematiki se vedno znova in v razlicnih kontekstih srecujemo s
pojmom preslikave med dvema mnozicama. Spomnimo se, da je pre-
slikava f: A — B mnozice A v mnozico B taksen predpis, ki vsakemu
elementu a € A enoli¢no predpise vrednost b = f(a) € B.

Mi bomo opazovali preslikave 7: U — V vektorskih prostorov U in
V, ki spostujejo strukturi vektorskih prostorov. To pomeni, da

e slikajo vsoto vektorjev u in w v vsoto slik vektorjev T(u) 4+ 7(w) in
e veckratnik vektorja u v veckratnik slike vektorja T(u).
Linearno preslikavo torej definirajmo na naslednji nacin.

Definicija. Naj bosta U in V vektorska prostora. Preslikava T: U — V

je linearna preslikava, cée velja
(LP1) t(v+u) = 1t(v) + (1) za vsaka v,u € U in
(LP2) t(av) = at(v) za vsak v € U in vsak a« € R.

V posebnem, ¢e v (LP2) vstavimo a = 0, dobimo
T(0y) =7(0-u)=0-1(v) = 0y

za poljuben u € U. Pri tem je prva 0y nicelni vektor v vektorskem
prostoru U, zadnji 0y pa nicelni vektor v vektorskem prostoru V. To
pomeni, da vsaka linearna preslikava slika nicelni vektor v ni¢elnega.

Izrek 33. Za poljubno linearno preslikavo T: U — V wvelja T(0y) = Oy.

Izrek 34. Preslikava T: U — V je linearna natanko tedaj, ko velja
T(av + pu) = at(v) + Br(u) (2.5)
za vse v,u € U ter vse o, f € R.

Dokaz. Pokazimo najprej, da e je preslikava T: V — U linearna, potem
ohranja tudi linearne kombinacije (2.5). Za linearno preslikavo T za vse
v,u € V ter vse a, B € R po lastnosti (LP1) velja T(av + pu) = t(av) +
T(Bu). Nadalje po (LP2) sledi, da je t(av) + t(Bu) = at(v) + Bt(u),
iz ¢esar sledi (2.5).

Sedaj moramo pokazati Se nasprotno, da je vsaka preslikava T z la-
stnostjo (2.5) linearna. Izberimo torej preslikavo T, za katero velja (2.5)
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za vse v,u € V ter vse a, B € IR. V posebnem velja ta enakost tudi za
a =B =1, iz cesar sledi T(v+ u) = 7(v) + T(u) za vse v,u € V, torej
(LP1). Ce v (2.5) izberemo B = 0, potem iz (2.5) dobimo T(av) = a7 ()
zavse v € V ter vse a« € R, torej (LP2). S tem smo pokazali, da je vsaka
preslikavaz lastnostjo (2.5) tudi linearna. O

Operacije z linearnimi preslikavami

Ko poznamo nekaj linearnih preslikav, lahko nove preslikave defini-
ramo tudi preko operacij z ze znanimi linearnimi transformacijami. Naj-
prej definirajmo tri operacije med linearnimi preslikavami in nato poka-

zimo, da so tako na novo definirane preslikave tudi linearne.

Definicija. Naj bodo T,¢: U — V ter 8: V. — W linearne preslikave in
naj bo vy € R.

A. Vsota T+ 1: U =V je preslikava, definirana s predpisom
(T+9)(v) =7(v) + ¢(v).

B. Produkt s skalarjem y7: U — V je preslikava, definirana s predpi-
som

(r0)(0) = v 7(0).
C. Kompozitum 6 o T je preslikava 8 o t: U — W definirana s predpisom

(60 7)(v) = 0(7(0)).

Izrek 35. Vsota, produkt s skalarjem in kompozitum linearnih preslikav

so linearne preslikave.

Dokaz. A. Za linearni preslikavi 7,¢: V — U moramo pokazati, da
njuna vsota T + ¥ ohranja linearne kombinacije (2.5). Za poljubne
v,u € V ter o, B € R hitro porac¢unamo

def (A) (2.5)

T(av + pu) + P(av + pu) =
= at(v) + Br(u) + ap(v) + fyp(u) =

a(t(0) +9(0) + B (t(u) +p(u)) =
a(t+9)(0) + B (T +¢) (u),

(T+¢)(av + Bu)

s ¢imer smo s pomocjo izreka 34, pokazali da je tudi preslikava T + ¢
linearna.
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B. Podobno kot v (1) moramo za linearno preslikavo T: V' — U in realno
Stevilo w pokazati, da a7 ohranja linearne kombinacije (2.5). Kot prej
za poljubne v,u € V ter «, B € R hitro pora¢unamo, da velja

def

(vT) (w0 + pu) = yr(av+ pu) =
v (at(v) + Br(u)) =

a(yT(v) + B (yT(un) =

= a(y7)(v) + B (77) (1),

in sedaj po izreku 34 sledi, da je tudi preslikava T linearna.

C. Sedaj si izberimo linearni preslikavi 7: V. — U ter 6: U — W in
pokazimo, da njun kompozitum 6 o T ohranja linearne kombinacije
(2.5). Izberimo poljubne v,u € V ter &, § € R in izracunajmo

(2.5)

(Oot)(av+Bu) = 0(t(av+pu)f=
6 (at(0) + pr(u)f ="

= a6 (t(v)) + O (t(u)) =
= a(0o1)(v)+pB (BoT) (u).

S tem smo s pomocjo izreka 34, pokazali da je tudi preslikava 6 o T

linearna.
O

Pomembno je, da sta vsota linearnih preslikav in produkt linearne
preslikave s skalarjem zopet linearni preslikavi. S tem lahko med drugim
ustvarjamo tudi linearne kombinacije linearnih preslikav, at + B, kjer
sta &, B € R, ki so po izreku linearne. Iz tega sledi naslednji izrek.

Izrek 36. MnoZica vseh linearnih preslikav iz vektorskega prostora U v

vektorski prostor V' je vektorski prostor.

Prav tako je izrednega pomena, da je kompozitum linearnih preslikav
zopet linearna preslikava. S komponiranjem linearnih preslikav bomo
prehajali med razli¢nimi linearnimi prostori.

Matrike linearne preslikave

Naj bosta U in V vektorska prostora dimenzij m in n ter t: U — V
linearna preslikava. Izberimo bazi B = {by,by,..., by} prostora U in
C ={c1,ca,...,cn} prostora V.

Denimo, da poznamo slike T(b1), T(ba),...,T(by) vektorjev baze B
preko preslikave T. Izberimo poljubni vektor u € U in ga zapiSimo kot
linearno kombinacijo

u = P1by + Babo + ...+ Bmbm
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baznih vektorjev mnozice B. Ker je T linearna preslikava, lahko nato
sliko T(u) vektorja izra¢unamo kot

T(u) = T (Bibr + Babo + ... + Bubm) =
= beta1T(b1) + ,321'(172) +...+ ,BmT(bm)- (2.6)

Tako smo ugotovili, da lahko s pomo¢jo slik baznih vektorjev izracunamo
sliko poljubnega vektorja u € U.

Sedaj pa razvijmo slike vektorjev baze B, ki se nahajajo v vektorskem
prostoru V, po bazi C. Torej, za j = 1,...,m, vsako sliko T(b;) zapisimo
kot linearno kombinacijo vektorjev mnozice C = {cy,¢a,...,cn}:

T(bj) = ayje1 + agjca + ... + ayjcn. (2.7)
S tem smo dobili m - n enoliéno dolo¢nih koeficientov ij, i=1,2,...,n,
j=1,...,m Najbo Arpc = [a;j] matrika reda n x m sestavljena iz
koeficientov v razvoju slik baznih vektorjev B po bazi C. Tako definirano
matriko
X111 QK12 ... K
K21 Q2 ... A2y
Arpe =
Xnl &2 .- Qnm

imenujemo matrika linearne preslikave T iz baze B v bazo C. V njej j-ti
stolpec predstavlja koeficiente, s katerimi se slika j-tega vektorja baze B
izraza kot linearna kombinacija vektorjev baze C.
Posebej opozorimo, da je matrika A g odvisna od izbire baz B in
C vektorskih prostorov V in U. Ce bi si izbrali drugacni bazi (ali vsaj
eno od njiju), potem bi isti preslikavi priredili drugo matriko (ki ustreza
koeficientom v razvoju po drugih bazah).
Dogovorimo se, da ¢e bomo iskali matriko preslikave T: V' — V iz baze
B v bazo B, bomo pri tem opustili enega od indeksov, t.j. Arp = A 5-
Matrika A, nam torej preslika koeficiente v razvoju vektorja po
bazi B v koeficiente, ¢e sliko vektorja razvijemo po bazi C. Povedano
formalno, ¢e je u = lgl Bjbj in T(u) = ‘)El vi¢i, potem lahko po (2.6) in
i=

j=
(2.7) sliko T(u) izra¢unamo tudi kot

Z;%Ci =7(u) = X;,Bj"f(bj) =
i= j=
=) Bj ) wijci =
j=1 i=1

-y (}é 5]‘%') Ci

i=1
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Ker so vektorji baze C linearno neodvisni, morata imeti razvoja na levi
in desni strani enake istolezne koeficiente in zatorej je

m
vi =) i
=

za i =1,...,n. Povedano drugace, koeficiente ; lahko dobimo tudi z

matri¢nim mnozenjem

T X111 &12 ... K
72 Kop @ ... & | | P1
B2
= ‘ (2.8)
Bm
| Tn | | ®n1 &n2 .- nm

Izrek 37. Naj bodo T,¢: V — U ter 6: U — W linearne preslikave in
naj bo o € R.

A. Matrika, ki ustreza vsoti preslikav T + ¢, je enaka vsoti matrik po-
sameznih preslikav.

Ariyppe =Arge +ApBe

B. Matrika, ki ustreza produktu s skalarjem at, je enaka veckratniku
matrike preslikave.

AprBc = Az Bc

C. Matrika, ki ustreza kompozitumu preslikav, je enaka produktu matrik
posameznih preslikav.

Agor,BD = Agcp ArBC

D. Matrika, ki ustreza inverzu obrnljive preslikave, je enaka inverzu ma-
trike te preslikave. Torej, ¢e je P obrnljiva preslikava, je obrnljiva tudi
matrika Ay pc. Velja

-1
Al/Jfl,C,B - (AI[J,B,C) .

Denimo, da poznamo matriko A = A g linearne preslikave 7: U —
V iz baze B v C. Radi bi zapisali matriko A" = A; g ¢ iste linearne
preslikave T, a iz neke (morda) druge baze B’ v (morda) drugo bazo C’.
Ce si ogledamo spodnji diagram matrik, ki utrezajo preslikavam, po-
tem poznamo "zeleno” matriko A = A 3¢, Zelimo pa izracunati "rdeco”

matriko A" = A g ¢ linearne preslikave 7.
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(V, B) (u, C)

(v, B) u c’)
Al=QAP!

Pri tem matrika P = Zy g g ustreza identi¢ni preslikavi prostora V
vase iz baze B v bazo B’. Taksno matriko dobimo s koeficienti pri razvoju
vektorjev baze B po vektorjih baze B’. Podobno je Q = Zy; ¢ ¢/ ustreza
identiéni preslikavi prostora U vase iz baze C v bazo C’ in je sestavljena
iz koeficientov pri razvoju vektorjev baze C po vektorjih baze C’. Ce se
v diagramu sprehodimo po puscicah, vidimo, da bomo morali matriko
A’ sestaviti kot kompozitum preslikav. Zatorej je A’ enak produktu
pripadajo¢ih matrik, t.j.

A = QAP L.

Primeri linearnih preslikav in njihovih matrik

Ce zelimo za preslikavo pokazati, da je linearna, je v vecini primerov
hitreje preveriti lastnost (2.5) kot pa lastnosti (LP1) in (LP2). V na-
sprotnem, ¢e zelimo za preslikavo pokazati, da ni linearna, imamo ve¢
moznosti. Ovrzti moramo eno od lastnosti, ki veljajo za linearno presli-
kavo. To pomeni, da je dovolj ovrzti le eno od lastnosti (LP1), (LP2),
(2.5) ali pa lastnost iz Leme 33. Torej, ¢e preslikava vektorskih prostorov
ne slika nicelnega vektorja v ni¢elnega, potem to ni linearna preslikava.

Primer 38. Translacija (ali premik) vektorskega prostora V za vektor
w €V je preslikava, podana s predpisom

T:V >V

v = U+ w.

Ce w # 0, potem je T(0) = 0+w = w # 0 in T ne ohranja nicelnega
vektorja. Zatorej po lemi 33 translacija ni linearna preslikava.

Primer 39. Nicelna preslikava je preslikava v : U — V, za katero je
v(u) = Oy za vse u € U. Hitro se prepricamo, da za vse u,w € U ter
vse &, B € R velja

v(au+pv) =0y =0y + 0y =a -0y + B -0y = av(u) + pv(v),
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in zato je po izreku 34 nicelna preslikava linearna preslikava.

Kaksne so matrike nicelne preslikave v: U — V2 Izberimo poljubni
bazi B = {by,by,..., by} prostora U in C = {cy,ca,...,cn} prostora
V. Nicelna preslikava slika vsak bazni vektor b; € U, j =1,2,...,m, v
nicelni vektor 0y € V. Da bi zapisali matriko A, gc nicelne preslikave
v iz baze B v bazo C, moramo slike T(b;) = 0 baznih vektorjev b; € B
razviti po bazi C prostora V. Preprosto zapisemo

T(b].):ozo.cl+o.c2+...+0~6n

zaj =1,2,...,m. § tem smo dobili koeficiente v razvoju slik baznih
vektorjev B po bazi C, ki so vsi enaki 0. Zatorej je matrika nicelne

preslikave v iz baze B v bazo C enaka

0 0 0
0 0 0
AvBc = :
0 0 0
Primer 40. Identicna preslikava
1V =V
v = D,

je preslikava, ki slika vsak vektor vektorskega prostora V nazaj vase. Ker
za vse v,u € V in vse a, B € R velja

av+ Bu) = av+ pu = a1(v) + B1(u),

je po Izreku 34 identiéna preslikava linearna preslikava.

Za, zapis matrike, ki pripada t izberimo poljubni bazi B = {b1,by, ..., by}
in B' = {b},b},...,b),} prostora V. Da bi zapisali matriko A,gc iden-
ticne preslikave 1 iz baze B v bazo B', moramo slike 1(b;) = b; baznih
vektorjev b; € B razviti po bazi B’ prostora V. Za vsak bj,j=12,...,m,
obstajajo enolicno doloceni koeficienti X1j, 02j, - - -, Uy, da velja

l(b]) = b] = D‘ljbi + D(zjbé +...+ Dim]b,/n

S tem smo dobili koeficiente v razvoju vektorjev baze B po bazi B'. Ko
jih zlozimo v stolpce m X m matrike, dobimo matriko identic¢ne preslikave
1 iz baze B v bazo B’

o111 K1 ... Ky
No1 Nyp ... Ny
App =

lxml lkmz “e D(mm
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V posebnem primeru, ko je B = B, je razvoj slike baznega vektorja
b;j € B po bazi B enak

l(bj)ij:0'b1+...+0‘bj_1+1‘b]'+0-b]'+1+...+0-bm,

in tako je matrika identicne preslikave t iz baze B v bazo B enaka

1 0 ... 0

o1 ... 0
Ap=Aps=|. . . .|=L

00 ... 1

Primer 41. Naj bo A € R™*" poljubna matrika. Potem je preslikava

p :R" — R"

x — Ax

linearna. Zatorej je vsaka preslikava, ki vektorje iz R" mnozi z dano
matriko (primerne velikosti) linearna preslikava.

V to se je lahko prepricati, saj za poljubna vektorja x,y € R" ter
poljubni stevili a, B € R velja

p(ax+ Py) = A(ax+ By) = aAx+ pAy = ap(x) + By (y)
in zatorej po izreku 34 sledi, da je P linearna preslikava.

Primer 42. Pokazimo, da je preslikava

M Ryx] — Ry[x]

1
2 il
P = a2 (3).
linearna. Predpis preslikave M bomo pisali tudi kot
2 1
(M(p)) (v) =<p ().
Preslikava M slika polinome v polinome. Zatorej moramo pokazati, da
je
M(ap + Bq) = aM(p) + pM(q)

za poljubna polinoma p,q € Ry[x]. Ker je
M(ap+pg) = 2 ((aﬁﬁq ( ))
- 2w (3)m(5))-
- )i}

= aM(p)+BM(q).

45
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smo dokazali, da M ohranja linearne kombinacije in tako po izreku 34
sledi, da je M linearna preslikava.

Morda bo kaksnemu bralcu ljubse, da si najprej predstavija, kaj predpis
preslikave sploh pomeni. Za polinom p(x) = ax? 4+ bx + ¢ je njegova slika
M(p) enaka polinomu

Max +br¢) = (M(p)) (1) = 2p (1) =
2 1 1 2
=x a—z—l—bf—i-c =a+ bx + cx”.
X X

Sedaj izberemo polinoma p(x) = ax? + bx +c ter g(x) = a’x> + b'x + ¢
in nato s preprostim (a daljsim) racunom kot zgoraj preverimo, da velja
M(ap + Bg) = aM(p) + BM(q). Ce se bralec odlo¢i za to pot, naj
poracuna detajle sam :)

Da bi dolocili matriko linearne preslike M v standardni bazi S =
{x2, x,1}, moramo najprej poracunati slike baznih polinomov, torej M(x?),

M(x) in M(1). Velja

M(x*) = 1,
M(x) = x ter
M) = ¥

zato je matrika M = A s enaka

0
M=10
1

o = O

1
0
0

Ko imamo zapisano matriko v standardni bazi, je lahko odgovoriti na
vprasanje, kam se s preslikavo M preslika polinom x> — x +2. Ker je

polinom x> — x +2 Ze razvit po standardni bazi {x%,x,1}, iz (2.8) sledi
0 0 1 1 2
01 o (-1 =]|-1],
1 00 2 1

2

torej je slika polinoma x* — x +2 enaka 2x* — x + 1. (Isti odgovor seveda

dobimo, ¢e direktno poracunamo M(x?> —x +2) =1 — x + 2x2.
Jedro in slika linearne preslikave

Definicija. Jedro linearne preslikave T: U — V je mnoZica ker(T) vseh
vektorjev u € U, za katere velja

Slika linearne preslikave je zaloga vrednosti preslikave T, torej mnoZica

im(7) ={t(u):ueld} CV.
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Pri tem bomo oklepaje kar izpuscali, ¢e to ne bo nujno potrebno.
Torej bomo pisali ker T = ker(7).

Izrek 43. Jedro ker T linearne preslikave T: U — V je vektorski podpro-
stor v U, slika im T pa vektorski podprostor v V.

Dokaz. Ce izberemo vektorja u,w € kert, velja T(u) = T(w) = Oy.
Zato za poljubno njuno linearno kombinacijo velja

T(au + pw) = at(v) + pr(w) = a- 0y + - Oy = Oy.

S tem smo pokazali, da je jedro zaprto za seStevanje.

Podobno izberimo vektorja v1,v, € im T, torej obstajata ui,uy € U,
da je T(u1) = vy in T(up) = vy. Pokazati moramo, da je Zato za
poljubno njuno linearno kombinacijo O

Izrek 44. Naj bo T: U — V linearna preslikava iz vektorskega prostora
U v vektorski prostor V.

A. T je injektivna natanko tedaj, ko je ker T = {0y }.
B. T je surjektivna natanko tedaj, ko je imt = V.

Dokaz. Druga trditev je ocitna, saj je linearna preslikava 7: U — V
surjektivna natanko tedaj, ko je njena slika enaka celemu vektorskemu
prostoru V.

Predpostavimo najprej, da je jedro injektivne linearne preslikave tri-
vialno. Izberimo poljubni vektor u € kert, t.j. T(u) = 0y. Ker je T
linearna preslikava, po Lemi 33 velja 7(0y) = Oy. Po predpostavki, da
je T injektivna, se lahko le en element prostora U slika v Oy in zato je
u = Oy. Sledi, da je jedro preslikave T trivialno.

Za obrat izreka predpostavimo, da je T: U — V linearna preslikava,
za katero velja ker T = {0y }. Da bi pokazali injektivnost preslikave T,
izberimo u,w € U in predpostavimo, da velja 7(u) = t(w). Zaradi
linearnosti preslikave T je T(u — w) = t(u) — T(w) = Oy, iz Cesar po
predpostavki o trivialnosti jedra sledi v — w = 0y oziroma v = w. S
tem smo pokazali, da je T res injektivna. O

Oglejmo si, kako lahko izra¢unamo jedro in sliko linearne preslikave s
pomocjo njenih matrik?

Naj bo A matrika, ki pripada linearni preslikavi T7: U — V iz baze
B v bazo C. Po definiciji je jedro linearne preslikave T mnozica vseh
vektorjev u, za katere velja T(u) = 0. Ce razvijemo vektor u po bazi
B, so koeficienti v razvoju doloceni s stolpcem x = [B1,B2,--.,Bm]’-
Spomnimo se enakosti (2.8). Ker ima slika (1) = 0 v razvoju po bazi
C vse koeficiente enake 0, velja Arx = 0. (Z drugimi besedami, vektorji
koeficientov v razvoju vektorjev iz ker T po bazi B ustrezajo natanko
nic¢elnemu prostoru matrike Ar.)
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Podobno si pomagamo z enakostjo (2.8), da bi dolocili imT. Po de-
finiciji je im T mnozica vseh slik linearne preslikave, torej mnozica vseh
linearnih kombinacij slik vektorjev iz baze B. Z drugimi besedami,

_')’1_ _0611 a2 - lxlm_
72 a1 22 ... Qo | | B1
2
= ‘B = A(l)ﬁ1+A(2)‘32+‘_'+A(m)‘3m’
Bm
| T | | ¥n1  &n2 ... nm |
kjer z Al oznagimo j-ti stolpec matrike Ay = [;]. Torej so vektorji

koeficientov [’yl,’yz, ... ,'yn]T natanko vse linearne kombinacije stolpcev
matrike A¢. Sledi, da linearna ogrinjaca stolpcev natanko doloca koe-
ficiente vektorjev v im T pri razvoju po bazi C. (Z drugimi besedami,
koeficienti pri razvoju vektorjev iz im T po bazi C ustrezajo stolpénemu

prostoru matrike A¢.)

Izrek 45. Naj bo T: U — V linearna preslikava in naj bo A = Arpc
matrika, ki pripada preslikavi T. Potem je dim(im(7)) = rang(A) in
zato

dim(ker(7)) + dim(im(7)) = dim(V).

Izrek 46. Naj bo T: U — V linearna preslikava, dimV = dimU = n in
naj bo A neka matrika, ki pripada T. Naslednje trditve so ekvivalentne:

1. T je bijektivna.
2. T je injektivna.
3. T je surjektivna.

4. A je obrnljiva.

5. kert = {0}.
6. N(A) = {0}.
7. imt = U.

8. C(A)=R".

9. Rang matrike A je n.

10. Vrstice matrike A so linearno neodvisne.
11. Vrstice matrike A razpenjajo R™.

12. Vrstice matrike A tvorijo bazo R™.

13. Stolpci matrike A so linearno neodvisni.
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14. Stolpci matrike A razpenjajo R™.

15. Stolpci matrike A tvorijo bazo R".

16. detA #0.

17. Homogeni sistem enacb Ax = 0 ima le trivialno resitev.

18. Sistem enacb Ax = b ima resitev za vsak b € R".

Lastne vrednosti linearne preslikave

Definicija. Nenicelnemu vektorju v € V pravimo lastni vektor linearne

preslikave T: V — V| ¢e velja
T(v) = Av.
Stevilu A pravimo lastna vrednost linearne preslikave T.

Ker imajo vse podobne matrike iste lastne vrednosti, sledi naslednja

zveza.

Izrek 47. Vsaka lastna vrednost linearne preslikave T je tudi lastna vre-
dnost poljubne matrike A, B, ki pripada preslikavi T. Vse matrike
Az, B, ki pripadajo dani linearni preslikavi T iz baze B v bazo B, imajo
enake lastne vrednosti.

Med lastnimi vektorji preslikave in lastnimi vektorji pripadajo¢ih ma-
trik velja naslednja zveza. Vektor v je lastni vektor linearne preslikave T
natanko tedaj, ko koordinate vektorja v v bazi B tvorijo vektor x € R",
ki je lastni vektor matrike A; g, ki v bazi B pripada preslikavi 7.

Ce je v lastni vektor preslikave T pri lastni vrednosti A, potem po
definiciji velja T(v) = Av = A 1(v), kjer je 1: V — V identi¢na preslikava
prostora V. Oziroma, (T — At)(v) = 0. Z drugimi besedami, lastni
vektorji preslikave T pri lastni vrednosti A tvorijo jedro preslikave T — A,
ki ga imenujemo [lastni podprostor pri lastni vrednosti A.

Pravimo, da je linearno preslikavo 7: V. — V mogoce diagonalizirati,
Ce obstaja baza, v kateri pripada preslikavi T diagonalna matrika.

Izrek 48. Linearno preslikavo T: V. — V je mogoce diagonalizirati na-
tanko tedaj, ko obstaja baza prostora V sestavijena iz lastnih vektorjev
preslikave T.

2.4 |zometrije

Definicija. [zometrija je (morda nelinearna) preslikava A: R" — R",

za katero velja

lx =yl = [[A(x) = AW)I],
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za vse x,y € R". To pomeni, da izometrije ohranjajo razdalje.

Izrek 49. Za linearno preslikavo T: R" — R" so naslednje trditve ekvi-
valentne:

A. T je izometrija.
B. |lx|| = ||t(x)|| za vse x € R".
C. x'y=1(x)"1(y) 2a vse x,y € R".
D. Matrika, ki pripada T v ortonormirani bazi, je ortogonalna.
Linearno izometrijo imenujemo ortogonalna preslikava.
Izrek 50. Izometrijo A : R"™ — R" lahko enolicno zapisemo kot
Av = Qu+a,
kjer je Q € R™" ortogonalna matrika in a € R".
Izrek 51. Vsaka ortogonalna preslikava T: R? — R? je ena od nasle-
dnjih:

A. Zrcaljenje cez premico y = kx, kjer k = tan% n

7 _ [cose sin ¢
¢ sing —cos¢@

je matrika, ki pripada T v standardni bazi R2.

Lastni vrednosti zrcaljenja sta 1 in —1, pripadajoca lastna vektorja
sta v smeri premice, ¢ez katero zrcalimo (pri lastni vrednosti 1), ter
v smeri vektorja, pravokotnega na premico (pri lastni vrednosti -1).

B. Rotacija za kot ¢ okoli koordinatnega izhodisca v pozitivni smeri in

<COS @ —sin (p)
Rp={ .

sing  cos¢
je matrika, ki pripada T v standardni bazi R?.

Lastni vrednosti rotacije sta cos @ 4 isin ¢ in cos ¢ —isin ¢, pripada-
joca lastna vektorja pa imata kompleksne vrednosti (razen v primeru,
ko je o =km zak € Z).
Izrek 52. Vsaka ortogonalna preslikava T: R — R3 je ena od nasle-
dngih:

A. Zrcaljenje ¢ez ravnino ¥ skozi koordinatno izhodisée (0,0,0). V tem
primeru ima T dvojno lastno vrednost 1 in enojno lastno vrednost —1.
Pri tem je ravnina zrcaljenja ¥ = L{a, b} napeta na lastna vektorja
a in b pri lastni vrednosti 1. Matrika, ki pripada T v bazi {a,b,n}, je

enaka
1 0] 0
A.=|0 1] 0 |,
0 0| -1

kjer je n mormala na ravnino X.
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B. Rotacija okoli premice p skozi koordinatno izhodisée (0,0,0) za kot
@. Pri tem ima T lastne vrednosti 1, cos ¢ +isin @ in cos @ —isin @
in je os rotacije p napeta na lasini vektor a pri lastni vrednosti 1.
Matrika, ki pripada T, je tako v bazi {a,b,c} enaka

A =

1 0 0
0| cosep —sing |,
0 | sing cos @

kjer sta vektorja b in ¢ pravokotna na a.

C. Zrcalni zasuk, kjer je os rotacije p pravokotna na ravnino zrcaljenja
2. Pri tem ima T lastne vrednosti —1, cos @ +ising@ in cos¢p —
isin ¢ in je os rotacije p = L{n} napeta na lastni vektor n pri lastni
vrednosti —1, kjer je n normala na X. Tako je matrika, ki pripada T,
v bazi {n,a,b} enaka

-1] 0 0
Ar = 0 | cosg —sing |,

0 sin ¢ cos @

kjer je . = L{a,b}.
2.5 Naloge

(4) Naloga 25.

Drzi ali ne drzi?

A. Mnozica vseh zgornje trikotnih n X n matrik vektorski podprostor v
R)’lXYl'

B. Mnozica vseh 3 x 3 matrik z vsemi diagonalnimi elementi enakimi 0
je vektorski podprostor v IR3*3.

C. Mnozica vseh 4 x 4 matrik, ki imajo vse vrstice enake, je vektorski
podprostor v R**4.

D. Ravnina v R3, podana z enacbo x + 2y + 3z = 4, je vektorski pod-
prostor v IR3.

E. Ceso x, Y,z € R3 linearno odvisno vektorji, potem je linearna ogri-
njaca £{x,y,z} ravnina v R® skozi koordinatno izhodisce.

F. Ceje {v1,0vy,...,07} ortogonalna mnozica v vektorskem prostoru V
dimenzije 7 in v; nenicelni vektorji, potem je {v1,vy,...,07} baza
prostora V.

G. Vsaka linearno neodvisna mnozica vektorjev v vektorskem prostoru
dimenzije 9 vsebuje vsaj 9 elementov.

H. Vsaka baza prostora R2*# ima najvec 4 elemente.

I. Ce je U linearna ogrinjaca vektorjev vq,0y,...,0, potem vektorji
v1,02, ...,V tvorijo bazo prostora U.
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J. Ceje {v1,v2,...,0,} baza vektorskega prostora V in je W vektorski
podprostor v V, potem obstaja podmnozica By C {vq,v2,...,0},
ki je baza za W.

K. Ce mnozica vektorjev {uq,uy,...,ur} napenja vektorski prostor U,
potem lahko vsak vektor iz U zapiSemo na en sam nacin kot linearno
kombinacijo vektorjev uq, up, ..., u.

(4) Naloga 26.
Katere od naslednjih mnozic realnih n x n matrik so vektorski pod-
prostori v R"*"? Za vsak podprostor dolocite tudi bazo.

A. Matrike, ki imajo prvo vrstico nicelno.

B. Matrike, ki imajo vsoto elementov v vsaki vrstici enako 1.
C. Vse matrike C, za katere velja C? = I.

D. Vse matrike D, ki so resitve sistema Dx = 0.

E. Vse matrike, katerih elementi so nenegativna realna Stevila.
F. Vse matrike F, za katere velja F = FT.

G. Vse matrike G, za katere velja G = —GT.

H. Vse matrike H, za katere velja rang H = n.

1. Vse matrike, katerih vse vrstice so med seboj enake.

J. Vse matrike ranga 2.

K. Vse matrike ranga najvec 1.

L. Vse simetri¢ne pozitivno semidefinitne matrike.

M. Vse matrike X, katerih produkt z vnaprej dano matriko L je enak
nicelni matriki.
N. Vse matrike Y s sledjo 0.

0. Vse matrike Z, za katere je QZQ~! diagonalna matrika za vnaprej
dano obrnljivo matriko Q € R"*",

(%) Naloga 27.
Naj bo V vektorski prostor ter U, W C V vektorska prostora v V.
Pokazite, da je tudi U N'W vektorski prodprostor v V.
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(x) Naloga 28.
Naj C|0, 27| oznacuje vektorski prostor vseh zveznih funkcij na inter-
valu [0,1]. Pokazite, da so vektorji

f(x) =1, g(x) = cos(2x), h(x) = cos*x,
linearno odvisni v C[0, 1].
(4) Naloga 29.
Naj bo V mnozica vseh simetri¢nih matrik oblike

A S
-5 A

7

kjer je A € R™ " simetricna matrika (AT = A), S € R"™" pa posevno
simetricna (ST = —8).

A. Pokazite so, da je V vektorski prostor.

B. Poiscite bazo prostora V in dolocite dim V.

(4) Naloga 30.

Naj bosta u,v € V linearno neodvisna lastna vektorja linearne pre-
slikave 7: V — V. Ce je u + v tudi lastni vektor za T, potem pokazite,
da u in v pripadata isti lastni vrednosti.

(4) Naloga 31.
Dokazite, da nobena linearna preslikava T : R2*3 — Ry[x] ni injek-

tivna.

(4) Naloga 32.

Naj bo A € R®*5 simetriéna matrika, katere lastne vrednosti so
enake —3, —1, 0, 1 in 3. Pokazite, da je matrika A® v jedru presli-
kave T: R>*® — R, podane s predpisom 7(X) = tr(X).

(%) Naloga 33.

Naj bo 7: R" — R" diagonalizabilna linearna preslikava, za katero
velja, da je vsaka njena lastna vrednost enaka bodisi 0 bodisi —1. Do-
locite dimenzijo jedra linearne preslikave 72 + 7°.

(%) Naloga 34.

Definirajmo preslikavo 7 : Ry[x] — Rp[x] s predpisom 7(p(x)) =
x2p!(x).
A. Pokazite, da je T linearna.

B. Zapisite matriko, ki ustreza preslikavi T v standardnih bazah Rq[x]
in ]R2 [X]

C. Kateri od naslednjih polinomov so v ker t7
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(a) 3x (b) 5 (c) 0

(4) Naloga 35.

Za vsakega od naslednjih primerov zapiSite, ali obstajajo simetri¢ne
negativno definitne matrike A, B,C € R?*2. Ce taksna matrika obstaja,
zapisite primer. Ce ne, utemeljite, zakaj ne.

A. det(A) <0.
B. B je linearna izometrija.

C. C? ima dvojno lastno vrednost 4.

(4) Naloga 36.
Za vsakega od naslednjih primerov zapisite primer izometrije A, B,C :
R3 — R3, ki niso identiteta, in zanje velja

A. A3 identi¢na preslikava
B. B ima lastno vrednost razli¢no od 1 in —1.

C. C ni linearna in ni translacija.

(%) Naloga 37.

Dokazite, da je vsaka rotacija v R? kompozitum dveh zrcaljenj.

(%) Naloga 38.

Dokazite, da je vsaka rotacija v IR" kompozitum dveh zrcaljenj.
2.6 Nadaljnje branje
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Poglavje 6.

2. Tomaz Kosir, Linearna algebra, poglavje VI: Vektorski prostori in
poglavje VII: Linearne preslikave.
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Resitve nekaterih nalog

Resitev 3.

Sled matrike A = xyT € R™*" lahko denimo poracunamo kot

tr(A) = tr(xy!) (po definiciji matrike A)
r(y"
( T

r(x'y) (simetri¢nost skalarnega produkta)

-

x) (simetri¢nost sledi)

-

=xTy (sajje xTy € R).

Seveda se lahko razpisemo tudi po komponentah. Ce oznacimo x =
X1 ...xy)T iny = (V1 ...yn]T, potem je matrika A oblike

X1y x1y2 ... X1Yn
X2Y1 XoYo2 ... X2

A=yl = | R B g g
XnY1 XnY2 ... XnlYn

in tako je tr(A) = x1y1 + xo¥2 + ... XpYn = X1 y.

Iz (3.1) je ocitno, da je rang(A) = 1. To lahko vidite tudi tako,
da napiSete A = [y1X yaX ... YuX], torej so vsi stolpci matrike A veé-
kratniki vektorja x. Sledi, da je dim N(A) = n — 1, torej je 0 lastna
vrednost matrike A in njej pripadajoci lastni podprostor je dimenzije
n —1. Ce oznacimo lastne vrednosti matrike A z Aq,...,A,, je torej
A1 =...=A,_1 =0 in ima matrika A le eno nenic¢elno lastno vrednost
An, ki jo lahko izra¢unamo denimo kot

xTy:tr(A):A1+/\2+.-.+}\n2/\n-

Resitev 5.

Po definiciji lahko razpiSemo

|UAV |2 = tr(UAV(UAV) ") = tr(UAVVTATUT).
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Ker je V ortogonalna matrika, je po definiciji VV'I = I,. Skupaj z
upostevanjem trditve 1 tako dobimo
|UAV |2 = tr(UAVVTATUT) =
=tr(UAATU") = tr((UAATUT) =
=tr(U'UAAT).

Ker je tudi matrika U ortogonalna in zato velja U U = I, sledi
|UAV|2 = tr(UTUAAT) = tr(AAT) = || A

Ker je norma nenegativno Stevilo, lahko levo in desno stran zadnje ena-
kosti korenimo in tako dobimo

[UAV ||z = [|A][g-

Resitev 14.

Ker je matrika A pozitivno semidefinitna, ima po Izreku 21 vseh n
lastnih vrednosti Aq,..., Ay, nenegativnih. Prav tako je vseh m lastnih
vrednosti pi,...,H, matrike B nenegativnih. Po Izreku 18 so lastne
vrednosti matrike A ® B natanko vsi mozni produkti /\iy]-, i=1,...,n,
j=1,...,m Ker velja A; > 0 in 1j >0zavsei=1,...,n in vse
j=1,...,m, so tudi vse lastne vrednosti matrike A ® B nenegativne.
Po Izreku 21 sledi, da je matrika A ® B pozitivno semidefinitna.

Resitev 20.
. . . . A B
Izra¢unajmo kvadratno formo blo¢ne matrike BT C kot
A B [x
T T ! T TRT T
[x y} BT C y]—x Ax+x By+y B x+y Cy
. . . A —B
in kvadratno formo blo¢ne matrike BT kot
A _
[WT ZT:| _gT CB] ‘,zv] =w Aw—w ' Bz—z'B'w+z'Cz.
Opazimo, da ¢e izberemo w = x in z = —y, je
A BJ [x A —B X
T T — T _ T
ol R T )

A B
Zato je kvadratna forma matrike [BT C] nenegativna za vsaka x € R"

A -B
—_BT
tivna za vsaka x € R” in y € R™, iz Cesar trditev naloge sledi.

in y € R™ natanko tedaj, ko je kvadratna forma nenega-



Resitev 23.

Naj ima matrika A € R"*" lastne vrednosti Aq,...,A,;. Po Schuro-
vem izreku obstajata tak$na ortogonalna matrika Q € R"*" in taksna
zgornjetrikotna matrika Z € R"*" z diagonalnimi elementi Aq, ..., Ay,
daje QTAQ = Z.

Matrika Z je zgornjetrikotna, zato lahko s permutacijo vrstic (mnoze-
nje Z s permutacijsko matriko P € IR"*" z leve) in s permutacijo stolpcev

(mnozenje Z s permutacijsko matriko R € R"*" z desne) dosezemo, da
bo matrika PZR oblike

7, X
0 Z»

PZR =

7

kjer je Z; € R™" obrnljiva zgornjetrikotna matrika, Z, € R(=7)x(n=7)

pa zgornjetrikotna matrika z ni¢lami na diagonali. To pomeni, da ima
matrika PZR obrnljivo r X ¥ podmatriko Z; in da velja

rang(Z) = rang(PZR) > rang Z; = 1.

Se vec, ker ima Z na diagonali ni¢elne vrednosti, ima vsaka (r + 1) x
(r+ 1) podmatrika matrike Z ni¢elno determinanto.

Z1 X
Matrika Z = P 01 7 RT ima tako tudi obrnljivo X r podma-
2

triko (vendar morda ne ve¢ v zgornjem levem vogalu) in poslediéno jo
ima tudi matrika A = QZQ" (saj je Q obrnljiva). Ker sta matriki A in
Z podobni, je torej rang(A) = rang(Z) > r. Zatorej je rang(A) enak
velikosti najveé¢je obrnljive podmatrike matrike A (=najvecji mozni r).

Resitev 34.
Izberimo p,q € Ry[x], &, p € R in poracunajmo

T((ap + Bg)(x)) = *((ap(x) + Bq(x))) =
x*(ap'(x) + Bq' (x)) =

ax?p'(x) + pxq' (x)

at(p(x)) + Br(g(x)

),

iz Cesar sledi, da je T linearna.
Standardna baza Rj[x] je enaka {1,x}, standardna baza Ry[x] pa
{1,x,x%}. Ker je

(1) =x*-1"=0in 1(x) = 2% - ¥' = 22,

je matrika T, ki pripada preslikavi T v standardnih bazah Rq[x] in Ry [x]
enaka

T =

o O O

0
0
1
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V jedru preslikave T bodo natanko tisti polinomi p € Ry[x], za katere
je p’(x) = 0, torej konstantni polinomi. Ne pa tisti, ki imajo nenic¢elni
koeficient pred linearnim ¢lenom. Pravilna sta torej odgovora (b) in (c).

Seveda lahko tudi za vsakega od polinomov poracunate slike: T(3x) =
3x2, 7(5) = 7(0) = 0.
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