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ResSene naloge z izrockov

1 Matrike, sled, norma, Kroneckerjev produkt, pozi-
tivna semidefinitnost...

v 1. Pokazite, da za simetricno matriko A € R"*" velja

|Allr = A/ A2+ ... + A2,

kjer so Ay, ..., \, lastne vrednosti matrike A. Pokazite na primeru, da enakost
ne velja za nesimetricne matrike.

Ker je A simetricna matrika, jo lahko zapisemo kot:

A=QDQ",
Kjer je
A 0
D=|: :
0 An
Zato
X0
D2 — . .
0 ... A2
Sledi
|Al[f = tr(ATA) = tr(A%) = tx(D?),
torej je

A = /A2 + ...+ A2

Protiprimer za nesimetricne:

1 2

JA|lp = V12422402432 = V14
XX = VIZH 3 = VIO

2. Drzi ali ne drzi?

v (a) Ce je matrika A obrnljiva, potem je tr(A~') = ﬁ.

Trditev ne drzi. Za protiprimer vzamemo identicno 2 x 2 matriko. Njen inverz
je ista matrika s tr(/~!) = 2 in tr(I) = 2. Ker 2 # 1/2, trditev ne drzi.

v (b) Za simetricno matriko A € R*** za lastnimi vrednostmi 1,2,3,4, je ||A||r =

V10.



Ker je A je simetri¢na, jo lahko zapisemo kot A = QDQ?, Kjer je D diagonalna
z lastnimi vrednostmi na diagonali. Sledi

tr(D?) = tr(A?) = tr(ATA) = || A|j%

Ker /10 # /30, trditev ne drzi.

v (c) Ce sta singularni vrednosti matrike A € R?>*? enaki ¢ in 7, potem sta
singularni vrednosti matrike A% enaki o? in 72

Denimo, da imamo matriko A = 8 (1] .
0 0f [0 1 0 0
T _ . — . . . .
ATA = L 01 [O O} {0 1} . Singularni vrednosti A sta torej 0, 1.

A% = {8 8} . Singularni vrednosti A? sta 0, 0.

Trditev torej ne drzi. Singularni vrednosti matrike {8 (ﬂ sta 0 in 1, singularni

0 0 0 0

2
vrednosti matrike {O 1} = {0 O} pa sta obe 0.

3. Naj bo A € R™" simetricna pozitivno semidefinitna matrika z lastnimi vre-
dnostmi A= >\,

v (a) Dokazite, da velja 7T A7 < \(||Z]|? za vsak 7 € R".

Naj bo Av; = A\, Kjer {#,...,0,} ONB.
Potem je ¥ = ayv; + ... + a,U,.
Potem je

FTAZ = (au¥y + ... + any) Al @) + ... + a,¥,)
= (¥ + ...+ antn) (AT, + ... + a, A,)
= (U1 4 ... 4 T (M UL+ . A A\ y)
= MG+ 4 2]
M||Z|)2 = 2T
= M@y + .. 4 ) (0 + .. 4 anTy)
= a2\ ||T)? + .. 2N |T P

= TTAT < A7

TAZ

v (b) Dokazite, da velja maxzep: SHa = A;.



Naj bo Av; = A\, kjer {#,...,0,} ONB.
Potem je ¥ = oy vy + ... + ,U,.
Potem je

ITE = 2|0y + ... + 2|7,

FTAT = oM ||T]P + -+ Q2|52
TTAT MG+ .. 4+ a2 [T,
T |02+ ... + a2||v,] 2
o[ =1, M >A>...> A\,
TTAT i +...+ai), < A 4.+ a2 M+ +a?)

7T at+.. +a? al+... +a? ad+... +a?
. . L AT af\||vy]]
enakost velja, koje 7 = a0, —= = —5>75 =M
o off|n]|
TTAZ
jmaX?:)\l
ZeRn T

v (c) Dokazite, da je tudi matrika 1, — A pozitivno semidefinitna.

Naj bo Av; = A\, Kjer {#,...,0,} ONB.
Potem je ¥ = oy vy + ... + a,U,.
Potem je

(I, — AZ = \NT 1,7 —2TAZ = \\ @' 7 — & AT
= M (@) + ... 4 b)) (@) + . ..+ )
— (a1 + ...+ ann) T Al Uy + .. A anTy)
= AT+ ap [T
21 | e e o W | [7 S
= i\ = MG+ af(he = MG+ -+ an (A = A)|[5,]
P : tule so A\ — \?, ne?
> 0

= 7T (\ 1, — A)Z > 0 = A\ [, — A je pozitivno semidefinitna

(o)?

(a? >0, (A — A1) > OP : ravnoobratno, ||Ti||* > 0 = aZ (A — \)||@:]> > 0)

P: To je sicer ok. Ampak, ali lahko napiSete dokaz v eni vrstici z uporabo tocke

v 4. Ce sta matriki A € R”*" in B € R™™ simetri¢ni pozitivno semidefinitni ma-

v

5.

triki, pokazite, da je tudi A ® B pozitivnho semidefinitna matrika.

A ima lastne vrednosti A\, ..., \,, ki so vse vecje ali enake O. B ima lastne vre-
dnosti 4, ..., un,, ki so prav tako vecje ali enake 0. Potem vemo da je mnozica
lastnih vrednosti A ® B enaka {\;u;; \; lastna vrednost A, ; lastna vrednost B
}. Tako vidimo, da so vse lastne vrednosti A ® B prav tako vecje ali enake O in
iz tega lahko sklepamo, da je tudi A ® B pozitivho semidefinitna.

Naj bo A € R?*? simetri¢na matrika z negativno determinanto. Ali je matrika
A pozitivno definitna, negativno definitna, nedefinitna ali ni¢ od nastetega?




Ker je det(A) negativna, matrika A Sylvestrovem izreku ne more biti pozitivno
definitna. Lahko bi bila negativno definitna, ¢ce bi bila determinanta sode k-te
vodilne glavne podmatrike pozitivna, vendar za k£ = 2 ni (je negativna). Zato je
ta matrika nedefinitna.

v 6. Najbo A e R B e R ter C € R™™. Pokazite, da je blocna matrika
;T g (simetricna) pozitivno semidefinitna natanko tedaj, ko je matrika

{_‘éT _CB} pozitivno semidefinitna.

[z y] {_gT _CB] m = [2TA+y(—B)" 2"(~B) +yC] m _
= 2" Az — yB Tz — 2" By + yCy =

il 2[5

P: Ker je potrebno pokazati ekvivalenco, bi bilo dobro dodati fudi poved o tem,
zakqj velja obrat,

7. Naj bosta A, B € R"*" simetricni pozitivno semidefinitni matriki.

v (a) Pokazite, da obstaja taksna pozitivno semidefinitna matrika K, da velja
K? = A.

Naj bo A = QDQT, kjer je D diagonalna z nenegativnimi elementi. Definirajmo

K = QVDQT. Velja
A=QDQ" = (QVDQ")(QVDQ") = K

Naj ima matrika A lastne vrednosti \,..., \,, za katere velja, da so vecje ali
enake 0. Ker je A simetricna matrika, zanjo velja, da ima A* lastne vredno-
sti A¥ ..., Ak, je tudi matrika K pozitivno semidefinitna, saj je kvadratni koren

pozitivnih Stevil ali nicle vselej pozitiven ali enak 0.

v (b) Ker je matrika v to¢ki (a) ena sama, jo oznaé&imo s K = /A in imenujemo
koren matrike A. Pokazite, da je (A, B) = ||V AVB||%.

IVAVB|[% = tr(VAVB)(VAVB)T) = tr(VAVBYB' VA') = tr(AB) = tr(ATB) =
(A, B)

v 8. Naj bo A = B"B tak$na pozitivho semidefinitna matrika velikosti n x n, da za
nek vektor x € R" velja 2" Az = 0.

Pokazite, da je Bx = 0 in nato sklepajte, da velja tudi Ax = 0.

2T Azx =0

2"B"Bx =0

(Bz)"(Bx) =0

|Bz|* =0

Bx =0

Sklepanje, ker je Bx = 0, da je potem tudi Az = 0:
B'Br=0in A=B"B

Ax =0




9. Drzi ali ne drzi?

v () tr(ABC) = tr(CTBTAT).

(A(BC))T = (BC)TAT = CTBTAT = t1(ABC) = tr(CTBTAT).

v (b) Ceje A=uwuT, kjer je u = B} potem je ||A||r = 5.

A= B ﬂ | Allr = /T AY = /i (ATA) = \/trql% ;8}) — VB =5

v (¢ Ce je A € R**? obrnljiva matrika s singularnima vrednostima o in 7,

potem je ||[A7Y|r = Vo 2+ 772

Ce je A= UXVT SVD matrike A, potem je

A—l — (VT)—IE—lU—l — (VT)TE—lUT — VZ_lUT

SVD matrike A~!. Torej sta singularni vrednosti A~! enaki * in

tr (A7) = /S0, )2 =Vo 24772

. In je sled

2 Vektorski prostori in linearne preslikave

v 1. Naj bo V vektorski prostor ter U,IW C V vektorska prostora v V. Pokazite, da
je tudi U N W vektorski prodprostor v V.

Naj bosta z,z c UNW. Sledi z €¢ U, z € W, 2z € U in x € W. Ker je U vektorski
podprostor, je z + x € U in Ker je W vektorski podprostor, je z +x € W, in zato
tudiz+2xcUNW.

Najbozce UnWinaeR. Cea-z€Uina-z € W, potemjetudia-z € UNW.

Ker je U N W zaprta za mnozenje s skalarjem in sesStevanje, je vektorski pod-
prostor v V.

2. Definirajmo preslikavo 7 : R**® — R s predpisom 7(4) = tr(A).

v (a) Pokazite, da je 7 linearna.

Ce a € R, potem iz lastnosti sledi tr(aA) = a'tr(A) velja
T(aA) = tr(aA) = atr(A) = ar(A).
Zaradi lastnosti sledi tr(A + B) = tr(A) + tr(B) velja
T(A+ B) =tr(A+ B) = tr(A) 4+ tr(B) = 7(A) + 7(B).

Torej je 7 linearna preslikava.

v (b) Zapisite matriko, ki pripada 7 v standardnih bazah R3*? in R.

T(E1l) =7(F22) =7(FE33) =1
T(E12) =7(F13)=...=0
A=[1 000100 0 1]




?

v (c) Dolocite bazo imr.

binacija”’konstante 1, torej im7 = {1}.

Preslikava slika matrike v realna Stevila. Vsa realna stevila so “linearna kom-

X (d) Dolocite bazo ker 7.

P: Zapisite bolj razumljivo.

F=l|r)...79|" €kerr

1 = Fi11; 75 = Eaoo; 19 = Faas;

T+ X5+ Tg = 0

T1 = —T5 — X9

splosni zapis: [—25 — 29, x2, 23, x4, x5, 26, 27, x8, 29] "
(5[-100010000] + 29[-=1 0000000 1] + zifa;])",

j=2,...,4,6,...,8a; =1 cev=j, 0 sicer.
(0] [o] [o] [-1] [o] [o] f[o] [1])
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
ker T = Of,({0],10(,(11{,[0],]0(,(0],]0O
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
L[O0] [O0] (O] LO] [0] [0] (0] {[1])

3. Naj bo 7: V — U linearna preslikava iz vektorskega prostora V' v vektorski

prostor U. Pokazite, da je 7 injektivna natanko tedaj, ko je ker 7 = {0}.

Preslikava je linearna, torej ohranja linearne kombinacije elementov. Ce jedro
ne vsebuje samo nicelnega vektorja, potem preslikava ne slika samo enega
vektorja v nicelni vektor vektorskega prostora U, torej ne slika vsakega vek-
torja v svoj vektorj, torej ni injektivna.
P: Potrebujete e obrat.
P: Tule se trudite se enkrat dokazati implikacijo v isto smer. Potrebujete obrat:
Ce je jedro trivialno, da je potem preslikava injektivna.  Ker je 7 injektivna je
matrika preslikave (A4) polnega ranga P: zokaj? , torej je dim(im(7)) = dim(A).
Ker velja dim(ker(7)) + dim(im(1)) = dim(A), potem mora biti dim(ker(7)) = 0.

. . —_ * e

’ ’

] D)

Naj bo V mnozica vseh simetricnih matrik oblike

A S

—-S Al
kjer je A € R™*" simetricna matrika (AT = A), S € R™*" pa poSevno simetricna
(ST = —S). Pokazite, da je V vektorski prostor.




. , (A 8] . [ B 8],
Naj bo A’ = s A],B— S, B} ina,geR.

: , JaA a-s B-B B:-%| _[aA+B-B a-Si+B-5
O‘AWB_LQ.SI a-A]+{—ﬁ-Sz 5-3}_[—a-51—6-52 o-A+B-B

C = a-A+ (- B je simetricna matrika, saj mnozenje matrike s skalarjem in
sesStevanje istoleznih elementov ne vpliva na simetricnost matrike.

Iz enakega razloga je S; = a - S; + - S2 poSevno simetri¢na matrika.

Velja se —S3 = —a - S; — - So, za katero velja S; = —S5;.

Tako dobimo simetriécno matriko

Dobljena matrika je take oblike, kot so matrike v prostoru V, torej je V vektor-
ski podprostor.

S3
=S; C|°

5. Drzi ali ne drzi? (Pri vektorskih podprostorih dolocite tudi bazo.)

v (@)

v (b)

v (0

v (d)

v (e)

Matrike velikosti n x n, ki imajo vsoto elementov v vsaki vrstici enako 1,
tvorijo vektorski prostor v R™*".

Trditev ne drzi, ker med takimi matrikami ni nicelne matrike. Ni¢celna matrika
ima namrec v vseh vrsticah same nicle, ki se ne morejo sesteti v 1.

Ce je U linearna ogrinjaca vektorjev vy, vo, .. ., vg, potem vektorji vy, va, . .., v
tvorijo bazo prostora U.

’Ne drzi. Drzi le, ¢e so vy, v9, ..., v, linearno neodvisni.

Mnozica vseh 3 x 3 matrik z vsemi diagonalnimi elementi enakimi O je
vektorski podprostor v R3*3,

Trditev drzi. Mnozica je vektorski podprostor v R3*3,

0 * 0 *
Naj bosta A = 0 ,B = 0 ina,feR.
* 0 * 0
a-0 Q- ok £-0 O 0 -k + [
aA+ B = a-0 + B0 = 0
- % a-0 B % B-0 a- k4 8- 0

Linearna preslikava slika linearno odvisne vektorje v linearno odvisne.

Trditev drzi.

Ker je preslikava linearna vemo, da ohranja linearne kombinacije. Linearno
odvisni vektorji so taki, ki jih je mozno izraziti kot linearno kombinacijo drugih
vektorjev. Ker preslikava ohranja linearne kombinacije, je tudi preslikani vek-
tor linearna kombinacija drugih vektorjev (ki so preslikave vektorjev, katerih
kombinacija je nepreslikani vektor).

P: OK. Znate napisati s simboli?

Vsaka baza prostora R?*? ima najve¢ 4 elemente.



Ne drzi. Matrike v R?** so oblike

(1)

o o

b

d

f
g h
Torej je vse take matrike mozno izraziti z linearno kombinacijo matrik
Ev, Ers, Eoy, Egs, E31, Eso, g, Eyo, Ki so med seboj linearno neodvisne. Baza je
mnozica, ki vsebuje minimalno Stevilo linearno neodvisnih vektorjev, ki Se
razpenjajo prostor. Zgornja mnozica vektorjev je torej baza prostora R?** in
ima 8 elementov, kar je vec kot 4, torej trditev ne drzi.

v () Vse nxn matrike, katerih vse vrstice so med seboj enake, tvorijo vektorski
prostor v R™"*".

Drzi. Ob sestevanju dveh taksnih matrik in ob mnozenju s skalarjem dobimo
matriko velikosti n x n, ki ima vse vrstice med seboj enake.

v (g Ceje {vy,vs,...,v;} ortogonalna mnozica v vektorskem prostoru V' dimen-
zije 7 in v; nenicelni vektorji, potem je {vy,vs,...,v;} baza prostora V.

dim(V) = 7 = |By/|, kjer je By neka baza prostora V. Vektorji v bazi morajo biti
linearno neodvisni, kar so, ker so ortogonalni.

v (h) Vse n x n matrike, katerih elementi so nenegativna realna Stevila, tvorijo
vektorski prostor v R™*".

Ne drzi, ker ¢e izberemo o = —1 in matriko A = {1 1

1 1} € V, potem oA ni v tem

prostoru.

v () Mnozica vseh zgornje trikotnih n x n matrik je vektorski podprostor v
R’an-

Drzi. Ohranja se sestevanje in mnozenje s skalarjem. Ko sestevamo dve zgor-
nje trikotni matriki namrec¢ dobimo zgornje trikotno, saj sestevamo samo isto
lezece elemente na diagonali in nad njo. Isto velja za mnozenje s skalarjem.

v (j) Vsaka linearno neodvisna mnozica vektorjev v vektorskem prostoru di-
menzije 9 vsebuje vsaj 9 elementov.

Ne drzi. Primer: {{1 0 0 0 0 0 0 0 0],[0 1 0 0 0 0 0 0 0]} Mnozica
je linearno neodvisna in ima manj kot 9 elementov.

v (k) Ravnina v R?, podana z enacbo x + 2y + 32 = 4, je vektorski podprostor v
R3.

Ne drzi. Ravnina ni vektorski podprostor, saj ne vsebuje nicelnega vektorja.

v () Vse n x n matrike C, za Kkatere velja C? = I, tvorijo vektorski prostor v
RHXTL-

Ne drzi. Mnozica ne vsebuje nicelne matrike.

v/ (m) Vse n xn matrike H, za katere velja rangH = n, tvorijo vektorski prostor v
RTLXTZ.

Ne drzi. Vektorski prostor rabi imeti nicelni element, matrika samih nicel pa
nima rang n ampak rang O.

? (n) Ce so z,y,2 € R® linearno odvisni vektorji, potem je linearna ogrinjaca
L{z,y, 2} ravnina v R? skozi koordinatno izhodisce.

8



v (o)

v (p)

Trditev ne drzi. Trije linearno odvisni vektorji ne morejo razpenjati ravnine v

% P Lohko' In ga. Je pares, da lahko morda razpenjajo le enodimenzionalni
prostor :)

Matrike velikosti n x n, ki imajo prvo vrstico nicelno, tvorijo vektorski
prostor v R"*".

Drzi. Ce sestejemo dve matriki s prvo niéelno vrstico bo rezultat matrika s prvo
nicelno vrstico. Taka matrika P: ne maftrika, ampak mnozica taksninh matrik je
torej zaprta za sestevanje. V kolikor poljubno realno Stevilo mnozimo z O bo
rezultat vedno enak 0. Torej je mnozica matrik s prvo nicelno vrstico zaprta
tudi za mnozenje s skalarjem.

Vse m x n matrike X, katerih produkt z vnaprej dano n x ¢ matriko J je
enak nicelni matriki, tvorijo vektorski prostor v R™*".

Drzi. Ce imamo dve matriki X1, Xy € R™*™, Ki sta iz omenjene mnozice zelimo
pokazati, da je X; + X, € U in aX; € U, kar pomeni da mora za te dve matriki
veljati, da se z vnaprej doloceno matriko J € R"*? pomnozita v O.
Velja

(Xq1+Xo)J =X J+ XoJ =0,

ker velja X;J =0 in X,J = 0, in velja (aX;)J = aX;J = 0, ker velja X;.J = 0, torej
je U vektorskKi prostor.

v 6. Pokazite, da sta vsota in produkt s skalarjem linearnih preslikav zopet line-
arni preslikavi.

P: Ubesedite.

Naj bosta 7 in ¢ linearni preslikavi.

Njuna vsota je definirana kot (7 + ¢)(v) = 7(v) + ¥(v)
Iz linearnosti 7 in ¢ sledi

T(av + pu) = ar(v) + p1(u)

Plaw + fu) = a(v) + i (u)

(T + ) (av + fu) = T(av + Bu) + (v + Su)

(7 +¥)(av + Bu) = ar(v) + B7(u) + arp(v) + B (u)
(T +¥)(av + Bu) = a(r(v) + ¥(v)) + B(7(u) + P (u))
(7 + ¥)(av + fu) = a((r + ) (v)) + B((T + ¥)(u))

7. Definirajmo preslikavo 7 : R;[z] — Ry[z]| s predpisom 7(p(z)) = x

v (a)

v (b)

().

Pokazite, da je 7 linearna.

T(ap(z) + Bq(x)) = 2*(ap(z) + Bq(x)) =
= 2% (o' (x) + Bq' (x)) =
= az’p'(x) + fa’q (v) =
= ar(p(z)) + Br(q(x))

ZapiSite matriko, ki ustreza preslikavi 7 v standardnih bazah R;[z] in
RQ [l’].



X (c)

P: Ce boste imeli &as, dodajte vezni tekst. Sicer vse OK.

Dolocite bazo ker r.

Jedro linearne preslikave 7 so vsi polinomi, ki jih ta preslikava slika v nicelni
prostor. 7 v nicelni prostor slika vse polinome stopnje O zato je baza jedra

preslikave 7:

BkerT - {]-}

P: Le dodajte, zakqj 7 slika v O le konstantne polinome.

7 v 0 slika le linearne kombinacije baze jedra, torej konstantne polinome.

X (d) Dolocite bazo imr.

Bimr = L{x*} P: Utemeljite.

? 8. Pokazite, da je slika imr linearne preslikave 7: V' — U vektorski podprostor v

v O.

U.

Naj bo uy,uy € im(7). Potem u; = 7(vy) in uy = 7(v7) in za neka vy, v, € V. Sledi
T(avy + Bug) = at(vy) + B1(ve) = auy + Pug P inzato ... Slika linearne preslikave
je zaprta za mnozenje s skalarjem in seStevanje, zato je vektorski podprostor
v U.

Pokazite, da je kompozitum linearnih preslikav zopet linearna preslikava.

Za linearno preslikavo velja 7(u +v) = 7(u) + 7(v) in 7(aw) = a7(v), kompozitum
paje (fo7)(v) = 6(r(v)). Torej moramo na kompozitumu pokazati, da veljata
zgornji pravili, kar sledi iz:

0(7(u+ v))
0(7(av))

(7(u) +7(v)) = 0(7(u)) + 0(7(v))

o(r
0(at(v)) = ab(7(v))

v 10. Naj bosta u,v € V linearno neodvisna lastna vektorja linearne preslikave

v 11.

7:V — V. Ce je u+ v tudi lastni vektor za 7, potem pokazite, da v in v
pripadata isti lastni vrednosti.

Velja 7(u) = M\u, 7(v) = Av ter 7(u 4+ v) = A(u + v) potem zapiSimo
Mu+v)=71(u+v)="7(u)+7(0) = A\u+ \w

natanko tedaj, ko je \; = \y. P: Utemeljite, zakagj sledi A\, = A\,. To velja, ker sta
vektorja v in v linearno neodvisna. P: LepsSe bi bilo vreci v enakosti vse w in v na

isto stran in izpostaviti, da bi lahko trdili, da morata biti koeficienta nicelna.

Pokazite, da je jedro ker 7 linearne preslikave 7: V' — U vektorski podprostor v
V.

Jedro linearne preslikave je mnozica vseh vektorjev iz V, ki se preslikajo v O.
Naj bosta u in v vektorja v jedru ker 7 linearne preslikave.
Torej velja:

T(ow + fu) = ar(v) + fr(u) =04+0=0

10




3 Veckratni integrali
v 1. Naj bo (u,v) novi koordinatni sistem v R?, definiran z

x =e"cosv,y = e'sinv,

kjer v € R and v € [0, 27]|. Dolocite determinanto Jacobijeve matrike J, , =

A(z,y)
o(u,v) *

Ju,v —

e¥ cosv
e sinv

—e¥sinv
e* cosv

det J,, = e

cos? v + e?*

sin® v = e*(cos® v + sin® v)

— 62u

v 2. Naj bodo (u,v, w) nove koordinate v R?, definirane s predpisom

T =ucosv,y = 2usinv, z = 3w.

kjer je u > 0, v € [0,27] in w € R. Izracunajte determinanto Jacobijeve matrike

_ 9(zy.2)
Ju,v,w T o(uvw)t
cosv —usinv 0
Juww = |2sinv 2ucosv 0
0 0 3

det .0 = 3(2ucos® v + 2usin® v) = 6u(cos® v + sin®v) = 6u

v 3. Naj bo (u,v,w) koordinatni sistem v R? definiran z

x = 3ue’,y = 2we", z = u.

Dolo¢ite determinanto Jacobijeve matrike J,, ., = g((fgi))
3e¥  3ue’ 0
Jupw = [2we* 0 2e"
1 0 0
det Jypw =1+ (3ue’ - 2¢") = Gue™™

v 4. Naj bo a € R nenicelno Stevilo. ZapiSite naslednji integral s spremembo v

polarni koordinatni sistem

/0 ' ( /O " f(x,y)dm) dy.

Gre za cetrtino kroga s polmerom a. ReSitev je torej

/2 (/ r-f(x:rcosgp,y:rsingp)dr) dep.
0 0

v 5. Zamenjajte vrstni red integracije:
/(/ fmydx) /(/fa:ydy)

11




v

Spodnjo mejo x lahko predstavimo z enacbo = = /y. Ce jo kvadriramo, dobimo
y = x°. Zamenjan vrstni red integracije je torej

/01 (/x:f(fﬁay)dy) dz.

6. Zapisite integral

[ ([ o) a)

v cilindri¢cnih koordinatah.

Zunanja integrala predstavljata kroznico s polmerom 1, z pa predstavlja visino
telesa in raste proporcionalno s polmerom kroga. Telo, ki ga dobimo, je torej
narobe obrnjen stozec. Izvirni integral tako zapisemo kot

/1 (/QW (/lr-f(x:Tcos<p,y:rsincp,z)dz) dcp) dr.
0 0 r

Optimizacija funkcij ve¢ spremenljivk

. Naj bo f: R® — R dvakrat zvezno odvedljiva funkcija treh spremeljivk. Za
vsako od tock P, R € R? dolocite in utemeljite, ali sta lokalni minimum, lokalni
maksimum, ali nista ekstremalni tocki ali pa iz danih podatkov ne moremo

ugotoviti, katerega tipa sta tocki.

v (a)

v (b))

fo(P) = [y(P) = [2(P) = 0, fox(P) = 3, fyy(P) = =1, faoy(P) = 0.

Tocka P je lokalni ekstrem, ker so prvi odvodi funkcije po vseh treh spremen-
ljivkah v tej tocki enaki 0, vendar pa ne vemo, katerega tipa je. Hessejeva
matrika je namrec enaka

Po Sylvestrovem kriteriju sklepamo, da je matrika H nedefinitna, saj sta de-
terminanti prvih dveh glavnih podmatrik H po vrsti pozitivnha in negativna.
Tocka P je torej sedlo.

fo(R) = [y(R) = [(R) = 1, fou(R) = fiy(R) = [oo(R) = 1, fuy(R) = [o(R) =

Tocka R ni lokalni ekstrem, ker so prvi odvodi funkcije v tej tocki razlicni od 0.

2. Ali obstaja tak$na dvakrat zvezno odvedljiva funkcija f: R? — R, da je

0% f B 0*f B o*f B
@(O,(D - 47 3x—8y(070) - 17 a_yg(ovo) - 27

in ima v tocki (z,y) = (0,0)

v (a) lokalni minumum? (Ce da, zapiSite primer. Ce ne, razlozZite, zakaj ne.)

Da, f ima v to¢ki (0,0) lokalni minimum, saj so vse determinante vodil-
nih glavnih podmatrik Hessejeve matrike pozitivne. Primer take funkcije je

fz,y) =22 + zy + 2.

12



v (b) lokalni maksimum? (Ce da, zapiSite primer. Ce ne, razlozite, zakaj ne.)

Ne. Hessejeva matrika je pozitivno definitna, zato v tej tocki lokalni maksimum
ne obstaja.

v 3. Denimo, da funkcija f: R? — R doseze maksimalno vrednost na krivulji
r? + 2y* = 3 v tocki (1,1). Ali sta (gradf)(1,1) in [1,2]" linearno odvisna?
Poimenujmo krivuljo 22 + 23> = 3 z g. Vemo, da sta v lokalnem ekstremu
funkcije f gradienta funkcije f in krivulje g vzporedna.

- 2]

(gradg) je v tocki (1,1) torej enak [2,4]T, ta vektor pa je dvakratnik vektorja
[1,2]T. (gradf)(1,1) in [1,2]T sta zato linearno odvisna.

v 4. Naj bosta @,b € R" in funkciji f,g: R® — R definirani kot f(7) = 7a in ¢(7) =
#Th. Izracunajte 2090,

xTa) 8(a f)
Upostevamo pravﬂo r

a(@'a )ﬂ(ﬂTb)) _ aEa k) _ (al_)Lr (agT)T) _ fT(é'(;Lr +5§T)

or or

v 5. Najbo A € R™" matrika z lastnostjo AT = —A. Izracunajte 2 (&7 AZ + |52 |?).

L (ZTAZ+ ||57]|*) = FT(A+ A7)+ 2587 - 5] = TT(A — A) + 5027 = 5027

v 6. Za matriko A € R"*" izraCunajte %ﬁﬁ.

AAAE — 2(AT)TA = 27TATA

? 7. Najbodo B,C,D € R™" in 5, deR". Za funkcijo
f(®) = (BZ+b)TC(DE + d)

izracunajte 7 9 in 8 f

Funkecijo lahko odvajamo kot produkt ali pa jo zapiSemo kot vsoto Stirih ¢lenov
in odvajamo vsakega posebe;j.

9 — (Bf+b)" CD+ (C(DZ+d))"B=&"BTCD+b"CD+ & DTC"B+d"C"B

Pri drugem odvodu najprej transponiramo rezultat prvega odvoda in nato od-
vajamo dobljen rezultat.

OL = 2(@™B"CD+b"CD+ & DTCTB+d"C"B)T = DTCTB + BTCD

v/ 8. Naj bo A € R™" simetri¢na pozitivno definitna matrika ter b € R". Poiséite in
klasificirajte lokalne ekstreme funkcije f: R" — R, definirane s predpisom

1 -
[(#) = 37 AT - 270,
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of

2FTA—bT =FTA—b"T =0

1
or 2

Iz zgornjega pogoja in ker je A pozitivno definitna, je obrnljiva, dobimo
7 = A7'. Drugi odvod je enak
ATTA—bT  O(ATZ—b)

_ AT —
ox B ox A=A

Ker je A pozitivno definitna matrika, je lokalni ekstrem lokalni minimum.

9. Pokazite, da so naslednje funkcije konveksne:

v @ f(z,y) =e¥—logux,

fgc(x,y) = —%,fy(x,y) =e¥

fxx(xvy) = 37_2, fxy(x7y) = fyz(xay) = Oa fyy(xvy) =Y

Dobimo Hessejevo matriko xO
zitivno definitna, ne glede na to, kaksni vrednosti imata x in y. f(z,y) je zato
konveksna.

6%} , ki je po Sylvestrovem Kkriteriju vedno po-

v (b) ¢(Z) = iz AZ, Kjer je A pozitivno semidefinitna matrika,

ag(@ »
b = 7(4 4 A7)
029(7) _ OL(AT+A)F

Qz?({) =%z = 3(AT + 4)
889—5(2””) je pozitivno semidefinitna matrika, saj je A pozitivno semidefinitna ma-

trika. Posledicno je g(#) konveksna.

v (@ h(Z)=||7]

2
’

M) _ o7
82};(;) = 21, Kjer je I identicna matrika.

21 je pozitivno definitna matrika, zato je h(Z) konveksna.

v (d) k(@) =ad'Z Kjer je @ € R™.

Ok(T) __ =T

BQI?(") ‘
z —_—
2z = U

0 je pozitivno semidefinitna matrika, zato je k(%) konveksna.

v 10. Za dane vektorje dy,ds,...,d, € R" poiscite taksne 7 € R", da bo povprecna
kvadratna razdalja med vektorjem 7 in vektorji @, d, . .. , d; najmanjSa mozna.
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11.

12.

Problem lahko zapiSemo v obliki funkcije f(Z) [8=a |+ +|Ix al  Ge

izracunamo odvod te funkcije, dobimo 2((Z—a;)" +...+(Z—ay)"). Ce to enacimo
z 0, dobimo:

2
20 = —a ...+ —a
X ka1+ —|—kak

Gt td
&

Za pozitivno (semi)definitno matriko A € R™*", simetriéno matriko B € R™*"
ter nenicelni b € R poiScite najmanjso in najvecjo vrednost kvadratne forme
ZTAZ pri pogoju ' BT = b.

L(Z,\) = ¥TAZ — \(Z" BT - b)

9L =27TA—-\27"B =0

*TA ANTTB=0 /%
IZTAZ — N Z"Br =0

TTAZ - Ab=0=F"AT=)b>0
?

Ker je A PD, jo lahko zapisemo kot M TM.
FTAZ =7TM" M7 = (MZ)T(MZ) = || MZ|?
Najboy= Mz = 2= M1y
F'Bf=b=y (M )TBM 'y=10
Najbo C=(M)TBM™'=y"Cy=5
Torej iSCemo najvecjo in najmanjSo vrednost ||y||?> pri pogoju y"Cy = b
L(ZA) = [ly|l> = AMy"Cy — b)
9L — 2T — Ny (C+CT) =0
C’ simetricna?

Naj bodo dani vektorji in matriki
1 11 0
1 11

Poiscite najmanjso vrednost funkcije 7' P7 + ¢7 (7 + r) pri pogoju, da ¥ resi
linearni sistem A% = b.
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L(Z,X) = fTPZ+ § (£ + 1) — N (AZ = b)

U — 7 (P+ P+ —XTA=

= (P+POZ+A™X=—7

AF=1b .

P+ PT —q

RNy

2 2 2 10 0] 2 221 0]0 100001

2 2211 1 2 221 1|1 01000]|1

22201 =[1|=]22201[{1|~]00100]0

11000 0 1 10000 000100

01100 1] 01100/1 0000 1|1
~1 11 1] [-1 -1 1

=F= |1, f@=[-1 10|11 1f|1][+[0 1 1][]1]+]2]]=
0 11 1]]0 0 3

? 13. Obmocje A v R" je konveksno, ce je za poljubni tocki z,y € A tudi tocka
tz+(1—t)y € A. Pokazite, da je presek konveksnih mnozic konveksna mnozica.

Kl,KQ koveksni (SCZ,y,L € Kl ctx; (1 — t)yz S Ki7 te [0, 1], 1= {1,2}))
x,yEKlﬂKgéI,yEKl, I,yEKQ

z,y € Ky tr+ (1 —t)y € K, ker je K; konveksna

z,y € Ky: tr+ (1 —t)y € K, ker je K, konveksna

=tr+ (1 —t)y € K1 N Ky, = K, N K, je konveksna

? 14. Naj bodo ¢g;: D C R* — R, i = 1,2,...,m, konveksne funkcije na konveksni
mnozici D. Pokazite, da je tedaj obmocje

Dy={z€D; gi(x) <0zai=1,2,...,m}

konveksna mnozica.

naj bosta z,y € Dy

z=tr+(1—t)y=2€D (te]0,1])

9i(2) = gi(tx + (1 = t)y) < t gi(z) + (1 = 1) gi(y)
(ker t > 0, gi(z) <0=1tg(zr) <0in (1 —1)
=zeD,

0

<
>0, gi(y) 0=t (1—-1t) gi(y) <0)

15. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje naslednjih problemov:
v (@)
minimizirajte, .  + y* + 2°
pri pogojih 2* +2y* < 4
r+y+z=1

L(z,y,z,\ ) =2 +y> + 22 = MN2® + 2¢* —4) — p(z +y + 2)
L,=1-2\x—pu=0

L,=2y—4 y—pn=0

L,=2z—pu=0

4 2y*—4<0
r+y+z—1=0
A <0

AMz? 42y —4) =0
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v (b)

minimizirajte,  , ryz

pri pogojih 2* + 2y* < 4
Y427 =3

L(z,y, 2, \, 1) = xyz — Ma? + 2y* — 4) — p(2? + y* + 22 — 3)
L, =yz—2\r —2ux =0

L,=xz—4\y—2uy =0

L,=xy—2uz=0

22 +292 —4<0
P+ +22-3=0
A<0
M2+ 2y —4) =0

v (0

minimizirajte, . 2z + 2y + 2
pri pogojih 2% + 3 =1
r+2z2=0
xy >0

Lz, y, 2, \, j1,9) = 20+ 2% + w2 — AM(2? + % — 1) — p(x + 2) — I(—xy)
L,=2+4+2z-2\x —pur+vy=0

L,=4y =2 y+92 =0

L,=2—p=0

—xy <0

22+ —1=0

r+2=0

¥ <0

Y zy) =0

5 Dodano: ostale naloge z izrockov
Naloge z izrockov, ki niso v prejSnjem poglavju.
1. Pokazite naslednje enakosti in neenakosti, ki veljajo za rang matrik:

X (@) rank(A") = rank(A)

] Resitev.

X (b) rank(AB) <rank(A) in rank(AB) < rank(B)

|Resitev.

X (c¢) rank(A+ B) < rank([A|B])

] Resitev.

X (d) rank(A+ B) < rank(A) + rank(B)

| Resitev.
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X (e) rank([A|B]) < rank(A) + rank(B), kjer je za A € R™*" in B € R™*? matrika
[A|B] € R™*("*P) razsirjena matrika matrik A in B.

| Resitev.

X (f) rank(A @ B) = rank(A) + rank(B), kjer je za A € R™*" in B € RP*? matrika

rank(A @ B) = {61 lg € R(m+p)x(n+a) direktna vsota matrik A in B.

|Resitev.

X (g NALOGA

] Resitev.

2. Dokazite, da je podobnost matrik tranzitivna lastnost.

|Resitev.

3. Dokazite, da imajo podobne matrike isti karakteristicni polinom.

] Resitev.

4. Dokazite, da je podobnost matrik tranzitivna lastnost.

Ceje A= PBP;'in B = P,CP, ! potem velja: A= (P,P,)C(P;'P;') = R,CP;"

5. Najbo A = PDP~! simetricna matrika. Pokazite, da je najboljsa aproksimacija
ranga 1 matrike A v Frobeniusovi normi enaka \v;v{, Kjer je \; po absolutni
vrednosti najvecja lastna vrednost matrike A, v; pa normirani lastni vektor, ki
pripada \;

|Resitev.

6. PoiScite linearno spremembo spremenljivk v = f(z,y,2), v = g(x,y,2) in w =
h(z,y,z), v kateri ima Q(z,vy, z) = 32* + 4zy — 4z — 2y2 diagonalno obliko.

|Resitev.

7. Ce je simetricna matrika A pozitivho semidefinitna, pokazite, da je tudi A*
pozitivno semidefinitna za vsak k£ € N.

|Resitev.

8. Katere od naslednjih mnozic realnih n x n matrik so vektorski podprostori v
R™*"? Za vsak podprostor dolocite tudi bazo.

X (a) Vse matrike D, ki so resitve sistema Dx = 0. Dolocite bazo le v posebnem
primeru, kojen =2in 7= [12]"

a0 + B0 = 0 Baza danega PP je: [_02 (1)] in {_02 (1)}

Vse matrike D so vektorski podprostor saj velja: (a«Dy + D2)Z = aD1Z+ D@ =

X (b) Vse matrike F, za katere velja F = F'T

a(F)" + B(Fy)T

Vse matrike F so podprostor: (aF; + BF,) = (aF) + 8F)" = (aF))" + (BF)

T

X (c) Vse matrike G, za katere velja G = —GT

—(BGy)"T = a(—G1)T + B(—Ga) "

Vse matrike G so podprostor: (aG; + 8Gy) = —(aGy + BGs)" = —(aGy)" +

18




X 9. Naj C|0,27] oznacuje vektorski prostor vseh zveznih funkcij na intervalu [0, 1].
Pokazite, da so vektorji f(z) =1, g(g) = cos(2z), h(z) = cos?(x) linearno odvisni
v C[0,1].

flz)=1= cosz( ) +sin?(z), g(z) = cos(2x) = cos?(x) — sin?(x). —(cos?(z) + sin?(x)) +
2cos?(z) = — f(x) + 2h(x) = cos(2z) = g(x)

TODO: ostal sem pri WS6.pdf
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1. IZPIT 1Z MATEMATIKE 1
zbirka resitev

30. januar 2020

1. Ce za matriko A velja ATA = A2, izraGunajte tr((AT — A)?).

Predlogi resitev:

A.
tr((AT — A)*) = = tr(ATAT — ATA — AAT 4 A?) = P : tu utemeljite naslednji korak
—tr(ATAT — A?%) =
= tr((AT)*) — tr((A )2)
= tr((4)%) — tr((4)*) =
B.
(AT — A)?) = tr(ATAT — ATA = AAT 4 A%) =
= tr(ATAT) — tr(ATA) — tr(AAT) + tr(A?) =
P : kako ste dobili naslednjo vrstico?
Not sm ustavu. = tr(ATAT) — tr(A?) — tr(AAT) + tr(A?)
= tr(ATAT) — tr(AAT) =
— tr(ATAT) —tr(ATA) =
=tr(ATAT) — tr(A4%) =
— tr((ATY?) — ta(42) =
= tr(A?%) —tr(A%) =0
C. ..

) A= AT &e((AT-A))
(A - zATA+AA) Ay (AA)- (A7) + e (A

= 4 (A")-24(8) tv(&)D



2. Ce za matriki A € R'>** in B € R***? velja ||A||r = 5 in ||B||r = 3, izracunajte
||A® B||p.

A
1A® Bllr = [|Allp - ||Bllp =53 =15
B.
1A® Bllr = V/tr((A® B)"(A® B))
= Vtr((AT @ BT)(A® B))
= /tr(ATA ® BTB)
= /tr(ATA) - \/tr(BTB)
= ||Allp - [|B|lr =5%3 =15
C. ..

D jal-s J8eBl

Jh(paD) = JER e

(A@I) - (I@\g) Lr(AoR) = 4 (A)&r(%)




3. Ce sta A € R™" in B € R™ ™ ortogonalni matriki, dokazite, da je tudi matrika
A ® B ortogonalna.

A.
(A2 B)T(A®B) = (AT® BT)(A® B) =
= ((ATA)® (B'B)) =
—I@l=1I
B.

%) AAT=
R
| S |

(no®)(AoB) = L °

”(AM’; AT@B“') A-AT eBR =T el> T

l—ll—-l

4. Ce je simetricna matrika A pozitivno semidefinitna, pokazite, da je tudi A*
pozitivno semidefinitna.

A. Matrika A ima lastne vrednosi )\, )\,,...,)\,. Ker JE PSD potem
vemo, da so )\, \;,...,\, > 0. Ko matriko potenciramo, se tudi la-
stne vrednosti potenc1rajo Tako lahko sklepamo: A" =\ A5 . \F

9 \nY

ker pa trdimo, da so lastne vrednosti pezitivane P. nenegativhe so
tudi njihove potence pezitivae P: nenegativne , tako: \¥ \s ... \E >
0. P: Kerima A* nenegativne lastne vrednosti, je PSD.

)F\oﬁ ?%D
A je PSDY PﬁsQD@uQDQT”-_QDQT
—_ N —
e

ﬁ=QE@' ODD

Kkh 4‘—] {j lggﬁlj




5. Ali je mnozica vseh n x n simetricnih pozitivno semidefinitnih matrik vektorski
podprostor v R"*"?

A. Ne, saj ni zaprta za mnozenje.

P: Malce sem obrnila vrstni red argumentoy, sicer je bilo OK. Ce je B
PSD, potem je (z'Bz) > 0 za vse z € R". Kadar je o negativna, je

z'(aB)r = a(x"Bz) <0

za vse z € R". P: Ali se lahko zgodi, da bi bilo a(z"Bz) = 0in "Bz =0
za vse x € R", vse a € R? Temu primeru se je potrebno izogniti, zato na
zacetku izberite tak B, da z" Bz > 0za vsajen z € R. Potem je argument
zgoraj ok.

B. ..
5) NE, Ce mnols o g, stevlo i TR

2\ 1 40
A\ 1 oA

6. Naj bodo vektorji vy, vy, . . ., v, iz vektorskega prostora VV C R3¢ z lastnostjo dim V' =
15 linearno neodvisni. Ali je £ < 15?

A.

B.

C.

Da. Ker je dimV = 15, v V ni veé kot 15 linearno neodvisnih
vektorjev.

Ne. dimV = 15 nam pove le to, da ne obstaja mnozica linearno ne-
odvisnih vektorjev z mocjo < 15, ki bi napenjala prostor. Linearno
neodvisnih vektorjev je lahko tudi vec¢ kot 15. ? (naj popravi kdo ce se
motim) P: To ne bo res. V prostoru dimenzije n ne morete najti vec kot
n linearno neodvisnin vektorjev. Predstavljgjte si, da je n = 3. Ali lahko v
R? najdete 4 linearno neodvisne lastne vektorje?

Kaj nam v tem primeru pove 36 v R3? Ni ponavadi tako, da je dimV =
n, ce mamo V C R"? In potem je v tem primeru 36 brez pomena?

D. ..

¢) ™A,

be o o(aolaj'd; V,J/Jcoij ¥,
bili L. odvisina



7. Dokazite, da je v jedru linearne preslikave 7 : R**® — R,[z] vsaj ena nenicelna
matrika.
A. Vemo, da je dimR?** = 2 x 3 = 6 in dimRy[z] = 5. Sledi dimR**? =
dim ker(7)+dim Ry[z] P: Tole nires. Bilo bi, Ce bi bila preslikava surjektivha,
a o tem ne vemo nicesar. Velja pa dim R?*? = dimker(7) + dimim(7) <
dim ker(7) + dim Ry [z]. Sedqj ustrezno popravite od tu dalje.
sledi dim(ker(7) > dim R?**® — dimRy[z] > 6 — 5 > 1 Kar pomeni da je vsaj
ena nenicelna matrika

B. Preslikava preslika iz prostora z dimenzijo 6 v prostor z dimenzijo 5,
1 dimenzije se moramo znebiti P: natancneje! , torej mora preslikava
preslikat za P: vsaj 1 dimenzijo matrik v O.

C. ...
:"> M \3{' ' } = axbxPecxiedx e

T(x}:o ! _
I N(p)+C(a)=n
10000" -4 —
o4 000, | X
oo taei|n L)
dcd o0 d 4l

cv4
N \/7C(A)_—5 no(

0 A 4

8. Zapisite primer linearne izometrije A : R? — R?, ki ima lastno vrednost razlicno
od 1in —1.

(%3]

A. Rotacija: 1 0 0
0 cos¢p —sing
0 sing cos¢

P: Zapisite bolj natancno. Dopisite, za kateri kot.
Ali pride tu v postev katerikoli koli kot, da je zadoS¢eno poguju cos ¢ +
ising #+ —11in cos¢ —ising # + — 1 iz Cesar sledi da ¢ # 2P : 77,0

B. Rotacija: 1 0 0
0 cos42° —sin42°

0 sin42° cos42°
C. .



9. Zamenjajte vrstni red integracije:

/01 </Oﬂf(x,y)dx) dy = / (/??f(x,y)dy) dx
[ ([ i) as

P: Manjka slika ali kakSen drug argument.
B. ...

3> S( §T7t<<,y>clx>0(y
1 x =Y

@(% flag) dy)dx 1o




10. Ali obstaja taksna dvakrat zvezno odvedljiva funkcija f: R? — R, da je

92 f
@(070) =4,

0 f
0x 0y

2
(0,0)=1, g—;;(o,c)) _o

in ima v tocki (z,y) = (0,0)

(a) lokalni minumum? (Ce da, zapiSite primer. Ce ne, razlozite, zakaj ne.)

A. Da, saj so drugi odvodi vecji od ni¢. P: Manjka utemeljitev. H(0,0) =
4 1 4 — )\ 1
1 9 =det[ 1 2_)\}:(4—)\)(2—)\)—1:()\—6)()\—1):O
sledi, da sta lastni vrednosti enaki \; =6in \; =1

B. 1z navodil lahko zapiSemo HP : (0,0) = 4 11, ker so glavne pod-

1 2
determinante pozitivne, vemo, da ima ta matrika vse lastne vre-
dnosti vec¢je od ni¢. Iz te P: katera je “ta”? :) trditve pa vemo,
da da ima funkcija v toc¢ki (0,0) lokalni minimum. P: Manjka Se
en pogoj, da bo res imela lokalni minimum. Primer funkcije:
222 + zy + 2 P: Lahko napisete zgolj ta primer, brez utemeljitve zgo-
raj. Sedaj samo preverite, da veljajo vsi potrebni pogoji, da bo res
imeli minimum v (0, 0).

(b) lokalni maksimum? (Ce da, zapisite primer. Ce ne, razlozite, zakaj ne.)

A. Ne, saj sta druga odvoda pozitivna. P: Manjka utemeljitev.
in pa kot razvidno iz tocke a sta obe lastni vrednosti Hessejeve matrike
pozitivni

1 2
minante pozitivne, vemo, da ima ta matrika vse lastne vrednosti vecje
od nic¢. Iz te trditve pa vemo, da ima funkcija pri tej tocki minimum
P: spet, kot prej, manjka en pogoj , zato lokalnega maksimuma v tej
tocki ni. P: Dovolj bi bilo, da re&ete naslednje: Ce bi imela f lokalni
maksimum, potem bi morale bili lastne vrednosti H4(0,0) ... in zato ...

B. Iz navodil lahko zapiSemo H/P : (0.0) = {4 1} , ker so glavne poddeter-

10) T(0,0)
W= : I]L] PD — Tlo0) je MN

r L
flo)2xte oy’ i




11. Naj bodo (u, v, w) nove koordinate v R3, definirane s predpisom
T =ucosv,y = 2usinv, z = 3w.

kjer je u > 0, v € [0,27] in w € R. Izracunajte determinanto Jacobijeve matrike

_ Ozy,2)
Ju,v,w - O(uww)”
A.
cosv —usinv 0 cosy  —usinw
P det |2sinv 2ucosv O =3P : det . =
2sinv  2ucosv
0 0 3
= 3(cosv * 2ucosv + usinv * 2sinv) =
= 3(2ucos v? + 2usin v?) =
B. = 6u(cos v® + sinv?) = 6u
44)* u v W
X= WCos V x | cosv -usinv ) O
) ]: Y Zsiwv  2ucosv | O
Y2 Lusinv 3
2= % W 2 L O Y { _}
- cosv-Lucosy tusty '15""\/)
3 (24 (4)) = 6
—_—
12. Naj bo A € R™" matrika z lastnostjo AT = —A. Izracunajte % (7T AZ + ||57]|?).
A.
0 0 3}
BT (ZTAZ + |5Z|]?) = 8—f(fTArE) + 0—£(||59?||2) =
=2 (A+ AT) + 1077 =
=2 (A—A)+107" =
B =2'(0) 4+ 1027 = 1027

) A=-A %‘(QTAX +HS\‘<’\\Z)
Z . .
Dgr(aA )+ LOXTS = 90X

\/'ar\/




13. Denimo, da funkcija f: R? —+ R doseze maksimalno vrednost na krivulji z? +
2y? = 3 v tocki (1,1). Ali sta (gradf)(1,1) in [1,2]" linearno odvisna?

A. (gradf)(1,1) = [2,4]" P: To je potrebno utemeljifi. , kar pomenim da sta

(gradf)(1,1) in [1,2]T linearno odvisna saj lahko enega izrazimo z dru-
gim.

(eradf)(1,1) = [& . 217 =[2x, 4y]” = [2.4]", sledi 1[2,4]7 = [1,2]"
9f — 9x

P: Zakaj bi ti dve vrstici drzali?

(gradf) = [2z,4y]" P: Natanko to je potrebno utemeliiti.

Iz tega sledi, da je (gradf)(l 1) =1[2,4]".

Kot lahko vidimo, je 3(gradf)(1,1) = [1,2]" zato lahko sklepamo, da sta
linearno odvisna, saj je en vektor mogoce izraziti z drugim.

. g(m,y):x2+2y2:3

Ce je v (1,1) maksimum, potem velja (gradf)(1,1) = A(gradg)(1,1)
A(gradg)(1,1) = A[2,4]7

A2, 4T = [1,2]7
A=
ALyt =3
L z{_ 9.
AR



14. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem

x4 y? 4 22

pri pogojih 2* + 2y* < 4
r+y+z=1

minimizirajte

x7y7z

A. Ker je
L(%ﬁ%% A17A2) = (.7} +y2 + 22) - )\1((1’52 + 2y2 - 4) - /\2(:E+y+ zZ — ]-)7

L
so KKT naslednji: 3_ 1 M2 — A =0
Ox
oL
Ay
oL .
— =22z — A= 0P : Pravilno
0z odvajajte.
M(2? +2y° —4) =0
A <0

2427 —4<0
x+y+2—1=0P_: eden od teh dveh ni pravi. Kateri?

B. Ker je
L<x7yazv )\17)‘2) = (33 +y2 + 22) - )\1<.§L’2 + 23/2 - 4) - /\2(«T +y+z— 1)7
so KKT naslednji: ol
—:1—2)\1$—)\2:O
ox
8—L:2y—4)\1y—)\2:0
Ay
oL
5222—)\2:0
M(@? 422 —4)=0
A <0
2 4+2y2 -4 <0
r+y+z=1
Lo ' T 4 2
4"‘) MawAmiZirey X+ U +2
Pv( Y?oao)l"l x4 Z_\{Zé (‘( :
xrx(-fi-;'{
z M =
4) Xl4z_y1._b{$o Ce - jz(x)<0 (-(xl‘{t f '!M)
()0 = s(l’cy"'f-zl—)\(xl*-ly"-‘\)
1) way 42 -4=0 by )

3\ )lé_O_ ~N(x+y+&—4)

q) )\(;['-47_‘/7-—‘4): 0

S)Lx:o,L—y:O (.4:7_%">\1>("H =0
L\f?,y“)\'-\\/"/u:O
LQ:ZIA-M;O




2. IZPIT 1Z MATEMATIKE 1
zbirka resitev

13. februar 2020

1. Naj ima matrika A € R**® lastne vrednosti 1, 2, 3 in matrika B € R**? lastne
vrednosti —1, —2 in —3. ZapiSite vse lastne vrednosti matrike A ® B.

A\ = -1 3 =-2N5=-3X=—4XN\g =6\ = -9 P:samo malce
utemeljite... Lastne vrednosti kronekerjevega produkta A ©® B
so enake produktu lastnih vrednosti matrike 4 in B. Torej: Ce
SO \pi,...\p, lastni vrednosti matrike B in )\,;,...)\,, lastne vredno-
sti matrike A potem so lastne vrednosti kronekerjevega proukta
enake: )\Bl)\Ab )\B2)\A17 "')\Bn)\Ala )\B]_)\Az...

-4 -2 -3
A) 4 |-1 - -3

L |-x -4 -¢C
31-7) -C -j

I

2. Naj bo A = BTB taksna pozitivho semidefinitna matrika velikosti n x n, da za
nek vektor z € R" velja " Az = 0.

Pokazite, da je Bx = 0 in nato sklepajte, da velja tudi Az = 0.
A. 2"Az =0=2"B"Bz = (Bx)"(Bz) = ||Bz|[’> 0
|Bz||> = 0 sledi Bz =0
Ker vemo, da B? = A sledi Az = 0. P: Tole pa potrebuje utemeljitev,

ne?
ce je A PSD se izkaze, da obstaja natanko ena PSD, da velja A = B?

B.

?S_D_
1) A=R"B
XTAx =0 - .

‘g‘:—a Ax = O‘l

) )
B Bx=0 ,
(B ) B = llBxll =0

x:[g Bx je e veldor

[a,o) R'Bx=0




3. Ali je mnozica vseh matrik A € R**3 ranga 2 vektorski podprostor v R?*3?

A. Ne saj ni zaprta za seStevanje. Protiprimer:
1 23 43 2] |55 5
[4 5 6}+L 0 —1}_{5 5 5}

B. rang(A+B) < rangA + rangB = 4, kar ni enako 2 in pomeni da ni
vektorski podprostor P: Ce velja neenakost, & ne pomeni, da je kdaj
dosezena enakost, torej zgornja meja.
rang(aA) = arangA = o2, v primeru, ko je « razlicen od 1 ni ve¢ zaprto
za mnozenje?

C. Ne, ker ima nicelna matrika rang O, sepravi ni ¢clan mnozice matrik
R?**3 ranga 2?

3)[: .. x rong= 2 »
BREEHNGD

ne l(A,(_V wbv\o'\ V\AC:W\\/\L V\’\O}WL‘-’(

4. Naj bosta u,v € V linearno neodvisna lastna vektorja linearne preslikave 7: V' —
V. Ce je u + v tudi lastni vektor za 7, potem pokazite, da u in v pripadata isti
lastni vrednosti.

A. 7(v) =\
T(u) = Au
7(u +v) = \3(u +v) Iz tega lahko napiSemo: 7(u) + 7(v) = A3u + A3v
)\11) + )\QU = )\3u + )\31)
U,(>\3 — )\2) + U()\g - /\2) =0
Resitev: A3 = Ay = )\

L(> Tu=Au g Tu+Tv = >\UH-MV
Tv =MV ) T(wev)= Juspv = dut dv,

Tusv)= o (wt v M - oLw = oLv =MV
ALIL W)= vid-p)
\/\6\/ \/\6'\./
A= o M=ol

N=M



5. Definirajmo preslikavo 7 : R**® — R s predpisom 7(A) = tr(A).

(a.) Pokazite, da je 7 linearna.
A. 7(aA+ B) =tr(aA+ BB) = atr(A) + ptr(B) = at(A) + 57(B)
B. 7(A+ B)=tr(A+ B) =tr(A) + tr(B) = 7(A) + 7(B)
T(aA) = tr(aA) = atr(A) = ar(A)
(b.) Zapisite matriko, ki pripada 7 v standardnih bazah R**? in R.
A.[1 00010 0 0 1]P dodajte razlago.

1 00
B. [O 0 0] P: Nqgjprej razmislite, kako velika mora biti matrika.
0 00

(c.) Katere od naslednjih matrik lezijo v jedru ker 77

[1 2 3
(@ |1 2 3]
1 2 3
:_1 0 0 2021
) [0 -1 0
0 0 2

(c) Poljubna 3 x 3 matrika z lastnimi vrednostmi 1, 0 in —1

A. c, saj je tr(M) = 0 P: Malo Se razlozite, da imajo podobne matrike
isto sled. Morda Se katera od preostalih?  Lahko zapiSemo B =
P~1AP, Kjer P predstavlja matriko z lastnimi vrenodstmi 1, 0 in
—1. Tako lahko ustvarimo podobne matrike, ki imajo iste lastne
vrednosti in isto sled matrike.

g>o\> = U@

T( J.A+1?>\S> Ly J\A+b‘55> Lo (dop) t &y (B5)-
= oL ke A\*ﬁﬂg) w

| 4..000 4 oc. 4 [- ]
>£ ] =0

AT (a)=0=Er(a) /
L) 4 B
c) Vv L-&V' J‘Q‘ Ly C\Ad"& vsoti L. Nrednoski |

b ’(’(EQ (%) T(Em)



6. ZapiSite primer izometrije A : R?® — R?, ki ni identiteta, vendar pa je A% identicna

preslikava.
1 0 0
A.A=1[0 -1 0| PlJeA?=17?
0 0 -1
10 0
B. zrcaljenje ¢ez ravnino, skozi koordinatno izhodis¢ce B = [0 1 0 | P:
00 -1
Je B* =17
1 0 0
C. A= cos(120) —sin(120) | rotacija za 120 stopinj

0 sin(120)  cos(120)

é) A 0 o =
0 cos%r -sih‘sll

0 Sin% Co's!’3I

7. Naj bo a € R nenicelno Stevilo. Za piSite naslednji integral s spremembo v
polarni koordinatni sistem

/Oa </Omf(x,y)dx> dy.

A. 1z zgornjega integrala lahko izberemo radij kroznice, r = «a, in pa to, da
racuamo ploscino kroznice P: kroga v prvem kvadrantu. Zato:

/og (/O“ Flz,y) = Tdr) do.
/ (/ F(r cost, TSID@)*Tdr) do.

I = % otz
§(OS 1C(’°7) Ax < Hrl;’;de)&(




8. Naj bo f: R® — R3 dvakrat zvezno odvedljiva funkcija treh spremeljivk. Za
vsako od tock P, R € R? dolocite in utemeljite, ali sta lokalni minimum, lokalni
maksimum, ali nista ekstremalni tocki ali pa iz danih podatkov ne moremo
ugotoviti, katerega tipa sta tocki.

A. Je stacionarna tocka, saj sta prva odvoda enaka ni¢, vendar
pa ima Hessejeva matrika pozitivne in negativne lastne vre-
dnosti, tako da lokalnega extream v tocko P ni.

B. ker so prvi odvodi enaki ni¢ pomeni, da je stacionarna tocka.
Iz Hessejeve matrike pa vidimo, da ni ekstremov, saj je ena

Istna vrednost pozitivna, druga pa negativna [g _O 1] A =3, A\
—1

(b.) fx<f)): fy(R) = fz<R> =1, fm(R) = fyy<R> = fZZ(R> = 17fzy(R) = fy2<R> =
fzz(R) = 0.
A. Ni stacionarna tocka, saj prva odvoda nista enaka nic¢

X> S . sedl
0o —4 ND = °

9. Naj bo (u,v) novi koordinatni sistem v R?, definiran z

xr =e"cosv,y = e"sinv,

kjer u € R and v € [0, 27]. Dolo¢ite determinanto Jacobijeve matrike J,, = %.

A. det [i“ Z?ﬁ:}} _ei ccs)lsnvv} = e2Ucos?v + e**sin’v = e?(cos?v + sinv) = e
u v
) e ercosy et
'E elswnv y le*siuv e%eosv

1
2 . u
elco<tv + eYgmtv =( )

e
—



7|12
10. Za matriko A € R™*" izraCunajte 8”;‘—;".

A. 2(A7)TA=2iTATA

1) JIARI §
Dra 1) A

11. Ali je funkcija f: R*> — R?, podana s predpisom f(z,y) = logz — ¢, konveksna?
J 3|

A. fx = %
fy = —eY
—(L
H; = { %62) B (06 yﬂ Za vse z,y € R vidimo, da so lastne vrednosti

)\1,)\2 <0 B , Torej...

B. Ker so vse lastne vrednost H; manjsSe od O je matrika negativno defi-
nitna in zato je konkavna

14){)(><,y)= ‘03>(‘€Y - +
fe= Nzcj. dof = w



12. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za naslednji problem

minimizirajte, ryz

pri pogojih 22 +2y* < 1
LL’Z T y2 — 4

A. Ker je
L(z,y,2, M1, X0) = ayz — M (2 + 2y — 1) — Mao(2® + y* — 4),

so KKT naslednji:

L
a—:yz—2x)\1—2m)\2:()
ox
a—L:~"UZ—4?/>\1—23//\2:0
dy
o
0z y=

M(2? +2y* = 1) =0

A <0

o+ 27 <1
12)
Xye D xHLyt-1€0

3(1-+Zy7-f <A ?.) X'Z_(_VL_W:: 0
)(7—_&‘/'7, :L‘ 3) )\SO
4) Noc42yt-1) =0
53 (ero Lyesyz-Alx -Lpmx=0
Ly=0 L,f:x.;”*\)\y-lluy:o
Lz.T.O L{:XY:O

gy =y - A 2y-0 - lbesy-1)



3. IZPIT 1Z MATEMATIKE 1
zbirka resitev

17. avgust 2020

1. Naj bosta x,y € R™ poljubna vektorja in definirajmo A = xy?.

A. (10 tock) Pokazite, da je A € R™ ™ matrika s sledjo z7.

Sled matrike A = xy? € R™*" lahko denimo pora¢unamo kot

tr(A) = tr(zy”) (po definiciji matrike A)
= tr(y"x) (simetri¢nost sledi)
= tr(2”y) (simetric¢nost skalarnega produkta)
=27y (z7y € R).
Seveda se lahko razpi?emo tudi po komponentah. Ce oznadimo z = [z1 ...z,]7 in y =
[y1 ... y.]7, potem je matrika A oblike
T1yr TiY2 ... T1Yn
ol TaYa ... ToUn
A=yt = W1 T2y . 2n | goxn (1)
IpYr TplY2z ... Tnln

in tako je tr(A) = z1yy + Toyo + . .. Tpyn = 27 y.
(Opomba pri totkovanju: Za tr(A) = tr(xTy) ste dobili 7.5 tocke.)

B. (10 tock) Pokazite, da ima A lastni vrednosti 0 (z veckratnostjo n — 1) in 27y (z
veckratnostjo 1).

Iz (1) je oc¢itno, da je rang(A) = 1. To lahko vidite tudi tako, da napisete A =

[y12 Yo ... ynx], torej so vsi stolpci matrike A veckratniki vektorja .

Sledi, da je dim N(A) = n — 1, torej je 0 lastna vrednost matrike A in njej pripadajoci

lastni podprostor je dimenzije n—1. Ce ozna¢imo lastne vrednosti matrike A z Ay, ..., A,

je torej Ay = ... = \,_1 = 0. Torej ima matrika A le eno nenicelno lastno vrednost A, ki

jo lahko izra¢unamo denimo kot

ey =tr(A) =M+ X+ ...+ A= A

D gAzxy” —> Xt o T ey,

W)=y \kx (A = &Y(ME)

{V(XYT)z'QV(yTxX: \/TX = >(Ty

o) d

wx\h 14
) r~\
\/|, \""XIHh\ raug:J
! . [

! N(RY= -1

: zqo\u)ag (. VNAV‘”(
:.Yh(ly.v\,' (/

VAL
! ro. baki Ce(a)=xy

leay wo

b
\
NOVIRE




2. (10 tock) Naj bosta A € R™™ in B € R™* "™ pozitivno semidefinitni matriki. Pokazite, da
je tedaj tudi A ® B pozitivno semidefinitna.

Ker je matrika A PSD, ima n nenegativnih lastnih vrednosti Ay,..., A\,, A; > 0. Ker je
tudi B PSD, ima m nenegativnih lastnih vrednosti 1, . . ., ftm, ; > 0. Vemo, da so lastne
vrednosti matrike A ® B natanko vsi mozni produkti A\jp;, ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m,

zatorej tudi nenegativna Stevila. Sledi, da je matrika A ® B PSD.
(Opomba pri tockovanju: pazite, lastne vrednosti niso nujno pozitivne, lahko so tudi 0.
In nikakor ne velja 27 (A ® B)xr = 2T Az + 27 Bx.)

l,> A -‘-PSD A; >0
B=PSD M0

DeB >\;-)\,\J>O rSD



3. Definirajmo preslikavo 7 : Ry [z] — Ry[x] s predpisom 7(p(x)) =

D)

%)

©)

P'(z).

A. (10 tock) Pokazite, da je 7 linearna.

Izberimo p, ¢ € Ry[z], a, f € R in porac¢unajmo

iz Cesar sledi, da je 7 linearna.

. (10 tock) Zapisite matriko, ki ustreza preslikavi 7 v standardnih bazah R;[z] in Ry[x].

Standardna baza R,[z] je enaka {1, z}, standardna baza Ry[x] pa {1,z,2%}. Ker je
(1) =2>-1"=0in 7(z) = 2° -2’ = 27,

je matrika 7', ki pripada preslikavi 7 v standardnih bazah R;[z] in Ry[z] enaka

T —

o O O

0
0
1
(Opomba pri tockovanju: Seveda ste lahko standardni bazi izbrali v drugem vrstnem redu.

V tem primeru ste dobili matriko s spermutiranimi vrsticami in stolpci.
Za pravilno izrac¢unane slike 7(1) in 7(z) ste dobili 2.5 tocke.)

C. (10 tock) Kateri od naslednjih polinomov so v ker 77

(a) 3z (b) 5 (c) 0

V jedru preslikave 7 bodo natanko tisti polinomi p € Ry[z], za katere je p'(z) = 0, torej
konstantni polinomi. Ne pa tisti, ki imajo nenicelni koeficient pred linearnim ¢lenom.
Pravilna sta torej odgovora (b) in (c).

Seveda lahko tudi za vsakega od polinomov poracunate slike: 7(3z) = 3z?%, 7(5) = 7(0) =
0.

(Opomba pri tockovanju: V kolikor ste utemeljili le rezultata pri (b) in (c), ne pa pri (a),
ste dobili 7.5 tock. V kolikor ste napisali, da je 0 v jedru, saj je to lastnost vsake linearne
preslikave (niste pa utemeljili (a) in (b)), ste dobili 2.5 tocke.)

TlpG)) = x* PO

|
Tldpe)+pgta)= x" (stp) s Pals)) =
= 5<1<0L017‘(x> +63>gj(x>>= ()\XFLFI(K)i-er'Lg:(x) -
= T( f(x)) + PT(g\_&))

\

A X xtA =0
o o y yl-x‘=><7'
o) 0 X
T
0 04 x [E
) 5] \ Sha v ka
o oTlo 06710 B(C a NV ke
Beli) s 3



4. (10 tock) Izracunajte enacbo tangentne ravnine na graf funkcije f(x,y) = 2* — y* v tocki
(1,1,0).

Ker je f,(1,1) =2, f,(1,1) = —2 in ravnina poteka skozi tocko (1, 1, 0), je enacba tangente
ravnine enaka
—2x+2y+2=0.

(Tockovanje: Za izra¢un gradienta funkcije f 2.5 tocke.)

q> &tﬁ: xz'(fl T \/1 t0>

Cyz 2% 2% (o) _2Z ZX‘Z\/‘4Z =0
{:y:‘Zy "_14‘/ — 1

£, ‘{>€/£

J{(";V)_& =0
‘R’Jc: -1

5. (10 tock) Zapisite integral
1 1—y2
/—1 /— 1—y2

v cilindri¢nih koordinatah.

/\/W(:c2 + y2)d2> dy) dx

V besedilu je bila napaka, morali bi se ukvarjati z integralom

/11 (/ 11_2 (/\;m(ﬁ +y2)dz> d:r) dy

(Opomba pri tockovanju: Pri tej nalogi ste vsi dobili 10 tock.)

S><4 <§:?Y: (%ﬁ 1 (xi*yl)c}\z>o(x>0(y
) (S L4 ) dr)dy



6. (10 tock) Naj bo (u, v, w) koordinatni sistem v R?® definiran z

xr = 3ue’,y = 2we", z = u.

Dolo¢ite determinanto Jacobijeve matrike J,, ., = g((zgz))
Jacobijeva matrika je enaka
3e’  3ue’ 0
a ) )
Ik PR
O(u, v, w) 1 0 0

zatorej je njena determinanta enaka det J = 6ue“ ™.

(Tockovanje: V kolikor ste pravilno izrac¢unali le Jacobijevo matriko, ste dobili 5 tock.
Nisem vam odbijala tock, e ste Jacobijevo matriko zapisali kot J7, saj nekateri tudi to
vzamejo za definicijo.)

w v W

C> x=e" . |3e” 3uer 0 30"  Sue’
Y =lwe" 3=y et O Zew|twet O
2=y S

%ﬁ@) = Cueve®



7. (10 tock) Zapisite Karush-Kuhn—Tuckerjeve pogoje za naslednji problem

minimizirajte, , . 2z + 2y° + xz
pri pogojih 2% +y? =1
r+z=0
xy >0

Ker je

L(x,y,z,)\l,/\g,u) =2r+ 2y2 +xz — A1<$2 + y2 - 1) - )\2(1: + Z) - M<—5Uy),
so KKT naslednji:

oL
— =24+z—-2x M —XA+puy=0
ox
oL
a—y:4y—2y>\1+,ux:0
oL
E:I—AQIO
p<0

p(xy) =0

x2+y2:1

r+2z2=0
xy >0

(Tockovanje: V kolikor ste napisali v funkeiji L zadnji ¢len kot —p(xy), sem vam odbila
2.5 tocke. Ce vam v prvih treh enakostih manjka = 0, sem vam odbila 2.5 tocke. Ce
imate napacnega enega od pogojev pu(zy) = 0 ali 4 < 0, sem vam odbila 2.5 tocke.)

:L) £ - Zx+2\/z+><z-_ 1) 0 2-Xx2

Lyt _4=z0 ,%t&=2
Pocol): o 4t = 7—>X*Y /
XT Tty 3) L O
X+2=0 (4>°Léxy)20
Xy >0 5)ly=L+2-Alx~M+oky =0

L leie, NWQ: 2Lyt e = ) [ay0) - plea) = oL (-xy)
5} L‘/:“{Y“?_)\v*&x IL}:X -M=0
=0




Teoreticni izpiti 2021

6 Izpit 22. 1. 2021

6.1 Matrike

? 1. Naj bo {vy,...,v,} ortonormirana baza R" in A takSna realna n x n matrika,
da je tudi {Avy, ..., Av,} ortonormirana baza R". Pokazite, da je A ortogonalna
matrika.

V= [Ul,...,vn} =V'V=I

AV = [Avl, . ,Avn} = (AV)T(AV) =1

VIATAV =1

VIATAVVT =1VT
VVTATAVVT =VvIVT
TATAI =VVT

ATA =1 = A je ortogonalna

? 2. lIzracunajte lastne vrednosti ortogonalne antisimetricne matrike ( A je antisi-
metricna, ce je AT = —A).

AAT =T, —A2=1, Av=)v
Ao =) = —Tv= )\

= == —-1=)\?
=\ ==

? 3. Naj n x n matrikama A in B po Schurovovem izreku pripada ista ortogonalna
matrika U, s pomocjo katere sta A in B podobni zgornje trikotnima matrikama.
Pokazite, da je vsaka lastna vrednost matrike A+ B oblike A+, kjer je A lastna
vrednost matrike A, ;4 pa lastna vrednost matrike B.

A=UZU", B=UZ,U"
A+B=UZ,U" +UZgU" =U(Zs+ Zp)U"

Matrika 74 + Zp ima na diagonali vsote istoleznih elementov z diagonal 74
in Zp. Ker so na diagonali Z, lastne vrednosti A in na diagonali Z; lastne
vrednosti B, so na diagonali Z, + Zp vsote lastnih vrednosti A in B. A+ B je
podobna matriki Z4 + Zp (kar sledi iz zgornjega racuna), zato imata enake
lastne vrednosti, kar pomeni, da ima A + B lastne vrednosti enake vsotam
lastnih vrednosti A in B.

? 4. Naj n x n matrikama A in B po Schurovovem izreku pripada ista ortogonalna
matrika U, s pomocjo katere sta A in B podobni zgornje trikotnima matrikama.
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?

Pokazite, da je vsaka lastna vrednost matrike AB oblike \u, Kjer je A\ lastna
vrednost matrike A, ;4 pa lastna vrednost matrike B.

A=UZ,U", B=UZ,U"
A-B=UZU" - UZgU" =U(Zy- Zp)U"

Matrika 7, - Zp ima na diagonali produkte istoleznih elementov z diagonal
Z 4 in Zp. Ker so na diagonali 7, lastne vrednosti A in na diagonali Zz lastne
vrednosti B, so na diagonali Z, - Zp produkti lastnih vrednosti Ain B. A- B
je podobna matriki 7,4 - Zp (kar sledi iz zgornjega racuna), zato imata enake
lastne vrednosti, kar pomeni, da ima A- B lastne vrednosti enake produktom
lastnih vrednosti A in B.

6.2 Vektorski podprostori

Naj bo A € R"*" obrnljiva matrika. Ali je mnozica

X e R ||AXA7Y|, <2} C R™™
{ f "

vektorski podprostor v R"*"? (Dokazite svoj odgovor!)

aX : HAozXA_ = /tr ((AaXA-1)T(AaX A1)
= a?tr (AXA-Y)T(AXAY))

= aflAxA™],

'l
F

a]AXA™| - ni < 2 za vse a« € R = mnozica ni vektorski podprostor, ker ni
zaprta za mnozenje s skalarjem

2. Naj bo A € R"*" obrnljiva matrika. Ali je mnozica

{X e R"": AXA™! je pozitivno semidefinitna matrika} C R"*"

vektorski podprostor v R"*"? (Dokazite svoj odgovor!)
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Iz Schurovega izreka sledi, da se pri mnozenju matrike s skalarjem z njim
pomnozijo tudi lastne vrednosti. Matrika je PSD < lastne vrednosti > 0.
Ce PSD matriko pomnozimo z negativnim skalarjem, bodo vse pozitivne
lastne vrednosti postale negativne in zato matrika postane NSD. To pomeni
da mnozica ni zaprta za mnozenje s skalarjem, zato ni vektorski podprostor.

alternativa 1:

X in AXA™! sta si podobni, zato imata enake lastne vrednosti ();)
AXA'je PSD & )\ >0« X je PSD

trace(X) = Z Ai >0

trace(aX) = atrace(X)

zaa <0 : trace(aX) <0

najbo Y e R”" \; > 0=Y € mnoZica
= trace(Y) >0

zaa <0 : trace(aY) <0

=Y ni PSD

aX ne pripada vedno mnozici, zato mnozica ni vektorski podprostor, ker ni
zaprta za mnozenje s skalarjem

alternativa 2:

Naj bo AXA~1 PSD, ki ima na poziciji (1, 1) pozitivno Stevilo. Pri mnozenju
z —1 to Stevilo postane negativno, kar pa po Sylvestrovem Kkriteriju ne more
biti PSD. Mnozica torej ni zaprta za mnozenje s skalarjem za vse primere,
zato mnozica ni vektorski podprostor.

Naj bo A € R™*" obrnljiva matrika. Ali je mnozica
{X e R"": AXA™! je diagonalna matrika} C R"*"

vektorski podprostor v R"*"? (Svoj odgovor tudi dokazite!)

aX +BY : AlaX + BY)A ™t =aAXA 4+ BAY AT

AXA7!in AY A~! sta diagonalni

= aAXA™! in BAYA™! sta diagonalni (vrednosti na diagonalah so po-
mnozene s skalarjem « oz. ()

= aAXA™! + BAY A7 je diagonalna (seStejejo se solezne vrednosti matrik
aAX A in BAY A7Y

= mnozica je vektorski podprostor

Naj bo A € R"*" obrnljiva matrika. Ali je mnozica
{X e R™": AXA™' je spodnje trikotna matrika} C R™"

vektorski podprostor v R"*"? (Svoj odgovor tudi dokazite!)
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6.3
? 1
? 2.
? 3.
? 4.

? 5.

aX + Y AlaX +BY)A T =aAX AT + BAY AT

AXA~!in AY A~! sta spodnje trikotni matriki

= aAX A" in BAY A™! sta spodnje trikotni (vrednosti na trikotniku so po-
mnozene s skalarjem « oz. f)

= aAXA™' + BAY A~! je spodnje trikotna (sestejejo se solezne vrednosti ma-
trik aAXA ! in BAY A7)

= mnozica je vektorski podprostor

Odvodi vektorskih funkcij

Naj bo A € R™*" ter a € R". Izracunajte 2 (cos (z"Az)) in 2 (cos (||z]|%))

ai(cos(xTAx)) — —sin(z" Ax) - g(xTAx) = —sin(z"Az) -z (A+ AT)
x x

9 N 2 T
B (cos (HxH )) = —sin(||z]|7) - 22

Naj bo A € R"*". Izracunajte 2 (e”‘””2 cos (||Ax||2)>

% (elle2 cos (HAxH2)> = cos (||Az|]?) - ellel . oz T 4 ellel® . (—sin (||[Az|?)) - 2(Az)" - A

= 2¢llelP T (cos (||Az||?) — sin (||Az|]*) - AT A)

Naj bo a,b € R" Izracunajte a% (trace (a:aT)) in aa_x (trace (xaT) trace (be))

trace(zy ') =y =2y
2 (trace (waT)) = gaTx —a'
ox ox
% (trace (xaT) trace (:CbT)) = %CLT:C b= %xTa bz

=z ((@ab")+(@db))=z"(ab" +ba")

Naj bo A € R™*" ter a € R".

Izracunajte (%(Zx —a)TA(2z —a) in 25 (22 —a)TA(2z — a)

Ox?
0 T T T
%(Qx—a) A2z —a)=(2x—a) ' (A+A")-2
0? - 0 T T T
@(Qx—a) A(Qw—a)—%(Q 2z —a)' (A+A"))
=2 %(A+AT)T(2x —a)

=2(A+AN"T - 2=4A4+A4T)T

Naj bo a € R". Dokazite, da je preslikava f : R® — R, podana s predpisom
f(x) = 2"aa" z konveksna.
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—z'aa'z=2r"(aa") =22"aa’

ox

oxTA
(pravilo za odvod kvadratne forme s simetriéno matriko: ——" — 2 xTAT)

Oz
? 1 5 O o1 TT_ 9, 71 T
52 @0 x—%@x aa') =—2aa T =2aa
r" (20" )z =22 (aa") 2 =2 (z"a)(a"x) =2 (a"2) (a"z) =2||(a"2)||* >0

= 2aa’ je PSD = preslikava je konveksna

6.4 Karush-Kuhn-Tuckerjevi pogoji

? 1. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:

Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo — log (z?) + y + 2
pri pogojih 22 + y? < 16 in 2% + 2 + 22 < 1.

2+ y*—16<0, 2 +y2+22—-1<0
M2 +9y? —16) =0, N(2? + 92 +2°—1)=0

)\1 SO, >\2 SO

L(z,y, 2, M\, Ao) = —log(z®) +y + 2 — M (2* +y* — 16) — Na(z? + * + 22 — 1)
L 2

8_:———2)\11'—2)\21‘:0

oz T

L

dy

L

8—:1—2)\2220

z

? 2. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:
Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo — log (z%) + y + 2
pri pogojih 2% + y* <16 in y + z > 1.
2+ —16<0, —y—2+1<0
M@ +y?—16) =0, \a(—y—2+1)=0
A1 <0, A2 <0
L(z,y,2, 1, A2) = —log ($2) +y+z—M@*+y*—16) = Aa(—y —z+1)
oL 2
—=——=2\z=0
Ox x 1
oL
—:1—2)\1y—|—)\2:0
dy
oL
—=14+X=0
0z T
?

3. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:
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Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo —log (z?) + y + z

pri pogojih 22 —y? > 16inz+y+2 = 1.

r+y+2z—1=0

— 2"+ +16 <0
M—=2* +5*+16) =0
A<0

L(z,y,2z, A p) = —log (2%) +y + 2 = AM(=2? + 4> +16) — p(z +y + 2 — 1)

? 4. ZapisSite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:
Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo cos (z%) + y? + 2

pri pogojih x —y =6 in y? + 2% < 1

r—y—6=0
y2—|—z2—1§0
M2 +22-1)=0

A<0

L(z,y,z,\p) =cos (%) + 4 + 2 = ANy* +2° = 1) — pu(z —y — 6)
L

g—x:—sin(m‘?)ﬂx—uzo

oL

oy Ny +pu=0

Iy

oL

12 =0

0z -

? 5. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:

Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo cos (z%) + y* + 2

pri pogojih x —y < 6 in y* + 2% > 1
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r—y—6<0, - —22+1<0
M@ —y—6)=0, \p(=y*—22+1)=0

A <0, <0

L(x,y, 2, \1, A2) = cos ($2) Pz =M@ —y—6) = Xo(—y* =22 +1)=0
L

g—xz—sin(xQ)-Zx—)q:O

oL

— =2y+ N +2Xy=0

dy

OL

0z

? 6. Zapisite Karush-Kuhn-Tuckerjeve pogoje za problem:

Minimizirajte (po vseh z,y, z) funkcijo cos (z?) + y* + z

pri pogojih z —y > 6in 3?4+ 22 =1

P42 —1=0
—r4+y+6<0
M—z+y+6)=0

A<0
L<$7y727/\,lu):COS(:E2)+y2+z—)\(_x+y+6)_,u<y2+22_1)
oL
%:—sin(a:2)-2x+/\:0
oL

dy

oL

0z 1z

7 Izpit 2. 2. 2021

7.1 Matrike

? 1. Pokazite, da je simetricna matrika, ki ima vse lastne vrednosti enake 1 ali —1,

ortogonalna.

? 2. Najbo A= (x—y)(x—y)’, kjer je x,y € R" in ||x — y|| = 2. Izracunajte || A]|r.

? 3. Pokazite, da je vsaka zgornje trikotna ortogonalna matrika diagonalna.
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Za zgornje trikotno matriko velja, da je zgornje trikotna matrika tudi njen
inverz. Ker je nasa matrika Se ortogonalna, je v tem primeru inverz matrike
enak transponirani matriki. Zmnozek matrike in njenega inverza je enak
identicni matriki. To je mozno le, Ce je zg. trikotna matrika diagonalna.

? 4. Podaj primer matrik A in B, da bo veljalo ||[A ® B||r = 6.

7.2 Izometrije

? 1. Naj bo ¢ : R® — R3 linearna preslikava, za katero velja ¢(a) = c,¢(b) = b
in ¢(c) = a, kjer so a,b in ¢ paroma pravokotni enotski vektorji. Ali je
¢ zrcaljenje? (Ce je, dokazite in zapiSite ravnino zrcaljenja. Ce ne, napiSite
protiprimer taksne preslikave ¢.)

? 2. Naj bo ¢ : R* - R? linearna preslikava, za katero velja ¢(a) = ¢,¢(b) = b in
#(c) = a, kjer so a,b in c linearno neodvisni vektorji. Ali je ¢ zrcaljenje? (Ce
je, dokazite in zapiSite ravnino zrcaljenja. Ce ne, napiSite protiprimer taksne
preslikave ¢.)

? 3. Ceje U matrika, ki pripada linearni izometriji v R" v nestandardni ortonormi-
rani bazi prostora R". Potem je ||U|r = 1. (Ce da, dokazite. Ce ne, izracunajte
pravilno vrednost.)

? 4. Najbo ¢: R?® — R3 linearna preslikava, za katero velja ¢(a) = %ﬁ(aJrc), ¢(b)=b
in ¢(c) = */75(0 —a), kjer so a,b in ¢ paroma pravokotni enotski vektorji. Ali je ¢
rotacija/zasuk? (Ce je, dokazite in zapiSite os in kot zrcaljenja. Ce ne, napisite
protiprimer taksne preslikave ¢.)

7.3 Integrali

? 1. Zamenjajte vrstni red integracije, tako da simbole ? zamenjate s pravimi
vrednostmi. (NariSite sliko, utemeljite svoj odgovor. Integrala ni potrebno
racunati.)

VAV S A VA VD D A VAVAD
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7.4 Iskanje ekstremov pri dodatnih pogojih

1.

Naj bo a zadnja nenicelna stevka vase vpisne stevilke. (Na primer, ce je vasa
vpisna Stevilka 63201234, potem je a = 4.) Naj bo f : R? — R podana s
predpisom
fla,y) = 2* + 3log(xy) —log (y") .

Zapisite primer krivulje g(z,y) = a v R?, na kateri ima funkcija f ekstremno
vrednost v tocki (3,1).
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Kvizi iz spletne ucilnice

8 Vse naloge iz kvizov na spletni ucilnici

8.1 Teden 1 ("kaj pricakujemo, da znate”)

1. naloga

Katere od naslednjih trditev drzijo za vsako kvadratno matriko A € R™*"?
Which of the following statements are true for every square matrix A € R™*"?

Izberite enega ali vec:

a. A ima n razli¢nih lastnih vrednosti.
A has n distinct eigenvalues.

b. Vsaj ena lastna vrednost matrike A je realno $tevilo.
The matrix A has at least one real eigenvalue.
c.Ceje rang(A) = r, potem ima matrika A 7 linearno neodvisnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti 0.

If rank(A) = r, then A has 7 linearly independent eigenvectors corresponding to eigenvalue 0.

d.Ceje rang(A) = r, potem ima matrika A n — 7 linearno neodvisnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti 0. v

If rank(A) = 7, then A has n — r linearly independent eigenvectors corresponding to eigenvalue 0.

e. Ce so vsi elementi A cela $tevila, potem so tudi lastne vrednosti A cela stevila.

If A has only integer entries, then the eigenvalues of A are also integers.

f.Ceso1,2,...,n — 1 lastne vrednosti matrike A, potem je n-ta lastna vrednost A realna. v
Suppose 1,2, ...,n — 1 are eigenvalues of A. Then the n-th eigenvalue of A is real.
2. naloga

Katere od naslednjih trditev so resni¢ne za 3 X 3 matriko A z lastnimi vrednostmi 1, —2, 0?

Which of the statements below are true for a 3 x 3 matrix A with eigenvalues 1, —2, 0?

Izberite enega ali vec:
a.detA=-1

b. Dimenzija ni¢elnega prostora matrike A je enaka 1./ Matrix A has 1-dimensional null space. v
c. Dimenzija stolpicnega prostora matrike A je enaka 1./ Matrix A has 1-dimensional column space.
d. A je obrnljiva. / A is invertible.

e. VR lahko najdemo bazo iz lastnih vektorjev matrike A. / There is a basis of R? consisting of eigenvectors of A. ¥
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3. naloga
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5. naloga

6. naloga
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7. naloga
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10. naloga

Katere od naslednjih trditev so resni¢ne za vsako matriko A € R3*4?

Izberite enega ali vec:

a. Stevilo linearno neodvisnih vrstic matrike A je za ena manjse od $tevila linearno neodvisnih stolpcev matrike A.
b. A ima najvec 3 linearno neodvisne stolpce.

c.dim N(A) + dim C(4) = 12

d. Matrika A ima lahko 4 linearno neodvisne stolpce.

e.dimN(A) + dim C(4) =3

f.dim N(A4) + dim C(4) = 4

g. Stevilo linearno neodvisnih vrstic matrike A je enako $tevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A.

11. naloga

Katere od naslednjih trditev so pravilne?

Which of the statements below are true?

Izberite enega ali vec:

a. Vsak vektor lahko pomnozimo s stevilom.
Every vector can be multiplied by a number.

b. Ko odstevamo vektorja, je pomembno, v katerem vrstnem redu ju odstejemo.
When subtracting vectors, attention must be paid to the order of subtraction.

c. Vsakemu vektorju lahko pristejemo Stevilo.
A number can be added to any vector.

d. Vektorje lahko sestevamo med seboj, medtem ko skalarjev ne moremo.
Addition of vectors is a valid operation, while addition of scalars is not.

e. Ko sestevamo vektorja, je pomembno, v katerem vrstnem redu ju sestejemo.
When adding two vectors, attention must be paid to the order of addition.
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12. naloga




13. naloga

Katere od naslednjih izrazov lahko izratunamo za matrike A, B € R>**, C € R*! in D € R®*??

Which of the following expressions do make sense for matrices A, B € R*>** ¢ € R**! and D € R**??

Izberite enega ali vec:
aA-B

b.A+ B v
c¢D-A v
dA-C v
e.B-DT

£ DT + A

14. naloga

Zan X n matriko A ter vektorja z, b € R" naj velja Az = b. Katere od naslednjih trditev so gotovo resni¢ne?

Given an n X n matrix A and vectors z,b € R" suppose Az = b holds. Which of the statements below are definitely true?

Izberite enega ali vec:
a.det A #0

b. bje linearna kombinacija stolpcev matrike A v
bis a linear combination of the columns of A

c. bje linearna kombinacija vrstic matrike A
bis a linear combination of the rows of A

d. Rang razsirjene matrike [A|b] je enak rangu matrike A. v
The rank of the extended matrix [A|b] is equal to the rank of A.

15. naloga

Transponirana matrika zgornje trikotne n X n matrike je...
The transpose of an upper triangular n X n matrix is...

Izberite enega ali vec:

a. ... diagonalna matrika. / ... a diagonal matrix.

b. ... stolpec. / ... a column.

C. ... vrstica. / ... a row.

d. ... spodnje trikotna matrika. / ... a lower triangular matrix. v

e. ... zgornje trikotna matrika. / ... an upper triangular matrix.
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16. naloga
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17. naloga

Katere od naslednjih trditev drzijo?
Which of the following statements are true?

Izberite enega ali vec:

a. Vsaka zgornje trikotna matrika je obrnljiva.
Every upper triangular matrix is invertible.

b. Ce sta prva in druga vrstica kvadratne matrike A kolinearni, potem matrika A ni obrnljiva.
If the first two rows of a square matrix A are collinear, then A is not invertible.

c. Inverz obrnljive spodnje trikotne matrike je zgornje trikotna matrika.
The inverse of an invertible lower triangular matrix is a lower triangular matrix.

d. Ce je matrika A obrnljiva, ima sistem Az = b neskonéno resitev.
If A is invertible, then the system Az = b has infinitely many solutions.

e. Ce je matrika A obrnljiva, je inverz matrike A~! enak A.
If A is invertible, then the inverse of the matrix A1 is equal to A.

f. Vsaka simetricna matrika je obrnljiva.
Every symmetric matrix is invertible.

g. Vse matrike elementarnih Gaussovih operacij so obrnljive.
All matrices of elementary Gaussian operations are invertible.

h. Inverz obrnljive zgornje trikotne matrike je spodnje trikotna matrika.
The inverse of an invertible upper triangular matrix is a lower triangular matrix.

i. Inverz obrnljive zgornje trikotne matrike je zgornje trikotna matrika.
The inverse of an invertible upper triangular matrix is an upper triangular matrix.

j. Inverz obrnljive simetricne matrike je simetricna matrika.
The inverse of an invertible symmetric matrix is a symmetric matrix.

k. Vsaka kvadratna nenicelna matrika ima inverz.
Every square matrix is invertible.

|. Inverz identi¢ne matrike je identi¢na matrika.
The inverse of the identity matrix is the identity matrix.

m. Ce je matrika A obrnljiva, je obrnljiva tudi matrika A.
If the matrix AT is invertible, then A is also invertible.

n. Ce matrika A ni obrnljiva, potem sistem Az = 0 nima nobene resitve.
If the matrix A is not invertible, then the system Az = 0 has no solutions.
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18. naloga

19. naloga
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20. naloga
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21. naloga

Muha se nahaja v tocki (4, 5, 6) in Zeli po najkrajsi poti odleteti v tocko (1, 3, 5). V kateri smeri naj leti?

A fly located at the point (4, 5, 6) wishes to fly the shortest distance to the point (1, 3, 5). Which direction should it choose?

Izberite enega ali vec:
a. \(\left[ \begin{matrix}
3\
2\\
1
\end{matrix}\right]\)

o

\(\left[ \begin{matrix}
T\
3\
5
\end{matrixj\right]\)

c. \(\left[ \begin{matrix} v
-3\
-2\
=1
\end{matrix}\right]\)

o

A\(\left[ \begin{matrix}
=T
-3\
5
\end{matrix}\right]\)

22. naloga

Katere od naslednjih matrik so obrnljive?
Which of the matrices below are invertible?

Izberite enega ali vec:

a. Matrika, katere determinanta je 6. v
A matrix with dterminant equal to 6.

b. Matrika, katere karakteristi¢ni polinom je enak A* — 23 — A2 + 3.
A matrix with characteristic polynomial equal to A* — 2A% — A2 + 3\,

c. Diagonalizabilna matrika z determinanto 0.
A diagonalizable matrix with determinant equal to 0.

d. Matrika, katere determinanta je 0.
A matrix with determinant equal to 0.

e. Matrika, katere karakteristi¢ni polinom je enak A* — 3X\3 — 2)\2 + 3. v
A matrix with characteristic polynomial equal to A* — 3A\% — 2)\% + 3.
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23. naloga

24. naloga
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25. naloga




26. naloga
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28. naloga

29. naloga




30. naloga

8.2 Teden 2
1. naloga
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2. naloga

Katere od naslednjih trditev so pravilne?

Which of the following are true?
Izberite enega ali vec:
. 1
Ceje A = wul, kjerjeu = [2] potem je ||A||z = 5.
T 1
If A =wuu', where u = . . then ||A||z = 5.
Za simetri¢no matriko A € R*** za lastnimi vrednostmi 1,2,3,4, je ||B||r = v/10.
If symmetric matrix A € R*** has eigenvalues 1,2,3 and 4, then || B||» = +/10.

Ceje A € R?*2 obrnljiva matrika s singularnima vrednostima  in 7, potem je [|A~! ||, = Vo2 + 72,
I an invertible matrix A € R?*? has singular values o and 7, then ||[A7}||p = Vo2 + 72,

Ce sta singularni vrednosti matrike A € R?*? enaki ¢ in T, potem sta singularni vrednosti matrike A% enaki o2 in 72.

If o and 7 are the singular values of a matrix A € R?*2, then the singular values of A? are equal to o and 72.

3. naloga

Katere od naslednjih trditev so pravilne za kvadratne matrike A, B, C' € R"*"?

Which of the following are true for square matrices 4, B, C € R™*"?

Izberite enega ali vec:
Ce sta z,y € R" poljubna vektorja, potem je tr(zy”?) = z’y.

If z,y € R™ arbitrary vectors, then tr(zy?) = zTy.

Ce je A obrnljiva, potem je tr(A) # 0.
If A invertible, then tr(A) # 0.

tr(ABG)=kin(AS@EBY)
tr(ABC) = tr(ATBTCT).

tr((AT — A)?) = 2tr(A?) — 2tr(AT A)
tr(AB) = tr(A)tr(B)
tr((AT — 4)?) =0

Ce je A obrnljiva, potem je tr(A™1) =

tr(4)

If A invertible, then tr(A~1) = tr(lA) .

Ce so matrike A, B, C' simetri¢ne, potem je tr(ABC) = tr(ACB).
If A, B, C' symmetric matrices, then tr(ABC) = tr(ACB).
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8.3 Teden 3
1. naloga
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3. naloga

8.4 Teden 4
1. naloga
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2. naloga
Naj bo A € R™ " simetri¢na pozitivno semidefinitna matrika. Katere od naslednjih trditev zagotovo drzijo?

Which of the following are true for a symmetric positive semidefinite matrix A € R™*"?

Izberite enega ali vec:

a. Obstaja n ortogonalnih lastnih vektorjev matrike A.

There exist n orthogonal eigenvectors for A.

b. A ima n razli¢nih lastnih vrednosti.

A has n distinct eigenvalues.

c. Karakteristi¢ni polinom matrike A ima lahko veckratne nicle.

The characteristic polynomial of A can have multiple roots.

d. Matrika A ima vse lastne vrednosti nenegativne.

All eigenvalues of A are nonnegative.

e.tr(4) =0

f. Obstaja m linearno neodvisnih lastnih vektorjev matrike A.

There exist n linearly independent eigenvectors for A.

g. Matriko A lahko zapisemo kot A = BT B za neko matriko B enakega ranga kot A.

Matrix A can be written as A = BT B, such that B is a matrix of the same rank as A.

h. det(4) <0

8.5 Teden 5

1. naloga

MnoZica vseh 3 x 3 matrik, katerih elementi so nenegativna realna Stevila, je vektorski podprostor v R3S,

The set of all 3 x 3 with non-negative real entries is a vector subspace of R3*3.

Izberite enega:

Drzi
Ne drzi ¢
2. naloga
Ce je U linearna ogrinjaca vektorjev ay, . . . , aj, potem je {a1, . ..,a;} bazaza U.
If U is the linear span of vectors ay, . . ., ay, then {ay, ..., ay} is a basis for U.

Izberite enega:

Drzi

Ne drzi ¢
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7. naloga
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8. naloga

Naj bo A realna n x m matrika. Ce ima sistem Ax = 0 le eno resitev, potem so stolpci matrike A linearno neodvisni.

Suppose A is a real n X m matrix. If the linear system Ax = 0 has exactly one solution, then A has linearly independent

columns.

Izberite enega:

Drzi «#
Ne drzi

8.6 Teden 6
1. naloga

Preslikava, ki kvadratni matriki A priredi njen inverz A1, je linearna.

The map which assigns the inverse A! to a square matrix A is linear.

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¥

Naj bo A kvadratna matrika in ¢ preslikava, ki matriki priredi njen inverz.
Potem velja ¢(2A4) = (24)~! = 147, Ker ta preslikava ni zaprta za mnozenje s
skalarjem, ni linearna.

2. naloga

Ce je 0 lastna vrednost linearne preslikave 7: V' — V, potem je dim(im(7)) < dim(V) — L.

If 0 is an eigenvalue of a linear map 7: V' — V, then dim(im(7)) < dim(V) — 1.

Izberite enega:
Drzi ¢

Ne drzi

Ce je 0 lastna vrednost linearne preslikave, to pomeni, da je matrika, ki pri-
pada tej linearni preslikavi, najvec¢ ranga n — 1. Posledicno to pomeni, da
je dimenzija jedra linearne preslikave najmanj 1 in slika linearne preslikave

najvec n — 1.

3. naloga

Recimo, da imata 8 x 8 matriki A in B obe lastno vrednost 3, A z lastnim vektorjem u, B pa z lastnim vektorjem v. Potem je
u + v lastni vektor matrike A + B.

Suppose that 8 x 8 matrices A and B both have eigenvalue 3, A with eigenvector u, B with eigenvector v. Then u + v is

an eigenvector of A + B.

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¢
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4. naloga

Naj bosta B in C dve taki bazi vektorskega prostora V, da bijektivni linearni preslikavi ¢: V' — V pripada glede na Bin C
ista matrika, tj.

App = Ap0-
Potem sta bazi enaki, tj. B = C.

Assume B and C' are two bases of a vector space V, such that the matrices corresponding to a linear bijection ¢: V' — V are equal,
ie.

A¢’B = A¢’C.

Then the bases are equal, ie. B = C.

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¢

Recimo, da imamo bazi B = b, ..., b, in C = 2by, ..., 2b,, in preslikavo, ki ji pripada
identicna matrika. Potem trditev ne drzi, ker bazi nista enaki, vendar obema
pripada ista matrika.

5. naloga

Naj bo 7: R?*® — R linearna preslikava, za katero velja
1 2 3 1 2 3
T = .
1 10 2 20
Assume 7: R?*3 — RS is a linear map for which

(2 al) (2 2 0))

Potem je dim(ker(7)) > 1.

holds. Then dim(ker(7)) > 1.
Izberite enega:
Drzi ¢¥

Ne drzi

Preslikava slika spodnjo vrstico matrik, ki sta razli¢ni, v nekaj enakega. To po-

meni, da preslikava ni injektivna, posledicno pa tudi, da je v jedru preslikave
vsaj en element.

6. naloga

V jedru linearne preslikave 8: Ry[z] — R**? je vsaj en neniceln polinom.

The kernel of a linear map 6: Ry[z] — R?*2 contains at least one non-zero polynomial.

Izberite enega:
Drzi ¢¥

Ne drzi
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Matrika, ki pripada tej preslikavi, ne more imeti ranga 5, ampak najvec 4, zato
je dimenzija jedra te preslikave vsaj 1.

7. naloga

Ce za neniceno linearno preslikavo ¥: R® — R? velja 9% = 1 0 1) = 0, potem je dim(im(t))) = 1.
If 1? = 1) 01b = 0 holds for a non-zero linear map t: R® — R?, then dim(im(¢)) = 1.

Izberite enega:
Drzi ¢

Ne drzi

Preslikava je nenicelna, zato njen rang in posledicno slika ne moreta biti 0.
Ker je kompozitum bijektivnih preslikav bijektivna preslikava, rang in slika
preslikave tudi ne moreta biti 3. Ce bi slika preslikave bila enaka 2, bi to
pomenilo, da sta, recimo, v (a), ¥ (b) linearno neodvisna. Vsaj eden od njiju ni v
ker(1)) (recimo a), vendar to pomeni, da bi veljalo ¢?(a) # 0 in ¢* # 0, zato rang
in slika ne moreta biti 2. Ostane tako samo Se moznost, da je slika preslikave
enaka 1. (Recimo, da je to prav razlozeno)

8. naloga

Naj bosta u, v € V linearno neodvisna lastna vektorja linearne preslikave ¢: V' — V. Ce je u + v tudi lastni vektor za ¢,

potem w in v pripadata isti lastni vrednosti.

Assume u, v € V are linearly independent eigenvectors of a linear map ¢: V' — V. If u + v is also an eigenvector of ¢, then

u and v correspond to the same eigenvalue.

Izberite enega:
Drzi ¢¥

Ne drzi

OU = M\, pU = pv
o(U+ V) = a(td + 7)
OU + ¢U = at + av
M+ pv = ad + av
AN — atl + pv — ot =0

Ker sta u, v linearno neodvisna, bo enacba veljala le, ¢e bo veljalo tudi A = u =
Q.

9. naloga

Linearna preslikava, ki 5 x 5 matriki A priredi njeno transponiranko AT, ima lastni vrednosti 1 in —1.

The linear map, which maps a 5 x 5 matrix A into its transpose AT, has 1 and —1 as eigenvalues.
Izberite enega:
Drzi ¢

Ne drzi
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Primer takih matrik sta identi¢éna matrika / in antisimetricna matrika, za
katero velja AT = —A. Trditev torej drzi.

Z nekoliko vec dela lahko sestavimo tudi matriko velikost 25 x 25, ki ima v
vsakem stolpcu in v vsaki vrstici samo eno 1, ostale vrednosti so 0. 5 od
teh enic bodo na diagonali, zato bo imela ta matrika vsaj 5 lastnih vrednosti
enakih 1, v preostalem delu matrike pa bo 10 lastnih vrednosti enakih 1 in 10
lastnih vrednosti —1.

10. naloga

Za poljubne tri vektorje a, b, ¢ € R? obstaja linearna preslikava ¢: R* — R?, ki vektorje a, b, ¢ po vrsti preslika v
vektorje b, ¢, a.

For three arbitrarily chosen vectors a, b, ¢ € R? there is a linear map ¢: R* — R?, which maps a, b, ¢ into b, ¢, a in that
order.

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¥

11. naloga

Katere od naslednjih preslikav so linearne?

Which of the following are linear transformations?

Izberite enega ali vec:
R - RV a(A)=A+1T

n: R™™ — RP*4 (X) = AXB, za katerikoli matriki A in B, da je produkt AX B definiran (for any matrices A ¢
and B, such that the product AX B is defined)

0: Rn[x} — Rn[w],ﬁ(p) = =5 v
B:Rala] > B, f(p) = [
PR S5 RV o(4) = 14+ AT) v

0:R,[z] — R, [z],0(p(z)) = p(z) + 2z + 1

w: R — R,w(A) = det(A)

12. naloga

Za vsako linearno preslikavo ¢: R™ — R™ ima preslikava ¢? = ¢ o ¢ le nenegativne lastne vrednosti.

For each linear map ¢: R™ — R™ the eigenvalues of ¢?> = ¢ o ¢ are non-negative.

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¢
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0

_1} , katere kvadrat je enak {_Ol _J , ki

Ne drzi. Primer take preslikave je 1 0

ima dvakratno lastno vrednost —1.

13. naloga
Naj bosta D in E dve diagonalni matriki, ki pripadata linearni preslikavi 7 (glede na neki dve bazi). Potem imata D in E na
diagonali enake vrednosti (lahko v razlicnem vrstnem redu).

Suppose D and FE are two diagonal matrices corresponding to a linear map 7 (w.r.t. two bases). Then D and E have the same
values on the diagonal (possibly in a different order).

Izberite enega:
Drzi ¢

Ne drzi

Matrike, ki pripadajo neki linearni preslikavi, imajo iste lastne vrednosti, ker
so si podobne. Ker sta tako D kot tudi E diagonalni, imata na diagonali lastne
vrednosti, ki pa so lahko v razlicnem vrstnem redu.

8.7 Teden 7

1. naloga
Naj bo ¢: R® — R? injektivna linearna preslikava, ki ohranja vektorski produkt, §j. ¢(a x b) = ¢(a) x #(b). Potem je ¢
izometrija.

Assume ¢: R* — R? is an one-to-one linear map, which preserves the cross product, ie. ¢(a x b) = ¢(a) x ¢(b). Then ¢
is an isometry.

Izberite enega:
Drzi ¢
Ne drzi

-

Naj bodo i, j, k enotski bazni vektorji. Potem velja

— —,

6(@) = o(j x k) = ¢(j) x ¢(k) = ¢(7) L o(k)

in podobno tudi za j in k. Matrika, ki pripada tej izometriji je torej ortogo-
nalna, od koder sklepamo, da je tudi baza (¢(i), $(j), ¢(k)) ortogonalna. Vek-
torje v tej bazi se torej da normirati, od koder dobimo ortonormirano bazo
(ad(i), B6()),v70(k)). Ker izometrijam pripadajo ortogonalne matrike v ortonor-

miranih bazah, je ta preslikava res izometrija.

2. naloga

Naj bo ¢: R — R linearna izometrija, za katero velja ¢(a) = a, ¢(b) = c in ¢(c) = b, kjer so a, b in ¢ paroma
pravokotni enotski vektorji. Potem je ¢ zrcaljenje ¢ez ravnino.

Assume that ¢: R3 — R is a linear isometry such that ¢(a) = a, #(b) = c and ¢(c) = b holds for pairwise orthogonal
unit vectors a, b and c. Then ¢ is a reflection.

Izberite enega:
Drzi ¢¥
Ne drzi
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1 00
Tej izometriji pripada matrika |0 0 1|. Ta matrika ima dve lastni vrednosti
010

1 in eno lastno vrednost —1, kar pomeni, da gre za zrcaljenje Cez ravnino.

3. naloga

Ceje 1: R* — R? linearna izometrija, potem 1) ohranja vektorski produkt, tj. za poljubna vektorja a, b € R? velja
P(a x b) = t(a) x ¢(b).
A linear isometry ¢: R® — R® preserves the cross product, ie. for arbitrary vectors a, b € R? the equality

P(a x b) = (a) x ¥(b) holds.

Izberite enega:

Drzi
Ne drzi ¥
-1 0 0
Trditev ne drzi. Denimo, da imamo izometrijo | 0 1 0| in vektorje ¢ =
0 01
1 0 0
0|,7=1|1|,k= [0]. Potem je ¢(i x j) = ¢(k) =k in (i) x ¥(j) = —i x j = —k,
0 0 1
kar ni enako.
4. naloga
Obstaja linearna izometrija prostora R?, ki ima lastne vrednosti 1, % = 2? in é =F z?
There is a linear isometry of the space R® with eigenvalues 1, % — z? and % + 1?
Izberite enega:
Drzi ¢/
Ne drzi
1 0 0
Drzi. Primer take izometrije je |0 cos(3) —sin(3)
0 sin(3) cos(3)
8.8 Teden 9
1. naloga

Ce vemo, da za funkcijo h(z,y) velja hy(1,0) > 0in h(1,0) = 0, potem je h(1,1) > 0.
For h(z,y) we have hy(1,0) > 0 and h(1,0) = 0. Then h(1,1) > 0.
Izberite enega:

Drzi

Ne drzi ¥/
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2. naloga

3. naloga

4. naloga

5. naloga




8.9 Teden 11

1. naloga

Ce funkcija f(z,y) doseze maksimalno vrednost na krivulji =2 + 2y* = 3 v tocki (1, 1), potem je grad(f)(1,1)
vzporeden vektorju [1, 2]%.

If a function f(z,y) attains its maximum value on the curve z? + 2y* = 3 at the point (1,1), then grad(f)(1,1) is
parallel to the vector [1,2]7.

Izberite enega:
Drzi ¥/

Ne drzi

2. naloga

Ceje fz(a,b) =0, frz(a,b) = 0in fyy(a,b) = 3, ima funkcija f(z,y) v tocki (a, b) lokalni maksimum.
Suppose fz(a,b) =0, fzz(a,b) = 0, and fyy(a,b) = 3. Then the function f(z,y) has a local maximum at (a, b).

Izberite enega:
Drzi

Ne drzi ¥

3. naloga

Ce vemo, da za funkcijo h(z,y) velja hy(1,0) > 0in h(1,0) = 0, potem je h(1,1) > 0.
For h(z,y) we have hy(1,0) > 0 and h(1,0) = 0. Then h(1,1) > 0.

Izberite enega:

Drzi

Ne drzi ¥

4. naloga

Ce je determinanta Hessejeve matrike v stacionarni tocki funkcije petih spremenljivk negativna, potem ima funkcija v tej
tocki lokalni minimum.

If the determinant of the Hesse matrix at a stationary point of a function of five variables is negative, then the stationary point

is a local minimum.

Izberite enega:

Drzi

Ne drzi ¥
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